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1. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî èçâåñò-
íûì åå çíà÷åíèÿì â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îïðåäåëèòü åå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ îáëàñòè çàäàíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, òîãäà, êîãäà ïî
ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû â îäíèõ òî÷êàõ òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü åå çíà÷åíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ èëè êîãäà â öåëÿõ óñêîðåíèÿ
âû÷èñëåíèé æåëàòåëüíî ïðèáëèçèòü çàäàííóþ ôóíêöèþ äðóãîé, íî �ëåãêî�
âû÷èñëèìîé. Ïîñêîëüêó íàèáîëåå ïðîñòûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû (ïîëèíîìû), òî âïîëíå åñòåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì

Pm(x) = a0 + a1 · x+ ...+ am · xm (1)

íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì äëÿ ôóíêöèè f(x) , çàäàííîé íà
îòðåçêå [ a, b ] , ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) â n + 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
(óçëàõ) xi ∈ [ a, b ] , i = 0, 1, ..., n , åñëè

Pm(xi) = f(xi). (2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà Pm(x) (m + 1 íåèçâåñòíîå: a0, a1, ..., am) ìû
èìååì n + 1 óñëîâèå (óðàâíåíèÿ (2)). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îáû÷íî îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì ÷èñëà íåèç-
âåñòíûõ êîëè÷åñòâó íàêëàäûâàåìûõ íà íèõ óñëîâèé. Åñëè óñëîâèé ìåíüøå,
÷åì íåèçâåñòíûõ, òî ðåøåíèå îáû÷íî íå åäèíñòâåííî; åñëè óñëîâèé áîëüøå,
òî ðåøåíèÿ âîîáùå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (2) ïðè m = n èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ a0, a1, ... , an ïîëèíîìàPn(x) â ðàçâåðíóòîì âèäå:

a0 + x0 · a1 + ...+ xn
0 · an = f(x0),

a0 + x1 · a1 + ...+ xn
1 · an = f(x1),

.........

a0 + xn · a1 + ...+ xn
n · an = f(xn).

(3)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà è îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê
xi 6= xj ïðè i 6= j, i, j = 0, ..., n, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3).
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1.1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (2) ïðè m = n
ïðåäñòàâèìî â ôîðìå Ëàãðàíæà

Pn(x) =
n∑

k=0

ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)
f(xk) , (4)

ãäå

ω(x) = (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xn) (5)

� ïîëèíîì ñòåïåíè n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, ..., n ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé
çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ:

Pn,k(xi) = δk,i, i = 0, 1, ..., n ,

ãäå δk,i = 0 ïðè k 6= i, δk,k = 1.
Òàê êàê ïîëèíîì Pn,k(x) ñòåïåíè n ïî óñëîâèþ èìååò n êîðíåé

x0 , x1 , ... , xk−1 , xk+1 , ... , xn ,

òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìîíîìîâ:

Pn,k(x) = qk · (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xk−1) · (x− xk+1) · ... · (x− xn) , (6)

ãäå qk îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Pn,k(xk) = 1:

qk =
1

(xk − x0) · (xk − x1) · ... · (xk − xk−1) · (xk − xk+1) · ... · (xk − xn)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ïîëèíîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Pn,k(x) =
ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)
, (7)

ãäå ω(x) = (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîëèíîìîâ Pn,k(x) ñ âåñàìè f(xk)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n è, òàê êàê

n∑
k=0

Pn,k(xi) · f(xk) =
n∑

k=0

δk,i · f(xk) = f(xi)

äëÿ i = 0, 1, ..., n , îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿíòîì ôóíêöèè f(x) .
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1.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â ôîðìå Íüþòîíà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè èí-
òåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Pn(x) è âû÷èñëèëè åãî çíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðî-
ãî íàáîðà òî÷åê îòðåçêà [ a, b ] , íî ïîÿâèëèñü íîâûå çíà÷åíèÿ èíòåðïîëè-
ðóåìîé ôóíêöèè f(x) , ñêàæåì îäíî â íîâîé òî÷êå xn+1. Ìîæíî ëè ïîä-
ïðàâèòü óæå âû÷èñëåííóþ òàáëèöó çíà÷åíèé, ò.å. äîáàâèòü ê íåé ïîïðàâêó
Pn+1(x)− Pn(x) ?

Ïóñòü Pk(x) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì äëÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà
îòðåçêå [ a, b ], ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) â ïåðâûõ k + 1 óçëå èç n + 1 ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê x0, x1, ... , xn.

Òàê êàê ðàçíîñòü Pk+1(x) − Pk(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè k + 1 , à
çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Pk+1(x) è Pk(x) ïðè x = x0, x1, ..., xk

ñîâïàäàþò, ò.å. ýòè òî÷êè ÿâëþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè ðàçíîñòè Pk+1(x)−
Pk(x) , òî

Pk+1(x)− Pk(x) = Ak+1 · (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xk) , (8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Ak+1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Pk+1(xk+1)− Pk(xk+1) = Ak+1 · (xk+1 − x0) · (xk+1 − x1) · ... · (xk+1 − xk) .

Òàê êàê Pk+1(xk+1) = f(xk+1) , òî

Ak+1 =
f(xk+1)− Pk(xk+1)

(xk+1 − x0) · (xk+1 − x1) · ... · (xk+1 − xk)
. (9)

Ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ A1 :

A1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

=
f(x0)

x0 − x1

+
f(x1)

x1 − x0

. (10)

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà
óçëàõ x0 6= x1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

f(x0, x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

.

Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P1(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé
ôîðìå (Íüþòîíà):

P1(x) = P0(x) + A1 · (x− x0) =

= f(x0) + f(x0, x1) · (x− x0) .

Îïðåäåëèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Q1(x) äëÿ ôóíêöèè f(x) íà óçëàõ
x1 6= x2 â ôîðìå (Íüþòîíà):

Q1(x) = f(x1) + f(x1, x2) · (x− x1) .

Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P2(x) ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
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P2(x) = P1(x) + (P2(x)− P1(x) ) =

= P1(x) + A2 · (x− x0) · (x− x1)

è
P2(x) = Q1(x) + (P2(x)−Q1(x) ) =

= Q1(x) + B2 · (x− x1) · (x− x2) .

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû ïðè x = x2 , íåòðóäíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ A2 :

A2 =
Q1(x2) − P1(x2)

(x2 − x0) · (x2 − x1)
=
f(x1, x2) − f(x0, x1)

x2 − x0

=

=
f(x0)

(x0 − x1) (x0 − x2)
+

f(x1)

(x1 − x0) (x1 − x2)
+

f(x2)

(x2 − x0) (x2 − x1)
.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëàõ x0, x1, x2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

f(x0, x1, x2) =
f(x1, x2) − f(x0, x1)

x2 − x0

.

Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P2(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé
ôîðìå (Íüþòîíà):

P2(x) = P0(x) + A1 · (x− x0) + A2 · (x− x0) · (x− x1) =

= f(x0) + f(x0, x1) (x− x0) + f(x0, x1, x2) (x− x0) (x− x1) .

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ak

ðàâíû ðàçäåëåííûì ðàçíîñòÿì k-òîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ óçëàõ x0, x1, ..., xk , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòè ïðåäûäó-
ùåãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ k-òîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëàõ x0, x1, ..., xk íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

f(x0, x1, ... , xk) =
f(x1, x2 ... , xk) − f(x0, x1 ... , xk−1)

xk − x0

.

Ëåììà 1. Äëÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ k-òîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëàõ x0, x1, ..., xk ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

f(x0, x1, ... , xk) =
k∑

i=0

f(xi)

(xi − x0) ... (xi − xi−1) (xi − xi+1) ... (xi − xk)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû äëÿ k = 1 ñëåäóåò î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäëîëîæèì,
÷òî ëåììà ñïðàâåäëèâà ïðè k = m è äîêàæåì åå äëÿ k = m+ 1 .

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè (m + 1)-ãî ïîðÿäêà è ñäåëàííîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî



1.3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ 7

f(x0, x1, ... , xm+1) =
f(x1, x2 ... , xm+1) − f(x0, x1 ... , xm)

xm+1 − x0

=

=
1

xm+1 − x0

[ m+1∑
i=1

f(xi)

(xi − x1) ... (xi − xi−1) (xi − xi+1) ... (xi − xm+1)
−

−
m∑

i=0

f(xi)

(xi − x0) ... (xi − xi−1) (xi − xi+1) ... (xi − xm)

]
=

=
m+1∑
i=0

f(xi)

(xi − x0) ... (xi − xi−1) (xi − xi+1) ... (xi − xm+1)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 2. Êîýôôèöèåíòû Ak èç (9) ðàâíû ðàçäåëåííûì ðàçíîñòÿì k-òîãî
ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëàõ x0, x1, ..., xk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëåãêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñü ôîðìóëû

Ak =
k∑

i=0

f(xi)

(xi − x0) ... (xi − xi−1) (xi − xi+1) ... (xi − xk)

(çàìåíîé â ôîðìóëå (9) èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà íà åãî ïðåäñòàâëåíèå
â ôîðìå Ëàãðàíæà è ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ), òî óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåò
ñëåäñòâèåì ëåììû 1.

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèå çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (2) ïðè m = n
ïðåäñòàâèìî â ôîðìå Íüþòîíà:

Pn(x) =
n∑

k=0

f(x0, x1, ... , xk) · (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xk−1) ,

ãäå f(x0, x1, ... , xk) � ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè k-òîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (8)
è ëåììû 2.

1.3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîãðåøíîñòüþ (îøèáêîé) èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x)
ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x0, x1, ..., xn èíòåðâàëà
[ a, b ] èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pn(x) íàçûâàåòñÿ èõ ðàçíîñòü

Rn(x) = f(x)− Pn(x) .

Î÷åâèäíî, ÷òî Rn(xi) = 0.
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Ëåììà 3. Åñëè y ∈ [ a, b ] è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç óçëîâ èíòåðïîëÿ-
öèè, òî

Rn(y) = f(x0, ... , xn, y) · ω(y) ,

ãäå ω(y) = (y − x0) · (y − x1) · ... · (y − xn) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Pn+1(x) ôóíêöèè f(x) ïî
ïîïàðíî ðàçëè÷íûì óçëàì èíòåðïîëÿöèè x0, x1, ..., xn, y ïðåäñòàâèì â ôîðìå
Íüþòîíà:

Pn+1(x) = f(x0) + ...+ f(x0, x1, ... , xn) (x− x0) (x− x1) ... (x− xn−1)+

+f(x0, ... , xn, y)ω(x) = Pn(x) + f(x0, ... , xn, y)ω(x) .

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ýòîãî ðàâåíñòâà è óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè
Pn+1(y) = f(y) .

Ëåììà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îò-
ðåçêå [ a, b ] , òî

f(x0, x1, ... , xn) =
f (n)(ξ)

n!
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ ∈ [ a, b ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì n ðàç îøèáêó èíòåð-
ïîëÿöèè:

R(n)
n (x) = f (n)(x) − n! · f(x0, x1, ... , xn) .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâî-
âàíèå õîòÿ áû îäíîãî êîðíÿ ξ ó ýòîé ïðîèçâîäíîé íà [ a, b ] .

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ó ïîãðåøíîñòè Rn(x) : èõ íå
ìåíüøå, ÷åì n + 1 , òàê êàê Rn(xi) = 0 , i = 0, 1, ..., n . Íå óìåíüøàÿ îáù-
íîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû èíòåðïîëÿöèè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ:
x0 < x1 < ... < xn . Òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè åå ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà (x0, x1 ) ,
(x1, x2 ) , ... , (xn−1, xn ) . Ñëåäîâàòåëüíî, R ′

n(x) èìååò íà [ a, b ] íå ìåíåå, ÷åì
n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ ôóíêöèè R ′
n(x) , ïîëó÷èì, ÷òî âòîðàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ïîãðåøíîñòè R ′′
n (x) èìååò íà [ a, b ] íå ìåíåå, ÷åì n − 1 ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ êîðíåé. ×åðåç n òàêèõ øàãîâ ìû ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî n-òàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïîãðåøíîñòè R(n)

n (x) èìååò íà [ a, b ] íå ìåíåå îäíîãî êîðíÿ, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n+ 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
îòðåçêå [ a, b ] , òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî åå çíà-
÷åíèÿì f(xi) â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x0, x1, ..., xn èíòåðâàëà [ a, b ] , èí-
òåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pn(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì
âèäå:

Rn(y) = f(y)− Pn(y) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(y) ,

ãäå ξ ∈ [ a, b ] , ω(y) = (y − x0) · (y − x1) · ... · (y − xn) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ,
òî, óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíûì îáðàçîì âåðíî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ [ a, b ] ,
ïîñêîëüêó Rn() = 0 è ω(y) = 0 .

Åñëè y íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ, òî èç ëåììû
3 ñëåäóåò, ÷òî

Rn(y) = f(x0, ... , xn, y) · ω(y) ,

à ëåììà 4 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ξ ∈ [ a, b ] , òàêîé, ÷òî

f(x0, x1, ... , xn, y) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
,

ñëåäîâàòåëüíî,

Rn(y) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(y)

è â ýòîì ñëó÷àå.
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2. Èíòåðïîëèðîâàíèå ñ êðàòíûìè óçëàìè

Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíîå ïðèáëèæåíèå
ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíû íå òîëüêî åå çíà÷åíèÿ â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ îáëàñòè çàäàíèÿ, íî è çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì

PN(x) = a0 + a1 · x+ ...+ aN · xN (1)

íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ýðìèòà äëÿ ôóíêöèè f(x) , çàäàí-
íîé íà îòðåçêå [ a, b ] , ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) , çíà÷åíèÿì åå ïåðâûõ Ni−1 ïðî-
èçâîäíûõ f (j)(xi) â (n+1)-îé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (óçëàõ) xi ∈ [ a, b ] ,
i = 0, 1, ..., n , åñëè

P
(j)
N (xi) = f (j)(xi),

i = 0, 1, ..., n ; j = 0, 1, ..., Ni − 1 .
(2)

Òî÷êè xi íàçûâàþòñÿ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè êðàòíîñòè Ni .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà PN(x) (N + 1 íåèçâåñòíîå: a0, a1, ..., aN) ìû
èìååì N0+N1+...+Nn óñëîâèé (óðàâíåíèÿ (2)). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îáû÷íî îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì ÷èñ-
ëà íåèçâåñòíûõ êîëè÷åñòâó íàêëàäûâàåìûõ íà íèõ óñëîâèé, ïîýòîìó âïðåäü
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N + 1 = N0 +N1 + ...+Nn .

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (2) ïðè N+1 = N0+N1+
...+Nn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ a0, a1, ..., aN ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ïîðÿäêà
N + 1 . Ñëåäîâàòåëüíî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå (îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà: ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ëèáî íå èìååò
ðåøåíèÿ, ëèáî èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé. Çíà÷èò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìå-
åò íåíóëåâîå ðåøåíèå a0, a1, ..., aN , îïðåäåëÿþùåå íåíóëåâîé ïîëèíîì PN(x)
ñòåïåíè N è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

P
(j)
N (xi) = 0, i = 0, 1, ..., n ; j = 0, 1, ..., Ni − 1 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x = xi ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì êðàòíîñòè Ni , à, òàê êàê
èíòåðïîëÿöèîííûå óçëû x = xi ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî

PN(x) = c (x− x0)
N0 (x− x1)

N1 ... (x− xn)Nn ,

ò.å. PN(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå ìåíåå, ÷åì N0 +N1 + ...+Nn , òàê
êàê ïî ïîñòðîåíèþ îí íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Íî ïî óñëîâèÿ
òåîðåìû åãî ñòåïåíü ñòðîãî ìåíüøå N0 +N1 + ...+Nn , ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî è òåîðåìà âåðíà.
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2.1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìà Ýðìèòà

Ôîðìó Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîñòûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëîâ ìîæíî îáîùèòü è íà ñëó÷àé êðàòíûõ óç-
ëîâ â ñëåäóþùåì âèäå

PN(x) =
n∑

i=0

Ni−1∑
j=0

PN,i,j(x) · f (j)(xi) , (3)

ãäå ïîëèíîì PN,i,j(x) ñòåïåíè N îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

P
(l)
N,i,j(xk) = δi,k · δj,l ,

k = 0, 1, ..., n ; l = 0, 1, ..., Ni − 1 ,

ãäå δi,k � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïîëèíîì Ýðìèòà ïðè n = 1 , N0 = 1 , N1 = 2 .
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé óçåë x2 , îòëè÷íûé îò x0 è x1 , è ïîñòðîèì èíòåð-
ïîëÿöèîííûé ïîëèíîì L2(x) â ôîðìå Ëàãðàíæà íà óçëàõ x0 , x1 , x2

L2(x) =
(x− x1) (x− x2)

(x0 − x1) (x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0) (x− x2)

(x1 − x0) (x1 − x2)
f(x1)+

+
(x− x0) (x− x1)

(x2 − x0) (x2 − x1)
f(x2) .

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè x2 → x1 ïîëó÷èì ïîëèíîì Ýðìèòà

P2(x) =
(x− x1)

2

(x0 − x1)2
f(x0)−

(x− x0) (x+ x0 − 2x2)

(x1 − x0)2
f(x1)+

+
(x− x0) (x− x1)

x1 − x0

f ′(x1) .

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà ìîæíî ïîñòðîèòü è ñ ïîìîùüþ ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà â èíòåðïîëÿöèîííîì ïîëèíîìå â ôîðìå Íüþòîíà. Ïîñòðî-
èì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì L2(x) â ôîðìå Íüþòîíà íà óçëàõ x0 , x1 , x2

L2(x) = f(x0) + f(x0, x1) (x− x0) + f(x0, x1, x2) (x− x0) (x− x1) ,

f(x0, x1) =
f(x1)− f(x0)

(x1 − x0)
, f(x1, x2) =

f(x2)− f(x1)

(x2 − x1)
,

f(x0, x1, x2) =
f(x1, x2)− f(x0, x1)

(x2 − x0)
.

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè x2 → x1 ïîëó÷èì ïîëèíîì Ýðìèòà

P2(x) = f(x0) + f(x0, x1) (x− x0) + f(x0, x1, x1) (x− x0) (x− x1) =

= f(x0) +
f(x1)− f(x0)

(x1 − x0)
(x− x0)+

+
(x1 − x0) f

′(x1)− f(x1) + f(x0)

(x1 − x0)2
(x− x0) (x− x1) .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòü ïðåäåë çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì
ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìà â ôîðìå Ëàãðàíæà.
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Óñòàíîâèì çàêîííîñòü ïîñëåäíåãî ïðèåìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöè-
îííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé óçåë èíòåðïîëÿöèè xi êðàòíîñòè Ni çàìåíåí
íàáîðîì xε

i,0, x
ε
i,1, ... , x

ε
i,Ni−1 , çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ε , ïðè ñòðåìëåíèè

êîòîðîãî ê íóëþ êàæäûé óçåë íàáîðà ñõîäèòüñÿ ê xi .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû íàáîðà

xε
i,0, x

ε
i,1, ... , x

ε
i,Ni−1 , i = 0, 1, ..., n ,

ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ïîñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó óçëîâ ìîæíî, âûáèðàÿ äîïîë-
íèòåëüíûå óçëû â äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε-îêðåñòíîñòÿõ èñõîäíûõ èíòåðïîëÿöè-
îííûõ óçëîâ).

Ïðåäñòàâèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì íà ýòîé ñèñòåìå óçëîâ â ôîðìå
Íüþòîíà

P ε
N(x) = Aε

0,0 +

+ Aε
0,1(x− xε

0,0) +

+ Aε
0,2(x− xε

0,0)(x− xε
0,1) +

. . . . . . . . . .

+ Aε
0,N0−1(x− xε

0,0) ... (x− xε
0,N0−2) +

+ Aε
1,0(x− xε

0,0) ... (x− xε
0,N0−2)(x− xε

0,N0−1) +

. . . . . . . . . .

+ Aε
n,Nn−1(x− xε

0,0) ... (x− xε
0,N0−2)(x− xε

0,N0−1) ... (x− xε
n,Nn−2) ,

ãäå
Aε

0,0 = f(xε
0,0) ,

Aε
0,1 = f(xε

0,0, x
ε
0,1) ,

. . . . . . .

Aε
0,N0−1 = f(xε

0,0, x
ε
0,1, ..., x

ε
0,N0−1) ,

Aε
1,0 = f(xε

0,0, x
ε
0,1, ..., x

ε
0,N0−1, x

ε
1,0) ,

. . . . . . . . . .

Aε
n,Nn−1 = f(xε

0,0, x
ε
0,1, ..., x

ε
0,N0−1, x

ε
1,0, ..., x

ε
n,Nn−1) .

Ëåììà 1. Íà ñèñòåìå óçëîâ {xε
i,0, x

ε
i,1, ... , x

ε
i,Ni−1 , i = 0, 1, ..., n }

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí ïðåäåë ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:

lim
ε→0

f(xε
i,j, x

ε
i,j+1, ..., x

ε
k,l) ≡ f(xi,j, xi,j+1, ..., xk,l) ,

0≤ i≤ k≤n , 0≤ j≤Ni−1 , 0≤ l≤Nk−1 ,

ãäå lim
ε→0

xε
i,j = xi,j ≡ xi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé íóëåâîãî
ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû:

lim
ε→0

f(xε
i,j) = f(xi,j) ≡ f(xi)

0≤ i≤ k≤n , 0≤ j≤Ni−1 ,
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû ïðåäåëû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé
äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî è ðàññìîòðèì ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü ïîðÿäêà
m+ 1 :

f(xε
i,j, x

ε
i,j+1, ..., x

ε
k,l) =

f(xε
i,j+1, ..., x

ε
k,l) − f(xε

i,j, x
ε
i,j+1, ..., x

ε
k,l−1)

xε
k,l − xε

i,j

,

ãäå ÷èñëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé m-ãî ïîðÿäêà, à
çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Åñëè i 6= k , òî çíàìåíàòåëü ñòðåìèòüñÿ ê ðàçíîñòè xk − xi 6= 0 è íóæíûé
ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé i = k , êîãäà çíàìåíàòåëü
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Íî â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû (1.4) ñëåäóåò, ÷òî

f(xε
i,j, x

ε
i,j+1, ..., x

ε
i,l) =

f (m+1)(ξε)

(m+ 1)!

è ξε ëåæèò ìåæäó óçëàìè, ïî êîòîðûì ñòðîèòüñÿ ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü. Çíà-
÷èò ξε → xi , à ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ñòðåìèòüñÿ ê (m + 1)-îé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå xi , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P ε
N(x) íà ñèñòåìå óçëîâ

{xε
i,0, x

ε
i,1, ... , x

ε
i,Ni−1 , i = 0, 1, ..., n }

ñõîäèòñÿ ê ïîëèíîìó Ýðìèòà PN(x) èç (2) ïðè ε→ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû (1) è åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë
èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà P ε

N(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

PN(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ... +

f (N0−1)(x0)

(N0 − 1)!
(x− x0)

N0−1 +

+ f(x0,0, ... , x0,N0−1, x1,0) (x− x0)
N0 +

+ f(x0,0, ... , x0,N0−1, x1,0, x1,1) (x− x0)
N0 (x− x1) +

. . . . . . . . . .

+ f(x0,0, ... , xn,Nn−1) (x− x0)
N0(x− x1)

N1 ... (x− xn)Nn−1 .

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòîò ïðåäåëüíûé ïîëè-
íîì óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè f(x) â èíòåðïîëÿ-
öèîííîì óçëå x0 êðàòíîñòè N0 :

PN(x0) = f(x0) , P
′

N(x0) = f ′(x0) , ... , P
(N0−1)
N (x0) = f (N0−1)(x0) .

Ïðåäåëüíûé ïîëèíîì PN(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè ôóíê-
öèè f(x) è â ëþáîì äðóãîì èíòåðïîëÿöèîííîì óçëå xi êðàòíîñòè Ni . Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîìåíÿâ óçëû xi è x0 ìåñòàìè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé
ïîëèíîì P ε

N(x) åäèíñòâåíåí, ò.å. íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè óçëîâ, ïîëó÷èì, ÷òî
åãî ïðåäåë ïðåäñòàâèì â âèäå
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PN(x) = f(xi) +
f ′(xi)

1!
(x− xi) + ... +

f (Ni−1)(xi)

(Ni − 1)!
(x− xi)

Ni−1 +

+ f(xi,0, ... , xi,Ni−1, x1,0) (x− xi)
Ni +

+ f(xi,0, ... , xi,Ni−1, x1,0, x1,1) (x− xi)
Ni (x− x1) +

. . . . . . . . . .

+ f(xi,0, ... , xn,Nn−1) (x− xi)
Ni(x− x1)

N1 ... (x− xn)Nn−1

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè

PN(xi) = f(xi) , P
′

N(xi) = f ′(xi) , ... , P
(Ni−1)
N (xi) = f (Ni−1)(xi) .

2.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) , çàäàííîé íà îòðåçêå [ a, b ] ,
ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) , çíà÷åíèÿì åå ïåðâûõ Ni − 1 ïðîèçâîäíûõ f (j)(xi) â
(n + 1)-îé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (óçëàõ) xi ∈ [ a, b ] , i = 0, 1, ..., n ,
ïîëèíîìîì Ýðìèòà PN(x) èç (2)

RN(x) = f(x)− PN(x) (4)

ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â îöåíêå

Rε
N(x) = f(x)− P ε

N(x) =
f (N+1)(ξ)

(N + 1)!)
ωε(x) , (5)

ãäå P ε
N(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ óçëàõ êðàò-

íîñòè îäèí,

ωε(x) = (x− xε
0,0)(x− xε

0,1) ... (x− xε
0,N0−1)(x− xε

1,0) ... (x− xε
n,Nn−1) .

Òàê êàê P ε
N(x) → PN(x), ωε(x) → ω(x) ïðè ε→ 0 :

ω(x) = (x− x0)
N0(x− x1)

N1 ... (x− xn)Nn (6)

� ïîëèíîì ñòåïåíè N+1 = N0 +N1 + ...+Nn , òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (5) ñëåäóåò

||RN(x)||C[a,b] ≤
||f (N+1)(x)||C[a,b]

(N + 1)!
||ω(x)||C[a,b] . (7)

Ýòà îöåíêà âûòåêàåò òàêæå è èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïîãðåøíîñòü RN(x) èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) , çàäàí-
íîé íà îòðåçêå [ a, b ] , ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) , çíà÷åíèÿì åå ïåðâûõ Ni − 1
ïðîèçâîäíûõ f (j)(xi) â (n + 1)-îé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (óçëàõ) xi ∈
[ a, b ] , i = 0, 1, ..., n , ïîëèíîìîì Ýðìèòà PN(x) èç (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

RN(x) = f(x)− PN(x) =
f (N+1)(ξ)

(N + 1)!)
ω(x) ,

ãäå ξ íåêîòîðàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà [ a, b ] (çàâèñÿùàÿ îò x), à ïîëèíîì
ω(x) îïðåäåëåí â (6).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè x = y è y ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óçëîâ
èíòåðïîëÿöèè, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì âûáîðå ξ ∈
[ a, b ] , òàê êàê RN(y) = 0 è ω(y) = 0 .

Ïóñòü x = y è y íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Îïðå-
äåëèì ïîñòîÿííóþ

K =
f(y)− PN(y)

ω(y)
,

òîãäà ôóíêöèÿ g(x) = RN(x)−K ·PN(x) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå N +1 êîðåíü
(âìåñòå ñ èõ êðàòíîñòÿìè) x0, x1, ... , xn ïî óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè è åùå
îäèí êîðåíü x = y ïî îïðåäåëåíèþ ïîñòîÿííîé K , âñåãî N + 2 êîðíÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g(x) íà èíòåðâàëå [ a, b ] áó-
äåò èìåòü êîðíè x0, x1, ... , xn êðàòíîñòè N0 − 1, N1 − 1, ... , Nn − 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî, êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ åùå n + 1 êîðåíü âíóòðè ïîäúèíòåð-
âàëîâ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [ a, b ] òî÷êàìè x0, x1, ... , xn è y , ò.å. N + 1 êîðåíü.

Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî l-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g(x) áóäåò èìåòü íà èíòåðâàëå [ a, b ] ïî êðàé-
íåé ìåðå N + 2 − l êîðíåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [ a, b ]
òàêàÿ, ÷òî

0 = g(N+1)(ξ) = R
(N+1)
N (ξ) − K · (N + 1)! = f (N+1)(ξ) − K · (N + 1)! ,

ò.å.
K =

f(y)− PN(y)

ω(y)
= f (N+1)(ξ) ,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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3. Ïîëèíîì (×åáûøåâà), íàèìåíåå
óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ

Ðàññìîòðèì îöåíêó (2.7) îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè f(x)

||RN(x)||C[a,b] ≤
||f (N+1)(x)||C[a,b]

(N + 1)!
||ω(x)||C[a,b] ,

ãäå
ω(x) = (x− x0)

N0(x− x1)
N1 ... (x− xn)Nn

� ïîëèíîì ñòåïåíè N + 1 = N0 +N1 + ...+Nn ,
x0, x1, ... , xn � èíòåðïîëÿöèîííûå óçëû êðàòíîñòè N0, N1, ... , Nn ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Íåóäà÷íûé âûáîð óçëîâ èíòåðïîëÿöèè (íàïðèìåð, â îäíîé ïîëîâèíå èí-
òåðâàëà [ a, b ]) áóäåò ïðè÷èíîé ïëîõîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì (â äðóãîé ïîëîâèíå îòðåçêà [ a, b ]). Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òàêîãî âûáîðà èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëîâ, ïðè êî-
òîðîì íîðìà ìíîãî÷ëåíà ω(x) â ïðîñòðàíñòâå C [ a, b ] ìèíèìàëüíà.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïðîñòûõ (Ni = 1) óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ò.å.

ω(x) = (x− x0) (x− x1) ... (x− xn) =

= xn+1 − (pnx
n + ... + p1x + p0) = xn+1 − Pn(x)

(1)

� ïîëèíîì ñòåïåíè n + 1 ñ ðàâíûì åäèíèöå êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè xn+1 ðàâíûì åäèíèöå.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè f(x) =
xn+1 ïîëèíîìîì Pn(x) ñòåïåíè n íà îòðåçêå [ a, b ] :

||xn+1 − Pn(x)||C[a,b] = inf
Qn(x)

||xn+1 − Qn(x)||C[a,b] , (2)

à êîðíè ìíîãî÷ëåíà ω(x) äîëæíû áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàòü
èíòåðâàëó [ a, b ] .

3.1. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ â íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, Bn+1 � åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n+1 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ B ñóùåñòâó-
åò Pn ∈ Bn+1 òàêîé, ÷òî

||f − Pn||B = inf
Qn∈Bn+1

||f − Qn||B . (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {b0, b1, ... , bn} � áàçèñ Bn+1 , ò.å. ëþáîé ýëåìåíò
Qn ∈ Bn+1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
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Qn = q0 · b0 + q1 · b1 + ... + qn · bn

ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ ~q = (q0, q1, ... , qn) èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn+1.

Îïðåäåëèì â Rn+1 íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Rf (~q) = || f − Qn ||B .

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (3) ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó òî÷êè ìèíèìóìà ýòîé ôóíê-
öèè â Rn+1 :

Rf (~p) = inf
~q∈Rn+1

Rf (~q) = α ≥ 0 .

Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è åå ìèíèìóì èùåòñÿ íà êîìïàêò-
íîì ìíîæåñòâå, òî îí ñóùåñòâóåò è äîñòèãàåòñÿ.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Rf (~q) î÷åâèäíà.
Êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè â Rn+1 ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå øàðû. Ïîêàæåì,

÷òî ìèíèìóì Rf (~q) íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âíå íåêîòîðîãî øàðà || ~q ||Rn+1 ≤
Cf .

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

||Qn ||B = || ~q ||Rn+1 · ||
n∑

i=0

βi · bi ||B ,

|| ~β ||Rn+1 = 1 ,

inf
||~β||Rn+1=1

||
n∑

i=0

βi · bi ||B = β > 0 ,

Rf (~q) ≥ || ~q ||Rn+1 · β − || f ||B ,

òî â êà÷åñòâå Cf ìîæíî âçÿòü (α+ ||f ||B)/β .

Èòàê, íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ýëåìåíòà f íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
B ýëåìåíòîì èç åãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò, íî åäèí-
ñòâåííîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðåìà 1 íå ãàðàíòèðóåò.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè (3)
âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (1)
n ∈ Bn+1 è P (2)

n ∈ Bn+1 � ëþáûå äâà ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3), ò.å.

||f − P (1)
n ||B = ||f − P (2)

n ||B = inf
Qn∈Bn+1

||f − Qn||B = α .

Òîãäà äëÿ Qn = (1− t) · P (1)
n + t · P (1)

n ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1] èìååì
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α ≤ ||f − Qn||B = ||(1− t)(f − P (1)
n ) + t(f − P (2)

n )||B ≤
≤ (1− t) · ||f − P (1)

n ||B + t · ||f − P (2)
n ||B =

= (1− t) · α + t · α = α ,

(4)

ò.å. ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè P
(1)
n è P

(2)
n â Bn+1, ÿâëåòñÿ

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà f , ÷òî îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà
ðåøåíèé çàäà÷è (3).

Îïðåäåëåíèå 1. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íîð-
ìèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ åãî ýëåìåíòîâ f è g âû-
ïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

||(1− t) · f + t · g||B < (1− t) · ||f ||B + t · ||g||B

ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1) .

Òåîðåìà 3. Â ñòðîãî íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå B ðåøåíèå çàäà÷è î
íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè (3) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèé çàäà÷è (3) äâà: P (1)
n 6= P

(2)
n .

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè f −P (1)
n è f −P (2)

n , íîðìà êîòîðûõ îäèíàêîâà è ðàâíà α.
Åñëè ýòè ðàçíîñòè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1) èç òåîðåìû
1 è îïðåäåëåíèÿ 1 èìååì

α = ||f − [(1− t)P (1)
n ) + tP (2)

n ]||B =

= ||(1− t)(f − P (1)
n ) + t(f − P (2)

n )||B <

< (1− t) · ||f − P (1)
n ||B + t · ||f − P (2)

n ||B =

= (1− t) · α + t · α = α ,

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå α < α äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé f − P
(2)
n = a · (f − P

(1)
n ), ãäå a 6= 1 . Èç

òåîðåìû 1 ïðè ëþáîì t ∈ (0, 1) ñëåäóåò

α = || f − [(1− t) · P (1)
n ) + t · P (2)

n ] ||B =

= || (1− t) · (f − P (1)
n ) + t · (f − P (2)

n ) ||B =

= || [(1− t) + t · a] · (f − P (1)
n ) ||B =

= | (1− t) + t · a | · α .

Òàê êàê a 6= 1 , òî ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè α = 0 , ò.å. P (1)
n = P

(2)
n .

Òåîðåìà 4. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå çàäà÷è î íàèëó÷øåì
ïðèáëèæåíèè (3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 1, òàê êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî åäèíñòâåííîñòè äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñòðîãóþ íîðìèðîâàííîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Òàê êàê íîðìà ||f ||B â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå B îïðåäåëÿåòñÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g)B ôîðìóëîé

|| f ||2B = ( f, g )B ,

òî

||(1− t) · f + t · g||2B =

= (1− t)2 · ||f ||2B + (1− t) · t · ||f ||B · ||g||B + t2 · ||g||2B <

< [ (1− t) · ||f ||B + t · ||g||B ]2 ,

ïîñêîëüêó (f, g)B < ||f ||B · ||g||B äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ
f è g , è, ñëåäîâàòåëüíî, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñòðîãî íîðìèðîâàíî.

Ê ñîæàëåíèþ ïðèìåíèòü òåîðåìó 3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè
ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå íåëüçÿ, òàê êàê
ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì: ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî äëÿ ôóíêöèé f(x) = x è g(x) = x2 èç C[0, 1] íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ
1 íå âûïîëíÿåòñÿ.

3.2. ×åáûøåâñêèé àëüòåðíàíñ

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (2) ïîèñêà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) =
xn+1 ∈ C[ a, b ] ïîëèíîìîì Pn(x) ñòåïåíè n :

||xn+1 − Pn(x)||C[a,b] = min
Qn(x)∈Bn+1

||xn+1 − Qn(x)||C[a,b] , (5)

ãäå Bn+1 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé { 1, x, ... , xn } .
Íàéäåì åå ðåøåíèå P0(x) = p0 ïðè n = 0 , êîãäà a = −1, b = 1 .

Òàê êàê ||x− q0||C[−1, 1] = max{|1+ q0|, |1− q0|} ≥ 1 , òî, î÷åâèäíî, ÷òî P0(x) =
0 . Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå L ðàçíîñòè x − P0(x)
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ y0 = −1 < y1 = 1 :

(x− P0(x))|x=y0 = −L ,
(x− P0(x))|x=y1 = +L .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (5) ïðè n = 1 áóäåò P1(x) = 0.5 , à
ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå L ðàçíîñòè x2−P1(x) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
â òðåõ òî÷êàõ y0 = −1 < y1 = 0 < y2 = 1 :

(x− P1(x))|x=y0 = +L ,

(x− P1(x))|x=y1 = −L ,
(x− P1(x))|x=y2 = +L .
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Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòü f(x) − Pn(x) èìååò ÷åáûøåâñêèé
àëüòåðíàíñ â òî÷êàõ y0 < y1 < ... < yn+1 èç èíòåðâàëà [ a, b ] , åñëè â ýòèõ
òî÷êàõ îíà ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå, à çíàêè çíà÷åíèé
f(y0), f(y1), ... , f(yn+1) ÷åðåäóþòñÿ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì Pn(x) ñòåïåíè n áûë ïîëèíîìîì
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) ∈ C[ a, b ] , ò.å.

||f(x) − Pn(x)||C[a,b] = min
Qn(x)∈Bn+1

||xn+1 − Qn(x)||C[a,b] ,

ãäå Bn+1 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé { 1, x, ... , xn } , íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ Rn(x) = f(x)−Pn(x) èìåëà ÷åáû-
øåâñêèé àëüòåðíàíñ íà èíòåðâàëå [ a, b ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü

a ≤ y0 < y1 < ... < yn+1 ≤ b

òî÷êè ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà ðàçíîñòè f(x)− Pn(x) , â êîòîðûõ

| f(yi)− Pn(yi) | = max
x∈[a,b]

| f(x)− Pn(x) | = L ,

çíàêè ðàçíîñòè ÷åðåäóþòñÿ, íî ïîëèíîì Pn(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Qn(x) òàêîé, ÷òî

| f(x)−Qn(x) | < L , ∀ x ∈ [ a, b ] .

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Qn(x)− Pn(x) = [ f(x)− Pn(x) ] − [ f(x)−Qn(x) ] .

Î÷åâèäíî, ÷òî çíàê ýòîé ðàçíîñòè â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíöàõ èíòåðâàëîâ (y0, y1), (y1, y2), ... ,
(yn, yn+1) ôóíêöèÿ Qn(x) − Pn(x) èìååò ðàçëè÷íûå çíàêè è, ñëåäîâàòåëüíî,
âíóòðè íèõ èìååò õîòÿ áû ïî îäíîìó êîðíþ ïî òåîðåìå Ðîëëÿ. Çíà÷èò ìíî-
ãî÷ëåí Qn(x)−Pn(x) ñòåïåíè n èìååò íå ìåíåå n+1 êîðíÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîì Pn(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåïåðü äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü Pn(x) ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [ a, b ] . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìûõ ïî óñëîâèþ òåîðåìû òî÷åê àëüòåðíàíñà ìåíüøå:
a ≤ y0, < y1 < ... < ym ≤ b , 0 ≤ m < n+ 1 , â êîòîðûõ |f(yi)− Pn(yi)| = L .
Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà òî÷êà àëüòåðíàíñà ñóùåñòâóåò, òàê êàê ôóíêöèÿ
f(x)− Pn(x) äîëæíà äîñòèãàòü ñâîåãî ìàêñèìóìó íà êîìïàêòå [ a, b ] .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè Pn(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(y0)− Pn(y0) = L .
Òî÷åê àëüòåðíàíñà âñåãäà íå ìåíåå äâóõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m = 0 , òî

Rn(x) > −L âî âñåõ òî÷êàõ êîìïàêòà [ a, b ] è, òàê êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ äîñòèãàåò íà êîìïàêòå ñâîåãî èíôèíóìà, òî îí ñòðîãî áîëüøå −L , ò.å.
ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî
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−L+ ε ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L ∀ x ∈ [ a, b ] .

èëè
−L+

ε

2
≤ f(x)− [Pn(x) +

ε

2
] ≤ +L− ε

2
∀ x ∈ [ a, b ] ,

ò.å. ïîëèíîì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ëó÷øå ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ.
Ó íàñ èìååòñÿ m ≤ n èíòåðâàëîâ

(y0, y1), (y1, y2), ... , (ym−1, ym) .

Ñåé÷àñ ìû âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå zi èç êàæäîãî èíòåðâàëà è ïîñòðîèì
ïîëèíîì

Qm,ε(x) = ε · (z1 − x) · (z2 − x) · ... · (zm − x)

òàêîé, ÷òî ðàçíîñòü Pn(x)−Qm,ε(x) áóäåò ëó÷øå ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ f(x),
÷åì Pn(x) .

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè

a = y−0 ≤ y+
0 < y−1 ≤ y+

1 < ... < y−m−1 ≤ y+
m−1 < y−m ≤ y+

m = b ,

âçÿâ â êà÷åñòâå y+
i (i = 0, ...,m − 1) ìàêñèìàëüíóþ òî÷êó èç ïîëóèíòåðâàëà

[yi, yi+1) , â êîòîðîé çíà÷åíèå îøèáêè Rn(x) ñ ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíûì åå
çíà÷åíèåì â òî÷êå yi ;
âçÿâ â êà÷åñòâå y−i (i = 1, ...,m) ìèíèìàëüíóþ òî÷êó èç èíòåðâàëà (yi−1, yi] , â
êîòîðîé çíà÷åíèå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè Rn(x) ñ ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíûì
åå çíà÷åíèåì â òî÷êå yi .

Òîãäà íà êîìïàêòå [y−0 , y
+
0 ]

−L < f(x)− Pn(x) ≤ +L .

Âíóòðè èíòåðâàëà (y+
0 , y

−
1 )

−L < f(x)− Pn(x) < +L ,

ïðè÷åì â êîíöàõ èíòåðâàëà äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ (â ëåâîì:
+L , â ïðàâîì: −L) .

Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x)−Pn(x) = 0 íà èíòåðâàëå (y+
0 , y

−
1 ) âîçü-

ìåì â êà÷åñòâå z1 (ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó ýòîãî èíòåðâàëà).
Äàëåå, íà êîìïàêòå [y−1 , y

+
1 ]

−L ≤ f(x)− Pn(x) < +L .

Âíóòðè èíòåðâàëà (y+
1 , y

−
2 )

−L < f(x)− Pn(x) < +L ,

ïðè÷åì â êîíöàõ èíòåðâàëà äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ (â ëåâîì:
−L , â ïðàâîì: +L) .

Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x)−Pn(x) = 0 íà èíòåðâàëå (y+
1 , y

−
2 ) âîçü-

ìåì â êà÷åñòâå z2 (ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó ýòîãî èíòåðâàëà).
Àíàëîãè÷íî, íà êîìïàêòå [y−i , y

+
i ] , (i = 0, ...,m) ,

äëÿ ÷åòíûõ i :
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−L < f(x)− Pn(x) ≤ +L ,

äëÿ íå÷åòíûõ i :
−L ≤ f(x)− Pn(x) < +L .

Âíóòðè èíòåðâàëà (y+
i , y

−
i+1) , (i = 0, ...,m− 1) ,

−L < f(x)− Pn(x) < +L ,

ïðè÷åì â êîíöàõ èíòåðâàëà äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ (â ëåâîì:
+(−1)iL , â ïðàâîì: −(−1)iL) .

Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) − Pn(x) = 0 íà èíòåðâàëå (y+
i , y

−
i+1)

âîçüìåì â êà÷åñòâå zi+1 (ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó ýòîãî èíòåðâàëà).
Ïðè òàêîì âûáîðå òî÷åê z1 < z2 < ... < zm ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f(zi)−

Pn(zi) = 0 , (i = 1, ...,m) , è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà εi > 0 , (i =
0, 1, ...,m) , òàêèå, ÷òî

∀ x ∈ [a, z1] −L+ ε0 ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L ,

∀ x ∈ [z1, z2] −L ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L− ε1 ,

. . . . . . . . . .

∀ x ∈ [z2i, z2i+1] −L− ε2i ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L ,

∀ x ∈ [z2i+1, z2i+2] −L ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L− ε2i+1 ,

. . . . . . . . . .

∀ x ∈ [zm−1, zm] −L ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L− εm−1 ,

∀ x ∈ [zm, b] −L+ εm ≤ f(x)− Pn(x) ≤ +L

(çäåñü äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíîãî m).
Îïðåäåëèì

ε =
min

0<i<m
εi

2 max
a≤x≤b

|(z1 − x) · (z2 − x) · ... · (zm − x)|
,

Qm,ε(x) = ε · (z1 − x) · (z2 − x) · ... · (zm − x) ,

||Qm,ε(x)||C[a,b] = min
0<i<m

εi/2 .

Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Qm,ε(x) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí íà èíòåð-
âàëå [ a, z1 ) , ñòðîãî îòðèöàòåëåí íà èíòåðâàëå (z1, z2) è òàê äàëåå, ò.å. ýòîò
ïîëèíîì çíàêîîïðåäåëåí íà èíòåðâàëàõ (zi, zi+1), (i = 1, ...,m−1) , è ( zm, b ]
è ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ñâîé êîðåíü zi .

Ðåçóëüòàò åãî âû÷èòàíèÿ èç ðàçíîñòè f(x)− Pn(x) , êàê ëåãêî â ýòîì óáå-
äèòüñÿ, áóäåò ìåíüøå +L â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà [ a, z1 ) , òàê êàê ïðè
êàæäîì x âû÷èòàëîñü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íî áóäåò áîëüøå −L , òàê êàê
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè f(x)−Pn(x) íà ýòîì èíòåðâàëå íå ìåíåå, ÷åì
−L+ ε0 , à ìû âû÷èòàåì íå áîëåå, ÷åì ε0/2 .

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî f(x)−Pn(x)−
Qm,ε(x) ñòðîãî ìåíüøå +L è áîëüøå −L íà èíòåðâàëàõ ( zi, zi+1 ), (i =
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1, ...,m − 1) , è ( zm, b ] è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòà ðàçíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü
â òî÷êàõ zi , ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëèíîì Pn(x)+Qm,ε(x) ëó÷øå ïðèáëè-
æàåò ôóíêöèþ f(x), ÷åì ìíîãî÷ëåí Pn(x) , çíà÷èò m íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
n+ 1 .

3.3. Ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà

Íàéäåì â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè
f(x) = xn+1 ïîëèíîìîì Pn(x) ñòåïåíè n íà îòðåçêå [−1, 1 ] :

||xn+1 − Pn(x)||C[−1,1] = inf
Qn(x)

||xn+1 − Qn(x)||C[−1,1] = L (6)

è ïðîâåðèì, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíà ω(x) = xn+1 − Pn(x) ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [−1, 1 ] .

Ïóñòü
−1 ≤ y0 < y1 < ... < yn+1 ≤ 1

òî÷êè ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà ìíîãî÷ëåíà ω(x) = xn+1−Pn(x) , òîãäà ýòè
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà L2 − ω(x)2 ñòåïåíè 2(n + 1) . Òàê êàê
ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ðàçíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà ω(x) :

−1 < y1 < y2 < ... < yn < 1 ,

òî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êðàòíîñòè 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîðíè y0

è yn+1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ïðîèçâîäíàÿ îò ω(x) â íèõ íå ðàâíà 0 . Çíà÷èò
òî÷êè àëüòåðíàíñà ôóíêöèè ω(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ:

L2 − ω(x)2 = (1− x2) (x− y1)
2 ... (x− yn)2 ,

(1− x2) [ω(x) ′]
2

= (1− x2) (n+ 1)2 (x− y1)
2 ... (x− yn)2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− x2) [ω(x) ′]
2

= (n+ 1)2 [L2 − ω(x)2] ,

îäíèì èç ðåøåíèé êîòîðîãî íà èíòåðâàëå [−1, 1 ] ÿâëÿåòñÿ

ω(x) = L cos( (n+ 1) arccosx ) , L = 2−n , (7)

êîðíè êîòîðîãî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

xk = cos
(2k + 1) π

2(n+ 1)
, k = 0, 1, ..., n , (8)

ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [−1, 1 ] .
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (7) äåéñòâèòåëüíî ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè (n + 1) ñ êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì åäèíèöå ïðè
ñòàðøåé ñòåïåíè àðãóìåíòà. Â ñàìîì äåëå, åñëè Tm(x) = cos(m arccos x ) , òî
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T0(x) = cos( 0 ) = 1 ,

T1(x) = cos( arccosx ) = x ,

T2(x) = cos( 2 arccosx ) = 2x2 − 1 ,

. . . . . .

Tm(x) = 2xTm−1(x)− Tm−2(x) =

= 2m−1 xm + . . . ,

(9)

òàê êàê

cos(m arccos x ) + cos( (m− 2) arccos x ) =

= 2 cos( arccos x ) cos( (m− 1) arccos x ) .

Èç ôîðìóë (9) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (7) ïîëèíîìà ω(x) .

Òåïåðü ëåãêî âûïèñàòü ïîëèíîì ω(x) íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà
îòðåçêå [ a, b ] :

ω(x) =
(b− a

2

)n+1

· 1

2n
· Tn+1

(2x− b− a

b− a

)
ω(xk) = 0 ,

2xk − b− a

b− a
= cos

(2k + 1) π

2(n+ 1)
, k = 0, 1, ..., n ,

(10)

ãäå Tn+1(
2x−b−a

b−a
) � ïîëèíîì ñòåïåíè n+ 1 , îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëàì (9).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn+1 ðàâåí åäèíèöå è ïîëèíîì
èìååò n+ 2 òî÷êè àëüòåðíàíñà xk :

2xk − b− a

b− a
= cos

k π

n+ 1
, k = 0, 1, ..., n+ 1 ,

÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ xn+1 íà îò-
ðåçêå [ a, b ] .
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4. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé. Ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îïðåäåëå-
íèÿ, íàïðèìåð, îáúåìà, ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, ìîìåíòîâ èíåðöèè òâåðäîãî
òåëà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà

I =

b∫
a

f(x) p(x) dx , f(x) ∈ C [a, b] , (1)

ãäå p(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ, çàäàííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàëû
b∫

a

xk p(x) dx ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôîðìóëà

In =
n∑

k=0

Ak f(xk) (2)

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà (1) îò ôóíêöèè f(x) íà (n + 1)-îì óçëå a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b ñ
âåñàìè A0, A1, ..., An .

Òàê êàê ïî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x) â óçëàõ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü èíòåðïîëèðóþùèé åå ïîëèíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà

Pn(x) =
n∑

k=0

ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)
f(xk) ,

ãäå
ω(x) = (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xn) (3)

� ïîëèíîì ñòåïåíè n+ 1, òî åñòåñòâåííûì áûëî áû îïðåäåëèòü âåñà êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû â âèäå

Ak =

b∫
a

ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)
p(x) dx , k = 0, 1, ..., n , (4)

à ñàìó ôîðìóëó íàçâàòü èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé, åñëè åå âåñà âû÷èñëþòñÿ ïî ôîðìóëå (4).
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Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2)
áóäåò òî÷íà (ò.å. I = In), åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè
íå áîëåå, ÷åì n . È îáðàòíî, åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) òî÷íà íà ëþáîì
ïîëèíîìå ñòåïåíè n , òî îíà äîëæíà áûòü èíòåðïîëÿöèîííîé, ò.å. äëÿ åå âåñîâ
äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4), ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü, âçÿâ

f(x) =
ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)

ïðè ëþáîì k = 0, 1, ..., n .

Îïðåäåëåíèå 3. Àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû (2) íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà íà
âñåõ ïîëèíîìàõ ñòåïåíè m è ìåíüøå.

Òåîðåìà 1. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) íà (n+ 1)-îì óçëå áóäåò èíòåðïî-
ëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè îíà èìååò
àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè n .

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n+ 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
îòðåçêå [ a, b ] , òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1) ïî èíòåðïîëÿöè-
îííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (2) íà (n+1)-îì óçëå îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì
íåðàâåíñòâîì:

|I − In| ≤
Mn+1

(n+ 1)!

b∫
a

|ω(x)| p(x) dx , (5)

ãäå Mn+1 = ||f (n+1)(x)||C[a,b] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà (1.4) óòâåðæäàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëè-
ðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
x0, x1, ..., xn èíòåðâàëà [ a, b ] , èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pn(x) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

Rn(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x) ,

ãäå ξ ∈ [ a, b ] çàâèñèò îò x . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
ïî óñëîâèþ òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, ñëåäóåò, ÷òî

|I − In| = |
b∫

a

(f(x)− Pn(x)) p(x) dx| ≤ Mn+1

(n+ 1)!

b∫
a

|ω(x)| p(x) dx ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4.1. Êâàäðàòóðû Ãàóññà íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé
ñòåïåíè òî÷íîñòè

Èòàê, íà ëþáîé ñèñòåìå óçëîâ a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b èíòåðïîëÿöèîííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) òî÷íà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n+
1 âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå áîëåå, ÷åì n . Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
âîïðîñ: à íåëüçÿ ëè çà ñ÷åò âûáîðà ýòèõ óçëîâ (n + 1 ïàðàìåòð) óâåëè÷èòü
àëãåáðàè÷åñêóþ òî÷íîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ?

Òåîðåìà 3. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) íà (n+1)-îì óçëå íå ìîæåò èìåòü
àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè m > 2n+ 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = ω2(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè 2n+2 ≤ m. Òîãäà

n∑
k=0

Ak ω
2(xk) = 0 ,

òàê êàê óçëû êâàäðàòóðû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà ω(x) . Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ôóíêöèÿ f(x) = ω2(x) íåîòðèöàòåëüíà íà [a, b], íåïðåðûâíà è îòëè÷íà îò
íóëÿ ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë îò íåå ïî èíòåðâàëó [a, b] ñòðîãî
ïîëîæèòåëåí:

I =

b∫
a

ω2(xk) p(x) dx > 0 = In ,

ò.å. êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íå òî÷íà.

Òåîðåìà 4. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) íà (n+1)-îì óçëå a ≤ x0 < x1 <
... < xn ≤ b èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè m = 2n + 1 , òî îíà
èíòåðïîëÿöèîííàÿ, à ïîëèíîì ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn) îðòîãîíàëåí
ñ âåñîì p(x) íà [a, b] âñåì ïîëèíîìàì ìåíüøåé ñòåïåíè, ò.å.

b∫
a

ω(x)Pi(x) p(x) dx = 0 ,

ãäå Pi(x) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i ≤ n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) èìååò àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè m = 2n+1 > n , òî îíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïî òåîðåìå
1. Ïóñòü f(x) = ω(x)Pi(x) , ãäå Pi(x) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i ≤ n .
Òàê êàê ñòåïåíü ïîëèíîìà f(x) íå ïðåâûøàåò 2n+ 1 , òî

b∫
a

ω(x)Pi(x) p(x) dx =
n∑

k=0

Ak ω(xk)Pi(xk) = 0 .
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Òåîðåìà 5. Åñëè ïîëèíîì ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn) îðòîãîíàëåí ñ
âåñîì p(x) íà [a, b] âñåì ïîëèíîìàì ìåíüøåé ñòåïåíè, ò.å.

b∫
a

ω(x)Pi(x) p(x) dx = 0 ,

ãäå Pi(x) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i ≤ n , òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) íà (n + 1)-îì óçëå a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b
èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè m = 2n+ 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2) èíòåðïîëÿöèîííàÿ,
òî ïî òåîðåìå 1 îíà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ äî ñòåïåíè n . Ïóñòü f(x) � ïðîèç-
âîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè n+ 1 + i ≤ 2n+ 1 . Òîãäà îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå f(x) = ω(x)Pi(x) +Ql(x) , ãäå Pi(x) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòåïåíè
i ≤ n , à ïîëèíîì Ql(x) ñòåïåíè l ≤ n � îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà ω(x) . Òàê
êàê ïîëèíîì ω(x) îðòîãîíàëåí ñ âåñîì p(x) íà [a, b] ïîëèíîìó Pi(x) , òî

I =

b∫
a

f(x) p(x) dx =

b∫
a

ω(x)Pi(x) p(x) dx +

b∫
a

Ql(x) p(x) dx

=

b∫
a

Ql(x) p(x) dx .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

In =
n∑

k=0

Ak f(xk) =
n∑

k=0

Ak ω(xk)Pi(xk) +
n∑

k=0

Ak Ql(xk)

=
n∑

k=0

Ak Ql(xk) =

b∫
a

Ql(x) p(x) dx = I ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 6. Ïîëèíîì ω(x) = xn+1 + anx
n + ... + a1x + a0, îðòîãîíàëüíûé ñ

âåñîì p(x) íà [a, b] âñåì ïîëèíîìàì ìåíüøåé ñòåïåíè, ò.å.

b∫
a

ω(x)Pi(x) p(x) dx = 0 ,

ãäå Pi(x) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè i ≤ n , ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí-
íåí è èìååò n+1 ïðîñòûõ êîðíåé íà [a, b] , ò.å. ω(x) = (x−x0)(x−x1)...(x−
xn) , a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàÿ Pi(x) = xi, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

b∫
a

(xn+1 + anx
n + ...+ a1x+ a0)x

i p(x) dx = 0 ,

i = 0, 1, ..., n .

(6)

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a0, a1, ..., an ïîëèíîìà ω(x) = xn+1 + anx
n +

...+ a1x+ a0, îðòîãîíàëüíîãî ñ âåñîì p(x) íà [a, b] âñåì ïîëèíîìàì ìåíüøåé
ñòåïåíè.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

b∫
a

(anx
n + ...+ a1x+ a0)x

i p(x) dx = 0 ,

i = 0, 1, ..., n .

èìåëà òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò
ðåøåíèå a0, a1, ..., an . Òîãäà, óìíîæèâ åå i-òîå óðàâíåíèå íà ai è ñëîæèâ
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

n∑
i=0

b∫
a

(anx
n + ...+ a1x+ a0) aix

i p(x) dx =

=

b∫
a

(anx
n + ...+ a1x+ a0)

2 p(x) dx = 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå a0, a1, ..., an äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.
Îñòàëîñü èññëåäîâàòü êîðíè ïîëèíîìà ω(x) . Åñëè ýòîò ïîëèíîì èìååò

n + 1 êîðåíü íå÷åòíîé êðàòíîñòè (ò.å. ïðîñòûå êîðíè) íà [a, b] òî òåîðåìà
äîêàçàíà.

Åñëè êîðíåé íå÷åòíîé êðàòíîñòè íåò, òî îïðåäåëèì ïîëèíîì Q(x) = 1
íóëåâîé ñòåïåíè, åñëè a ≤ x0 < x1 < ... < xm ≤ b, m < n, � âñå åãî êîð-
íè íå÷åòíîé êðàòíîñòè íà [a, b] òî îïðåäåëèì ïîëèíîì Q(x) = (x − x0)(x −
x1)...(x − xm) . Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ω(x)Q(x) íå ìåíÿåò çíàê íà [a, b] è, ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è îòëè÷èÿ îò íóëÿ ïî÷òè âñþäó èíòåãðàë
îò íåãî ïî îòðåçêó [a, b] ñ ïîëîæèòåëüíûì âåñîì p(x) îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìà ω(x) = xn+1 + anx

n + ... + a1x + a0

ñ âåñîì p(x) íà [a, b] âñåì ïîëèíîìàì ìåíüøåé ñòåïåíè. Çíà÷èò, m = n .

Òàêèì îáðàçîì òåîðåìû 3-6 ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé èí-
òåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷íî-
ñòè (êâàäðàòóðû Ãàóññà).
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Òåîðåìà 7. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) 2(n + 1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [ a, b ] , òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1) ïî êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëå Ãàóññà (2) íà (n+1)-îì óçëå îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

|I − In| ≤
M2(n+1)

(2(n+ 1))!

b∫
a

|ω2(x)| p(x) dx , (7)

ãäå M2(n+1) = ||f (2n+2)(x)||C[a,b] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëèðî-
âàíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî åå çíà÷åíèÿì f(xi) è çíà÷åíèÿì åå ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé f ′(xi) â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x0, x1, ..., xn èíòåðâàëà [ a, b ] èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì P2n+1(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì
âèäå:

R2n+1(x) = f(x)− P2n+1(x) =
f (2n+2)(ξ)

(2(n+ 1))!
ω2(x) ,

ãäå ξ ∈ [ a, b ] çàâèñèò îò x . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
Ãàóññà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ äî ñòåïåíè 2n+ 1 , ñëåäóåò, ÷òî

|I − In| = |
b∫

a

(f(x)− P2n+1(x)) p(x) dx| ≤
M2(n+1)

(2(n+ 1))!

b∫
a

|ω2(x)| p(x) dx ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4.2. Ñõîäèìîñòü êâàäðàòóð Ãàóññà

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì êâàäðàòóð Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ èõ ñõîäèìîñòü äëÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè f(x) ∈ C [a, b] .

Òåîðåìà 8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ C [ a, b ] , òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðà-
òóðíàÿ ôîðìóëà (2) íà (n+1)-îì óçëå ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè ñõîäèòñÿ
ê èíòåãðàëó (1) ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ïëîòíî â C [ a, b ] ,
òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîëèíîì QN(x) ñòåïåíè
N òàêîé, ÷òî

| f(x)−QN(x) | ≤ ε

2
∀x ∈ [ a, b ] .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ≥ N , ëþáîé èíòåðïîëÿöèîííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
(2) èìååì

b∫
a

QN(x) p(x) dx =
n∑

k=0

Ak QN(xk) ,
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I − In =

b∫
a

f(x) p(x) dx −
n∑

k=0

Ak f(xk) =

=

b∫
a

f(x) p(x) dx−
b∫

a

QN(x) p(x) dx +
n∑

k=0

Ak QN(xk)−
n∑

k=0

Ak f(xk) =

=

b∫
a

[f(x)−QN(x)] p(x) dx +
n∑

k=0

Ak [QN(xk)− f(xk)] .

Òàê êàê èíòåðïîëÿöèîííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà íà êîíñòàíòå, à ïî
óñëîâèÿì òåîðåìû åå âåñà ïîëîæèòåëüíû, òî

|I − In| ≤
b∫

a

|f(x)−QN(x)| p(x) dx +
n∑

k=0

Ak |QN(xk)− f(xk)| ≤

≤ ε

2

b∫
a

p(x) dx +
ε

2

n∑
k=0

Ak = ε

b∫
a

p(x) dx ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âåñà êâàäðàòóð Ãàóññà ïîëîæèòåëüíû.

Ëåììà 1. Âñå âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà (2) ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

In =
n∑

k=0

Ak f(xk)

êâàäðàòóðà Ãàóññà è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ äî ñòåïåíè 2n+
1, à çíà÷èò è íà ïîëèíîìå

f(x) =
[ ω(x)

(x− xi)

]2

,

ãäå xi îäèí èç óçëîâ êâàäðàòóðû (êîðíåé ïîëèíîìà ω(x)).
Òîãäà, ïîñêîëüêó f(x) íåîòðèöàòåëüíà, íåïðåðûâíà è íå ðàâíà òîæäå-

ñòâåííî íóëþ íà [ a, b ] ,

0 < I =

b∫
a

f(x) p(x) dx = In =
n∑

k=0

Ak f(xk) =

=
n∑

k=0

Ak

[ ω(xk)

(xk − xi)

]2

= Ai

[
ω ′(xi)

]2
,

îòêóäà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü i-òîãî âåñà êâàäðàòóðû Ãàóññà.
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Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå èìååò ìåñòà äëÿ êâàäðàòóðíûõ èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ ôîðìóë íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.

4.3. Óñòîé÷èâîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Çà÷àñòóþ, ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì, çíà÷åíèÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè
âû÷èñëÿþòñÿ íåòî÷íî: âìåñòî f(xk) ìû èìååì fε(xk) . Òîãäà

|In − In,ε| = |
n∑

k=0

Ak f(xk)−
n∑

k=0

Ak fε(xk)| ≤

≤ ε

n∑
k=0

|Ak| = ε

b∫
a

p(x) dx ,

åñëè êâàäðàòóðà òî÷íà íà êîíñòàíòå è åå âåñà ïîëîæèòåëüíû, à |f(x)−fε(x)| ≤
ε âî âñåõ êâàäðàòóðíûõ óçëàõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàëûå èçìåíåíèÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ôóíêöèè ìàëî èçìåíÿþò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà íåçà-
âèñèìî îò ÷èñëà êâàäðàòóðíûõ óçëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò êâàäðàòóðíûå èíòåðïîëÿöè-
îííûå ôîðìóëû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.
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5. Ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

I =

b∫
a

f(x) dx , (1)

âûâîäÿòñÿ ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû

In =
n∑

k=0

Ak f(xk) , Ak =

b∫
a

ω(x)

(x− xk) · ω ′(xk)
dx ,

ω(x) = (x− x0) · (x− x1) · ... · (x− xn) ,

(2)

íà îäíîì, äâóõ è òðåõ óçëàõ; êîíêðåòèçèðóåòñÿ îöåíêà èõ òî÷íîñòè (ñì. (4.5))

|I − In| ≤
Mn+1

(n+ 1)!

b∫
a

|ω(x)| dx , (3)

ãäå Mn+1 = ||f (n+1)(x)||C[a,b] . Êðîìå òîãî, â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñòðîÿòñÿ
êâàäðàòóðû Ãàóññà ñ îöåíêîé òî÷íîñòè (ñì. (4.7))

|I − In| ≤
M2(n+1)

(2(n+ 1))!

b∫
a

|ω2(x)| dx , (4)

Âñþäó ÷åðåç h = b − a ìû áóäåì îáçíà÷àòü äëèíó èíòåðâàëà èíòåãðèðî-
âàíèÿ, à ÷åðåç c åãî ñðåäíþþ òî÷êó (a+ b)/2.

5.1. Ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ (íà îäíîì óçëå)

Ñíà÷àëà âûáåðåì â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíîãî óçëà x0 = a. Òîãäà

x0 = a , ω(x) = x− a , A0 =

b∫
a

dx = h ,

b∫
a

|x− a| dx =
(b− a)2

2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

I0 = f(a) (b− a) , |I − I0| ≤
M1

2
(b− a)2 (5)

� ôîðìóëà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.
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Òåïåðü âûáåðåì â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíîãî óçëà x0 = c. Òîãäà

x0 = c , ω(x) = x− c , A0 =

b∫
a

dx = h ,

b∫
a

|x− c| dx =
(b− a)2

4
.

Òàê êàê
b∫

a

(x − c) dx = 0, ò.å. ω(x) îðòîãîíàëåí ïîëèíîìàì ìåíüøåé ñòåïåíè

è ìû èìååì êâàäðàòóðó Ãàóññà, òî

I0 = f(c) (b− a) , |I − I0| ≤
M2

24
(b− a)3 , (6)

ïîñêîëüêó
b∫

a

(x− c)2 dx =
(b− a)3

12
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåíòðàëüíîé òî÷êîé � ôîð-
ìóëà òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

5.2. Ôîðìóëà òðàïåöèé (íà äâóõ óçëàõ)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíûõ óçëîâ x0 = a è x1 = b. Òîãäà

x0 = a , x1 = b , ω(x) = (x− a) (x− b) ,

A0 =

b∫
a

x− b

a− b
dx =

h

2
, A1 =

b∫
a

x− a

b− a
dx =

h

2
,

b∫
a

|(x− a)(x− b)| dx = −
0.5 h∫

−0.5 h

(y + 0.5h)(y − 0.5h) dy =
(b− a)3

6

è, ñëåäîâàòåëüíî,

I1 =
f(a) + f(b)

2
(b− a) , |I − I1| ≤

M2

12
(b− a)3 (7)

� ôîðìóëà òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàòóðó Ãàóññà íà äâóõ óçëàõ, íóæíî ïî-
ñòðîèòü ïîëèíîì ω(x) = (x− x0) (x− x1) îðòîãîíàëüíûé 1 è x. Áóäåì èñêàòü
åãî â âèäå ω(x) = (x − a) (x − b) + d. Òîãäà ïàðàìåòð d îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

b∫
a

[(x− a)(x− b) + d ] dx =

0.5 h∫
−0.5 h

[(y + 0.5h)(y − 0.5h) + d ] dy =

= h
[
d− 1

6
h2

]
= 0 ,

à êîðíè ïîëèíîìà ω(x) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ: x0 = c −
√

3

6
h è x1 = c +

√
3

6
h.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíîìà ω(x) ôóíêöèè x:
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b∫
a

[(x− a)(x− b) + d ]x dx =

0.5 h∫
−0.5 h

[(y + 0.5h)(y − 0.5h) + d ] (y + c) dy =

=

0.5 h∫
−0.5 h

[
(y + 0.5h)(y − 0.5h) +

1

6
h2

]
y dy = 0 .

Òîãäà

x0 = c−
√

3

6
, x1 = c+

√
3

6
, ω(x) = (x− c)2 − (b− a)2

12
,

A0 =
−
√

3

b− a

b∫
a

(x− c−
√

3

6
h) dx =

−
√

3

b− a

0.5 h∫
−0.5 h

(y −
√

3

6
h) dy =

h

2
= A1 ,

b∫
a

ω2(x) dx = −
0.5 h∫

−0.5 h

[
y2 − h2

12

]2

dy =
(b− a)5

180

è, ñëåäîâàòåëüíî,

I1 =
[
f(c−

√
3

6
) + f(c+

√
3

6
)
] b− a

2
, |I − I1| ≤

M4

4320
(b− a)5 (8)

� ôîðìóëà ïÿòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

5.3. Ôîðìóëà Ñèìïñîíà (íà òðåõ óçëàõ)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå êâàäðàòóðíûõ óçëîâ x0 = a, x1 = c è x2 = b. Òîãäà

x0 = a , x1 = c , x2 = b , ω(x) = (x− a) (x− c) (x− b) ,

A0 =

b∫
a

(x− c)(x− b)

(a− c)(a− b)
dx =

2

h2

0.5 h∫
−0.5 h

y (y − 0.5h) dy =
h

6
,

A1 =

b∫
a

(x− a)(x− b)

(c− a)(c− b)
dx = − 4

h2

0.5 h∫
−0.5 h

(y + 0.5h) (y − 0.5h) dy =
4h

6
,

A2 =

b∫
a

(x− a)(x− c)

(b− a)(b− c)
dx =

2

h2

0.5 h∫
−0.5 h

(y + 0.5h) y dy =
h

6
.

Êðîìå òîãî, ïîëèíîì ω(x) îðòîãîíàëåí åäèíèöå:
b∫

a

(x− a)(x− c)(x− b) dx =

0.5 h∫
−0.5 h

(y + 0.5h) y (y − 0.5h) dy = 0 ,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà íà ìíî-
ãî÷ëåíàõ äî òðåòüåé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(x) � ïîëèíîì òðåòüåé
ñòåïåíè, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
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f(x) = Aω(x) +Q2(x)

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííîé A è ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè Q2(x). Òîãäà

I =

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

Q2(x) dx =
2∑

k=0

Ak Q2(xk) =
2∑

k=0

Ak f(xk) = I2 .

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå èíòåðïîëÿíòà äëÿ ôóíêöèè f(x) ïîëèíîì Ýðìèòà P3 íà
äâóõ ïðîñòûõ óçëàõ x0, x2 è óçëå x1 êðàòíîñòè äâà, ïîëó÷èì

|f(x)− P3(x)| ≤
M4

24
|(x− a) (x− c)2 (x− b)| ,

b∫
a

P3(x) dx =
2∑

k=0

Ak f(xk) = I2

|I − I2| ≤
M4

24

b∫
a

|(x− a) (x− c)2 (x− b)| dx .

Òàê êàê
b∫

a

|(x− a) (x− c)2 (x− b)| dx = −
0.5 h∫

−0.5 h

(y + 0.5h) y2 (y − 0.5h) dy =

=
h5

120
,

òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê ïî h:

I2 =
f(a) + 4f(c) + f(b)

6
(b− a) , |I − I2| ≤

M4

2880
(b− a)5 . (9)

5.4. Ñîñòàâíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòåéøèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóí-
êöèè íà èíòåðâàëå, äëèíà êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, ðåäêî ïðè-
âîäèò ê õîðîøèì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòîìó îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ îáû÷íî ðàç-
áèâàþò íà íà ïîäúèíòåðâàëû ìàëîé äëèíû, èñõîäíûé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿ-
þò â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì ðàçáèåíèÿ è êàæäûé èíòåãðàë ýòîé
ñóììû çàìåíÿþò ïî òîé èëè èíîé ïðîñòåéøåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

I =

b∫
a

f(x) dx .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåðâàë [ a, b ] ðàçáèò íà N ïîäúèíòåðâàëîâ [ ak, bk ] îäè-
íàêîâîé äëèíû h = (b− a)/N :

[ ak, bk ] = [ a+ (k − 1)h, a+ kh ] , k = 1, 2, ..., N .

×åðåç Mn,k áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìóì ìîäóëÿ n-òîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè f(x) íà èíòåðâàëå [ ak, bk ], à ÷åðåç ck ñðåäíþþ òî÷êó ýòîãî èíòåðâàëà.
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5.4.1. Ñîñòàâíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ (5), ïîëó÷èì, ÷òî

I ≈ Ih =
N∑

k=1

f(ak)h , |I − Ih| ≤
N∑

k=1

M1,k

2
h2 ≤ M1

2
h (10)

� ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ (6), ïîëó÷èì, ÷òî

I ≈ Ih =
N∑

k=1

f(ck)h , |I − Ih| ≤
N∑

k=1

M2,k

24
h3 ≤ M2

24
h2 (11)

� ôîðìóëà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

5.4.2. Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó òðàïåöèé (7), ïîëó÷èì, ÷òî

I ≈ Ih =
N∑

k=1

f(ak) + f(bk)

2
h ,

|I − Ih| ≤
N∑

k=1

M2,k

12
h3 ≤ M2

12
h2

(12)

� ôîðìóëà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.

5.4.3. Ñîñòàâíàÿ ôîðìóëà Ñèìïñîíà

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñèìïñîíà (9), ïîëó÷èì, ÷òî

I ≈ Ih =
N∑

k=1

f(ak) + 4f(ck) + f(bk)

6
h ,

|I − Ih| ≤
N∑

k=1

M4,k

2880
h5 ≤ M4

2880
h4

(13)

� ôîðìóëà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî h.
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6. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
÷èñëîâûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü íà îòðåçêå [ a, b ] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) è òðåáóåòñÿ ðå-
øèòü óðàâíåíèå

f(x) = 0 . (1)

Ëþáîå ðåøåíèå x∗ ∈ [ a, b ] ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì íàçûâàòü êîðíåì (íóëåì)
ôóíêöèè f(x). Îòìåòèì, ÷òî êàêèõ-ëèáî îáùèõ ïðàâèë àíàëèçà ðàñïîëîæå-
íèå êîðíåé ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [ a, b ] íå
ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîðåíü x∗ ôóíêöèè f(x) áóäåì íàçûâàòü èçîëèðîâàííûì
êîðíåì êðàòíîñòè p > 0 , åñëè

f(x) = (x− x∗)p g(x) (2)

è ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [ a, b ] è çíàêîîïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Iε(x∗) = [x∗ − ε, x∗ + ε ] ∩ [ a, b ] , ε > 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî, íàéäÿ îäèí èçîëèðîâàííûé êîðåíü ôóíêöèè f(x) è îïðåäå-
ëèâ åãî êðàòíîñòü, ñëåäóþùèé êîðåíü ìû ìîæåì èñêàòü êàê êîðåíü ôóíêöèè
g(x) .

Ïîñòðîèòü ÿâíûå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå êîðíè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
óäàåòñÿ êðàéíå ðåäêî, ïîýòîìó îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ÿâ-
ëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ïðîöåñññû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü åå ðåøåíèå ñ ëþáîé
òî÷íîñòüþ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì äâóõ ìåòîäîâ: ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé è ìåòîäà Íüþòîíà, îñíîâîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

6.1. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ëþáîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì) ñ ðàññòîÿíèåì (ìåòðèêîé) ρ(x, y) ìåæäó åãî ýëåìåí-
òàìè x è y.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå

ϕ : M →M (3)

íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q < 1 òàêîå,
÷òî

ρ(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ q ρ(x, y) , ∀x, y ∈ . (4)

Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò x ∈ M íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðà-
æåíèÿ ϕ èç M â M , åñëè

x = ϕ(x) . (5)
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Òåîðåìà 1 (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòáðàæåíèé).
Ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ϕ(x) èç M â M , ãäå M � ïîëíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìååò îäíó è òîëüêî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗ ∈M .
Áîëåå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé
èëè ïðîñòîé èòåðàöèè)

xn+1 = ϕ(xn) , x0 ∈M , n = 0, 1, ... , (6)

ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå è èìååò ìåñòî îöåíêà

ρ(x∗, xn) ≤ ρ(x1, x0)

1− q
qn . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (òî÷êà) èç M . Äîêà-
æåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) èìååò ïðåäåë. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ïîêà-
çàòü, ÷òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà ïî Êîøè.

Èç îïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî

ρ(xn+m, xn) = q ρ(ϕ(xn+m−1), ϕ(xn−1) ≤
≤ q ρ(xn+m−1, xn−1) ≤ ... ≤ qn ρ(xm, x0) .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà (è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà) ñëåäóåò, ÷òî

ρ(xm, x0) ≤ ρ(xm, xm−1) + ρ(xm−1, x0) ≤
≤ qm−1 ρ(x1, x0) + ρ(xm−1, x0) ≤, ... ≤
≤ (qm−1 + qm−2 + ...+ q + 1) ρ(x1, x0) ≤

≤ ρ(x1, x0)

1− q

è, çíà÷èò,

ρ(xn+m, xn) ≤ ρ(x1, x0)

1− q
qn . (8)

Òàê êàê q < 1, òî èç (8) ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî Êîøè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (6), à èç ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M åå ñõîäèìîñòü ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x∗ = ϕ(x∗) ∈M , ò.å. ýòîò ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé ñæèìàþùåãî (à çíà÷èò è íåïðåðûâíîãî) îòîáðàæåíèÿ ϕ(x).

Áîëåå òîãî, ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (8) ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ , ïîëó÷èì
îöåíêó ñõîäèìîñòè (7).

Åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè óñòàíàâëèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî: ïóñòü
x∗ è x∗∗ � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5). Òîãäà

ρ(x∗, x∗∗) = ρ(ϕ(x∗), ϕ(x∗∗)) ≤ q ρ(x∗, x∗∗)

è, òàê êàê q < 1, òî x∗ = x∗∗.
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6.2. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1) íà îòðåçêå [ a, b ] è ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

x = ϕ(x) , (9)

çàäàâ, íàïðèìåð, ϕ(x) = x− τ(x) f(x), ãäå τ(x) � íåïðåðûâíàÿ, çíàêîîïðåäå-
ëåííàÿ íà îòðåçêå [ a, b ] ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (6):

xn+1 = ϕ(xn) , x0 ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, ... , (10)

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) íà îòðåçêå [ a, b ] íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó:

|ϕ(x)− ϕ(y) | ≤ q |x− y | , q < 1 , (11)

è ïðåîáðàçóåò èíòåðâàë [ a, b ] â [ a, b ], ò.å.

a ≤ ϕ(x) ≤ b ∀x ∈ [ a, b ] , (12)

òî óðàâíåíèå (9) èìååò åäèíñòâåííîå íà [ a, b ] ðåøåíèå x∗, ê êîòîðîìó ñõî-
äèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè (10) ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 ∈ [ a, b ] è èìååò ìåñòî îöåíêà

|x∗ − xn | ≤
|x1 − x0 |

1− q
qn . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M = [ a, b ] ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì ρ(x, y) = |x− y|. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ïîëíî, à èç óñëîâèé (11) è (12)
ñëåäóåò, ÷òî ϕ(x) � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èç M â M è, çíà÷èò, óòâåðæäå-
íèÿ ýòîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû (1).

Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû 2 äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé ϕ(x) ìîæåò âû-
çâàòü îïðåäåëåííûå çàòðóäíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (11) äëÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü íà èíòåðâàëå
[ a, b ] ìîäóëÿ åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà q < 1, à ïðîâåð-
êà óñëîâèÿ (12) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå (èëè îöåíêå) ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
ñàìîé ôóíêöèè, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9).

Åñëè êîíñòàíòà Ëèïøèöà q < 1 èçâåñòíà, òî ïðè äîñòàòî÷íî óäà÷íîì
âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè óäàåòñÿ èçáà-
âèòüñÿ îò ïðîâåðêè óñëîâèÿ (12).

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) íà îòðåçêå [ a, b ] íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó:

|ϕ(x)− ϕ(y) | ≤ q |x− y | , q < 1 ,

è èçâåñòíî x0 ∈ [ a, b ] òàêîå, ÷òî
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[x0 − δ, x0 + δ ] ⊂ [ a, b ] , δ =
|ϕ(x0)− x0 |

1− q
, (14)

òî óðàâíåíèå x = ϕ(x) èìååò â [x0 − δ, x0 + δ ] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗, ê
êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè

xn+1 = ϕ(xn) , n = 0, 1, ... ,

è èìååò ìåñòî îöåíêà
|x∗ − xn | ≤ δ qn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ(x) îòîáðàæàåò îòðåçîê [x0− δ, x0 + δ ] â ñåáÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ ]

|ϕ(x)− x0 | ≤ |ϕ(x)− ϕ(x0) |+ |ϕ(x0)− x0 | ≤
≤ q |x− x0 |+ (1− q) δ ≤ δ .

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 íà èíòåðâàëå [x0−δ, x0+
δ ], îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü è îöåíêà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò êðàòíîñòü êîðíÿ ôóíêöèè f(x) =
x− ϕ(x).

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) íà îòðåçêå [ a, b ] íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó:

|ϕ(x)− ϕ(y) | ≤ q |x− y | , q < 1 ,

è ïðåîáðàçóåò èíòåðâàë [ a, b ] â [ a, b ], ò.å.

a ≤ ϕ(x) ≤ b ∀x ∈ [ a, b ] ,

òî ôóíêöèÿ f(x) = x− ϕ(x) èìååò åäèíñòâåííûé íà [ a, b ] êîðåíü x∗ êðàò-
íîñòè ðàâíîé åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ x∗

ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [ a, b ] ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è íåïðåðûâíîñòü ïî Ëèïøèöó ôóíê-

öèè ϕ(x), ïîëó÷èì, ÷òî ∀x ∈ [ a, b ]

|x− x∗ | − | f(x) | ≤ |x− x∗ − f(x) | = |ϕ(x)− ϕ(x∗) | ≤
≤ q |x− x∗ |

è
| f(x) | − |x− x∗ | ≤ | f(x) − (x− x∗) | = | − ϕ(x) + ϕ(x∗) | ≤

≤ q |x− x∗ | ,
ò.å.

0 < ( 1− q ) ≤ | f(x) |
|x− x∗ |

≤ ( 1 + q ) .
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = x2 − a = 0 ïðè
a > 1 íà èíòåðâàëå [ 1, a ]. Ïåðåïèøåì åå â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

x = ϕ(x) ≡ x − x2 − a

1 + a
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∀x ∈ [ 1, a ]

|ϕ(x)− ϕ(y) | ≤ a− 1

a+ 1
= q < 1 , 1 < ϕ(x) < a ,

ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè

xn+1 = xn −
x2

n − a

1 + a

ñõîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ÷èñëà a ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæå-
íèè x0 ∈ [ 1, a ].

Äëÿ ïîãðåøíîñòè εn = xn−
√
a ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

εn+1 = εn −
x2

n − a

1 + a
=

(
1− xn +

√
a

1 + a

)
εn ≈

(
1− 2

√
a

1 + a

)
εn .

Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü (åå ñêîðîñòü) íàçûâàþò ëèíåéíîé, åñëè ïîãðåø-
íîñòü î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà (êîíå÷íî ñ êîýôôèöèåíòîì
ìåíüøèì åäèíèöû) ïîãðåøíîñòè íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
â íàøåì ïðèìåðå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ëèíåéíà.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé òàêæå íàçûâàþò ìåòîäîì ßêîáè.

6.3. Ìåòîä Ýéòêåíà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ∈ [ a, b ] � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x∗ = ϕ(x∗) , (15)

ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

xn+1 = ϕ(xn) , x0 ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, ... . (16)

Ïóñòü ϕ(x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [ a, b ] ôóíêöèÿ è
ϕ′(x) = a 6= 0. Òîãäà, òàê êàê

ϕ(xn) = ϕ(x∗) + ϕ′(x∗) (xn − x∗) +
ϕ′′(ξn)

2
(xn − x∗)2 ,

èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî

xn+1 − x∗ = a (xn − x∗) + εn ,

xn+2 − x∗ = a (xn+1 − x∗) + εn+1 ,

ãäå εn = O(|xn − x∗|2) è εn+1 = O(|xn − x∗|2).
Ðàçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x∗ è a, ïîëó÷èì
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x∗ = xn+2 −
(∆xn+1)

2

∆2xn

+

+ εn+1
∆xn

∆εn −∆2xn

+ ∆εn ∆xn+1
∆xn

∆2xn −∆εn

,

(17)

ãäå

∆xn = xn+1 − xn , ∆xn+1 = xn+2 − xn+1 , ∆2xn = ∆xn+1 −∆xn ,

∆εn = εn+1 − εn .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆xn

∆2xn −∆εn

= (a− 1)−1 +O(|xn − x∗|) ,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî εn+1 = O(|xn − x∗|2), ñëåäóåò, ÷òî

x̃n+2 = xn+2 −
(∆xn+1)

2

∆2xn

(18)

îòëè÷àåòñÿ îò x∗ íà âåëè÷èíó O(|xn − x∗|2), ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó
ïîãðåøíîñòè íà n-òîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè).

Ôîðìóëà (18) ïîñòðîåíèÿ ïî òðåì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèáëèæåíèÿì xn,
xn+1 è xn+2 çíà÷èòåëüíî (íà ïîðÿäîê) áîëåå áëèçêîãî ê x∗ ïðèáëèæåíèÿ x̃n+2

íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ýéòêåíà óñêîðåíèÿ ïðîñòîé èòåðàöèè.
Ìåòîä Ýéòêåíà ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ äëÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêî-
ðîñòüþ ñõîäèìîñòè.
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7. Ìåòîä Íüþòîíà

Ïóñòü íà îòðåçêå [ a, b ] çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x)
è òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

f(x) = 0 . (1)

Èäåÿ ìåòîäà Íüþòîíà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà: åñëè xn � ïðèáëèæåíèå ê êîð-
íþ x∗, òî ôóíêöèÿ f(x) çàìåíÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì ïåðâîé
ñòåïåíè ïî åå çíà÷åíèþ f(xn) è çíà÷åíèþ åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé f ′(xn):

f(x) ≈ f(xn) + f ′(xn) ,

à êîðåíü ýòîãî ïîëèíîìà îáúÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, x0 ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, ... . (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà (2) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíå-
íèÿ

x = ϕ(x) ≡ x − f(x)

f ′(x)
. (3)

Ïóñòü x∗ ∈ [ a, b ] � èçîëèðîâàííûé êîðåíü êðàòíîñòè p > 0 íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f(x) :

f(x) = (x− x∗)p g(x) , (4)

ãäå ôóíêöèÿ g(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è çíàêîîïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ.

Òîãäà, òàê êàê

ϕ(x) =
p− 1

p
x+

x∗

p
+

g ′(x) (x− x∗)2

p ( p g(x) + g ′(x) (x− x∗) )
,

ϕ ′(x) =
p− 1

p
+O(|x− x∗|) ,

(5)

ïðèáëèæåíèÿ xn ìåòîäà Íüþòîíà (2) ê êîðíþ x∗ ôóíêöèè f(x) óäîâëåòâîðÿ-
þò ñîîòíîøåíèÿì

xn+1 − x∗ = ϕ(xn)− ϕ(x∗) = ϕ ′(ξn)(xn − x∗) =

=
p− 1

p
(xn − x∗) +O(|xn − x∗|2) ,

ãäå òî÷êà ξn ëåæèò ìåæäó xn è x∗.
Îïèðàÿñü íà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëî-

æåíèÿ:
� ìåòîä Íüþòîíà íå ñõîäèòñÿ, åñëè p ≤ 0.5 ,
� ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ, åñëè p > 0.5 , ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ïðè p 6= 1

è p ≈ xn+1 − xn

2xn+1 − xn+2 − xn

,

� ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà êâàäðàòè÷íàÿ
ïðè p = 1 .
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7.1. Ìåòîä Íþòîíà ñ ïàðàìåòðîì

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1) íà èíòåðâàëå [ 0, 1 ]

f(x) ≡ xp = 0 , p > 0 ,

ò.å. x∗ = 0 � êîðåíü êðàòíîñòè p ôóíêöèè f(x). Ìåòîä Íüþòîíà â ýòîì ñëó÷àå

xn+1 = xn −
xp

n

p xp−1
n

=
p− 1

p
xn

ïðè p ≤ 0.5 íå ñõîäèòñÿ, à ïðè îñòàëüíûõ p 6= 1 ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè
ëèíåéíà.

Îïðåäåëèì ìåòîä Íüþòîíà ñ ïàðàìåòðîì :

xn+1 = xn − p
f(xn)

f ′(xn)
, x0 ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, ... . (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ýòîò ìåòîä äàåò ðåøåíèå çà îäíó èòåðà-
öèþ ïðè ëþáîì p > 0 .

Ìåòîä Íüþòîíà ñ ïàðàìåòðîì ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x = ψ(x) ≡ x − p
f(x)

f ′(x)
. (7)

Òîãäà, òàê êàê ñ ó÷åòîì ôîðìóë (5) èìååì

ψ(x) = (1− p)x + pϕ(x) ,

ψ ′(x) = (1− p) + p
[p− 1

p
+O(|x− x∗|)

]
= O(|xn − x∗|) ,

(8)

ïðèáëèæåíèÿ xn ìåòîäà Íüþòîíà ñ ïàðàìåòðîì ê êîðíþ x∗ ôóíêöèè f(x)
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

xn+1 − x∗ = ψ(xn)− ψ(x∗) = ψ ′(ξn)(xn − x∗) =

= O(|x− x∗|) (xn − x∗) = O(|xn − x∗|2) ,

ãäå òî÷êà ξn ëåæèò ìåæäó xn è x∗.
Îïèðàÿñü íà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæå-

íèå:
� ìåòîä Íüþòîíà ñ ïàðàìåòðîì ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êðàòíî-
ñòè p êîðíÿ ôóíêöèè f(x) è ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè êâàäðàòè÷íàÿ.

Åñëè êðàòíîñòü p êîðíÿ x∗ ôóíêöèè f(x) íåèçâåñòíà, òî ðàçðåøàÿ (5)
îòíîñèòåëüíî p, ïîëó÷èì

p =
1

1− ϕ ′(x)
+O(|x− x∗| .

Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
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xn+1 = xn −
1

1− ϕ ′(x)

f(xn)

f ′(xn)
, x0 ∈ [ a, b ] , n = 0, 1, ... , (9)

áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê êîðíþ x∗ ïðèáëèæåíèè x0 , òàê
êàê îí ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ

x = η(x) ≡ ϕ(x)− xϕ ′(x)

1− ϕ ′(x)
(10)

è η ′(x∗) = 0.

7.2. Äâå ïðîñòûå òåîðåìû ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà äîêàæåì äâå ïðîñòûå òåîðåìû, ñîäåðæàùèå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ x∗ ôóíêöèè f(x) è ñõîäèìîñòè ê íåìó ïðè-
áëèæåíèé ìåòîäà Íüþòîíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà
îòðåçêå [ a, b ] , f(a) > 0 è f(b) ≤ 0 , òî óðàâíåíèå

f(x) = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ∈ [ a, b ] , ïðèáëèæåíèÿ xn ìåòîäà Íüþòî-
íà

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, x0 = a , n = 0, 1, ... .

ñòðîãî âîçðàñòàþò è ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó êîðíþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó f(a) > 0 è
f(b) ≤ 0 .

Ïóñòü x∗ ≤ x∗∗ � êîðíè ôóíêöèè f(x). Èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè ñëå-
äóåò è óñëîâèÿ f(b) ≤ 0 ñëåäóåò, ÷òî

0 = f(x∗∗) ≤ x∗∗ − b

x∗ − b
f(x∗) − x∗∗ − x∗

b− x∗
f(b) =

x∗∗ − x∗

b− x∗
f(b) ≤ 0 ,

è, çíà÷èò, x∗ = x∗∗, ò.å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 åäèíñòâåííî.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìåòîäà Íüþòîíà îïðåäåëåíà

è ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå [ a, x∗ ) ôóíê-
öèÿ f(x) > 0 è ñòðîãî óáûâàåò. Ïåðâîå ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè êîðíÿ,
âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî: åñëè f(x + ε2) ≥ f(x) äëÿ íåêîòîðîãî
x + ε2 ∈ [ a, x∗ ) , òî èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè è íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî

f(x+ ε2) ≤ x+ ε2 − x∗

x− x∗
f(x) +

x+ ε2 − x

x∗ − x
f(x∗)

=
(x∗ − x)− ε2

x∗ − x
f(x) < f(x) ≤ f(x+ ε2) ,

ò.å. ïîëó÷èëè ïðîòèâîð÷èå.
Äàëåå, f ′(x) < 0 íà èíòåðâàëå [ a, x∗ ) . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê
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f(x+ ε2) ≤
(

1− ε2

x∗ − x

)
f(x) ,

òî

f ′(x) = lim
ε2→0

f(x+ ε2)− f(x)

ε2
≤ − f(x)

x∗ − x
< 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
= xn +

|f(xn)|
|f ′(xn)|

≤ xn + |x∗ − xn| = x∗ ,

ò.å. xn+1 > xn è xn+1 ∈ [ a, x∗ ] .
Íà÷èíàÿ ñ x0 = a , ìû ïîëó÷èì îãðàíè÷åííóþ, ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (êîíå÷íóþ, åñëè íà íåêîòîðîé èòåðàöèè ìåòîäà Íüþ-
òîíà xn = x∗), ïðåäåë êîòîðîé ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, à ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà

f ′(xn) (xn+1 − xn) = f(xn) ,

óáåæäàåìñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ôóíêöèè f(x).

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äëÿ
ñëó÷àÿ âîãíóòûõ ôóíêöèé è èçìåíåíèÿ ôóíêöèè îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé
ê ïîëîæèòåëüíûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü
P (t) = a2 t

2 − a1 t+ a0 (11)

� ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè t∗ ≤ t∗∗ è ïîëîæèòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì a2 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà îòðåçêå [ 0, t∗ ] äëÿ ýòîãî
ïîëèíîìà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {tn} ìåòîäà Íüþòîíà

tn+1 = tn −
P (tn)

P ′(tn)
, t0 = 0 , n = 0, 1, ... , (12)

ñòðîãî âîçðàñòàåò è ñõîäèòüñÿ ê t∗.
Åñëè (12) ïåðåïèñàòü â âèäå

tn+1 = ϕ(tn) , t0 = 0 , n = 0, 1, ... ,

ãäå

ϕ(t) = t − P (t)

P ′(t)
= t − (t− t∗)(t− t∗∗)

2 t− (t∗ + t∗∗)
,

òî

0 ≤ ϕ ′(t) =
2 (t∗ − t) (t∗∗ − t)

[(t∗ − t) + (t∗∗ − t)]2
≤ 1

2
∀ t ∈ [ 0, t∗ ] ,

è
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0 ≤ tn+1 − t∗ = ϕ(tn)− ϕ(t∗) = ϕ ′(ξn) (tn − t∗) ≤ 1

2
(tn − t∗) , (13)

ò.å. ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà íå õóæå ëèíåéíîé (ëèíåéíà ïðè
t∗ = t∗∗ .

Åñëè t∗ < t∗∗ , òî

0 ≤ ϕ ′(t) =
2 (t∗∗ − t)

[(t∗∗ − t) + (t∗ − t)]2
(t∗ − t) ≤ 2

t∗∗ − t
(t∗ − t) ≤

≤ 2

t∗∗ − t∗
(t∗ − t) ∀ t ∈ [ 0, t∗ ] ,

è
0 ≤ tn+1 − t∗ = ϕ(tn)− ϕ(t∗) = ϕ ′(ξn) (tn − t∗) ≤

≤ 2

t∗∗ − t∗
(t∗ − ξn) (tn − t∗) ≤ 2

t∗∗ − t∗
(tn − t∗)2 ,

(14)

ò.å. ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà êâàäðàòè÷íàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ :

a2 =
1

2
maxP ′′(t) > 0 ,

a1 = −P ′(0) =
t∗ + t∗∗

a2

> 0 ,

a0 = P (0) =
t∗ t∗∗

a2

> 0 .

(15)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [x0 − ε, x0 + ε ] , ε > 0 è

1

2
max

|x−x0|≤ε
|f ′′(x)| ≤ a2 ,

|f ′(x0)| ≥ a1 > 0 ,

|f(x0)| ≤ a0 ,

à ïîëèíîì P (t) = a2 t
2 − a1 t + a0 âèäà (11) èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè

t∗ ≤ t∗∗ è t∗ ≤ ε.
Òîãäà óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò íà îòðåçêå [x0 − ε, x0 + ε ] ðåøåíèå x∗ ,

ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìåòîäà Íüþòîíà

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, ... ,

è èìååò ìåñòî îöåíêà

|xn − x∗ | ≤ t∗ − tn ∀n ≤ 0 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

tn+1 = tn −
P (tn)

P ′(tn)
, t0 = 0 , n = 0, 1, ... ,

ñòðîãî âîçðàñòàåò è ñõîäèòüñÿ ê t∗.
Ïðè n = 0 ïî óñëîâèþ òåîðåìû |f(x0)| ≤ a0 è |f ′(x0)| ≥ a1 > 0, ñëåäîâà-

òåëüíî, x1 îïðåäåëåí è

|x1 − x0| =
∣∣∣ f(x0)

f ′(x0)

∣∣∣ ≤ a0

a1

= − P (0)

P ′(0)
= t1 − t0 < t∗ ≤ ε .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 1 äîêàçàíî, ÷òî

|xk − x0| ≤ ε ,

|xk − xk−1| ≤ tk − tk−1 , k = 1, ... n .
(16)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè k = n+ 1.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ xn+1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f ′(xn) 6= 0 :

|f ′(xn)| = | f ′(x0) +

xn∫
x0

f ′′(x) dx | ≥ | f ′(x0) | − |
xn∫

x0

f ′′(x) dx | ≥

≥ a1 − 2 a2 |xn − x0| ≥ a1 − 2 a2 (|xn − xn−1|+ ...+ |x1 − x0|) ≥
≥ a1 − 2 a2(tn − tn−1 + ...+ t1 − t0) = a1 − 2 a2 tn =

= −P ′(tn) > 0 .

Òåïåðü îöåíèì

|xn+1 − xn | = | f(xn)

f ′(xn)
| .

Òàê êàê |f ′(xn)| ≥ −P ′(tn) è

| f(xn) | = | f(xn−1)− f ′(xn−1) (xn − xn−1) +
f ′′(xn−1)

2
(xn − xn−1)

2 | =

= | f
′′(xn−1)

2
(xn − xn−1)

2 | ≤ a2 (tn − tn−1)
2 ,

P (tn) = P (tn−1)− P ′(tn−1) (tn − tn−1) +
P ′′(tn−1)

2
(tn − tn−1)

2 =

=
P ′′(tn−1)

2
(tn − tn−1)

2 = a2 (tn − tn−1)
2 ,

òî

|xn+1 − xn | = | f(xn)

f ′(xn)
| ≤ P (tn)

−P ′(tn)
= tn+1 − tn ,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå èç ïðåäïîëîæåíèé (16).
Îöåíèì |xn+1 − xn| :
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|xn+1 − xn | ≤ |xn+1 − xn−1 + ... + |x1 − x0 | ≤
≤ tn+1 − tn−1 + ... + t1 − t0 = tn+1 ≤ t∗ ≤ ε .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâà (16) âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì n ≥ 0 .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî Êîøè, òàê êàê

|xn+m − xn | ≤ |xn+m − xn+m−1 + ... + |xn+1 − xn | ≤
≤ tn+m − tn+m−1 + ... + tn+1 − tn = tn+m − tn ,

(17)

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ôóíäàìåíòàëüíà, òàê êàê îíà ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, xn → x∗ ∈ [x0 − ε, x0 + ε ] , à òàê êàê f(x) è f ′(x) íåïðåðûâíû, òî,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â ðàâåíñòâå

f ′(xn) (xn+1 − xn) = f(xn) ,

ïîëó÷èì f(x∗) = 0 . Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (17) ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ ,
ïîëó÷èì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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8. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ðåçóëüòàòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî (ñèñòåìà) îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ :

d u(t)

d t
= f(t, u(t) ) , t > 0 ,

u(0) = u0 ,
(1)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f(t, u) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èçâåñòíîé, äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ t è u , à ðå-
øåíèå çàäà÷è u(t) çàäàíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Íàïîìíèì ìåòîäèêó ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè t ∈ [ 0, T ]
è u ∈ [u0 − a, u0 + a ] , íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ
ïîñòîÿííîé L , íåçàâèñÿùåé îò t :

| f(t, u) − f(t, v) ≤ L |u − v | ∀u, v ∈ [u0 − a, u0 + a ] ∀ t ∈ [ 0, T ] ,

òîãäà çàäà÷à Êîøè (1) íà èíòåðâàëå [ 0, t0] , ãäå t0 < min
{
T, a

M
, 1

L

}
, M �

ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè f(t, u) â îáëàñòè åå çàäàíèÿ, èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èç (1) :

u(t) = u0 +

t∫
0

f(t, u(t) ) dt .

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå
(ïðåîáðàçîâàíèå) ϕ(u) íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(t) êàê ýëåìåíòà ïîëíîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [ 0, t0 ] ôóíêöèé,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [u0 − a, u0 + a ] , ñ ðàññòîÿíèåì
ρ(u, v) = max

0≤t≤t0
|u(t)− v(t)| , â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Âûáåðåì t0 òàê, ÷òîáû ϕ(u) îòîáðàæàëîM âM è áûëî îïåðàòîðîì ñæà-
òèÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

|ϕ(u)− u0 | = |
t∫

0

f(t, u(t) ) dt | ≤ t0 max
0≤t≤t0

|f(t, u(t))| ≤ t0M ≤ a .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
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|ϕ(u)− ϕ(v) | = |
t∫

0

[ f(t, u(t) )− f(t, v(t) ) ] dt | ≤

≤
t∫

0

L |u(t)− v(t) | dt ≤ t0 Lρ(u, v) < ρ(u, v) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì t0 < min
{
T, a

M
, 1

L

}
ϕ(u) � ñæèìàþùåå îòîáðàæå-

íèå èç M â M è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó
u(t) ∈M .

Èç ýòîé òåîðåìû (âåðíåå èç ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé) ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

un+1(t) = u0 +

t∫
0

f(t, un(t) ) dt , u0(t) ∈M , n = 0, 1, ... ,

ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ñòàëêèâàåòñÿ ñ óñëîæíÿþùåéñÿ îò øàãà
ê øàãó çàäà÷åé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t = 0 ìû ìîæåì âû÷èñëèòü "âñå"ïðîèçâîäíûå èñêîìîãî
ðåøåíèÿ u(t) çàäà÷è Êîøè (1) :

u(0) = u0 ,

u ′(0) = f(t, u(t) )
∣∣
t=0

,

u ′′(0) =
[∂f(t, u)

∂t
+
∂f(t, u)

∂u
u ′(t)

]∣∣∣
t=0

,

. . . . . . ,

è, ñòàëî áûòü, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà u(t) = u(0)+
u ′(0) t + 0.5u ′′(0) t2 + ... ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (1).

8.1. Ìåòîäû Ðóíãå �Êóòòà

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ Ðóíãå �Êóòòà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè :

d u(t)

d t
= f(t, u(t) ) , t > 0 ,

u(0) = u0 ,
(1)

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü t0 = 0 , t1 = τ , ... , tn = n τ , ... � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî ïåðåìåííîé

t ñ øàãîì (èíòåãðèðîâàíèÿ) τ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíî òî÷íîå èëè
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå yn = yn(tn) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè t = tn . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå [ tn, tn + τ ] ôóíêöèÿ yn(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ èç (1) è, ñëåäîâàòåëüíî,



8.1. Ìåòîäû Ðóíãå �Êóòòà 53

yn(tn + τ) = yn +

tn+τ∫
tn

f(t, yn(t) ) dt . (2)

Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè m òî÷åê íà èíòåðâàëå [ tn, tn + τ ] :

tn ≤ tn + α1 τ < tn + α2 τ < ... < tn + αm τ ≤ tn + τ .

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) çàìåíèì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé

tn+τ∫
tn

f(t, yn(t) ) dt ≈ τ

m∑
i=1

σif(tn + αi τ, yn(tn + αi τ) ) ,

à äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ yn(tn + αi τ) â ðàâåíñòâàõ

yn(tn + αi τ) = yn +

tn+αi τ∫
tn

f(t, yn(t) ) dt

çàìåíèì èíòåãðàëû êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè

tn+αi τ∫
tn

f(t, yn(t) ) dt ≈ τ
m∑

j=1

σijf(tn + αj τ, yn(tn + αj τ) ) ,

i = 1, 2, ... , m ,

÷òî ïðèâåäåò íàñ ê ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî ỹi ≈ yn(tn + αi τ) :

ỹi = yn + τ

m∑
j=1

σijf(tn + αj τ, ỹj ) ,

i = 1, 2, ... , m ,

ðåøèâ êîòîðóþ, ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå

yn+1 = yn + τ
m∑

i=1

σif(tn + αi τ, ỹi ) ≈ yn(tn + τ)

ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (1) ïðè t = tn+1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ki = ki(yn) = f(tn + αi τ, ỹi ) , òîãäà

ki = f(tn + αi τ, yn + τ

m∑
j=1

σijkj ) ,

i = 1, 2, ... , m ,

(3)
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yn+1 = yn + τ

m∑
i=1

σi ki (4)

� m-ýòàïíûé ìåòîä Ðóíãå �Êóòòà ñ ïàðàìåòðàìè {αi}m
i=1 ,

{σij}m
i,j=1 , {σi}m

i=1 .
Ìåòîä Ðóíãå �Êóòòà íàçûâàåòñÿ ÿâíûì, åñëè ìàòðèöà åãî ïàðàìåòðîâ

(σij)
m
i,j=1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ò.å. çíà÷åíèÿ k1,

..., km ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ îäíî çà äðóãèì ïî ôîðìóëàì (3) (îáû÷íî â ÿâíûõ
ìåòîäàõ ïàðàìåòð α1 òàêæå âûáèðàåòñÿ ðàâíûì íóëþ); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìåòîä íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì.

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3) è óêàçàòü
ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(t, u(t) ) íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó, òî ñóùå-
ñòâóåò τ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì τ ∈ ( 0, τ0 ] ñèñòåìà (3) ðàçðåøèìà, à
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõîäèòñÿ ê åå ðåøåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì m = 2 :

k1 = f(tn + α1 τ, yn + τ σ11k1 + τ σ12k2 ) ,

k2 = f(tn + α2 τ, yn + τ σ21k1 + τ σ22k2 )

èëè

k ≡
[
k1
k2

]
=

[
f(tn + α1 τ, yn + τ σ11k1 + τ σ12k2 )
f(tn + α2 τ, yn + τ σ21k1 + τ σ22k2 )

]
≡ F (k) (5)

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

kn+1 = F (kn) , k0 =

[
f(tn + α1 τ, yn )
f(tn + α2 τ, yn )

]
, n = 0, 1, ... , (6)

áóäåò ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ (åäèíñòâåííîìó) óðàâíåíèÿ (5), åñëè F (k) áóäåò
ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì èç íåêîòîðîãî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà M â M . Ïóñòü d � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è

M = { k ∈ R2 : ρ(k, k0) = || k − k0 ||∞ ≤ d } .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, y) íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó ñ ïîñòîÿííîé L , ñíà÷àëà íàéäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì F (k) ∈M
äëÿ âñåõ k ∈M :

||F (k)− k0 ||∞ =

= max {| f(tn + α1 τ, yn + τ σ11k1 + τ σ12k2 )− f(tn + α1 τ, yn ) | ,
| f(tn + α2 τ, yn + τ σ21k1 + τ σ22k2 )− f(tn + α2 τ, yn ) | } ≤

≤ max {L | τ σ11k1 + τ σ12k2 | , L | τ σ21k1 + τ σ22k2 | } ≤
≤ L τ max {|σ11 |+ |σ12 | , |σ21 |+ |σ22 | } || k ||∞ .

Òàê êàê || k − k0 ||∞ ≤ d , òî
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||F (k)− k0 ||∞ ≤ L τ σ ( d+ || k0 ||∞ ) ,

σ = max {|σ11 |+ |σ12 | , |σ21 |+ |σ22 | } ,

è, âûáèðàÿ τ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì íóæíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ
F (k) .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ îòîáðàæåíèå F (k) áóäåò
ñæèìàþùèì. Ïóñòü k, l ∈M , òîãäà

||F (k)− F (l) ||∞ = max {
|f(tn + α1τ, yn + τσ11k1 + τσ12k2)− f(tn + α1τ, yn + τσ11l1 + τσ12l2)| ,
|f(tn + α2τ, yn + τσ21k1 + τσ22k2)− f(tn + α2τ, yn + τσ21l1 + τσ22l2)|}

≤ L τ max {|σ11 |+ |σ12 | , |σ21 |+ |σ22 | } || k − l ||∞

è, âûáèðàÿ τ < (Lσ)−1, ïîëó÷èì óñëîâèå ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ F (k) .

Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ zn ≡ yn−u(tn) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
k∗i ≡ ki(u(tn)) ðåøåíèå ñèñòåìû

k∗i = f(tn + αi τ, u(tn) + τ
m∑

j=1

σijk
∗
j ) ,

i = 1, 2, ... , m .

Ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ïåðåñ÷åòà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ:

zn+1 = zn + τ
m∑

i=1

σi(ki − k∗i )− τ ψn , (7)

ãäå

ψn =
u(tn+1)− u(tn)

τ
−

m∑
i=1

σiki(u(tn)) (8)

� ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (1) íà åãî ðåøåíèè.

Òåîðåìà 3. Åñëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [ 0, T ] çàäà÷à Êîøè (1) èìååò
ðåøåíèå, à ôóíêöèÿ f(t, u(t) ) íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó, òî ñóùåñòâóåò τ0 >
0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì τ ∈ ( 0, τ0 ] äëÿ ïîãðåøíîñòè åå ðåøåíèÿ ìåòîäîì
Ðóíãå �Êóòòà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|zn| ≤ eCT
(
|z0|+ T max

1≤i≤n
|ψi|

)
≤ eCT

(
|z0|+ T ||ψi||∞

)
∀ tn ∈ [ 0, T ]

(9)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ðàçíîñòü (ki − k∗i ) èç (7) :
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| ki − k∗i | =

= |f(tn + αiτ, yn + τ

m∑
j=1

σijkj)− f(tn + αiτ, u(tn) + τ

m∑
j=1

σijk
∗
j )| ≤

≤ L |zn|+ L τ
m∑

j=1

|σij| |kj − k∗j | ≤

≤ L |zn|+ τ
(
L

m∑
j=1

|σij|
)
||k − k∗||∞ ,

i = 1, ... m .

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ:

|| k − k∗ ||∞ ≤ L

1− τ L max
1≤i≤m

m∑
j=1

|σij|
|zn|

è, âî-âòîðûõ:

|
m∑

i=1

σi(ki − k∗i )| ≤
L

m∑
i=1

|σi|

1− τ L max
1≤i≤m

m∑
j=1

|σij|
|zn| ≤ C |zn|

äëÿ âñåõ τ ∈ ( 0, τ0] , ãäå τ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè çíàìå-
íàòåëÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èç (7) ïîëó÷èì, ÷òî

|zn+1| ≤ |zn|+ τ C |zn|+ τ |ψn| = (1 + τ C) |zn|+ τ |ψn| ≤
≤ (1 + τ C)2 |zn−1|+ (1 + τ C) τ |ψn−1|+ τ |ψn| ≤

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

≤ (1 + τ C)n+1 |z0|+ τ

n∑
i=1

(1 + τ C)n−i |ψi| .

(10)

Òîãäà, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x = Cτ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
(1 + x)

1
x ≤ e , òî íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå [ 0, T ] òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå

íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå :

|zn| ≤ eCT
(
|z0|+ T max

1≤i≤n
|ψi|

)
≤ eCT

(
|z0|+ T ||ψi||∞

)
,

ò.å. ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ñîâïàäàåò ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè ñ ïîãðåøíîñòüþ
ïðèáëèæåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è ìàêñèìàëüíîé îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà åãî ðåøåíèè.

8.2. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ Ðóíãå �Êóòòà

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè
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u ′(t) = f(t, u(t) ) , t > 0 ,

u(0) = u0

(11)

m-ýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå �Êóòòà

ki(τ, yn) = f(tn + αi τ, yn + τ
m∑

j=1

σijkj(τ, yn) ) , i = 1, 2, ... , m ,

y0 = u0 , yn+1 = yn + τ
m∑

i=1

σi ki(τ, yn) , n = 0, 1, ... ,

(12)

ïàðàìåòðû ìåòîäà
α1

α2
...
αm

 ,


σ11 σ12 . . . σ1m

σ21 σ22 . . . σ2m

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
σm1 σm2 . . . σmm

 ,


σ1

σ2
...
σm

 (13)

ñëåäóåò âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî τ ïîãðåø-
íîñòè àïïðîêñèìàöèè

ψn(τ) =
u(tn + τ)− u(tn)

τ
−

m∑
i=1

σiki(τ, u(tn)) (14)

íà ðåøåíèè çàäà÷è (11).
Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f(t, u) p ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà,

òî u(t) (òàê êàê u ′(t) = f(t, u(t) )) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà p+ 1 ðàç è

ψn(τ) =
[
u ′(tn)−

m∑
i=1

σiki(0, u(tn) )
]
+

+
[ 1

2
u ′′(tn)−

m∑
i=1

σik
′
i (0, u(tn) )

]
τ + . . . +

+
[ 1

p
u(p)(tn)−

m∑
i=1

σik
(p−1)
i (0, u(tn) )

] τ p−1

(p− 1)!
+O(τ p)

(15)

è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü ìåòîä p-òîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,
íóæíî íàéòè ïàðàìåòðû (13) òàêèå, ÷òîáû âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ðàçëîæåíèÿ (15) îáðàòèëèñü â íóëü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t, u) .

8.3. Ìåòîä Ýéëåðà

Ïóñòü m = 1, α1 = 0, σ11 = 0 è σ1 = 1, òîãäà ìåòîä Ýéëåðà :

y0 = u0 , yn+1 = yn + τ f(tn, yn) , n = 0, 1, ... , (16)

èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ .
Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (15) äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
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ψn(τ) =
[
u ′(tn)− f(tn, u(tn) )

]
+

[ 1

2
u ′′(tn)

]
τ + O(τ 2) =

=
1

2

[ ∂f(tn, u(tn) )

∂t
+
∂f(tn, u(tn) )

∂u
f(tn, u(tn) )

]
τ + O(τ 2)

è, ñëåäîâàòåëüíî òåîðåìà 8.3 ãàðàíòèðóåò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ
ìåòîäà (16).

8.4. Ñåìåéñòâî ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

Ïóñòü m = 2, òîãäà ìåòîä Ðóíãå �Êóòòà :

k1(τ, yn) = f(tn + α1τ, yn + τ(σ11k1 + σ12k2)) ,

k2(τ, yn) = f(tn + α2τ, yn + τ(σ21k1 + σ22k2)) ,

y0 = u0 , yn+1 = yn + τ (σ1k1(τ, yn) + σ2k2(τ, yn) ) , n = 0, 1, ... ,

(17)

áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ , åñëè äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â
ðàçëîæåíèè (15) äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàâíû íóëþ:

u ′(tn)− σ1k1(0, u(tn) )− σ2k2(0, u(tn) ) = 0

1

2
u ′′(tn)− σ1k

′
1(0, u(tn) )− σ2k

′
2(0, u(tn) ) = 0 .

(18)

Òàê êàê

u ′(tn) = f(tn, u(tn) ) ,

u ′′(tn) = ft(tn, u(tn) ) + fu(tn, u(tn) ) f(tn, u(tn) ) ,

k1(0, u(tn) ) = f(tn, u(tn) ) ,

k2(0, u(tn) ) = f(tn, u(tn) ) ,

k ′1(0, u(tn) ) = ft(tn, u(tn) )α1 + fu(tn, u(tn) ) [σ11k1 + σ12k2 ] ,

k ′2(0, u(tn) ) = ft(tn, u(tn) )α2 + fu(tn, u(tn) ) [σ21k1 + σ22k2 ] ,

òî, îïóñêàÿ àðãóìåíòû ó ôóíêöèè f è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óñëîâèÿ (18)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

[ 1− σ1 − σ2 ] f = 0 ,{
[ 0.5− σ1α1 − σ2α2 ] ft +

+ [ 0.5− σ1(σ11 + σ12)− σ2(σ21 + σ22) ]
}
fu f = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä Ðóíãå �Êóòòà (17) áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè ïî τ ïðè ëþáîé ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè f(t, u) çàäà÷è Êîøè (11),
åñëè åãî ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

σ1 + σ2 = 1 ,

σ1 α1 + σ2 α2 = 0.5 ,

σ1 (σ11 + σ12) + σ2 (σ21 + σ22) = 0.5 .

×àñòíîå (îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå) ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû:
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σ1 = 1− σ , σ2 = σ ,

α1 = σ11 = σ12 = σ22 = 0 ,

α2 = 0.5σ−1 , σ21 = 0.5σ−1

îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ÿâíûõ 2-õ ýòàïíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå �Êóòòà

yn+1 = yn + τ [ (1− σ) f(tn, yn) + σ f
(
tn + τ

2σ
, yn + τ

2σ
f(tn, yn)

) ]
,

y0 = u0 , n = 0, 1, ... .

âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì σ 6= 0 . Çàìåòèì, ÷òî
ïðè σ → 0 ýòîò ìåòîä ïðåâðàùàåòñÿ â ìåòîä Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè.
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9. Ìíîãîøàãîâûå ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ

Òðóäîåìêîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì
âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè íà êàæäîì øàãå ìåòîäà. Äëÿ ÿâíîãî m-ýòàïíîãî
ìåòîäà Ðóíãå �Êóòòà ýòà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà m è àíàëèç ôîðìóë ìåòî-
äà ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè íà îäíîì øàãå íå
èñïîëüçóþòñÿ íà äðóãîì. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ðàíåå âû÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ.

Ëèíåéíûì m-øàãîâûì ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

d u(t)

d t
= f(t, u(t) ) , t > 0 ,

u(0) = u0 ,
(1)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

a0yn + a1yn−1 + . . .+ amyn−m

τ
= b0fn + b1fn−1 + . . .+ bmfn−m ,

n = m, m+ 1, . . . ,
(2)

ãäå a0 6= 0, a1, . . . , am è b0, b1, . . . , bm � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû ìåòîäà, íå çà-
âèñÿùèå îò n; τ � øàã ñåòêè {tn = n · τ}; fn = f(tn, yn) � çíà÷åíèÿ ïðàâîé
÷àñòè; yn � ïðèáëèæåíèÿ ê çíà÷åíèÿì ðåøåíèÿ u(tn); åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
êîòîðîé (ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå b0 = 0), îïðåäåëÿåòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàí-
íûì y0, y1, . . . , ym−1 , êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóí-
ãå �Êóòòà.

Ëèíåéíûé m-øàãîâûé ðàçíîñòíûé ìåòîä (2) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì, åñëè b0 =
0. Î÷åâèäíî, ÷òî åãî òðóäîåìêîñòü ðàâíà åäèíèöå.

Ïðè b0 6= 0 ìåòîä (2) íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì, ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
y = yn ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

y − τ
b0
a0

f(tn, y) =
m∑

k=1

(
τ
bk
a0

fn−k −
ak

a0

yn−k

)
, (3)

íàïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà, âûáèðàÿ y(0) = yn−1.

9.1. Ñõîäèìîñòü ìíîãîøàãîâûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ

Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ zn = yn − u(tn) çàäà÷è Êîøè (1) m-øàãîâûì ðàçíîñò-
íûì ìåòîäîì (2), êàê è â ñëó÷àå ìåòîäîâ Ðóíãå �Êóòòà, ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ τ íå ïðåâûøàåò îøèáîê âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ è àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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ψn =
a0u(tn) + a1u(tn−1) + . . .+ amu(tn−m)

τ
−

−
[
b0f(tn, u(tn)) + b1f(tn−1, u(tn−1)) + . . .+ bmf(tn−m, u(tn−m))

]
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

zn = −
m∑

k=1

ak

a0

zn−k +
τ

a0

(ϕn + ψn) , (4)

ãäå

ϕn =
m∑

k=0

bk [ f(tn−k, yn−k)− f(tn−k, u(n−k)) ] ,

à ψn � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè.
Äîïîëíèì (4) òîæäåñòâàìè zn−1 = zn−1, . . ., zn−m+1 = zn−m+1 è ïåðåïèøåì

â ìàòðè÷íîì âèäå

Zn = S Zn−1 +
τ

a0

(
Φn + Ψn

)
, (5)

ãäå

Zn−1 =


zn−1

zn−2
...

zn−m

 , Φn =


ϕn

0
...
0

 , Ψn =


ψn

0
...
0

 ,

S =


p1 p2 . . . pm−1 pm

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . 1 0

 , pi = − ai

a0

.

Ôîðìóëó (5) (îäíîøàãîâóþ) ïðèíÿòî íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì âèäîìm-øàãîâîãî
ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2) äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì
Zm−1 ðàçìåðíîñòè m , à ìàòðèöó S ïîðÿäêà m � îïåðàòîðîì øàãà.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû S ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ a0

ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì

Pm(x) = a0 x
m + a1 x

m−1 + . . . + am , (6)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì m - øàãîâîãî ðàçíîñò-
íîãî ìåòîäà (2) .

Åñëè ó ýòîãî ïîëèíîìà åñòü êîðåíü λ (ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû S),
ìîäóëü êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåê-
òîð Zλ è, åñëè ñëó÷àéíî îêàæåòñÿ, ÷òî Zm−1 = Zλ , â ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ
Zn+m−1 áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü áûñòðî ðàñòóùåå (ïî íîðìå) ñëàãàåìîå λnZλ.
Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûé âåêòîð Zm−1 ïðàêòè÷åñêè âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü â
ñâîåì ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû S ñîñòàâëÿþùóþ ïî
Zλ (èëè îíà ïîÿâèòñÿ çà ñ÷åò îøèáîê îêðóãëåíèÿ), òî ïîãðåøíîñòü Zn áóäåò
áûñòðî (ïî íîðìå) ðàñòè.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå êîð-
íè ïîëèíîìà (6) íå ïðåâîñõîäèëè ïî ìîäóëþ åäèíèöû.

Ýòîãî óñëîâèÿ íåäîñòàòî÷íî. Åñëè ó ïîëèíîìà (6) åñòü êîðåíü λ, ìîäóëü
êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå, êðàòíîñòè áîëüøåé åäèíèöû, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò
òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð Zλ , òàê êàê ðàíã ìàòðèöû

S − λE =


p1 − λ p2 . . . pm−1 pm

1 −λ . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . 1 −λ


ðàâåí m− 1 (ïîñëåäíèå m− 1 ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû).

Ñëåäîâàòåëüíî, â æîðäàíîâîé ôîðìå S̃ = QS Q−1 áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü
æîðäàíîâ áëîê âèäà (êðàòíîñòü êîðíÿ ðàâíà äâóì)[

λ 1
0 λ

]
,

[
λ 1
0 λ

]n

=

[
λn nλn−1

0 λn

]
,

÷òî ïðèâåäåò ê ðîñòó (ïî íîðìå) âõîäÿùåãî â ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ Zn+m−1

ñëàãàåìîãî Sn Zm−1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîðíè

ïîëèíîìà (6), ðàâíûå ïî ìîäóëþ åäèíèöå, áûëè ïðîñòûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîøàãîâûé ðàçíîñòíûé ìåòîä (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ êîðíåé, åñëè âñå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (6) ïî ìîäóëþ
íå ïðåâîñõîäÿò åäèíèöó, à ðàâíûå ïî ìîäóëþ åäèíèöå � ïðîñòûå.

Ëåììà 1. Åñëè äëÿ ìíîãîøàãîâîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2) âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå êîðíåé, òî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm ìîæíî îïðåäåëèòü
âåêòîðíóþ íîðìó ||Z|| òàêóþ, ÷òî ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé íîðìà ìàòðèöû ïå-
ðåõîäà S èç (5) íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó :

||S || = sup
||Z||6=0

||S Z ||
||Z ||

≤ 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λi i = 1, 2, . . . ,m , � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öû S (êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2)) . Åñëè
æîðäàíîâà ôîðìà S̃ ìàòðèöû S èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, òî ÷åðåç ìàòðè-
öó Q îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ òàêóþ, ÷òî S̃ = QS Q−1.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå || S̃ ||∞ ≤ 1 , òàê êàê íà äèàãîíàëè ìàòðèöû S̃
ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû S , à ïî óñëîâèþ êîðíåé èõ ìîäóëè íå
ïðåâîñõîäÿò åäèíèöó.

Åñëè ìàòðèöà S èìååò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî ïî óñëîâèþ êîð-
íåé, èõ ìîäóëè ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû è ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ñóì-
ìà ìîäóëÿ ëþáîãî êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ε áóäåò ñòðîãî ìåíüøå
åäèíèöû. Òîãäà ÷åðåç ìàòðèöó Q îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäî-
áèÿ òàêóþ, ÷òî íåíóëåâûå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû æîðäàíîâîé ôîðìû
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S̃ = QS Q−1 ðàâíû ε. Çàìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå || S̃ ||∞ ≤ 1 , òàê êàê ñóì-
ìà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû S̃ ïî ïîñòðîåíèþ è óñëîâèþ
êîðíåé (ðàâíîìó ïî ìîäóëþ åäèíèöå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò
æîðäàíîâ áëîê ðàçìåðíîñòè 1) íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó.

Îïðåäåëèì â Rm íîðìó ||Z || = ||QZ ||∞. Òîãäà

||S || = sup
||Z||6=0

||S Z ||
||Z ||

= sup
||QZ||∞ 6=0

||QS Z ||∞
||QZ ||∞

=

= sup
||X||∞ 6=0

|| S̃ X ||∞
||X, ||∞

= || S̃ ||∞ ≤ 1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî íà
èíòåðâàëå [ 0, T ] , à ïðàâàÿ ÷àñòü f(t, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè t ∈
[ 0, T ] , u ∈ R è, êðîìå òîãî, íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó ïî âòîðîìó àðãóìåíòó
âî âñåé îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü ïàðàìåòðû ìíîãîøàãîâîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2) íå çàâèñÿò îò
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ τ .

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå τ0 , C1 è C2 òàêèå, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìåòîäîì (2) ïðè 0 < τ < τ0 èìååò ìåñòî îöåíêà

| zn+m−1 | ≤ C1 max
0≤k≤m−1

| zk | + C2 max
m≤k≤n+m−1

|ψk |

äëÿ ëþáîãî tn+m−1 ∈ [ 0, T ] , ò.å. ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî-
ñòüþ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â Rm â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 çàäàíà íîðìà ||Z ||
è ||S || ≤ 1. Òîãäà èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

||Zn || ≤ ||Zn−1 || +
τ

|a0|
(
||Φn || + ||Ψn ||

)
. (7)

Òàê êàê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî ñó-
ùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå α è β òàêèå, ÷òî

α ||Z ||∞ ≤ ||Z || ≤ β ||Z ||∞ ∀Z ∈ Rm . (8)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå α è β íå çàâèñÿò îò τ , ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþùèå
íîðìó ||Z || ýëåìåíòû ìàòðèöû S (ïàðàìåòðû a0 6= 0, a1, . . . , am ðàçíîñòíîãî
ìåòîäà (2) ) îò íåãî íå çàâèñÿò.

Òîãäà
||Φn || ≤ β ||Φn ||∞ = β |ϕn | ,
||Ψn || ≤ β ||Ψn ||∞ = β |ψn | .

(9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(t, u) íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ
ïîñòîÿííîé L, òî
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|ϕn | =
∣∣∣ m∑

k=0

bk [ f(tn−k, yn−k)− f(tn−k, u(tn−k)) ]
∣∣∣ ≤

≤ |b0| · L · | yn − u(tn) | +
m∑

k=1

|bk| · L · | yn−k − u(tn−k) | ≤

≤ |b0| · L · | zn | +
m∑

k=1

|bk| · L · | zn−k | ≤

≤ |b0| · L · ||Zn ||∞ +
( m∑

k=1

|bk|
)
· L · ||Zn−1 ||∞ ≤

≤ |b0| · L ·
1

α
||Zn || +

( m∑
k=1

|bk|
)
· L · 1

α
||Zn−1 || .

Èç ýòîé îöåíêè, íåðàâåíñòâ (7) è (9) ñëåäóåò, ÷òî

||Zn || ≤ τ
β |b0|L
α |a0|

||Zn || +
[
1 + τ

β
( m∑

k=1

|bk|
)
L

α |a0|

]
||Zn−1 || + τ

β

|a0|
|ψn |

èëè
||Zn || ≤ 1 + τ c1

1− τ c0
||Zn−1 || + τ

c2
1− τ c0

|ψn | ,

c0 =
β |b0|L
α |a0|

, c1 =

β
( m∑

k=1

|bk|
)
L

α |a0|
, c2 =

β

|a0|
,

(10)

ïðè τ ∈ ( 0, c−1
0 ).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÿâíûõ ìíîãîøàãîâûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ c0 = 0 , ñëå-
äîâàòåëüíî, ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì øàãå èíòåãðèðî-
âàíèÿ.

Èç íåðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò, ÷òî

||Zn+m−1 || ≤ 1 + τ c1
1− τ c0

||Zn+m−2 || + τ
c2

1− τ c0
|ψn+m−1 | ≤

≤
( 1 + τ c1

1− τ c0

)2

||Zn+m−3 || +

+ τ
c2

1− τ c0

[ 1 + τ c1
1− τ c0

|ψn+m−1 | + |ψn+m−2 |
]
≤

≤
( 1 + τ c1

1− τ c0

)n

||Zm−1 || +

+ τ
c2

1− τ c0

n−1∑
k=0

( 1 + τ c1
1− τ c0

)k

|ψn+m−1−k | ≤

≤
( 1 + τ c1

1− τ c0

)n [
||Zm−1 || +

+
c2

c0 + c1
max

m≤k≤n+m−1
|ψk |

]
.

(11)
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Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1+x)
1
x ≤ e ,

òî ( 1 + τ c1
1− τ c0

)n

=
(

1 + τ
c0 + c1
1− τ c0

)n

≤ exp
{
tn
c0 + c1
1− τ c0

}
è, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (9), èç (11) ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó ïî-
ãðåøíîñòè ðåøåíèÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå :

||Zn+m−1 ||∞ ≤ α−1 exp
{
tn
c0 + c1
1− τ c0

}[
β ||Zm−1 ||∞ +

+
c2

c0 + c1
max

m≤k≤n+m−1
|ψk |

]
.

(12)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðè ëþáîì τ ∈ ( 0, 0.5c−1
0 ) ñëåäóåò îöåíêà

| zn+m−1 | ≤ α−1 e2(c0+c1)T
[
β max

0≤k≤m−1
| zk | +

+
c2

c0 + c1
max

m≤k≤n+m−1
|ψk |

]
äëÿ ëþáîãî tn+m−1 ∈ [ 0, T ] .

9.2. Âûáîð ïàðàìåòðîâ ìíîãîøàãîâîãî ðàçíîñòíîãî
ìåòîäà

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû a0 6= 0, a1, . . . , am è
b0, b1, . . . , bm ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2)

a0yn + a1yn−1 + . . .+ amyn−m

τ
= b0fn + b1fn−1 + . . .+ bmfn−m ,

n = m, m+ 1, . . . ,

îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîýòîìó îáû÷íî íà
íèõ íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè

b0 + b1 + . . . + bm = 1 . (13)

Äàëåå, åñëè ìû õîòèì íàéòè ïàðàìåòðû ìåòîäà òàêèå, ïðè êîòîðûõ îøèáêà
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ψn =
1

τ

m∑
k=0

ak u(tn−k) −
m∑

k=0

bk f(tn−k, u(tn−k)) (14)

áûëà âåëè÷èíîé O(τ p), òî ðàçëîæèì u(tn−k) = u(tn − kτ) è f(tn−k, u(tn−k)) =
u ′(tn − kτ) â ðÿäû Òåéëîðà â òî÷êå tn :

u(tn−k) =

p∑
i=0

u(i)(tn)
(−k τ)i

i !
+ O( τ p+1 ) ,

f(tn−k) =

p−1∑
i=0

u(i+1)(tn)
(−k τ)i

i !
+ O( τ p )

è, ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (14) , ïîëó÷èì
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ψn =
[ m∑

k=0

ak

] u(tn)

τ
+

+

p∑
i=1

[ m∑
k=0

(
ak k

i + bk i k
i−1

) ]
u(i)(tn)

(−τ)i

(i− 1) !
+ O( τ p ) .

(15)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïàðàìåòðû ìíîãîøàãîâîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà âûáðàòü
òàê, ÷òîáû ñóììû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëåíèÿ (15) îáðàòèëèñü â
íóëü, ò.å.

m∑
k=0

ak = 0 ,

m∑
k=0

(
ak k

i + bk i k
i−1

)
= 0 , i = 1, 2, . . . , p ,

m∑
k=0

bk = 1 ,

(16)

(çäåñü ìû äîáàâèëè óñëîâèå íîðìèðîâêè (13) ), òî îøèáêà àïïðîêñèìàöèè
áóäåò âåëè÷èíîé O(τ p) , à ñàìè ïàðàìåòðû íå áóäóò çàâèñåòü îò øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ τ , òàê êàê ñèñòåìà (16) îò íåãî íå çàâèñèò. Ïîñëåäíèé ôàêò
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òåîðåìó 1 äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîðíåé.

Òåïåðü íàì íóæíî âûÿñíèòü, êîãäà ñèñòåìà (16) èìååò ðåøåíèå è a0 6= 0.
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (16) (áåç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ) â ñëåäóþùåì âèäå:

m∑
k=0

[
ak x

i + bk (xi) ′
]
x=k

= 0 , i = 0, 1, . . . , p . (17)

Óìíîæèì i-òîå óðàâíåíèå íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ qi è âñå óðàâíåíèÿ
ïðîñóììèðóåì:

m∑
k=0

[
ak (q0 + q1x+ . . .+ qpx

p) + bk (q0 + q1x+ . . .+ qpx
p) ′

]
x=k

= 0 ,

ò.å. ïàðàìåòðûm-øàãîâîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà (2) ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè
O(τ p) óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó

m∑
k=0

[
ak Qp(k) + bk Q

′
p(k)

]
= 0 (18)

äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Qp(x) ñòåïåíè p.
Âñïîìíèì, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Qp(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèÿì:
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Qp(k) = αk , Q ′
p(k) = βk , k = 0, 1, . . . ,m ,

(çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñ êðàòíûìè óçëàìè) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ
α0, α1, . . . , αm è β0, β1, . . . , βm, åñëè p ≥ 2m+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p ≥ 2m + 1 ñèñòåìà (17) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå-
íèå, òàê êàê, çàäàâ αk = ak è βk = bk, ïîëó÷èì

m∑
k=0

(
a2

k + b2k
)

= 0 ,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ak = 0 è bk = 0 , k = 0, 1, . . . ,m . Òåì ñàìûì
äîêàçàíà

Ëåììà 2. Ñèñòåìà (16) íå èìååò ðåøåíèÿ ïðè p ≥ 2m+ 1 , ò.å. íå ñóùå-
ñòâóåò m-øàãîâûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè
O(τ 2m+1) .

Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû ñèñòåìû (17) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè
p ≤ 2m + 1 , òàê êàê ïðè p = 2m + 1 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò
íóëÿ (îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè p ≤ 2m ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (17) ðàâåí p (âñå åå ñòðîêè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû), åå îáùåå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò (2m+1−p)-ìåðíîìó ÿäðó ìàòðèöû,
èç êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íîðìèðîâêè (13)
è, åñëè ýòî âîçìîæíî, óñëîâèþ êîðíåé, îáåñïå÷èâàþùåìó óñòîé÷èâîñòü âû-
÷èñëåíèé.

9.3. Íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ìåòîäû ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (17) ïðè p = 2m. Äëÿ ýòîãî îïðå-
äåëèì ïîëèíîì ñòåïåíè m+ 1

W (x) = x (x− 1) . . . (x−m)

è ïîëèíîìû ñòåïåíè 2m

Bi(x) =
W 2(x)

x(x− i)
, i = 1 , . . . , m .

Òîãäà, èç (18) ïðè Q2m(x) = Bi(x) ïîëó÷èì, ÷òî

B ′
i (0) b0 + B ′

i (i) bi = 0 , i = 1 , . . . , m . (19)

Òàê êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

B ′
i (0) = −

[
W ′(0)

]2

i
= − (m ! )2

i
,

B ′
i (i) =

[
W ′(i)

]2

i
=

[ i ! (m− i) ! ]2

i
, i = 1 , . . . , m ,

òî èç (19) ïîëó÷àåì, ÷òî
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bi =
( m !

i ! (m− i) !

)2

b0 , i = 1 , . . . , m . (20)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ai îïðåäåëèì ïîëèíîìû ñòåïåíè 2m

Ai(x) =
W 2(x)

(x− i)2
, i = 0, 1, . . . , m .

Òîãäà, èç (18) ïðè Q2m(x) = Ai(x) ïîëó÷èì, ÷òî

Ai(i) ai + A ′
i(i) bi = 0 , i = 0, 1, . . . , m . (21)

Òàê êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Ai(i) =
[
W ′(i)

]2
, A ′

i(i) = 2
[
W ′(i)

]2
m∑

k=0, k 6=i

1

i− k
,

i = 0, 1, . . . , m ,

òî èç (21) ïîëó÷àåì, ÷òî

ai = 2
( m∑

k=0, k 6=i

1

k − i

)
bi , i = 0, 1, . . . , m . (22)

Èç ôîðìóë (20) è (22) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòðû m-øàãîâîãî ðàçíîñòíîãî
ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ ññ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ b0 , êîòîðûé ìîæíî âû-
áðàòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (13), è a0 6= 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íåÿâíûé m-øàãîâûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ ïîãðåø-
íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè O(τ 2m) , åãî ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(20) è (21). ßâíûõ m-øàãîâûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ñ ïîãðåøíîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè O(τ 2m) íå ñóùåñòâóåò.

Ïðè m = 1 ïîëó÷èì îäíîøàãîâûé ìåòîä ïîðÿäêà O(τ 2) :

yn − yn−1

τ
=

fn + fn−1

2
. (23)

Ïðè m = 2 ïîëó÷èì äâóõøàãîâûé ìåòîä ïîðÿäêà O(τ 4) :

yn − yn−2

2τ
=

fn + 4fn−1 + fn−2

6
. (24)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ìåòîäû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîðíåé, íî ïðè
m = 3 òðåõøàãîâûé ìåòîä ïîðÿäêà O(τ 6) :

11yn + 27yn−1 − 27yn−2 − 11yn−3

60τ
=

fn + 9fn−1 + 9fn−2 + fn−3

20
, (25)

åìó íå óäîâëåòâîðÿåò, òàê êàê îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ðàâåí −19−

√
241

11
< −1 .
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9.4. ßâíûå ðàçíîñòíûå ìåòîäû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèè

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (17) ïðè p = 2m− 1 è b0 = 0. Äëÿ
ýòîãî îïðåäåëèì ïîëèíîì ñòåïåíè m

w(x) = (x− 1) (x− 2) . . . (x−m)

è ïîëèíîìû ñòåïåíè 2m− 1

Bi(x) =
w2(x)

x− i
, i = 1 , . . . , m .

Òîãäà, èç (18) ïðè Q2m−1(x) = Bi(x) ïîëó÷èì, ÷òî

Bi(0) a0 + B ′
i (i) bi = 0 , i = 1 , . . . , m . (26)

Òàê êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Bi(0) = −
[
w(0)

]2

i
= − (m ! )2

i
,

B ′
i (i) =

[
w ′(i)

]2
= [ (i− 1) ! (m− i) ! ]2 , i = 1 , . . . , m ,

òî èç (26) ïîëó÷àåì, ÷òî

bi =
1

i

( m !

(i− 1) ! (m− i) !

)2

a0 , i = 1 , . . . , m . (27)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ai îïðåäåëèì ïîëèíîìû ñòåïåíè 2m− 1

Ai(x) =
xw2(x)

(x− i)2
, i = 1, . . . , m .

Òîãäà, èç (18) ïðè Q2m−1(x) = Ai(x) ïîëó÷èì, ÷òî

Ai(i) ai + A ′
i(i) bi = 0 , i = 1, . . . , m . (28)

Òàê êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Ai(i) = i
[
w ′(i)

]2
, A ′

i(i) =
[
w ′(i)

]2
[
1 + 2 i

m∑
k=1, k 6=i

1

i− k

]
,

i = 1, . . . , m ,

òî èç (28) ïîëó÷àåì, ÷òî

ai = −
( 1

i
+ 2

m∑
k=1, k 6=i

1

i− k

)
bi , i = 1, . . . , m . (29)

Èç ôîðìóë (27) è (29) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòðû ÿâíîãî m-øàãîâîãî ðàç-
íîñòíîãî ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ a0 , êîòîðûé ìîæ-
íî âûáðàòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (13), è a0 6= 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà
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Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò ÿâíûé m-øàãîâûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ àïïðîêñèìàöèè O(τ 2m−1) , åãî ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(27) è (29).

Ïðè m = 1 ïîëó÷èì îäíîøàãîâûé ìåòîä ïîðÿäêà O(τ) :

yn − yn−1

τ
= fn−1 , (30)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ êîðíåé, íî óæå ïðè m = 2 äâóõøàãîâûé ìåòîä
ïîðÿäêà O(τ 3) :

yn + 4yn−1 − 5yn−2

6τ
=

2fn−1 + fn−2

3
, (31)

åìó íå óäîâëåòâîðÿåò, òàê êàê îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ðàâåí −5 < −1 .

9.5. Ìåòîäû Àäàìñà

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèþ êîðíåé óäîâëåòâîðÿþò m-øàãîâûå ðàçíîñòíûå ìåòî-
äû

yn − yn−1

τ
= b0fn + b1fn−1 + . . . + bmfn−m , (32)

ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè O(τm+1) (íåÿâíûé ìåòîä Àäàìñà), åñëè ïàðàìåòðû
{bi} îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëàì (â îñíîâå ëåæèò ïðèáëèæåíèå ïðàâîé ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî åå çíà÷åíèÿì â óçëàõ tn−m , tn−m+1 , . . . ,
tn−1 , tn èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì)

bi =

1∫
0

W (x)

(x− i)W ′(i)
dx , i = 0, 1, . . . , m ,

ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè O(τm) (ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà), åñëè ïàðàìåòðû
{bi} îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëàì (â îñíîâå ëåæèò ïðèáëèæåíèå ïðàâîé ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî åå çíà÷åíèÿì â óçëàõ tn−m , tn−m+1 , . . . ,
tn−1 èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì)

b0 = 0 , bi =

1∫
0

w(x)

(x− i)w ′(i)
dx , i = 1, . . . , m .
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10. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå âèäà

F (x, u(x), y) = 0 ,

y =

x∫
a

K(x, s, u(s) ) ds y =

b∫
a

K(x, s, u(s) ) ds ,

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé íà èíòåðâàëå [ a, b ] ôóíêöèè u(x) íàçûâàåòñÿ èí-
òåãðàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðîñòåéøèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîãî êëàññà ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà II ðîäà:

u(x) +

x∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x) , (1)

è ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà II ðîäà:

u(x) +

b∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x) , (2)

ãäå ôóíêöèè K(x, s) (ÿäðî óðàâíåíèÿ) è f(x) (ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ) çà-
äàíû.

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà è Ôðåäãîëüìà, âèä êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ ëèøü âåðõ-
íèì ïðåäåëîì èíòåãðàëà, ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû: ðåøåíèå ïåðâîãî â òî÷êå
x çàâèñèò îò ñâîèõ çíà÷åíèé òîëüêî â ïðåäûäóùèõ òî÷êàõ, ÷òî àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé
ìàòðèöåé, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â òî÷êå x çàâèñèò îò ñâîèõ çíà÷å-
íèé âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà [ a, b ] ÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïëîòíîé ìàòðèöåé, êîòîðûå ðåøàòü çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÿäðà è ïðàâûå ÷àñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1) è (2) ïî êðàéíåé ìåðå íåïðåðûâíû, òîãäà óðàâíåíèÿ èìåþò íåïðåðûâ-
íûå ðåøåíèÿ, ÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîá-
ðàæåíèé.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ K(x, y) íåïðåðûâíà â êâàäðàòå a ≤ x, y ≤ b , à
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [ a, b ] , òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

u(x) +

x∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x)

â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K0 = max
a≤x,s≤b

|K(x, s) | , à ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñ-

ëî m âûáðàíî òàê, ÷òîáû q = dK0 < 1 , ãäå d = (b−a)
m

.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ èç C [ a, a+ d ] â C [ a, a+ d ] :

ϕ(v) = f(x) −
x∫

a

K(x, s) v(s) ds .

Òàê êàê

||ϕ(v)− ϕ(w) ||C[a,a+d] = max
a≤x≤a+d

∣∣∣ x∫
a

K(x, s)
[
w(s)− v(s)

]
ds

∣∣∣ ≤
≤ q || v − w ||C[a,a+d] ,

à q < 1 , òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
u = ϕ(u) (óðàâíåíèå Âîëüòåððà) èìååò â C [ a, a+ d ] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà
íà èíòåðâàëå [ a, a+ kd ] , k < m , ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíî. Îïðåäåëèâ îòîá-
ðàæåíèå

ϕk(v) = fk(x) −
x∫

a+kd

K(x, s) v(s) ds

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé fk(x) = f(x) −
a+kd∫

a

K(x, s) v(s) ds è ïîâòîðèâ àíà-

ëîãè÷íûå ñëó÷àþ k = 1 ðàññóæäåíèÿ, óñòàíîâèì, ÷òî ϕk(v) ÿâëÿåòñÿ ñæèìà-
þùèì îòáðàæåíèåì èç C [ a + kd, a + (k + 1)d ] â C [ a + kd, a + (k + 1)d ]
è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå uk = ϕk(uk) (óðàâíåíèå Âîëüòåððà) èìååò â
C [ a+kd, a+(k+1)d ] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå (ýòî ïðàêòè÷åñêè î÷å-
âèäíî) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ u(x) óðàâíåíèÿ Âîëü-
òåððà íà èíòåðâàëå [ a, a+kd ] . Òàê êàê äëÿ k = 1 ïðåäïîëîæåíèå ìàòèíäóê-
öèè äîêàçàíî, òî îíî âåðíî è äëÿ k = m.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [ a, b ] , ôóíêöèÿ
K(x, y) íåïðåðûâíà â êâàäðàòå a ≤ x, y ≤ b è max

a≤x,s≤b
|K(x, s) | < 1 , òî ðåøå-

íèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

u(x) +

b∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x) ,

â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1 .
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10.1. Ìåòîä êâàäðàòóð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà II
ðîäà

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà II ðîäà:

u(x) +

x∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x) (1)

áóäåì èñêàòü â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè

x0 = a , x1 = a+ h , . . . , xn = a+ nh , h =
b− a

n
. (3)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé
{
u(xi)

}n

i=0
ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1)

ïðè x = xi :

u(x0) = f(x0)

u(xi) +

xi∫
a

K(xi, s)u(s) ds = f(xi) , i = 1, . . . , n .

Èíòåãðàë ïî îòðåçêó [ a, xi ] çàìåíèì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé íà óçëàõ x0, x1,
. . ., xi ñ âåñàìè hAij :

u(x0) = f(x0)

u(xi) + h
i∑

j=0

Aij K(xi, xj)u(xj) = f(xi) − ψi , i = 1, . . . , n ,
(4)

ãäå ψi � ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, çàâèñÿùàÿ îò èçâåñòíîé ôóíê-
öèè K(xi, x) è íåèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ u(x) .

Ñ÷èòàÿ ïîãðåøíîñòè ψi ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè è îòáðàñûâàÿ èõ
ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

u0 = f(x0)

ui + h

i∑
j=0

Aij K(xi, xj)uj = f(xi) , i = 1, . . . , n ,
(5)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
{
ui

}n

i=0
, ïðèáëèæàþùèõ èñêîìûå çíà÷åíèÿ ðåøå-

íèÿ
{
u(xi)

}n

i=0
â óçëàõ ñåòêè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå ñèñòåìû (5) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
êâàäðàòóð (èëè âû÷èñëèòåëüíûì ïðàâèëîì) ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (1) .
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (5) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðè-
öåé è óñëîâèåì åå íåâûðîæäåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ 1 + hK(xi, xi)Aii .

Îáû÷íî âåñà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (çàâèñÿùèå îò êîëè÷åñòâà ñåòî÷íûõ
óçëîâ) âûáèðàþò òàê, ÷òîáû

max
1≤i≤n

[
max
0≤j≤i

|Aij(n) |
]
≤ A < ∞ ∀n . (6)

Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà êâàäðàòóð ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì øàãå ñåòêè.

Òåîðåìà 3. Ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (5) ìåòîäà êâàäðàòóð ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (1) ñ óñëîâèåì (6)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì n ≥ AK0 + 1,
ãäå K0 = max

a≤x,s≤b
|K(x, s) | .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû (5) ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíû.

Ïðèìåð. Åñëè â êà÷åñòâå êâàäðàòóð âçÿòü ñîñòàâíûå ôîðìóëû òðàïåöèé,
òî ïîëó÷èì ìåòîä êâàäðàòóð

u0 = f(x0) ,

ui + h
[
0.5K(xi, x0)u0 + K(xi, x1)u1 + . . . +

+K(xi, xn−1)un−1 + 0.5K(xi, xn)un

]
= f(xi) ,

i = 1, . . . , n ,

äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ.

Óñëîâèå (6) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ

εi = ui − u(xi) , i = 0, 1, . . . , n , (7)

÷åðåç ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ñåòêè.

Òåîðåìà 4. Åñëè äëÿ ìåòîäà êâàäðàòóð (5) ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6) è q = hAK0 ≤
0.5 , ãäå K0 = max

a≤x,s≤b
|K(x, s) | , òî äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ (7) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
| εi | ≤ e2 (b−a) A K0 ψ , i = 1, . . . , n , (8)

ãäå ψ = max
1≤i≤n

|ψi | � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ìå-

òîäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì èç (5) ñîîòíîøåíèÿ (4) :

ε0 = 0 , εi + h

i∑
j=0

Aij K(xi, xj) εj = ψi , i = 1, . . . , n .

Îòñþäà, òàê êàê h |Aij K(xi, xj) | ≤ q = hAK0 < 1 äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , n,
j = 0, 1, . . . , i , ñëåäóåò, ÷òî

| εi | ≤
ψ

1− q
+

q

1− q

i−1∑
j=0

| εj | i = 1, . . . , n .

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

E0 = | ε0 | = 0 , Ei =
ψ

1− q
+

q

1− q

i−1∑
j=0

Ej , i = 1, . . . , n .

Î÷åâèäíî, ÷òî | εi | ≤ Ei äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n . Äàëåå, òàê êàê

Ei =
[ ψ

1− q
+

q

1− q

i−2∑
j=0

Ej

]
+

q

1− q
Ei−1 =

1

1− q
Ei−1 ,

òî Ei = (1− q)1−iE1 = (1− q)−i ψ è, ñëåäîâàòåëüíî,

| εi | ≤
( 1

1− q

)i

ψ ≤
(
1 +

q

1− q

)n

ψ ≤ e
q n
1−q ψ ,

îòêóäà è ñëåäóåò îöåíêà (8) ïðè q ≤ 0.5 .

10.2. Ìåòîä êâàäðàòóð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
II ðîäà

Çàïèøåì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà II ðîäà â âèäå

u(x) − λ

b∫
a

K(x, s)u(s) ds = f(x) , (9)

ãäå ïàðàìåòð λ âûäåëåí ñïåöèàëüíî: ïðè íåêîòîðûõ åãî çíà÷åíèÿõ, íàïðèìåð,
|λ | <

[
(b− a) max

a≤x,s≤b
|K(x, s) |

]−1 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Íà îòðåçêå [ a, b ] çàäàäèì ñåòêó èç n óçëîâ

a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b (10)

è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ [ a, b ] äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
èç (9) èçâåñòíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
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b∫
a

K(x, s)u(s) ds =
n∑

i=1

Ai(x)u(xi) + ψ(x) (11)

ñ âåñàìè Ai(x) è ïîãðåøíîñòüþ ψ(x) .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé

{
u(xk)

}n

k=1
ïåðåïèøåì óðàâíåíèå

(9) ïðè x = xk ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (11) :

u(xk) − λ
n∑

i=1

Ai(xk)u(xi) = f(xk) + λψ(xk) ,

k = 1, . . . , n .

(12)

Ñ÷èòàÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ λψ(xk) ìàëûìè âåëè÷è-
íàìè è îòáðàñûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé

uk − λ

n∑
i=1

Ai(xk)ui = f(xk) ,

k = 1, . . . , n ,

(13)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
{
uk

}n

k=0
, ïðèáëèæàþùèõ èñêîìûå çíà÷åíèÿ ðåøå-

íèÿ
{
u(xk)

}n

k=0
â óçëàõ ñåòêè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå ñèñòåìû (13) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
êâàäðàòóð ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
(9) .

Ìàòðèöó ñèñòåìû (13) ïðåäñòàâèìà â âèäå E − λA , ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà ïîðÿäêà n è C � ìàòðèöà âåñîâ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë:

A =


A1(x1) A2(x1) . . . An(x1)
A1(x2) A2(x2) . . . An(x2)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
A1(xn) A2(xn) . . . An(xn)

 .

Îáû÷íî âåñà Ai(x) = A
(n)
i (x) êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (11) íà ñåìåéñòâå

óçëîâ
a ≤ x

(n)
1 < x

(n)
2 < . . . < x(n)

n ≤ b

âûáèðàþò òàê, ÷òîáû

||A ||∞ = ||A(n) ||∞ ≤ C < ∞ ∀n ≥ 1 . (14)

Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò óêàçàòü èíòåðâàë çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ , ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà (13) âñåãäà èìååò ðåøåíèå.

Òåîðåìà 5. Åñëè äëÿ ìåòîäà êâàäðàòóð (13) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14),
òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (13) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ïðè λ ∈ (−C−1, C−1 ) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè λ = 0 ñèñòåìà (13) î÷åâèäíûì îáðàçîì èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ (−C−1, C−1 ) è λ 6= 0 , íî ñèñòåìà (13) ëèáî íå
èìååò ðåøåíèÿ ëèáî èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé, ò.å. îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
E − λA ðàâåí íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ−1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A è åìó ñîîòâåòñòâó-
åò íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé âåêòîð v = λAv , òîãäà

|| v ||∞ = |λ | · ||Av ||∞ ≤ |λ |C || v ||∞ ,

ò.å. |λ | ≥ C−1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íà λ .

Ïðèìåð. Åñëè â êà÷åñòâå êâàäðàòóð âçÿòü ñîñòàâíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ñ öåíòðàëüíûìè òî÷êàìè (óçëàìè)

x
(n)
1 = a+ 0.5h, x

(n)
2 = a+ 1.5h, . . . , x(n)

n = a+ (n− 0.5)h , h =
b− a

n
,

òî ïîëó÷èì ìåòîä êâàäðàòóð

uk − λ
[
hK(xk, x1)u1 + hK(xk, x2)u2 + . . . +

+hK(xk, xn−1)un−1 + h K(xk, xn)un

]
= f(xk) ,

k = 1, . . . , n ,

ñ âåñàìè Ai(x) = hK(x, xi) , äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå (14) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé C = (b− a) max

a≤x,s≤b
|K(x, s) | .

Óñëîâèå (14) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ÷åðåç ïîãðåøíîñòè
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïàðàìåòðå λ .

Òåîðåìà 6. Åñëè äëÿ ìåòîäà êâàäðàòóð (13) ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà (9) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14) è
λ ∈ (−C−1, C−1 ) , òî äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|u(xk) − uk) | ≤ |λ | · || (E − λA)−1 ||∞ max
1≤k≤n

|ψ(xk) | ≤

≤ |λ |
1− |λ |C

max
1≤k≤n

|ψ(xk) | , k = 1, . . . , n .
(15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ìàòðèöû (E − λA)−1 .

Òîãäà ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (15) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïîãðåø-
íîñòü ðåøåíèÿ εk = u(xk)− uk óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé

εk − λ

n∑
i=1

Ai(xk) εi = λψ(xk) , k = 1, . . . , n ,

ïîëó÷àåìîé âû÷èòàíèåì óðàâíåíèé (13) èç ðàâåíñòâ (12), ñ ìàòðèöåé E−λA .
Âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (15) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè
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|| (E − λA)−1 ||∞ = sup
v 6=0

|| (E − λA)−1v ||∞
|| v ||∞

= sup
w 6=0

||w ||∞
|| (E − λA)w ||∞

≤

≤ sup
w 6=0

||w ||∞
(1− |λ | · ||A ||) ||w ||∞

≤ 1

1− |λ |C
,

òàê êàê |λ |C < 1 ïî óñëîâèþ òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî
îöåíêè (15) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì λ, ëèøü áû ñóùåñòâîâàëà ìàòðèöà (E−
λA)−1 .

10.3. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð

Â îöåíêó (15) ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà (9) ìåòîäîì êâàä-
ðàòóð (13) âõîäèò íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà

max
1≤k≤n

|ψ(xk) | , ψ(x) =

b∫
a

K(x, s)u(s) ds −
n∑

i=1

Ai(x)u(xi)

� ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóð (11) çàâèñèò îò íåèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ u(x) èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð,
çàìåíèâ ôóíêöèþ u(x) ñóììîé ïðàâîé ÷àñòè è èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà óðàâíå-
íèÿ (9):

ψ(x) =

b∫
a

K(x, s)
[
f(s) + λ

b∫
a

K(s, y)u(y) dy
]
ds

−
n∑

i=1

Ai(x)
[
f(xi) + λ

b∫
a

K(xi, y)u(y) dy
]
.

(16)

Èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ëåãêî âûäåëèòü ñëàãàåìîå

ψf (x) =

b∫
a

K(x, s) f(s) ds −
n∑

i=1

Ai(x) f(xi) , (17)

ñîäåðæàùåå òîëüêî èçâåñòíûå âåëè÷èíû è ÿâëÿþùååñÿ ïîãðåøíîñòüþ êâàä-
ðàòóðû (11), ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè f(s).

Îñòàòîê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

λ

b∫
a

[ b∫
a

K(x, s)K(s, y) ds −
n∑

i=1

Ai(x)K(xi, y)
]
u(y) dy ,

ãäå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ



10.3. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð 79

ψK(x, y) =

b∫
a

K(x, s)K(s, y) ds −
n∑

i=1

Ai(x)K(xi, y) (18)

ñîäåðæèò òîëüêî èçâåñòíûå âåëè÷èíû è ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðû
(11), ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè K(s, y) ïðè ëþáîì y ∈ [ a, b ] .

Òîãäà, òàê êàê ψ(x) = ψf (x) + λ
b∫

a

ψK(x, y)u(y) dy , òî

|ψ(x) | ≤ |ψf (x) | + |λ | · ||u(y) ||C[a,b]

b∫
a

|ψK(x, y) | dy . (19)

Ýòó îöåíêó ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð (11) ìîæíî âû÷èñëèòü â óçëàõ ñåòêè,
çàìåíèâ íîðìó ðåøåíèÿ ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèåì ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî

||u(x) ||C[a,b] ≤ || f(x) ||C[a,b] + |λ | (b− a) ||K(x, s) ||C([a,b]×[a,b]) ,

òî ïðè |λ | <
[
(b− a) max

a≤x,s≤b
|K(x, s) |

]−1 èìååò ìåñòî îöåíêà

||u(x) ||C[a,b] ≤
|| f(x) ||C[a,b]

1− |λ | (b− a) ||K(x, s) ||C([a,b]×[a,b])

,

ñ ó÷åòîì êîòîðîé îöåíêà ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð (11) ñòàíîâèòñÿ ãàðàíòèðî-
âàííîé.
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