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Résumé

Ce cours, développant des notions et des techniques vues en cours d’analyse, se découpe
en trois parties. La premiére consiste en 1’étude des espaces vectoriels normés et de leurs
propriétés topologiques. La seconde partie porte sur les notions de convexité y compris les
fonctions convexes. La troisieme partie est ’étude du cas particulier des espaces de Hilbert avec
notamment ’énoncé et la démonstration des théoremes de projection. Il est utile pour les cours
d’optimisation, de théorie des probabilités et de séries temporelles. Une bonne connaissance
du cours d’analyse, notamment des résultats sur les suites, la topologie de R et les suites de
fonctions, est nécessaire pour suivre avec profit ce cours.
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1 Espaces Vectoriels Normés

1.1 Normes, propriétés
1.1.1 Normes

Définition 1.1.1 Soit E un K espace vectoriel (ot K =R ouC) et N : E — R*. N est une norme
ssi elle vérifie

Vee E,N(z)=0cz=0

Vz € E,VA € K,N (\z) = |A| N (z)

Vz,y € E,N (z+y) < N (z) + N (y)

(E,N) est appelé espace vectoriel normé (noté E.V.N)

Exemple 1.1.1 E = K, si N est une norme sur E, on a Vz € E,N (x) = N (z.1) = |z| .N (1).
Les normes sur E sont donc toutes de la forme N (z) = A. |z| ot A > 0.

Exemple 1.1.2 E = K" oun > 1. Les trois normes usuelles sont définies pour x = (x1,---,Ty)
par
Neo (z) = max (|z1],- -+, |zn)
n
2
Ny (z) = /20 |=il

Exemple 1.1.3 E = Cq[a,b]. On retrouve I’équivalent des trois normes précédentes, pour f € E,

N (f) = max (| f («)])

1

M) =] 1f @)ds
M) =] 1@ as

Exemple 1.1.4 Plus généralement, considérons pour I un intervalle de R et p € ]1,4+o00( (*)

E=L,(I)= {f intégrable sur I,J. IfIP < oo}
I

171 = (Lm”f

Posons pour f € E,

Cela définit une norme sur E.

Preuve La démonstration est fondée sur I’inégalité de Holder qui s’énonce comme suit :
Si g est telle que

+
b q

1Cela reste vrai pour le cas p = 1 mais la démonstration, bien que plus simple, est différente.



sifeLy(I),g€ Ly (I) alors

[ 7ot (] 1) g { |g|Q)%

Supposons cette inégalité acquise. Montrons que || || est une norme. Les propositions

VieL,(I), f=0&f||=0
et
Vf€eL,(I),YAeRouC, [[Af]l=I[Al-[Ifll

sont claires. L’inégalité triangulaire se prouve en écrivant pour f,g € L, (I)

|f +9I” <If-|h] + g - || avec h = (f +¢)"""
Le lemme nous permet d’écrire

s (L) ([ ne) " e [ raltns (] )" (] ai7)°

1 +alP < A+ ol (] )’

orq(p—1)=qp. (1 - %) = pdonc |h|? = |f + g|’. Finalement, on obtient

d’ou

£ +gl” < (LA + gl - 11f + g2

et le résultat. O
Il ne reste qu’a établir 'inégalité de Holder.
Lemme 1.1.1 Siq est telle que

sifeLy,(I),g€ Ly(I) alors

[ 7ot (] 1) g { |g|q)%

Preuve Si J |£|?.ou | |g|? nul, on en déduit f =0 ou g = 0 (presque partout) et donc fg = 0
I I

soit J |fg| = 0. Sinon, de la convexité de e® et de (1), on déduit pour tout (z,y)
I

P 1 1
erta < e + —.e¥
p q
et donc avec z = p.In (X) et y = ¢.In(Y)
XP Y14
VX,V >0, XY < & 4+ —
p q
Cela s’étend & X et/ou Y nuls. Appliquée &
Xe Myl

L) ()



On obtient apres intégration sur I

p 1 q
79l AP 1 gl

o) (ot T

(et donc J |fg] < 00), soit
I

IN

1 1
/9] < —+ —soit 1

)Gy

Remarque 1.1.1 o N (6) =0 est une conséquence de N (6) =N (0.0) 0.N (6) =0

i

O

e Si N est une norme, N' = uN ot u > 0 est également une norme.
o L’inégalité triangulaire permet de déduire les deux inégalités suivantes :

Vz,y € E,|N () = N (y)| < N (z —y)
V(zi) € EP,Y(Ni) € KP,N (300 Niws) < 205 Nl NV ()

Définition 1.1.2 Sia € E et r > 0, on définit la boule ouverte de centre a de rayon v, la boule
fermée de centre a de rayon r et la sphére de centre a de rayon r par

B(a,r)={x € E,N(z—a) <r}

B(a,r)={x € E,N(x—a) <7}
S(a,r)={z € E,N(z—a)=71}

On désigne par B, B et S les boules et sphére de centre 0 de rayon 1.

Remarque 1.1.2 Pour a € E et r > 0, on a B(a,r) = t, 0 h, (B) ot t, est la translation de
vecteur a et h, ’homothétie de centre O de rapport r.

Une norme N est associée & une distance d en posant pour z,y € E,d (z,y) = N (z — y).
d vérifie les propriétés d’une distance métrique & savoir :

Proposition 1.1.2
Ve, y € E,d(z,y) =0 z=y
Va,y € E,d(z,y) = d(y,z)
Mais il existe des distances métriques non associées & des normes.

Définition 1.1.3 Un vecteur de norme égale a 1 sera dit normé ou unitaire

Remarque 1.1.3 Siz € E,z # 6, le vecteur ﬁ est mormé.

1.1.2 Normes équivalentes

Définition 1.1.4 Soient Ny et Ny deuz normes sur E. On dira que Ny est équivalente ¢ Ny (i.e
Ny ~ N3 ) ssi da, § > 0 tels que

Vz € E,a.N: (z) < N2 (z) < B.N1 (2)



Cette relation est une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes de E.

Remarque 1.1.4 On peut exprimer la relation d’équivalence entre normes par des inclusions de
boules en motant que

BN1 ,T1 C.BN2

0.
NlNN2<=>E|7‘1,’I“2>0/ -
N, (0,72 ) C By,

Exemple 1.1.5 Dans l’exemple E = K™ (exemple 1.1.2), les trois normes usuelles sont équivalentes
comme le prouvent les inégalités suivantes valables pour x € E :

Neo () < N1 (2) < Vn.Na (2) < n.Ny (2)

Exemple 1.1.6 Dans l'ezemple E = Cy[a,b] (exemple 1.1.3), les normes N1 et No, ne sont pas
équivalentes.

En effet, pour [a,b] = [0,1], la suite de fonctions f, (z) = z™ vérifie pour tout n, Ny (f,) =

o t3° 0 et Noo (fn) = 1. Ces deux normes sont donc non équivalentes.

Dorénavant, la norme sera notée || ||.
1.1.3 Distance a une partie, diametre
Définition 1.1.5 Soit A C E, on dit que A est bornée ssi Im > 0,Vz € A, ||z|| < m.
Définition 1.1.6 Si A C E, A # @, bornée, on appelle diamétre de A la quantité

6 (A) = sup [z —yll.
z,y€E

Définition 1.1.7 Soit A C E, A # &, pour x € E, on appelle distance de x & A la quantité

d(@,4) = inf [}z — |

Pour B C E non vide, on définit de méme la distance de A o B par

d(A,B) = inf d(z,A) = inf _
(4, B) = inf d(z, 4) mejlsr}yeAllw yll

Proposition 1.1.3 Si AC E, A # &, on a pour tout x,y € E :
|d (z,A) —d(y,A)| < [lz —yl|.
Preuve Vze A d(z,A) <|lz—z|| <|lz -yl + |ly — 2] d’on
lly =zl = d(2, A) — llz - yl|
et donc d(y,A) > d(z, A) — ||z —y|| O
Proposition 1.1.4 Si A,B C E, non vides, on a § (AUB) < §(A) + 0 (B)

1.2 Topologie des E.V.N
Dans ce qui suit, (E, || ||) est un E.V.N sur le corps K =R ou C.



1.2.1 Voisinages, Ouverts, Fermés

Définition 1.2.1 Soitx € E etV C E, on dira que V est un voisinage de x et on écrira VeV (x)
ssi V' contient une boule de centre x, soit encore ssi 3o > 0, B (z,a) C V soit ssi

Ja>0,VyeE|y—z||<a=>yeV

Proposition 1.2.1 SiV €V (z) alorsVX CE,VUX €V (z),
siVi,Vo €V (z),VinVa €V (x)

Les voisinages d’un point sont stables par intersection finie et par réunion.

Remarque 1.2.1 Si N est une norme équivalente a || ||, toute boule ouverte de centre x pour N
(resp. || ||) contient une boule ouverte de centre x pour || || (resp. N). z admet donc les mémes
voisinages pour N et || ||.

Définition 1.2.2 Soit O C E, O sera dit ouvert de E ssi O est voisinage de tous ses points,
autrement dit ssi
VzeO0,3a>0,Vye E,|ly—z||<a=>yeO

La topologie de E est I’ensemble des ouverts de E.

Exemple 1.2.1 e E & sont des ouverts de E.

e Sia>0eta€ E, la boule ouverte B (a,a) est un ouvert de E.

En effet, soit z un élément de cette boule, on a pour tout y de E, ||y —al| < |ly — || + ||z — a||
d’ot |ly — a|| < a dés que |ly —z|| < @ — ||z — a||. On a donc B (z,a — ||z —al||) C B(a,a). Cette
derniere est donc un ouvert de E.

Définition 1.2.3 Soit F C E, F sera dit fermé de E ssi F' est le complémentaire d’un ouvert de
E.

Exemple 1.2.2 o FE. & sont des fermés de E.
e Sia>0etac E, la boule fermée B (a,a) est un fermé de E.

e En effet, soit ¢ un élément n’appartenant pas & cette boule, on a pour tout y de E, ||y — al| >
|z — al|—|ly — z[| d’ott |y — al| > adeés que ||y — z|| < ||z — a||—a. Onadonc B (z, ||z — a|| — a) C
E\B (a,q). E\B(a,q) est donc un ouvert de E et B (a,a) un fermé.

Proposition 1.2.2 Si (0;),.; est une famille d’ouverts, Ujc1O; est un ouvert,
si (Fy);c; est une famille de fermés, Nicr F; est un fermé,
i (O1,--+,0,) est une famille de p ouverts de E, NY_, O; est un owvert de E,
si (Fi,---, Fp) est une famille de p fermés de E, UY_, F; est un fermé de E.

Preuve Si z € U;crO;, z appartient & un Oy, U;e10; = Oy, U (Uje10;) est un voisinage de x
d’apres la proposition 1.2.1 et U;erO; est bien un ouvert de E.
De NicrF; = E\ (User (E\F;)), on déduit le résultat sur les fermés.

De méme, si ¢ € N¥_;0;, on a pour tout ¢ O; voisinage de z, la méme proposition nous donne
NP_, 0; voisinage de z et le résultat.
UP_,F; = E\ (NY_, (E\F})) donne le résultat sur les fermés. O



1.2.2 Intérieur, adhérence

Définition 1.2.4 Soit A C E, on définit l'intérieur de A par

A= {reA,AeV (@)} ={2€ A,3Fr>0,B(z,r) C A}

On définit I’adhérence de A par A = E\ (E\A) soit encore
A={z € E\Nr>0,B(z,r)NA# 2}

Les points adhérents & une partie A de E sont des points qui ”collent” & A. L’intérieur et
I’adhérence d’une partie A de FE se caractérisent comme le plus grand ouvert inclus dans A et le plus
petit fermé contenant A.

— [¢] o [e] — —
Les applications A —+ A et A — A sont croissantes i.e si A C B alors ACB et A C B.

Proposition 1.2.3 Soit A C E. Si O est un ouvert inclus dans A alors O C;Zl. Si F est un fermé
contenant A alors il contient A.
A est un ouvert, A est un fermé.

Preuve Soit z € O,3r > 0,B(z,r) C 0. Or O C A donc B(z,7) C Aet x €4 .Donc O CA .
Soit F' un fermé contenant A, E\F est un ouvert inclus dans E\ A donc dans E\A. F = E\ (E\F)
contient donc E\ (E\A) soit A.

Soit x 621, Ir > 0,B (z,r) C A. Comme B (z,r) est un ouvert, B (z, ) est inclus dans Aet A€V (z).

[} _ [¢)
A est donc un ouvert. A = E\ (E\A) est fermé puisque complémentaire d’ouvert. O

Remarque 1.2.2 Si A C E, A est un ouvert ssi A =;1, A est un fermé ssi A = A.
Définition 1.2.5 A est dit dense dans E ssi A= E.

Définition 1.2.6 Si A C E, on définit la frontiére de A, notée Fr (A) ou A, par

04 = A\ A= An(B\A)
C’est un fermé comme intersection de deux fermés.

Exemple 1.2.3 e SiA=B(a,r) aveca € E,r >0, on a A= B(a,r), A = S (a,r)
« SSiE=R,maQ=F, Q=@ ¢t 9Q = E.

1.2.3 Suites de E, convergence

Définition 1.2.7 Soit (x,),. ) une suite de vecteurs de E etl € E. La suite (v,,) convergera vers
l ssi
YV eV(),Ing € N,Vn > ng,u, €V

soit encore
Ve > 0,3ng € N,Vn = ng, [|u, —1|| < e

soit encore (||zn —1||) converge vers 0.
Remarque 1.2.3 La norme n’intervenant dans la définition de la convergence qu’d travers les

voisinages, deutr normes équivalentes auront donc la méme notion de convergence puisqu’ayant les
meémes v0isinages.



Remarque 1.2.4 Si (z,,) converge vers I, de |||zn]] — ||l < llzn =1, on déduit que (||zn||)
converge vers ||I|| .

Proposition 1.2.4 La limite d’une suite convergente est unique, i.e si ("T")neN est une suite de
E convergente vers ly et ls, alors 1 =15.

iz = L2 50

Preuve Supposons l; # Iz, soit € = 3

lim w, = donc In; € N,Vn > no, ||u, —l1]| < e
n—-+o0o

lim wu, =l donc dns € N,V’I’L = no, ||Un — l2|| <e
n——+4oo

Pour n > n1,n2, on a ||l; — || < [[lh — un|| + Jun — l2|] < 2 < £.[|ls — 2| ce qui est absurde. O

Remarque 1.2.5 Plus généralement, E vérifie la propriété d’étre séparé, i.e pour tout x,y de E
distincts, il existe un voisinage V de z et W de y tels que VN W = @&. La démonstration ci dessus

prendeB(m,@) etW=B<y,@).

Proposition 1.2.5 Soient (uy) et (v,) deux suites de E convergentes vers u et v. Soit A\, € K,
alors la suite (\un, + pvy,) converge vers Au + pv.

Preuve ||Aup + pv, — du — pol| < A\ ||un — ul| + |p] ||vn —v]| O

Proposition 1.2.6 Soit (u,) une suite de E convergente vers u et (\,) une suite de scalaire
convergente vers A, alors la suite (Ap.up) converge vers Au.

Preuve ||[Ayun — Au|| < || [|un — ul|+|An — Al |Ju]| de limite 0 puisque la suite (A,) convergeant,
|An| est borné. O
L’intérét des suites est de donner une caractérisation trés pratique des fermés.

Théoréme 1.2.7 Soit A C E, A est un fermé de E si et seulement si toute suite de A convergente
converge dans A. Soit encore

V(zn) e ANVIECE, lim z,=1=1cA4
n——+00

Preuve Supposons A non fermé, 31 € (E\A),Vr > 0,B(l,r) N A # @. Prenons pour n entier
1

1 .
T‘:n—H,SOItSEHEB(l,n—H)ﬂA. On a

N 1
Tn) €A et ||z, || < ——
(zn) lan = Ul < —
||z, — ]| converge vers 0. (z,,) est une suite de vecteurs de A convergeant vers [ ¢ A. O
Une variante de ce théoréme consiste & remarquer que A est en fait ’ensemble des limites des
suites convergentes de vecteurs de A. Le théoreme se déduit simplement du fait de 1’équivalence A
fermés A = A (remarque 1.2.2). Cela s’énonce comme suit :

Proposition 1.2.8 Soit A C E, alors A = {a: € E,A(yn) € ANconUergente vers a:}



Preuve Soit z limite d’une suite (y,) € {lN. Pour tout 7 > 0, il existe n > 0, ||y, — z|| < 7, on a
Yyn € ANB(z,r) et ANB(z,1) # 2. z € A.
Soit z € A, pour tout n € N, on a
1
B
(a:, n+1

1
soit y, € B (w, ﬁ) N A, (yn) est une suite de vecteurs de A et
n

)ﬂA;éz,

1
- —— 50
v = 2l < =5 =0,

(yn) converge donc vers z. O
En général, les suites ne sont pas convergentes mais peuvent avoir des valeurs d’adhérence, i.e
des sortes de points d’accumulation. Celles ci se définissent & ’aide des suites extraites de (z,,).

Définition 1.2.8 Soit (z,) € EN, la suite (yn)est dite extraite de (x,,) si elle est caractérisée par
Yn = To(n) ot a: N — N strictement croissante. On la note (a:a(n)) .

Rappelons que l'on a dans ce cas Vn > 0, (n) > n.

Proposition 1.2.9 Si (z,,) est convergente vers | € E, alors toute suite extraite de (x,) converge
vers .

Proposition 1.2.10 (z,) ne converge pas vers | € E ssi il existe £g > 0 et (2o(n)) eatraite de (z,,)
telle que
VneN, Hxa(n) - l|| > €o

Définition 1.2.9 Soit (z,) € EN et ) e E, X\ est une valeur d’adhérence de (x,,) ssi il existe une
suite extraite (To(n)) de (z,) convergente vers .

Proposition 1.2.11 Si (z,) converge vers l, alors | est la seule valeur d’adhérence de () .

Preuve Toutes les suites extraites de (x,,) convergent vers [ O
Les valeurs d’adhérence sont les vecteurs de E admettant dans tous leurs voisinages une infinité
de termes de la suite.

Proposition 1.2.12 Soit (z,) € EN et X € E, X est une valeur d’adhérence de (zy) ssi

Vr > 0,{n € N,z, € B(A,r)} est infini
Preuve Posons a(0) =0 et a (k) étant construit pour k allant de 0 & n, posons
. 1
a(n+1) =m1n{p>a(n),||;vp—/\|| < ﬁ}

Ce dernier ensemble est bien non vide puisque {p € N,z, € B (X, 1) }est infini. La suite (z4(n))
extraite de (x,) vérifie Vn > 1, ||;ca(n) - )\|| < % et donc lim x4, = A. O
n—-+oo

Les valeurs d’adhérence de (z,) ont un lien avec X = {z,,n € N}.

Proposition 1.2.13 Si (x,) € EN, X={zp,neN} et A={A€ E,\ V.A de (z,)}, alors
A est un fermé de E.

X =XUA.

10



Preuve Si )€ A, soite > 0, B(\,e)NA est non vide donc il existe A\. € A appartenant & B (), ).
B (), €) est un ouvert de E donc un voisinage de A.. D’apres la proposition 1.2.12, il contient une
infinité de termes de la suite (z,,). Toute voisinage de A contient une infinité de termes de la suite
() donc A est une valeur d’adhérence de (z,,).
Soit (y,) € X N convergente vers y € E. Montrons y € X ouy € V. y, € X donc 38 (n) tel que
Yn = :1:5(")(2), 2 cas peuvent se produire :

— B (n) est borné. 3 (n) et donc zg(,) prennent un nombre fini de valeurs, il existe donc une
suite extraite de (zg(,)) constante égale & un terme z,, de (z,)(®). (zg(,)) converge donc vers
Y=1Tp, €X.

— B (n) n’est pas borné, il existe une suite extraite de 8 (n) strictement croissante. En effet, po-
sons ¥ (0) = 0,7 (1) = min {n > v (0),8(n) > B(y(0))}..., si v (k) est construit de 0 & n strictement
croissante avec

B(v(0) <B(y(1) <---<B(y(n),

on construit v (n + 1) par

v (n+1) =min{p >~v(n),B(p) > B(y(n))}

Cet ensemble d’entiers est non vide puisque (3 (p))peN est non bornée. La suite (2g(,(n))) est une
suite extraite de (xﬁ(n)) par construction (v strictement croissante) donc converge vers y (4). Or,

comme 3 (v (n)) est strictement croissante, c’est également une suite de (z,). On a donc y valeur
d’adhérence de (z,,) et y € A. O

1.2.4 Topologie produit

P
Rappel Si Ey,---, E, sont p K-espaces vectoriels, on appelle espace produit £ = H Ey Vespace

k=1
défini par les lois
{ +i (@) + (YY) = (@, T+ )
S A ($17"'7$1)) = (Amla"'7A$P)
Définition 1.2.10 Sotent E,---, E, p K-espaces vectoriels normés par Ny, -- -, Np, l’espace normé

P

produit est l’espace E = H Ei muni de l'une des trois normes équivalentes suivantes :

k=1

lzlloe = max(Ni(zk),k=1---p)
six=(z1, -, 2p), lzll, = k=i Nk (zx)
lolly, = \/Shy Ni ()

Théoréme 1.2.14 Si(z,) = (Thpn, k= 1---p) est une suite de E, (z,,) converge versl = (l1,---,1,)
ssi chaque suite (zp,n) converge vers ly,

Preuve Ona |z, — ||, = max (Ny (xgn —lx),k=1---p) O

Corollaire 1.2.15 Soient X1 C Ey,---,X, C E,, X = [[h_, Xk est un ouvert (resp. fermé) de
E ssi chaque Xy, est un ouvert (resp. fermé)de E ().

5Mais il existe des ouverts de E non produits d’ouverts des Ej,
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1.2.5 Topologie induite

A est une partie non vide de E. Un voisinage d’un point x de A sera 'intersection d’un voisinage
V de x dans E avec A. On en déduit la définition suivante :

Définition 1.2.11 e V C A sera un voisinage de x € A ssi

>0,VyeAl|ly—z|<e=>yeV

e O C A sera un ouvert de A ssi O est voisinage de tous ses points.

o F sera fermé ssi A\F est un ouvert de A.

Le théoréme suivant permet de ramener les ouverts (et les fermés) de A aux ouverts (et fermés
) de E.

Théoréme 1.2.16 Soit O C A, O est un ouvert de A ssi 30’ ouvert de E tel que O = O' N A.
F C A est un fermé de A ssi il existe F' fermé de E tel que F = F' N A.

Preuve Soit x € 0,0 € V() donc il existe r, > 0 tel que B (z,7,) N A C O. Considérons alors
O' = UgeoB (z,75). O' est réunion de boules ouverts de E donc est un ouvert de E. Montrons
O =0'NnA. Linclusion O C O'N A est claire, Vz € O, z € B(z,7;) et z € A d’ot z € O' N A. Soit
y€e O0'NA, Iz € O telle que y € B(z,r;). y € A donc, du fait de la définition de r,, y € O. Si F
est un fermé de A, A\F est un ouvert de A. Il existe donc O ouvert de E telle que A\F = 0N A,
on a donc

F=A\(A\F)=A\(0NA4) = (E\O)NA=FnNA

ou F' est un fermé de E. O

Remarque 1.2.6 La notion de convergence de suite ne change pas si l’on se restreint 4 une partie
A de E, une suite (z,) de A convergera versl € A ssi ||z, — || tend vers 0 (¢).

1.2.6 Compacité

Définition 1.2.12 Soit C C E, C est un compact de E ssi toute suite de C' a une valeur d’adhérence
dans C.(7)

Remarque 1.2.7 On peut remarquer que cela est une propriété intrinséque a C ; si C est un
compact de A C E (i.e pour la topologie induite de A), alors C est un compact de E. ”Compact de
A7 signifie simplement "compact inclus dans A” au contraire de ”ouvert de A” qui signifie ”ouvert
pour la topologie de A”.

Proposition 1.2.17 Soit C' un compact de E alors C est fermé et borné.

6Les notions d’intérieur et d’adhérence peuvent néanmoins se révéler trompeuses. Ainsisi E=R,A = R\ 10,1] et
X ={z € A,||z|]| < 1} =]-1,0], on a dans la topologie de A, X =[—1,0] # {z € A, ||z|| < 1} qui est [-1,0]U{1}.
Définition au sens de Bolzano-Weirstrass, la définition topologique d’un compact est V (Oi)ie 1 une famille d’ouverts

de E,
C inclus dans U;ey O; = 3p 2> 1,31, -+ ,14p € I tels que C inclus dans Uz

—1 04,

Les deux définitions sont équivalentes.
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Preuve Soit (z,) une suite de C convergeant vers [ € E. (z,) admet une valeur d’adhérence A
dans C. La convergence de (z,) implique A =1 et donc | € C. C est fermé.
Supposons C non borné, on a

Vn e N,3z, € C,||z,]| = n

La suite (z,,) admet une valeur d’adhérence A dans C. Si (:ca(n)) converge vers A, la suite ||a:a(n) ||
converge vers ||A]|, or on a

VYn e N, ||$a(n) “ > a(n) > n de limite + oo

D’oul une contradiction et C' borné. O
La réciproque est fausse.

Exemple 1.2.4 Soit E = R[X] muni de ||P|| = max{|a;|,i=0---n} ot P = " ja;. X" La
boule fermée B de centre 0 de rayon 1 est un fermé borné mais n’est pas compact (8).

En effet la suite (X™) est une suite de B mais n’admet pas de valeur d’adhérence. En effet, on a
Vn,pe N,’I’L 7£p2> ||Xn _Xp” =1
et donc si (X*™) extraite de (X™), on a

Vn > 1,

xan) _ xalntl) H = 1 non convergeant vers 0

O
Néanmoins si A C C alors A C C, de toute suite de A, on peut extraire une suite convergente
(dans C') donc convergente dans A. On peut donc énoncer

Proposition 1.2.18 Soit C un compact, alors VA C C, A est compact.

Corollaire 1.2.19 Les compacts inclus dans un compact C de E sont les fermés de E inclus dans

C.

Corollaire 1.2.20 Soit (C;);c; sont des compacts de E,N;crC; est un compact de E (car fermé
et inclus dans C;, ot ig € I).

Proposition 1.2.21 Une réunion finie de compacts est un compact

Preuve Soient Ci,---,Cp p compacts de E et (z,) une suite de U¥_, C, () admet une infinité
de valeurs dans au moins I'un des Cy, mettons C, (°). Il existe donc (z4(,)) extraite de (z,) avec
Vn 2 0,Zq(n) € C,- Ck, est compact donc (xa(n)) admet une sous suite convergente dans Cy, donc
dans C.(z,) admet donc une sous suite convergente dans C et C' compact.

Proposition 1.2.22 Soit E = [[}_, Ex un espace normé produit et C = [[k_; Cx # @. C est un
compact de E ssi les C, sont des compacts de E,.

Preuve Supposons C' compact, soit a = (a1,---,ap) € C et (Tg,n) € C’,%\I. La suite (z,) définie
par (z,) = (a1, *,Qk—=1,Tk,n>Ak+1," - -, Gp) admet une sous suite (xa(n)) convergente vers [ € C' |
onal=(ar, ,ar—1,lk,ar41, -, ap) et donc limp oo (Tg,a(n)) = lk. Ck est un compact.
Réciproquement, si Cy,-- -, C)p sont des compacts et si (z,,) = (X1,n, ", Zp,n) € EN,

il existe une sous suite (xlval(n)) de (z1,,) convergente vers l;.
il existe une sous suite (T2,4,005(n)) €xtraite de (23 q,(n)) convergente vers l

il existe une sous suite (2, a,0az0--0a,(n)) €Xtraite de (. q10...0a,_1(n)) CONvergente vers I,

Posons 3 = aj oag o -+ -0 ay, les suites (mk,ﬂ(n)) extraites de suites convergentes convergent. Fina-
lement lim,, 4 o0 £3(n) = (I1,--+,1p) et C compact. O

Corollaire 1.2.23 Les compacts de E = K™ avec K = R ou C sont les fermés bornés.

80n peut prouver que B compact équivaut & E de dimension finie.
9Lemme ”des tiroirs”
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Preuve Supposons K = R. Si C est un fermé borné de E, C est inclus dans une boule B (6, R) =

[Ti—; [-R, R] produit de compact de R donc compact de E. C fermé inclus dans un compact est
un compact. La preuve est identique si K = C. O

1.3 Applications continues

E et F sont deux K espaces vectoriels normés, leur norme sera désignée par || ||. f est une
application de Dy C E vers F. Dy est le domaine de f.
1.3.1 Limites de fonctions en un point

Définition 1.3.1 Soita € Dy, 1 € F, on dit que f admet | comme limite en a ssi
VW eV(),3V e V(a) tel que f4(VNDs) CW

On écrit lim f (z) =1.

r—a

Les caractérisations suivantes sont beaucoup plus pratiques :
Proposition 1.3.1 On a les équivalences suivantes :

elim, ,, f(z)=1
Ve > 0,3a > 0,Vz € Dy, ||z —a|| <a=||f(z) - <€

oV (z,) € D}N,limn_>+00 Tp =a=limpq00 f (z) =1

Preuve La premiere équivalence résulte directement de la définition des voisinages.
Supposons lim f(x) = I et soit (z,) une suite de Dy convergeant vers a. Soit W un voisinage
r—a

de . il existe V € V(a) tel que fq(VNDg) C W. (x,) converge vers a donc il existe ng tel que
Vn = ng,zn, € V. On aVn > ng,z, € VN Dy et done f(z,) € W. On a bien Elll fzn) =1.
n oo

Réciproquement, si [ n’est pas limite de f en a, cela s’écrit

Jeo > 0,YVa > 0,3z € Dy, ||z —al| < aet ||f(z) =] > €0

1
Prenons pour n € N,a = ——, soit z, un tel z, z,, vérifie ||z, —a|| < et ||f (zn) —1|| = eo.
n+1 n+1

Ty) est une suite de D convergeant vers a telle que Ty )) ne converge pas vers [. O
I g g

Remarque 1.3.1 La négation de lim f (x) = se traduit par l’existence d’un eg > 0 et d’une suite
T—a

zy) de Dy convergeant vers a telle que VYn €N || f (z,) — || > eo.
!

La caractérisation de la limite en a par les suites permet de déduire immédiatement 1'unicité de
la limite en a ainsi que les propriétés d’arithmétique et de composition des limites.

Proposition 1.3.2 La limite de f en a, si elle existe, est unique. Notamment, si a € Dy, la limite
en a, si elle existe, ne peut étre que f (a).

Preuve  Unicité de la limite de la suite (f (z,,)) ot (z,) suite de Dy convergeant vers a (cette
suite existe puisque a € Dy). Si a € Dy, la suite constante =, = a montre que si lim f () existe,
T—ra

alors c’est la limite de la suite constante (f (a)) soit f (a) O

Remarque 1.3.2 Sia € Dy, la valeur d’une limite éventuelle n’a donc aucun intérét, seule compte
son existence (continuité)(*°).

10Cest pour cette raison qu’on utilise parfois dans ce cas la notion de limite par valeur différente. Cette derniere
consiste & étudier la limite en a de la restriction de f & D¢\ {a}.
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Théoreme 1.3.3 Si f,g sont deuz applications de D C E vers F' admettant des limites LI en
a €D, sip€ K, alors 1i_r>n A+ pg) () = X+ pld’
x a

Théoréme 1.3.4 (composition des limites) Si f est une application de D C E vers F et g une
application de D' C F wvers G telles que fq(D) C D', si a € D,b € D' et si li_r)n f(z) = b,
X a

lim g (y) =1, alors lim go f (z) =1.
y—b r—a

Preuve Soit (z,) € pN convergeant vers a. La suite (f (z,)) converge vers 1i_r>n f@) =0, la
T a

suite (g (f (z,))) converge donc vers lirr%)g (y) =1. On en déduit bien li_r)n gof(zx)=1.0O
yg) xr a

1.3.2 Fonctions continues

Définition 1.3.2 Soit f de D C E vers F, f sera dite continue en a € D ssi la limite de f en a
existe (rappelons que dans ce cas, elle est égale o f (a) (voir remarque 1.3.2)

Les définitions équivalentes des limites (voir proposition 1.3.1) permettent de donner 13 aussi
plusieurs définitions équivalentes :

Proposition 1.3.5 On a les équivalences suivantes :

o f continue en a
oYW eV (f(a),dVeV(a),fa(VAD)CW
eVe>0,3a>0,Vz e D,||lz—a|]|<a=|f(z)—f(a)|]<e

La caractérisation des limites par les suites a également son équivalent pour la continuité :

Théoréme 1.3.6 [ est continue en a ssi pour toute suite (x,,) de D convergeant vers a, la suite
(f () converge vers f (a).

L’arithmétique des limites ainsi que le théoréme de composition des limites permettent d’énoncer
les résultats suivants sur les opérations de fonctions continues en un point a.

Proposition 1.3.7 Si f, g sont deux fonctions de D C E vers F' continues ena € D et si A\, u € K,
alors A\f + pg est continue en a.

Proposition 1.3.8 Si f de D C E vers F' est continue en a et si g de D' C F vers G est continue
en b= f(a) avec fg4 (D) C D', alors go f est continue en a.

Le cas le plus courant est celui des fonctions continues en chacun des points de leur domaine de
définition.

Définition 1.3.3 Soit f de D C E vers F, f sera dite continue sur D ssi f est continue en chaque
point de D.On écrira f € Co (D)

Exemple 1.3.1 L’application x — d(x,A) (définition 1.1.7) est continue sur E.
Théoréme 1.3.9 Soit f une application de D C E vers F, on a les équivalences suivantes :

o f continue sur D
o L’image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de D
e L’image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de D
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Preuve Si X C F,on a f7'(F\X) = D\f ! (X), les deuxiéme et troisitme points sont donc
équivalents.

Considérons f € Cy (D) et X C F un fermé de F. Soit (z,) une suite de f ! (X) convergente vers
a € D. 1l g’agit de prouver f (a) € X. Or la continuité de f en a permet d’affirmer que (f (z,))
converge vers f (a), (f (zy)) est une suite de X qui est un fermé donc sa limite f (a) appartient bien
AaXetae f,1(X).

Réciproquement, si I'image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de D, 'image réciproque
de tout ouvert de F est un ouvert de D, soit a € D et ¢ > 0. X = B(f (a),¢) est un ouvert de
F, f,71(X) est un ouvert de D contenant a donc un voisinage de a. Il existe donc a > 0 tel que
B(a,a)ND C f,1(X). On a bien

Ve €D, llz—al| <a=|f(z)-f(a)l <e
et f continue en a. O

Exemple 1.3.2 Ce théoréme est utile pour prouver que des sous ensembles de E sont des ouverts
ou des fermés :

E—>R

est un ouvert de E.
z = ||z —all

e B(a,r) = 7' ()—co,7]) par f : {

e Dans E = M (n,R), ensemble des matrices orthogonales O (n,R) est fermé puisque image
M (n,R) = M (n,R)

réciproque du singleton (et donc fermé) {I,} par f : { Aoy AtA

e Pour AC E non vide ete >0, A. = {z € E,d(z,A) <&} est fermé comme image réciproque
de [0,€] par x — d(z,A) continue. On retrouve A fermé puisque A = NesoAe fermé puis-
qu’intersection de fermés.

Théoréme 1.3.10 Soit f continue de D C E vers F et C C D un compact, alors fi(C) est un
compact de F.

Preuve Soit (y,) une suite de f; (C), il existe (z,) € N telle que Vn > 0, f (z,,) = yn. C est
compact donc (x,) admet une sous suite (a:a(n)) convergente vers A € C. f est continue en A donc
la sous suite (ya(n)) = (f (Za(n))) converge vers f(X) € f4(C). f4(C) est donc bien un compact O

L’intérét de ce théoreme est énorme notamment dans le cas des applications & valeurs dans R,
les compacts de R étant les fermés bornés, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.11 Soit f continue de D C E vers R et C C D un compact, alors f est bornée et
atteint ses bornes sur C'.

Exemple 1.3.3 Si C est un compact non vide de E et A C E non vide, la continuité de © —
d(z,A) sur E permet d’affirmer Uezistence de xg € C tel que d (zo,C) = d(C, A)

1.3.3 Homéomorphismes

Définition 1.3.4 Soit f une application de A C E vers F, A' = f4(A), [ sera dit étre un
f est bijective

homéomorphisme de A vers A’ ssi { f continue sur A
ft continue sur A’

Exemple 1.3.4 Les homéomorphismes d’un intervalle I de R vers un sous ensemble J de R sont
les applications strictement monotones continues. On a alors J intervalle de R.

Exemple 1.3.5 (important) Les translations t, et les homothéties de rapport A # 0 sont des
homéomorphismes de E vers E.
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Deux ensembles homéomorphes ont des topologies identiques. Ainsi, dans R, R est homéomorphe
& tout intervalle ouvert (borné ou non), N est homéomorphe & tout sous ensemble de R sans point
d’accumulation (1), etc.

1.3.4 Continuité uniforme

Définition 1.3.5 Soit f de D C E vers F, f sera dite uniformément continue sur D ssi
Ve >0,3a>0,Ve,y € D, [z —yll <a=[If(2) - FWll <e
Remarque 1.3.3 Une application f sera non uniformément continue ssi

360 >0,Va>0,3z,y € D, llz -yl <aet ||If (z) - f(y)ll > ¢

En prenant o = 1, on obtient que f est non uniformément continue ssi il existe deuz suites (z,,) , (yn)

n
||Zr, — ynll convergente vers 0
de D telles que { | f (xr) = f (yn)|| mon convergente vers 0

|7 — yall = % - 0

Définition 1.3.6 Soit f de D C E vers F, f sera dite lipschitzienne de rapport k > 0 ssi
Vz,y € D,[|f (=) — f (Wl < k. [lz —yl|

Exemple 1.3.7 Les translations, les applications x — d (x, A) sont 1-lipschtziennes, les homothéties
sont lipschtziennes.

_ — .2 _ o1 .
Exemple 1.3.6 E =R, f(z) =2z ,onprendxn—n,yn—n-l-n,onabzen{ 2_}_#_)2#0

Proposition 1.3.12 Toute application lipschitzienne est uniformément continue, toute application
uniformément continue est continue.

€
Preuve Si f est k lipschitzienne, pour € > 0, prenons @ = —, on a bien pour z,y € E dés

k
€ e . .
z—yll < a,|lf (@)= FfWI < kllz—y| < k. (E) < &. La continuité d’une application uni-
formément continue est claire. O

que |

Théoréme 1.3.13 (Heine)Si f est continue de C C E vers F avec C compact alors [ est uni-
formément continue.

Preuve La remarque 1.3.3 nous dit que si f non uniformément continue, il existe deux suites
(@), (yn) de C et g9 > 0 tels que

{ [|Zn — yn|| convergente vers 0
Vn 2 0,(|f (zn) — f (yn)ll Z€0>0

1l existe (z4(n)) convergente vers z € C, la suite (Yq(n)) admet de méme une sous suite (Yo (5(n)))
convergente vers y € C. Siy = a o B, (Zy(n)) et (yy(n)) convergent vers z et y € C (*?). La
convergence de (||zn, — yn||) vers 0 donne z = y. Or comme Vn > 0,||f (zn) — f (yn)|| = €0, 00 a
également ||f (z) — f (y)|| = €0 et donc z # y. O

gz est dit point d’accumulation de A ssi x € A\ {z} i.e ssi x est limite d’une suite de points de A non stationnaire.

Un point de A qui n’est pas d’accumulation est dit isolé.

121 ’existence de deux telles sous suites n’est pas immédiate & priori malgré la définition de la compacité, ainsi, si
z est valeur d’adhérence de (z,) et y valeur d’adhérence de (yn), en général x + y n’est pas valeur d’adhérence de
(Tn + yn)
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1.4 Complétude
1.4.1 Suites de Cauchy

La notion de convergence fait intervenir d’une part la suite, d’autre part la limite.
Exemple 1.4.1 Ainsi, prenons E = R[X] muni de la norme ||f|| = m[ax] |f (z)|. Soit fn(z) =
efo,1

n_k
Z Z—' La suite (f,) ne converge pas dans E. Sinon, soit f le polynome limite, on aurait f (x) = e*
k=0
sur [0,1] soit f' = f sur [0,1] donc f' = f (infinité de racines de f' — f). Soit f = 0 ce qui n’est
pas. Par contre, la méme suite dans E' = Cy [0,1] muni de la méme norme converge vers la fonction
exponentielle. La suite g, (x) = (—=1)" ne peut converger dans E, E' ou tout autre espace contenant

E et normé par une norme valant || || sur E. En effet, on a ||gn — gn+1|| = 2 non convergeant vers
0.

Le critere de Cauchy permet d’identifier les suites de E susceptibles de converger dans E' conte-
nant E.

Définition 1.4.1 Soit (z,) une suite de E, (x,) sera dite de Cauchy ssi
Ve > 0,3ng € N,Vn,p = no, ||z, — zp|| < €

Proposition 1.4.1 Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve Soit (z,) convergente vers | € E, on a
Vn,p € N, ||lzn — zpl| < llzn — U] + [lzp, — ]

€
Soit € > 0,3ng = 0,Vn = ng, ||z, — || < 5y onen déduit

3 3 .
Vn,p = no, ”xn - -'Ep” < § + 5 soit €

O
La réciproque est fausse.

Exemple 1.4.2 Dans Uezemple 1.4.1, la suite (f,) vérifie pour toutn >p >0

n JL‘k n 1 +oo 1 e
lfn = foll = Z T < Z Hg Z Hg(p—f—l)!
k=p+1 k=p+1 k=p+1

e

(p+1)!
vnap 2 no, ||fn - fp” <eg

Soit e >0, 3dn > 0,Vp = np,0 <

€ .
< g on e bien

Mais la suite ne converge pas.

Ces suites ont des propriétés communes avec les suites convergentes.
Proposition 1.4.2 On a les propriétés suivantes :

e Si(zy) de Cauchy, (x,) est bornée

o Une combinaison linéaire de suites de Cauchy est de Cauchy.

e Si(z,) de Cauchy pour la norme || || et si N est une norme équivalente a || ||, alors (z,) de
Cauchy pour N.

o Une sous suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

La différence entre ” convergente” et ”de Cauchy” réside dans ’existence d’une valeur d’adhérence.
Cela se traduit par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.3 Soit (x,) de Cauchy dans E, si (x,) a une valeur d’adhérence alors (z,,) converge.
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Preuve Soient A une valeur d’adhérence de (z5,), (Z4(n)) convergeant vers X. Soit & > 0,3ng >
O,VTL,p Z no, ||$n - -’EpH <e. Ona

Vn > ng,a(n) = n > ng et donc Hma(n) — a:n” < e.

D’ou limy, 400 ||a:a(n) — wnH = 0. De ||z, — \|| < ||:cn — xa(n)H + ||a:a(n) — /\|| convergeant vers 0,
on déduit bien limy, o0 2, = A. O

Exemple 1.4.3 Les suites de Cauchy dans un compact sont les suites convergentes.

1.4.2 Ensembles complets, espaces de Banach

Définition 1.4.2 Soit A C E normé, A est dit complet ssi toute suite de Cauchy de A est conver-
gente dans A.

L’implication ”convergente = de Cauchy” est donc une équivalence dans les sous ensembles
complets de E pour la topologie induite.

Exemple 1.4.4 Les compacts de E sont des complets.
Proposition 1.4.4 On a les propriétés suivantes :
o Les complets de E sont des fermés.
o Tout fermé de A avec A complet, est un complet
e Une intersection de complets est un complet

e Une réunion finie de complets est un complet

Preuve Successivement :

e Si A est complet et si (x,,) est une suite de A convergente vers | € E, alors (x,,) est de Cauchy
donc convergente dans A et [ € A. A fermé.

e Si A’ est un fermé de A complet. Toute suite de Cauchy de A’ est de Cauchy donc convergente
dans A donc dans A’ puisque A’ fermé.

e C’est un fermé inclus dans un complet.

o Si A =UY_ Ay avec les Ay complets et si (z,) suite de Cauchy de A, il existe une sous
suite (ma(n))de (zn,) appartenant a l'un des Aj mettons Apg,. (xa(n)) est de Cauchy et Ay,
est complet donc (:L'a(n)) converge dans Ay, donc dans A. (z,) admet une valeur d’adhérence
dans A et est de Cauchy donc converge dans A. O

Définition 1.4.3 E est dit de Banach si E est complet.

Exemple 1.4.5 E = (g [a,b] avec || f|| = max,¢[q, |f ()| est complet.

Preuve En effet soit (f,) une suite de Cauchy de E. On a

Vn,p 2 0,|fn (2) = f ()] < [Ifn = Fll

et donc la suite (f,, (z)) est de Cauchy donc convergente dans R. Soit alors f définie par

f(z)= lim f,(z)

n—+4o00
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Montrons f € Cq [a, b] . Soit () convergente vers z, on a pour tout p,n > 0

| (@p) = [ (@) < |f (2p) = fr (2p) + | fn (@) = fr (2)] + |fn (2) = [ (2)]

soit
If (@p) = F (@) < 2. (Ifn = fIl + [fn (2p) = fn (@)

Soit £ > 0,n0 > 0 tel que || fn, — fI| < §, on alimy, 4 o [ fny (Tp) — fr, (x)] = 0 donc

I3
ElpO 2 07p 2100 = |fno (a"P) - fno (1‘)| < g

On a bien

VP> po, |f (25) = £ @) < 2.5 + o (@) = fuo (@)] < £
et donc limp_,4 o f (2p) = f (). f € Co[a,b] et E complet. O

Exemple 1.4.6 Les espaces L, (I) (exemple 1.1.4) sont complets. La démonstration fait appel au
lemme de Fatou.

Preuve Soit (f,) une suite de Cauchy de L, (I). On a
Ve > 0,3ng > 0,Yn,p > no, [|fn — frll < e
On en déduit 'existence d’un suite extraite (fu(n)) telle que

1
n >0, ||fa(n+1) — fa(n) ” < on

Considérons gn = Y j_q | fatks1) — fa(i)| €6 9 = 3420 |fate+r) — far)| = sup, o\ gn- On peut
écrire puisque la suite (g,,) est croissante, g = lim,,_, oo g, = liminf,,, o gn

[, = [t o < i [ v 3 5 -

On en déduit que g < +o00 presque partout sur I, la série

fa(o) (z) + Z fatkt1) (@) = faq) ()

est donc absolument convergente presque partout sur I Soit f la limite de cette série. On a donc
J(x) =limp 4 00 fon) () et donc

If @) = fp@)]" = lm |fam) (@) = f (@)|" = liminf |foe (@) = f (@)[°

n—-+00 n—-+oo

Le lemme de Fatou permet d’écrire

n

J 17 =57 < timint | {fo = 5l”
I
soit d’une part f — f, € L, (I) pour tout p, et donc f € L, (I),

1f = Foll < liminf || faguy = fo

d’autrepart. Soit € > 0,n¢ tel que

vnap 2 no, ||fn - fP” <e
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On obtient
Zno, |lf = fHll <e
et f limite de (f,) dans E. O

Exemple 1.4.7 L’exemple 1.4.2 donne un exemple d’espace normé qui n’est pas un Banach.

Proposition 1.4.5 Un espace produit [[y_, Ex est de Banach ssi chaque Ej, est de Banach.

1.4.3 Théoréme du point fixe

L’intérét d’un espace de Banach est de pouvoir construire des éléments par approximations
successives, approximations construites individuellement ou plus souvent par itérations d’un méme
processus. Cela se traduit par le théoreme des fermés emboités et surtout le théoreme du point fixe.

Théoréme 1.4.6 Soit E un Banach, (F,) une suite de fermés de E telle que

Vp >0, ﬂﬁngk # g

alors
Ja € E,N, cNFn = {a}

Preuve Considérons pour n € N,z, € NZ_yF;. On a (z,) de Cauchy. En effet, on a pour tout
n,p = Mo, Tn et T, € F et donc ||a:n — 2p|| < 6 (Fr,) qui tend vers 0 quand ng tend vers +00. Soit
alors a = limy, s 4 0o . On a Vp € N,Vn > p,x, € Fj, et donc a € Fp. D’'ota € ﬁpENF De plus,
sia € ﬁpeNFp, on aurait Vp € N,a,a’ € F, et donc

lla = a'll <6 (Fp) d'ot la —d'|| < lim 6 (Fp) =0

soit enfin ¢ = a’. O

Théoréme 1.4.7 (point fize)Soit f une application de D C E vers E avec fq(D) C D, k-
lipschtzienne avec k € [0,1], alors
f admet un unique point fize a (i.e vérifiant f (a) = a).

x9g € D
Tny1 = [ (.CE”)

Si (zy,) est définie par { alors (xz,,) converge vers a.

Preuve Soient a,a’ deux points fixes, on a

lla=d'll =If (a) = f ()| < k.lla —a|

d’ot la—d'||<0eta=ad
Considérons une suite (z,) définie comme dans I’énoncé. Posons § = ||z1 — zo|| . On a par récurrence

Vn 2 0, [|znts — all < k. |l2n — @01l < E".0

et donc

V> p > 0, o, — 2]l < Z||$z+1 zill < Zkz )

La suite (z,,) est donc de Cauchy et converge donc vers a € D puis D complet. La continuité de f
et la relation z,41 = f (z,) nous donne alors f (a) = a O

21



Exemple 1.4.8 Ce théoréme est le principe fondamental de beaucoup de théories, ainsi

y' = f(z,y)
Yy (z0) = Yo
vers E ouw I C R,U C E de Banach, (xo,y0) € I X U se trouve en considérant le point fize de

e Dans les équations différentielles, la solution de { avec f continue de I x U

T

F:y— F(y) définic par F (y) (x)=y0+[ £ty (1) dt

Zo

o La caractérisation locale d’un difféomorphisme ® de U C E — F ena € U se fait en prouvant
Dexistence et lunicité d’un antécédent o tout y € W voisinage de f (a) dans U’ voisinage de
a. Cela se fait en étuidiant les points fizes de

F(z) =z - (Jac(F,a)) ™" (f (z) - y)

Rappelons que le principal corollaire de cette caractérisation est le théoréme des fonctions
implicites.

e La méthode de Newton pour la résolution de f (x) = 0 repose sur les points fizes de

LW
1D =T T

1.4.4 Séries dans un Banach
n
Définition 1.4.4 On appelle série de terme général (x,) la suite (Z a:k> . On dit que la
k=0 neN
+oo
série est convergente si cette suite est convergente. On note Zxk la limite.
k=0

+o0 T
Une série sera souvent désignée par E xp, voire méme Y xy. Il ne faut pas confondre E Ty

k=0 k=0
“+oo

désignant la série et Z z, dans une expression algébrique qui désigne alors la limite de la série. La
k=0

convergence de celle ci doit alors avoir été prouvée. On peut remarquer que toute suite (y,) de E

est une série de terme général (x,,) avec xg = yo et pour n > 1,2, = Y, — Yn_1-

+o0
Proposition 1.4.8 §i Za:k converge alors limy_y oo T = 0. La réciproque est fausse.
k=0

n n—1 “+oco “+oo
o
Preuve 2z, = E T — E T}, convergeant vers E T — E zp =0.0
k=0 k=0 k=0 k=0

—+oo “+oo
Définition 1.4.5 La série ka sera dite absolument convergente ssi la série Z |zk|| converge
k=0 k=0
dans R.
Théoréeme 1.4.9 Si E est un Banach, toute série absolument convergente est convergente. On a
de plus
“+oo “+oo
D wkl| <D Ml
k=0 k=0
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n

n
Preuve Posons S, = Zxk, de [|Sn — Syl < z |z, on déduit que (Sy,) est de Cauchy donc

k=0 k=p+1
n

convergente. De ||S,|| < Z |z < Z |z || on déduit I’inégalité demandée. O

k=0
+o0 k:
Exemple 1.4.9 Dans le Banach Cy[0,1] la série Z X est convergente vers la fonction exponen-
k=0

tielle. L’exemple 1.4.1 montre que cette suite, bien que absolument convergente dans E = R[X]
n’est pas convergente.

1.5 Applications linéaires continues, dualité
1.5.1 Applications linéaires continues

Théoréme 1.5.1 Soit E et F' deuz K espaces vectoriels, f linéaire de E vers F', on a équivalence
entre les propositions suivantes :

o f continue

e [ continue en 0

o f bornée sur un voisinage de 0
e f bornée sur B

o [ Lipschitzienne

Preuve De f(z,) — f (z) = f (#,, — z) et I'équivalence lim z,, = z © lim (z,, — ) = 0, on déduit
I’équivalence entre les deux premiers points.

Si f bornée sur un voisinage de 0, il existe r > 0 et M > 0 telle que Vz € E, ||z|| < r = ||f ()|| < M,
on a alors Vz € B, || f H M et donc f bornée sur B par - La réciproque est immédiate.
Les troisiéme et quatrieme points sont donc équivalents.

Si f bornée sur B par M, on a Yz € E, non nul, J;—H < M et donc ||f (z)]] < M.||z||,

est lipschitzienne. La réciproque est immédiate. Les quatrieme et cinquieme points sont donc
équivalents.

Si f lipschitzienne, f est continue. Les troisieme, quatrieme et cinquiéme points entrainent donc les
deux premiers, cela peut se démontrer directement ; supposons f non continue en 0, il existe une
suite (z,,) convergeant vers § et g9 > 0 tels que

2 0,[1f (zn)ll > €0

On en déduit entre autres z, # 0 , soit (y,) = (” ”> ,|lynl] = 1 et donc (y,) € BN. Orona
n

n 0.1 )l = Hf (=) H Tl ¥

f est donc non bornée sur B. )
Il reste & montrer que f continue implique f bornée sur B. Supposons f non bornée,

- N . .
3 (o) € BN, lm | (@n)l] = +o0

_ [ (zn)
Posons (yn) = (m> ,on a

1 -
ll < ———— de limite 0, lim 1y, =0
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Or
Vn > 0,]|f (yn)|| = 1 non convergeant vers 0

f est non continue en 0. O

Corollaire 1.5.2 Une combinaison linéaire d’applications linéaires continues est continue. Une
composée d’applications lin€aires continues est continue.

Exemple 1.5.1 Soit £ = Hle E; un espace vectoriel normé produit, les projections canoniques

sont continues et 1-Lipschitziennes.
(@1, --,zp) — x

Di:

Exemple 1.5.2 Prenons E = R[X] munie de ||ZZ:0 ak.X’“” = max (|ax|,k=0---n) et les ap-
plications f (P) = P',g(P) = X.P. On a f non continue car
Vn 2 L[| f (X™)|| =n — +o0

On a
VP e R[X],llg(P)|l =[Pl

donc g continue. On peut noter que g est méme une isométrie et néanmoins g non bijective.
1.5.2 Espace Lk (E,F)
Définition 1.5.1 Lk .(E,F)={f € Lk (E,F), f continue}

Définition 1.5.2 Pour f € Lk, (E,F), on définit ||f|| = sup ||f (z)|.

Tlx

Proposition 1.5.3 On a pour f € Lk (E,F),||fll= sup ||f(z)||= sup ||f ()] et
zll<1 llzll<1

vz € B, |If (@) < 7]l

Preuve Ona sup ||f (z)|| < sup ||f (z)||- De plus, soit € > 0, on a pour z € E avec ||z|| < 1

llzll<1 llzll<1
Zz
/()

\ < sup [|If (@)

HLH < 1 et donc
1+e¢ [lz]|<1

soit [|f (z)|| < (1 +¢). A IIf ()]| .D’ot

Ve >0, sup [|f (z)[| < (1+¢). sup |f (=)l

llzll<1 llz|l <1
‘ < sup ||f (@)]| et le résultat. O

x
! <M) llz|l<1

La complétude de F entraine la complétude de Lg . (E, F).

et 1’égalité. Soit alors z € E, non nul. On a

Proposition 1.5.4 On a
Vf 9 € Li. (B, F),YA p € K [IAf + pgll < XA+ [l llgll

et
Vf € Lk, (E,F),Vg € Lk, (F,G),g0f € Lk, (E,G) et [lgo fll <llgll-lIfll

Théoréme 1.5.5 Si F' est de Banach, Lk, (E, F) est de Banach.
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Preuve Soit (f,) une suite de Cauchy de Lk . (E, F) . Considérons = € E, la suite (f,, (z)) vérifie

Vn,p 2 1, (| fn (2) = fp (@) < 1 Fn = foll - [|]]

donc est de Cauchy. F' étant de Banach, cette suite converge vers une limite dépendant de z. Notons
f (z) cette limite.
f est linéaire, en effet, on a Vz,y € E,VA\, u € K,

If Az +py) = Af (2) = pf Wl = lm |Ifa Az + py) = Afn (2) = pfn () =0

La suite (f,,) étant de Cauchy, il en est de méme de la suite (|| f,.||) de Cauchy dans R donc convergente
donc bornée. Soit M un majorant de cette suite, on a

Vz € B, || fo (@)l < Ifallllzll < M. [l]|

d’ou
vz € B, @) = lm_|fa(@)] < M. o]

et f continue. (**) O

Définition 1.5.3 On appelle dual topologique de E lespace Ly . (E, K) noté E' espace des formes
linéaires continues de E.

Remarque 1.5.1 Si K =R ou C, E' est un Banach d’aprés le théoréme 1.5.5.

Proposition 1.5.6 Soit f une forme linéaire, f est continue ssi Uhyperplan H = ker f est un
fermé de E.

Preuve Si f € E', H image réciproque du fermé {0} par I’application continue f est bien un
fermé de E. Réciproquement, si f non continue, f non nulle et H # E, f (B) non bornée et il existe
une suite (y,) avec

Vn 2 0,llynll < Let |If (yn)ll Z2n+1

Montrons H = E. Soit x € E\H, f (z) # 0. Considérons la suite

S (f(%) n
OnaVn>0,f(zn) = f (z) - f (x) = 0 donc z, € H, or
wantn-at= | ()

<
‘f (yn)
D’ot « € H,H = E et donc H non fermé. O

— 0 quand n — +o0

1.5.3 Isomorphismes d’espaces normés

Définition 1.5.4 Soit f € Lx (E,F), f est un isomorphisme d’espaces normés entre E et F' ssi

[ est bijective
f est continue sur E
f~L est continue sur F

Proposition 1.5.7 Soit f linéaire surjective de E vers F, f est un isomorphisme d’espaces normés
de E vers F' ssi
Ja, B> 0 tels que Vo € E, o ||lz|| < [|f ()|l < 8. ||=||

131,a réciproque de ce théoréme est vraie lorsque E est non réduit & I’espace {3)}
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Preuve [ est bien injective puisque f(z) = 0 = a.||z|| = 0 soit z nul.f est surjective par
hypothese. f est S-lipschitzienne donc continue. Si y € F, on a

a | @l < IF @) soit 57 @) < 5 Dl

et f~1 —-lipschitzienne donc continue. Réciproquement, si f est un isomorphisme d’espaces normés

entre E et F', on a
Vz € E,a.||z]| < |f ()] < B[]

1
des que 8 = || f]| etagm.ﬂ

Remarque 1.5.2 Dire que N ~ || || revient donc o dire que Idt est un isomorphisme d’espaces
normés entre (E,N) et (E, || ||)

Proposition 1.5.8 Si f est un isomorphisme d’espaces normés, alors p(f) = ||f]l- ||f’1H > 1.
Cette quantité est appelé conditionnement de f (**).

Preuve fo f~! =1Idt, de |Idt|| =1, on déduit le résultat. O

1.5.4 Applications multilinéaires continues

E\,Es,---,E, et F sont n + 1 espaces normés, on note ||| leur norme et E =[]}, E; 'espace
produit.

Théoréme 1.5.9 Soit f multilinéaire de Ey X Fy X --- x E, vers F, on a équivalence entre

o f continue sur E
e [ continue en (6,,6)

e f bornée sur un voisinage de (6,---,6
o f bornée sur B = {(z1,---,2n) € E,||[(z1,---,2)|| < 1}
® 3k 20,V (xs, -, xn) € B, [|f (z1,- -, zn) [ < k- [aa]] - - - [|2nl|

Preuve La démonstration est identique est & celle du théoréme 1.5.1. On peut également procéder
par récurrence sur n en remarquant que f de E; x E5 vers F' est continue ssi

Vx € El,f(.’L', ) € LK,c (EQ,F)
¢_ E1 — LK,c (Ez,F)

est continue
r - f(z,)

O
On note Lk . (E1, Es, - - -, Ep; F) les applications multilinéaires continues de Ey X Ey X --- X E,
vers F.

Définition 1.5.5 Pour f multilinéaire continue de Ey x Fy X --- x E, vers F, on pose

171l = sup{[lf (@1, -, zn)lls lloa ]l S L.~ [lenl] < 1}
Théoréme 1.5.10 Lk (E1, Es,---, Ey; F) muni de || || définie ci-dessus est un K -espace vectoriel
normé, si F' est un Banach, Lk . (E1, Ea,---,En; F) est également un Banach.

MTe conditionnement intervient dans la propagation des erreurs lors de la résolution d’un systéme f (z) =
notamment dans le cas de la dimension finie et du calcul matriciel, entre autres, si A est symétrique p(A)
max {|A],A € Sp(A)}

min {|A|,\ € Sp(A)}"

b
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1.5.5 Algebres normées

Définition 1.5.6 On appelle algébre normée une algébre A munie d’une norme || || faisant de A
un espace vectoriel normé et telle que la multiplication soit continue de A x A vers A.

Proposition 1.5.11 Si |||| est une norme sur A ssi
Ak > 0 tel que Vz,y € A, ||z.y|| < k. ||z]| - ||yl
Remarque 1.5.3 On peut noter que si N (z) = k.||z||, alors N est une norme sur A et
Vz,y € A,N (z.y) < N (z).N (y)

Exemple 1.5.3 Lg . (E) espace vectoriel des applications linéaires continues de E vers E muni
de la norme définie en 1.5.2 est une algébre normée.

Proposition 1.5.12 Si A est une algébre normée, si (x,) et (y,) sont deux suites de A conver-
gentes vers x et y, alors la suite (Tnyn) convergent vers .y

Preuve La multiplication étant continue de A x A vers A, comme lim,, ., (Z,y,) = (z,y), on
alimpy oo TnYp =z.y. O

Exemple 1.5.4 Ce qui précéde n’est pas toujours vrai, considérons E = R [X] muni de la norme

= |lazkt1] = ;
_ \ — . K3
I1P[| = g lazk| + k1 ou P = ;az.X

La suite (X2"+1) converge vers 0 puisque de norme ﬁ — 0. Or le produit (X 1. X2m+1) soit
(X4"+2) de norme constante égale a 1 ne peut converger vers le produit 0.0 = 0.

Proposition 1.5.13 Soit A une algébre de Banach, Y a, et Y b, deuz séries absolument conver-
gentes, alors si (cn) = (an) * (bp) = (X p_o ak-bn_rk), la série 3" c, est absolument convergente et

converge vers ( :i% an) . ( :;3 bn) .

Preuve On a ||ca|| < X iy llak|l - [|br—k|| d’ott

<
N
>

N n N N +o00 +o0
lleall < D03 T llarll - on—ell < D) llaill - l1bs1l < (Z ||an||> (Z ||an|>
n=0 n=0 k=0 =0 j=0 n=0 n=0

La série ) ¢, est donc absolument convergente. On a de plus

2N N N 2N n 2N n
Z Cn — (Z an> (Z bn) = Z Z ak.bn_k + Z Z an—k-bk
n=0 n=0 n=0

n=N+1k=0 n=N-+1 k=0
d’ou

2N N N 2N n
HZ Cn — (Z an) (Z bn> < DY D llarll-Wonll + llan—&ll - 1154l
n=0 n=0 n=0

n=N+1 k=0
2N N N 2N N
ch—(zan) (an) < S S llarll- Noell + Nl - 1o
n=0 n=0 n=0 I=N+1 k=0

soit en rajoutant EIZSNH ZzﬁNH [lak] - |bi]| qui est positif,

2N N N 2N 2N N N
S e - (z) (m) <SS el bl = 323 el
n=0 n=0 n=0 =0 k=0 =0 k=0
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soit enfin

X () (22

< (:X::J\;IlakH) (lesz) (ZII%II)-(%IIMI)

n=0
et donc
2N N

d’ou le résultat. O

n
Exemple 1.5.5 Si A est de Banach, on a pour tout x de A, :1:' H “ ” (en supposant k = 1).
n!
On définit exp (z) par
+o0 "
exp (z) = Z ol
n=0

Ce qui précéde montre que si xy = yx, alors exp (z +y) = exp (z) . exp (y)

1.6 Cas de la dimension finie
1.6.1 Equivalence des normes
Théoréme 1.6.1 Les normes sur un K espace vectoriel de dimension finie avec K =R ou C sont

toutes équivalentes.

Preuve Soit E de dimension n avec K =R ou C. Soit ||| la norme usuelle définie si (eq,---,e,)

base de E par
Zwm =l
k=1

N une norme sur E. Montrons N ~ || || Pour zeE,onasiz=>3_, Trer

n
N (z) < Z |zk| N (er) < max (N (ex),k=1---n).||z|
k=1
Posons 8 = max (N (e),k=1---n),8 > 0. L’inégalité ci-dessus prouve que z — N (x) est continue
de (E,||||) vers R. Considérons 'image de S = {z € E, ||z|| = 1}, compact de (E,||||) (cf corollaire
1.2.23), par N, c’est un compact de R inclus dans 0, +o00(. Soit & = min N4 (S) > 0, on a pour tout
z € E non nul

Tzl ESdoncN(“ ”) >aet N(z) > a |z

finalement
Vz € E,a.||z|| < N (z) < B. [z
et N~ || O

Exemple 1.6.1 Prenons E = R, [X] ensemble des polynémes de degré inférieur ¢ n. On peut
définir deuzr normes :

= P|| = max (|ax|, k
Pour P = ap. Xk, { I
2 X | N (P) = max (1P ()],

0---n)
€[-1,1])

t
L’équivalence des normes assure l’existence de a, 3 > 0 tels que
VP € E,o.|[P|| < N (P) < 8.||P|

Si Vexistence de B est intuitive, (8 = (n + 1) convient), Dexistence de a est beaucoup moins claire.
La meilleure valeur a s’obtient 4 Uaide des polynomes (T),) définis par

Ve € [-1,1],T, (z) = cos (p. arccos x)
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1.6.2 Topologie des E.V.N de dimension finie

Corollaire 1.6.2 L’équivalence des normes entraine les conséquences suivantes :

o [l n’existe qu’une topologie pour un E.V.N de dimension finie
e Les compact d’un E.V.N de dimension finie sont les fermés bornés
e Les E.V.N de dimension finie sont des espaces de Banach

Corollaire 1.6.3 Soit E un espace normé, F' un sous espace de dimension finie, alors F est un
fermé de E.

Preuve Si || || est la norme de E, elle induit une norme sur F. muni de cette norme, F est un
Banach donc est un complet de E donc un fermé. O

Proposition 1.6.4 Si E est un espace normé de dimension finie et F' un espace normé, alors
Lk.(E,F)=Lk(E,F)

i.e toute application linéaire de E vers F' est continue.

Preuve Si(e;---,e,) est une base de E, on a pour tout z de E

n
E T -Ck
k=1

n

<D lawl IIf (er)ll < llell - max (|1 (ex)l & = 1---n)

k=1

If (@)l =

O

1.6.3 Compacité, théoréme de Riez

Proposition 1.6.5 Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts de E sont
les fermés bornés.

Théoréme 1.6.6 (Riez) Soit E un espace normé, si B={z € E,||z|| <1}, on a

B compact & E de dimension finie

Preuve Le sens = découle du paragraphe précédent.
Supposons B compact. Considérons une éventuelle suite (e,) construite comme suit :

e € B
ent1 € B\UZ_, B (ex, 1)

B étant compacte, une telle suite (e,,) admet une suite extraite convergente (ea(n)) . Or par construc-
tion on a

1
Vp,n distincts, |le, — eq|| = 2
Cela contredit lim,,_, ||ea(n+1) — €a(n) || = 0. Une telle suite ne peut exister, donc il existe ng > 1

tel que
_ ]_ _ 1
B\U, B <€k, 5) = & soit B C U, B (ek, 5)

Considérons alors x € E,x # 0, Considérons les suites définies par

Lo = gy Yo =0
Siz, € B (ek,3) ,Ynt1 = Yn + 2, Tnt1 = 2(z, —€;) € B car de norme < 1
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Par construction, on a bien Vn > 0,z, € B, ces deux suites sont donc bien construites, 'inégalité
_ n 1
B C Ukole €k, §

justifiant ’existence de chaque e;. De plus on a pour tout n > 1

;Zj: +Yny1 = wn2_nek +Yn + ;—fb = ;_Z+yn =Zo+ Yo = ﬁ
D’ou .
z est donc limite de (||z|| .yn) - Or on a
Vn 2 0,y, € {e1,€2, ,€ny)
donc z appartient donc & adhérence de (e1,ea,- -, en,) qui, étant de dimension finie, est un fermé

donc est sa propre adhérence. Finalement
EC <61)627 o '76710)

et F, engendré par la famille (eq,e3,- -+, €p,) est de dimension finje. O

2 Convexité

2.1 Convexes dans un espace vectoriel
2.1.1 Segment, convexe, enveloppe convexe

Définition 2.1.1 Soient z,y € E, on définit [z,y] par

[z,y] ={tz + (1 —t)y,t € [0,1]}
Définition 2.1.2 Soit C C E, C est un conveze de E ssi

Vz,y € E,z,y € C = [z,y] C C

Exemple 2.1.1 Sont convexes :

— Les singletons, les segments, &, E, les sous espaces vectoriels de E

— Les boules unités B et B si E est un E.V.N

—Par contre S = {z € E, ||z|| = 1} n’est pas conveze (0 = 1(z+(—2)) ¢S avecz €S)

Proposition 2.1.1 Si C;,i € I sont des convezes de E, N;c1C; est un conveze de E.

Par contre une réunion, méme finie, de convexes n’est en général pas convexe. Ainsi les ensembles
finies de plus de deux éléments ne sont pas convexes.

Corollaire 2.1.2 Si AC E, X
A= Nc convexec
ACC

est un convezxe, c’est le plus petit convexe contenant A. A est appelé enveloppe convexe de A.
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2.1.2 Barycentres positifs

Définition 2.1.3 Soit (x;),_,...,, n vecteurs de E, on appelle barycentre positif des (x;) ou encore
combinaison linéaire convere des (x;) la quantité

n n
Zx\i.xi avec \; = O,Z/\,- =1
i=1 i=1
i.e un barycentre des x; affectés de poids positifs.
Proposition 2.1.3 Un barycentre positif de barycentres positifs des (x;) est un barycentre positif

des (z;)

Preuve Soit y;,j =1:--p des barycentre positifs des z;, on a

p n
Vi=1-py; = XijziavecXi; >0,) Xij=1
=1

=1
Soit
V4 V4
Z=)  piy; avec pi; >0, pj=1
j=1 j=1
On a
P n n
T SRS i
j=1 =1 i=1
ol
p n n P p n P
i =D mikig >0 vérifianty v = Y uidii =D 45y Nig = my=1
j=1 i=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1
|

Corollaire 2.1.4 Soit C C E, C est convexe ssi C est stable par combinaison linéaire conveze.
Corollaire 2.1.5 Soit A C E, alors

A= {barycentres positifs de points de A}

On peut préciser ce résultat en
Théoréme 2.1.6 (Carathéodory) Si E est de dimension n > 1,
A = {barycentres positifs de n + 1 points de A}

La preuve repose sur les deux lemmes suivants

supposant y_i_, Bi = Zf:q-u Bi
q p
S pam= Y b

=1 i=q+1

liée. Tl existe donc des scalaires 7;,¢ = 2---p non tous nuls tels que

14
Z Yi- 1T = 0
=2

31

Lemme 2.1.7 Si (21, --,zp) sont p points de E de dimension n avec n + 2 < p alors il existe, d
une permutation des points prés ¢ € {1,p—1},6; > 0,i = 1---p non tous nuls tels que le barycentre
des (xi,ﬂi)izlmq est barycentre des (xi,ﬂi)i:qﬂmp, autrement dit tels que si x € E quelcongue, en

Preuve La famille (mlazi,i =2 -p) est de p — 1 vecteurs soit plus de n + 1 vecteurs donc est
2



Posons alors v, = — ¢ _, ;, on peut écrire

et donc pour tout x de E

P P

S (z%) =
i=1 i=1 =

soit on supposant, quitte & renuméroter les x;, que v; <0 s

7; sont non tous nuls, on a

q p
2 =D m>0
i=1 i=¢q+1
et
q P
Z —%i m = Z Yi .Z'_.Z':
i=1 i=q+1
et le résultat en posant
_f}/. /‘y. q p
Bi = Fz sii<q, F’ sinon, avec I' = Z—% = Z Vi

=1 i=q+1

O

Lemme 2.1.8 Si E est de dimension inférieur a n et x barycentre positif de p > n + 2 vecteurs
Z1,--+,Tp, alors T est barycentre positif de p — 1 vecteurs parmi les x;.

Preuve Le lemme précédent affirme 'existence de ¢ € {1,p—1},5; > 0,i =1---p non tous nuls
tels que 30, Bi =21, BietVy € E

x est caractérisé par

Si I'un des «a; est nul, le résultat est immédiat. Sinon, pour 79 donné, on a
) b )

B’io XTqy = Z iﬂzm
i#io
avec + positif si ¢ et 49 > g+ 1 ou i et ig < g, négatif sinon. On en déduit

3 (Bio-ai % Birai,) T = 0
i#io

x est donc barycentre positif des z;,¢ # i¢ affectés des poids S;,.c; £ 5.0, sous réserve que

Vi # io, Biy-o; £ Pi-a;y = 0, non tous nuls
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Or
,Bio.ai + ,Bi.aio = 0.0 - (IBi + &)

Oé,o (673

Prenons ig tel que

Bio = max bi >0

Qi i=1-m Qf
On a bien

Vi # io, Q.0 . (ﬂi + &> 2 0
Qjy (67
De plus, si ig < g,
Vi < q, Biy-oi + Bi-aiy = Biy-0ii + Bi-aiy 2 Big-oii >0
On a donc bien le résultat.
O

On est maintenant en mesure de prouver le théoreme :

Preuve Si A est une partie de E de dimension n, tout point de A est barycentre positif d’un
nombre fini de points de A. Le lemme précédent affirme que tant que p > n + 2, tout barycentre
positif de p points est barycentre positif de p— 1 points parmi eux. On en déduit bien que tout point
de A est barycentre positif de n + 1 points de A.

O

2.1.3 Propriétés des convexes
Proposition 2.1.9 (opérations sur les converes)

1. Une intersection quelconque de convezes est convexe

2. 8i(Ci)—y..., est une famille de n convezes et si (a;),_,...,, € K™, alors
n
C = {Zai.xi ou x; € Cj,i = ln}
i=1

est convere. On notera C' = Z?:l «;.C;

Proposition 2.1.10 Si f € Lk (E, F) linéaire de E vers F, si C' (resp. C') est un convexe de E
(resp. F) alors f(C) (resp. f7'(C")) est conveze.

Preuve L’image par f du barycentre de p points M; affectés des poids «; est le barycentre des
points f (M;) affectés des poids «;. Le résultat s’en déduit immédiatement O

J— o
Proposition 2.1.11 (propriétés topologiques) Si C est un convexe alors C et C sont convezes.

Preuve Siz,y € C,3(z,),(yn) € cN convergeant vers z et y. Si z € [z,y],3\ € [0,1] tel que
z=X @+ (1—X)y.Onaz, =z, +(1— XNy, € C et convergant vers z. C est convexe.

De méme, si z =AMz + (1 — A)y avec A #0,z,y e(i* et 2’ € E,on a

2l — 2z

z':z+(z’—z):)\(x+ 3 >+(1—)\)y

[e] [e]
Siz,y €C,3Ir >0 tel que ||z —z'|| <r = ' €C, on on donc

Z -z

3 Gé‘etz'EC

|z = 2| < |\ r =z +

B(z, |A|7) C C donc 8‘, 2 €C et C est convexe. O

Proposition 2.1.12 L’enveloppe convexe d’une réunion finie de convexes compacts est un compact.
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Preuve Prenons le cas d’une réunion de 2 convexes compacts A, A’, ’application

KxExE — FE

®: (A7$7y) - A.Z’—F(l—)\)y

est continue, ’enveloppe convexe de AU A’ est 'image par ® de [0,1] x A x A’ compact de K x Ex E,
donc est compacte. O

Définition 2.1.4 Soit X C E, on appelle intérieur relatif de X ’ensemble
X= {:c € X,3r >0, B(z,1)N(X),;; C X}
ot (X),;; est Uespace affine engendré par X.

Théoréme 2.1.13 (E est de dimension finie) Si C est un conveze non vide, alors OCT’;E %)

]
Preuve Remarquons que si C est réduit & un point, on a Cr’: C # @. Soit p la dimension de
(C)aff, il existe p+1 points xg, - - -, zp de C tels que (C)aff = {xg," - ,a:p)aff . Soit ¢ I’équibarycentre

de ces points, soit z € (C’)aff, on a
P

i=1

d’ou
p 1 .,
T =0+ —— + ;i | T}
0 22:; <p+ 1 z) 0Lg
z est barycentre des x; affectés des poids 1 — Z’-’ZI (1% + )\i) = Iﬁ - le A; > 0 pour z¢ et

1
p+1

i =1---p soit des que H@H suffisamment petit. On en déduit

+ X; > 0 pour z;,7 > 1 deés que les \; sont inférieurs strictement & en valeur absolue pour

1
(p+1D)p

Ir>0,Vz € (C),;; |

c_z’H<r:>:ceC

Pour ce r, B(c,r) N (C)aff c Cetdoncc 606 et Oé# @. 0

Corollaire 2.1.14 Soit C un convezre de E de dimension finie, on a

C#£ 26 (C)y;=E

De plus, dans ce cas 5‘ =C.

Preuve Le premier point est une application directe du théoreme.

On a clairement (' C C, soit maintenant z € C et r > 0.
z€CdoncyeC,|y—z| < g
Or 8’76 & donc
Jze€(C,3 >0,B(z,e) CC

o]
Si ||z —z|| <7, on a bien B (z,7) N C# . Sinon, considérons

' T
Y =y+ . (2—y)
3.ly — 2l|
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On a y' barycentre de (y, 1-— M) et (z, m) donc y' € C. De B(z,e) C C, on déduit
B (y', ¥> C C et donc g eC
3. ly — =l

o
D’ot 1a encore B (z,7) N C# & et le résultat. O

2.1.4 Points extremaux
Définition 2.1.5 Soit C' un convexe, x € C, = est dit point extremal de C ssi x ¢ C\/Ec}

Exemple 2.1.2 Si C = [a,b], les points extrémauz de C sont a et b. Si C =]a,b[, C n’a aucun
point extrémal. Si E = R? et C = B, les points extrémaux de C sont S = {x € E,||z|| = 1} si on
prend la norme euclidienne et {(1,1); (1,—1); (—=1,1); (—1,—=1)} si l’on prend la norme ||(z,y)|| =
max (|z], |y)

Remarque 2.1.1 Siz point extrémal de C, alors C\ {z} est conveze et x est non intérieur d C.
Théoréme 2.1.15 Soit C' un convexe et x € C, alors

T1 + X2

T extrémal < (‘v’xl,mg eC,z = > Tr=I1 = 332)

Preuve Le sens direct est clair, si .z = 2122z est barycentre positif de z; et z, si z # 1,

alors « # x5 et € C\ {z},  non extrémal.
Réciproquement, si  non extrémal,

p p
Jy1,---,yp € C\ {z},3q, -, ap > O,Zai =letz= Zai.yi
i=1 i=1
On a p > 1 puisque z # y;. Prenons
1 P
1=y et 2o = p—— .Zai.yi
=2 Y

z est barycentre de (z1,a1) et (22,1 — a1),a1 # 0 et 21 # = entraine 22 # z. On a
x € [21,22],2 # 21, # 22
Supposons a; > %, on a

1
z=a1.z1 + (1 —a1) .22 = 2 (21 +23) ot 23 =(2a1 — 1) .21 + 2(1 — 1) .22

23 € [21, 22] et z milieu de deux points de C' distincts de z. a1 < } se traite de méme, a; = § donne
immédiatement le résultat. O

2.2 Fonctions convexes
2.2.1 Définition des fonctions convexes
E est un E.V.N, f est une application d’un convexe C de E vers R.
Définition 2.2.1 f est dite convexe si et seulement si
Ve,y e C,Vt € [0,1],f(tx+(1—t)y) <t.f(x)+ (1 —1).f(y)
f est concave si —f est conveze. f est strictement convexe si l’égalité n’a lieu que pour t =0 ou 1.

Proposition 2.2.1 f est convexe si et seulement si l’ensemble {(z, f (z)),z € C} noté epi(f)
(epigraphe de f) est une partie convere de E x R.
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Preuve Si f est convexe, soit (z,r) et (y,s) appartenant & epi (f). Soit A € [0,1]. On a
Alz,r)+ 1 =X .y,s)=Az+ 1 =Ny, Ar+(1=X)s)

Or
fAz+ 1 =Ny) <Af@)+ A=A .fly) <Ar+(1-A)s

On en déduit Az + (1 =Ny, Ar +(1—A)s) € epi(f). Réciproquement, si epi (f) est convexe,
considérons z,y € C et t € [0,1],on a t.(z, f(z)) + (1 —t).(y, f (v)) € epi (f) d’on

(tzx+ (1 -1t)y; t.f(e) +(1—1).f(y) € epi (f)

et
flae+(1-t)y) <t.f(z)+(1-1).f(y)
O
La caractérisation des convexes (corollaire 2.1.4) permet de déduire
Proposition 2.2.2 Si f est convere de C' vers R, si z1,---,2, € C et a1,---,0, sont p réels

positifs, alors limage du barycentre des (x;, ;) est inférieure au barycentre des (f (z;),q;) . i-e
1 L 1 o
i—1 Qi i—1 i=1 Qi i=1
2.2.2 Propriétés, continuité
Peu d’opérations sont possibles avec les fonctions convexes. Essentiellement :
Proposition 2.2.3 Si fi,---, f, sont p fonctions convezes sur C alors
g=sup(fi, -+, fp) est convexe sur C

et st ai,---,qp sont des réels positifs alors

p
E a;.f; est convexe sur C

i=1
Preuve La premiere affirmation vient de
epi (9) = Mi_yepi (fi)

convexe car intersection de convexes. La deuxiéme affirmation est claire. O
L’intérét des fonctions convexes est leur régularité :

Théoréme 2.2.4 Soit f conveze sur C ouvert (*°), on a I’équivalence

f continue < 3O ouvert de C tel que f majorée sur O

157 ’exemple
lsiz=00ul
f(w)_{ 0sizelo,1]

p— o
montre que cette hypotheése est nécessaire. Rappelons que si C' convexe d’intérieur non vide, on a C C C = C, ce qui

o
permet d’étudier f sur C.
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Preuve Sens direct : Si f est non majorée sur tout ouvert de C, entre autres, f est non majorée
sur les voisinages des points de C' donc non continue.
Sens réciproque : Il existe un ouvert de C ou f majorée. Si z¢ est un point de cet ouvert,

IM > 0,3rg >0,Vy € E,|ly —zo|| <ro=>y€Cet flyy < M

Soit € C, montrons 3r, > 0 tel que f majorée sur B (x,r,). Si * = zo, le probléme est résolu.
Sinon, C est ouvert donc
Je > 0,B(z,e) CC

L’idée consiste a prendre comme boule centrée sur z une boule obtenue par homothétie de B (xg,7¢) -
Le centre de cette homothétie doit étre dans C et sur I’axe (z, o). Soit donc y avec

€
lly — 2| = 3’ Y € Dygo—a

D’ou c
Yy —x+72_”$_$0”.(x—x0)
On a .
T=y+ 9. (% + ||.CE — 370||) '(xO - y) - h’y,/\ (230)
ol A = m € ]0,1[, hy,x désignant ’homothétie de centre y de rapport A. L’image de la

boule B (zo,71) par hy x est la boule B (z, Ary) . Prenons

, €

r1 = min (ro, ﬂ) et ry, = Ary
On a
hyx (B (zo,71)) = B(z,r,) et f majorée sur B (zg,71) par M
Soit u € B (z,715) ,32 € B (x9,71),u = hy,x (2) soit
u=y+A(z—y)=1—-Ny+ Az
D’ou
flw)<@-N)7Fy)+AM
et f majorée sur B (z,r;) .
Notons M, un majorant de f sur B(z,r,). Prenons u € B (z,%). Notons ||u — z|| = a.Zz ou
a €1]0,1], on a pour v =z + mw—w) =z+1 (u-u)
u=(1-0a).x+av
D’ou
flw) - f@) <A—-a).f(z)+af(v) - f(z)<2aM,

1dé i —p— —Ta — —p_ 1 —
Considérons maintenant w = z — s (u—z)=2—;.(u—z),0na

1+a’ 1+
D’ou 1
«
f(m)\l—i-a z H—af(u)
et 20l
QMg
- — > —
fW=f@)>-To8 > ~2M,
Finalement AM
|f (u) = f (2)] < —=. [Ju — =]

x
et f continue en x. O

Corollaire 2.2.5 Si f conveze sur C convexe ouvert de E de dimension finie, alors f est continue.
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Preuve Soit (e1,---,ep) base de E et a € C, il existe r > 0 tel que

P
Vt; € [O,r],a—l—Zti.ei eC

=1

L’ensemble O = {a+ > Y, t;.e;,t; €10,7[,i = 1---p} est inclus dans C et est constitué de bary-
centres positifs de a,a +e1,---,a + ep.

Si M majore f (a), f(a+e1),---, f(a+ep), M majore f sur O ouvert de C. D’aprés ce qui précede,
f est continue sur C. O

2.2.3 Extremum des fonctions convexes

Proposition 2.2.6 Si f est conveze sur C, si a €R, f,1()—00,a]) et f,1()—o0o,a]) sont des

convezes. Entre autres f, ! {ingf (m)} est un conveze (éventuellement vide).
zE

Proposition 2.2.7 Si f est convexe sur C, on a ’équivalence

z minimum local < x minimum global

Preuve Le sens réciproque est évident. Supposons donc x minimum local, Ir > 0, z minimum de
fsur B(z,r)NC. Soit y € C, It €]0,1[,tz+ (1 —t)y € B(z,r). Pour ce t, on a

fle)<flte+(Q-t)y) <tf(z)+(A-1).f(y)

d’ou f (y) > f (x) et x minimum global de f. O

La proposition 2.2.6 permet de généraliser la notion de convexité :

Définition 2.2.2 Soit f définie d’un convexe C de E vers R, f est dite quasi conveze si et seule-
ment si

Ya € R, f;,! ()—00,a]) est un conveze
Remarque 2.2.1 On a donc convexe = quasi convexe

Les fonctions quasi convexes se caractérise facilement
Théoréeme 2.2.8 Soit f définie d’un convexe C' de E vers R, f est quasi convexe si et seulement
St

Vo,y € C,Vz € [z,y], f (2) < max (f (), f (y))

Preuve Si f quasi convexe, pour 7,y € C et a = max (f (z), f (y)), on a f,! ()—o00,a]) convexe,
or

z € fi ()=00,a]),y € f;' ()—00,a]) donc [z,y] C f' ()—o00,a))
et le résultat. La réciproque est immédiate. O

2.2.4 Cas des fonctions convexes sur un intervalle

Les fonctions convexes sur un intervalle de R ont des propriétés remarquables.

Définition 2.2.3 Si f est une fonction de I CR wvers R, on définit pour x € I la fonction taux
d’accroissement Af, par

y o Afp(y) ==

A, { N{z} — R
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Rappelons que Af, (y) = Af, (z) représente la pente de la corde liant les points (z, f (z)) et

(v, f ()

Proposition 2.2.9 Soit f une fonction de I CR vers R, f est convexe si et seulement si pour tout
x de I la fonction Af, est croissantre sur I\ {z}.

On en déduit une précision importante du théoréme 2.2.4 :

Théoréme 2.2.10 Soit f une fonction convere de I CR vers R alors f est continue sur Uintérieur

de I et admet en tout point de cet intérieur une dérivée o droite et & gauche. Si x,y,z 6; avec
r<y<z ona
fa(@) SAfo (y) < fu () < fa(y) SAfy(2) < fy (2)

Lorsque 'on sait f dérivable sur I, la caractérisation de la convexité de f est simple :

Théoréme 2.2.11 Soit f une fonction de I CR vers R :

Si feDy(I), f converes f' croissante
Si f€Dy(I), f convere & f7 >0

La croissante de f' lorsqu’elle existe implique sa continuité.

Proposition 2.2.12 f conveze et dérivable sur I implique f' continue sur I. (1)

3 Espaces de Hilbert

3.1 Formes hermitiennes, espaces de Hilbert
3.1.1 Produit hermitien

Dans ce qui suit, E est un K espace vectoriel (K =R ou C).
Définition 3.1.1 On appelle forme hermitienne sur E une forme ® de E x E vers K vérifiant

vxl;x25y € E,@(CL’I +Z'2;?/) = é(mlay) +@(x2;y)
Vz,y € EEYA € K, ® (z, \y) = A9 (z,v)
Vz,y € E,2 (z,y) = @ (y,2)

Exemple 3.1.1 e Pour E =C", on définit
®(z,y) = XLAY on Ae M(n,C), X =[z],Y = [y]

& ainsi définie est hermitienne si et seulement si A vérifie At = A soit A* = A.

b
e Pour E = Cy[a,b], on définit @ (f,g) = J f(t).g(t).h(t) dt est hermitienne dés que h est a
valeurs réelles. ¢

Remarque 3.1.1 OnaVz € E, ®(z,.) € E*, par contre ® (., z) n’est pas linéaire lorsque K =C puisque
vérifiant ® (A\y,z) = X.® (y,z) .® (., z) est dite forme semi-linéaire sur E.

On peut déduire de ® (z,z) = ® (z,x) que ® (z,z) €R. Cela est & l'origine de la définition de la
norme :

16 Cela, se généralise sur R™ avec le résultat suivant : Si f est convexe sur Pouvert convexe U CR™ et si f admet des
dérivées partielles en tout point de U alors f est différentiable.
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Définition 3.1.2 Une forme hermitienne sur E définit un produit scalaire dur E si et seulment si
elle est définie positive i.e ssi

Vo € E,® (z,z) > 0 (positive)
Vo e B, ® (z,2) =0 z =0 (définie)

On notera dans ce cas ® (z,y) =z | y ou encore z.y.
Définition 3.1.3 Un espace muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien, plus précisement :
o préhilbertien réel si K =R
e cuclidien si K =R et dimg (E) finie
o préhilbertien complere si K =C
e hermitien si K =C et dimg (E) finie

Exemple 3.1.2 Dans les exemples 3.1.1, ® (z,y) = Xt.AY définit un produit scalaire ssi A est
définie positive i.e ssi A a ses valeurs propres réelles positives non nulles.

‘P(f,g):Jj_

f(t).g(t).h(t) dt est un produit scalaire sur Co[a,b] avec h continue ssi h positive et

o

A
I ~

{z € [a,b] ,h(z) =0}=@.

3.1.2 Norme euclidienne

Théoréme 3.1.1 Soit (z,y) — = | y un produit scalaire sur E, alors

E - R

z = |z]|=+vz|=
définit une norme sur E. On a de plus

Vz,y € E, |z |yl < ||zl - lyl] (Schwarz)

Vxe E,x |z >0

VeeBa|z=0&a —G . Considérons pour z,y € E

Preuve Par hypothese, {

P(t) = (z+ty) | (z+1ty)

On a
Pt)z0et P(t)=z|z+t(z|y)+iy]|z)+tt(y]|y)

Soit # 'argument dans € de z | y, posons t = u.e~% ol u réel, on a

P(t)=Qu)==|z+2u.lz |yl +v”(y|y)

Le trindéme @ étant toujours positif et & coefficients réels, on en déduit que son discriminant est nul
soit
2
(lz [y)" = (z]z).(y|y) <O
d’ou |z | y| < ||z||-|lyl]- ! en découle que z — /x| z est une norme sur E, I'inégalité triangulaire
résultant de 'inégalité de Schwarz. O

ExE—K

est continue.
(z,y) 2> x|y

Remarque 3.1.2 L’négalité de Schwarz montre que lapplication
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Proposition 3.1.2 Soit x — ||z|| une norme sur E, || || sera une norme euclidienne (i.e dérivée
d’un produit scalaire) ssi | défini pour z,y € E par

2_ 2 2 2_ a2 .
llz+y| Igzll lyl® — lztyll 4||w v & K =R
zly llw+yll2fHwfyl\2+i;1||as+iy||2ﬂ'.nzﬂ'yn2 S K =C

est un produit scalaire.

Proposition 3.1.3 Egalités remarquables :
p 2 2 2 2
e Parallélogramme : ||z +y||” + ||z —y||” = 2. (||.7:|| + llyll )

o Médiane : ||z —a|’ + |ly — a|” = 1|z — yl|> + 2. | =52 — aH2

o Pythagore : Siz|y =0, ||z +yl* = [|lz]” + lyl|* )
3.1.3 Espace de Hilbert
Définition 3.1.4 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien de Banach.
Exemple 3.1.3 E=C" munidex |y =Y, , Ti.y; est un espace de Hilbert.

Exemple 3.1.4 Considérons E = ls (N) Uespace des suites complezxes de carrés sommables. Pour

u,v € E, posons
+o0
ulv= E Up-Un
n=0

On vérifie que E est un espace préhilbertien.

Preuve Soit (up) une suite de E définie pour p donné par ses termes uy,,. On suppose que (up)
est de Cauchy. Montrons qu’elle converge dans E.
On a

+oo
Vp,q € N, [lu, — Uq||2 = Z [up,n — uq,n|2
n=0
d’ou
Vn € N,Vp,q € N, |upn — ugn| < |lup — ugl|

Pour n donné, la suite (up’”)pEN est de Cauchy dans € donc convergente. Notons v, = lim,_, s Up p-
La suite (v,,) appartient & E. En effet, pour tout entier N, on a

N N

S loal = lim > jup,nf”
p—+o0 P

n=0 n=0

Or Zf:o |u,,,n|2 < ||ul,)||2 < M puisque la suite (up) est de Cauchy donc bornée par un réel M. La
série " |vn|? est donc convergente et (v,) € E.
Soit € > 0.

3q tel que Vp,p' > ¢, [lup —up|® <e

Entre autres on a VN € N,Vp > ¢

+oo +oo +oo
2 2 2
Z [up,n|” < Z [ugnl” + Z 2. [up,n — tgn| - [Ug,n| + |[Up,n — Ugn
n=N+1 n=N+1 n=N+1

171,a réciproque n’est vraie que lorsque K =R.
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soit comme

+00 Too
Z 2. Jupn — ugn - [ug,n| < Z 2. [up,n — Ugn| - [Ug,n| < 2|lup — ugl| . [|ugll
n=N+1 n=0
+o0 +oo
Z |up,n|2 <e+2Mye+ Z |“q,n|2
n=N+1 n=N+1

On a d’autre part pour un p > ¢

+oo N 400
llup — U“Z = Z [up,n — Un|2 < Z [up,n — Un|2 + Z |Up,n|2 + |Un|2
n=0 n=0 n=N+1
soit
N +oo 400
llup — vl” < Z lup,n — Un|2 +e+2Mye + Z |uq,n|2 + Z |Un|2
n=0 n=N+1 n=N+1
Les suites u, et v sont fixés une fois ¢ donné. Soit N tel que
+o0 +oo
Z lugn]® < € et Z lun|” < &
n=N+1 n=N+1

Pour ce N, on a

N
lim Z [upm — vn]> =0
n=0

p—+o0

donc 3¢’ tel que Vp > ¢, Zﬁzo |up,n — vn|? < £. On obtient

Vp > max (q,q), ||lup — v||> < e+e+2M\/E +e +e soit 4e + 2M /e
On a bien lim,_, o |lup —v|| = 0. E est bien complet. C’est un espace de Hilbert. O
Exemple 3.1.5 E = L (I) muni de

flg= f f9
I

est un espace de Hilbert. (voir (1.1.4) et (1.4.6))

Exemple 3.1.6 Prenons E =C[X] muni de

+o0
n=0

La suite "
Xk:
Po=2 57
k=0
est de Cauchy mais ne converge pas, E bien que préhilbertien n’est pas de Hilbert.

3.2 Orthogonalité

E est un espace de Hilbert, on note z | y le produit scalaire.
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3.2.1 Relation d’orthogonalité

Définition 3.2.1 Soit z,y € E; A, B C E, on dit que

— 1z Ly siet seulement sixz |y =20

—x L A siet seulement siVy e A,z Ly

— A | B si et seulement siVy € A, x | B soit ssiVe € ANy € B,z Ly

Définition 3.2.2 Une famille de vecteurs est orthogonale si les vecteurs sont orthogonouz deur d
deuz. Elle est orthonormale si de plus les vecteurs sont de norme 1.

Exemple 3.2.1 Considérons E =l (N) vu dans Uexemple 3.1.4, la famille {(0%), N ,p € N} est
orthonormale.

Exemple 3.2.2 Si E = D espace des fonctions continues par morceaux, 21 périodique et vérifiant

+ -
muni de
27r_
flgzj fg
0

(espace de Dirichlet (**)), la famille {t — ™ ,n € Z} est orthonormale, la famille {t — 1;t — cos (nt) ;¢ — sin (nt) ,n
est orthogonale mais mon orthonormée, on a pour n > 1, |cos (nt)|| = ||sin (nt)|| = &

Remarque 3.2.1 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Proposition 3.2.1 Siz Ly, alors ||z +y|° = ||z]* +lyl|* (la réciproque n'est vraie que si K =R)
3.2.2 Orthogonal d’une partie
Définition 3.2.3 Soit E un espace de Hilbert, A C E, on appelle orthogonal de A l’ensemble
At ={z e Ez L A}
On notera o+ = {z}"
Exemple 3.2.3

Sot=0'=E
- EL:{G’}

Théoréeme 3.2.2 Si AC E, AL est un sous espace vectoriel fermé de E

Preuve On a At = Ngycaz’. Montrons que Vz € E, 2" est un sous espace vectoriel fermé de E.
On a zt =ker(z|.) avec (z|.) € E* donc 2 est un sous espace de E. Comme

Vy € B, |z |yl <zl [lyll
(z | .) est continue et z1 est fermé. O

Proposition 3.2.3 (relation d’inclusion) On a

ACcB= Bt cAt

At = (4"t =(4) = 4+
A A et (A) c ALL

18yoir le cours sur les séries de Fourier
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Preuve La premiere inégalité est claire.

Comme A est inclus dans A et (4), on a AL et (4)" inclus dans AL. Orsiz € AL, A C ker(z | .)
qui est un sous espace vectoriel fermé de E. Contenant A, il contient A et (A4) d’oti le résultat.

On a clairement A C ALY+, De A+ = (A)" = AL, on déduit le résultat. O

3.3 Projection
3.3.1 Projection sur un convexe fermé

Théoréeme 3.3.1 Soit E un espace de Hilbert, C' un convexe fermé non vide de E, pour tout x de
E, il existe un unique point ¢ de C' vérifiant

lz —cl| = d(z,C)
c est appelé projeté de x sur C' et noté pc (z) .

Preuve Considérons n €N,

1
Iy, 2 - 2 2, 1
hn €C, d (3,00’ < llyn = ol < (2,00’ + —

Pour n,m €N, comme z = % (yn +ym) € C,on a
d(z,C) < [lz — 2|

or ’égalité de la médiane donne

DN | =

1
2 2 2 2
o =2l = 5 (I = ol + 112 = vl = 5l = vl

d’ou )
2 2 2 2
o =l = 4. (3 (b =l + i = v ) = e =<1
soit ) )
2
— < 2. _—
lom =l < 2. (- + 5 )

La suite (y,) est de Cauchy donc convergente puisque E de Hilbert. C est fermé donc

c= lim y,€eC

n—+o00

¢ vérifie de plus
2 . 2 2
— = 1 — =
o=l = tim_lz - yal® = d(z,C)

d’ot ||z — ¢|]| = d(z,C) .(c est un projeté de z sur C).
Soit ¢’ un autre projeté de z sur C, on a

1 c+c
lle = ¢|I” = 4. (5. (llz = ell® +llo = ¢'I") - Hm -

et donce=c¢.0O

2

Proposition 3.3.2 po () est unique point ¢ de C vérifiant

Vze C,Re((z—¢) | (z—¢)) <0
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Preuve Pour z et ¢ dans C, posons
2 2
g) =llz—(tz+1-t)" - [lz—cll
On a ¢ = p¢ (z) si et seulement si
Vze C,Vt€[0,1],9(t) =20

Or
g(t)=lle—z|” > —2Re((z —¢) | (z—0)) .t

Donc g positive sur [0, 1] équivaut &
vie[0,1,], le— 2t —2Re((x—¢) | (z—¢)) =0
Soit Re((z —¢) | (z—¢)) <00
Remarque 3.3.1 On peut remarquer que cela entraine en conservant les notations ci-dessus
[z = 2|* = ll& = ¢|* + [l = 2|* = 2.Re ((z = ¢) | (z = ©)) > ||z = c||* + [|le - 2||”

Théoréeme 3.3.3 L’application pc de E vers E est 1-Lipschitzienne

Preuve On apourz,y€ E

Ipc () —pc W)I> = llpc (z) —z+z -y +y —pc ()|

soit X )
llpc (z) —pc WII” = llz —yll" + A

avec
A= |lpc (z) —z+y —pc @)I* +2-Re(pc (z) =z +y —pc (y) | z —y)

soit comme

po(@) —z+y—pc) | z—y=—|pc (@) —z+y—pc @I+
~epo(x) =z +y—pc (y) | po (x) —pe (y)

A= —|lpc(z) —z+y—pc @ +2.Re(pc (z) — = +y —pc (v) | pe () — pc ()
A <2.Re(pc (z) —z | pc (z) —pc (y)) +2.Re(y —pc (y) | pe (z) —pc (y)) <0

et le résultat. O

Remarque 3.3.2 Si C contient au moins deuz éléments x,y, on a pour ces deux éléments
llpc (z) — pc W)l = llz — yl|

3.3.2 Cas des sous espaces fermés

Les sous espaces de E sont clairement des convexes pour lesquels on pourra définir une projection
lorsqu'’ils seront fermés.

Proposition 3.3.4 Soit F un sous espace fermé de E, la projection orthogonale pr de E sur F
est linéaire continue. Elle est caractérisée pour x € E par

y=pr(@) ©y—zLF
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Preuve F étant convexe fermé, pr est bien définie. Soit x € F et y € F, on a
y=pr(2) |y -zl =d(z,F)
Siy € F vérifiey —x L F, on a d’aprés I’égalité de Pythagore
Vz € Fllz—a|” = |z —ylI* + lly — =I” > lly — =”

puisque z—y € F. Onadoncy—z L F =y = pr ().
Réciproquement, si y = pr (z) , on a

2 2
Vze Fllz =2l 2 ly — |l

Soit z € F, on a t €C,
2 2
Itz + ) —2lI” 2 [ly — =l

d’ou
2 2 T
42 [12]* + 2. Re F. (2 | y — 2)) > 0
Soit en prenant ¢ = u.e?28(¥=2) ayec u R

w?||z))* 4 2u. |z |y — 2| =0

et donc |z |y — x| =0soity —z L F.
On en déduit que
Vz € E, pr(z) € F et x — pp (z) € F*

d’ott F @ F*+ = E et pp = pp)p+ projection sur F parallelement & F'*. Cela entraine entre autres
la linéarité de pp. Sa continuité découle de la proposition 3.3.3. O

Remarque 3.3.3 Ce méme théoréme 3.3.8 avec la remarque 3.3.2 nous indique que soit F' = {6}
etpr =0, soit F # {6} et |lpr|| = 1.
Corollaire 3.3.5 Si F' est un sous espace fermé de E, on a

e FOFL=E

[ ] FLJ‘ = F
Preuve De FNF' = {6} , on déduit F @ F*. Le reste découle de pp = ppjpr. O

On a de fagon générale lorsque FQGEP H = E

Pric@nr = PFIG°PrPa|H

Cela permet d’écrire si G est un sous espace fermé de F' lui méme sous espace fermé de E, en notant
P la projection orthogonale si G dans le Hilbert F'
PG = Pg © PF
Cela se généralise au cas ou G est un convexe fermé de F'.
Théoréme 3.3.6 (*°)Soit F un sous espace fermé de E, C un conveze fermé de F alors si pl, est

la projection dans le Hilbert F' sur C, pc est la projection dans le Hilbert E sur C et pr la projection
sur F' dans E, on a

Pc = Pg ©PF

19¢e théoreme est parfois appelé théoréme des perpendiculaires.
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Preuve Remarquons que py, est la restriction de pc & F. Soit z € E, notons z' = pr (), il s’agit
de montrer pc () = p (2) soit pc (z) = pe (2') . Notons y' = pc (z') . Pour montrer pc (z) = ¢/,
il suffit de prouver d (z,C) = ||z — y'|| soit puisque y' € C, d(z,C) > ||z — ¥'|| -
Soit z € C, on a

le = 2I” = ll(@ = &) + (&' = 2)II* = ]z = &'||" + f}a’ ~ 2"
puisque z —z' L 2’ — 2 (' — 2 € F et x — 2’ € F1). Par définition de 3/, on a

llz" =zl > [la’ — o/l
On peut donc écrire
2 2 2 2
lz = 2[I° > llz = 2" + ll=" = y'lI” = llz — ¢/l
d’ot
Vz € Cllz — 2|l > lle — ¢/l et donc d(z,C) > [l — /||

Cela prouve le résultat. O

3.3.3 Dual d’un Hilbert, hyperplans

La proposition 1.5.6 donne un lien entre les formes linéaires continues et les hyperplans fermés.
Ce qui précede donne une relat ion entre un sous espace fermé et son orthogonal (de dimension 1
dans le cas d’un hyperplan). La réunion de ces résultats donne le théoréme trés important suivant
qui permet d’identifier un Hilbert et son dual continu.

Théoréeme 3.3.7 Soit E un espace de Hilbert, Uapplication

E - FE
a — (al.)

est une isométrie. Plus précisement, si f € E', il existe a € E tel que
Vee E,f(z)=alx
On al|al]| = ||f|| et ker f = a*

Preuve Sia € E, Vapplication z — (a | .) (z) = a | = est bien une forme linéaire. De

Ve e E,|(al.)(z)] = |a|z| < la]|.[|2]| et
(@] .) (@) =la]a] = lla].[lal

On déduit ||(a | .)|| = ||al|]- On a bien de plus ker (a | .) = a*.
Réciproquement, soit f une forme linéaire sur le Hilbert E, la proposition 1.5.6 nous donne I’équivalence

f € E' (i.e f continue) & H = ker f est un fermé

Ce qui précede indique que si H fermé, H- @ H = E. Or dimg H+ = 1 donc il existe un vecteur
zo tel que HL = (o). Soit alors z € E, il existe A € K tel que

z = pg (z) + \xo car z — pg (z) € H

d’ott
f (@) = f(pu (2)) + A.f (x0) = A.f (w0) d’une part
Zo | 2 =20 | pr () + A\ (z0 | o) = A ||zo|” d’autrepart
Finalement
f(z) = o |§ (zo) =alzoua= f($02).$0
[lzoll llzoll

Un tel a est bien unique, soit a,a’ € E convenant, on a

lla|| = ||la'|| et Vz € E;a|z=4d' |z
d’ou at = a'* donc att = @'t et a,a’ colineaire. De a | a' = a | a on déduit a = a'. O
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Exemple 3.3.1 Les formes linéaires continues sur lo (N) sont les formes linéaires données par
+o00
(up) — Z Upy U
n=0

ot (v,) € la (N).

Exemple 3.3.2 Les formes linéaires continues sur E = L (I) sont les formes définies par
Af=| a1
I

avec g € Ly (I). (?°)

Remarque 3.3.4 De (Aa+pub)|.) = A(a|.)+a(|.), on déduit la semi-linéarité de ® et sa
linéarité lorsque K =R.

Remarque 3.3.5 La proposition 1.5.6 nous permet de conclure que si H hyperplan de E, soit H
dense dans E, soit H orthogonal d’un vecteur de E.

3.3.4 Sous espaces de dimension finie, application (Fourier)

Les sous espaces finis de E sont des sous espaces fermés de E, si F' est un tel sous espace de E
et si Br est une base de F', la proposition 3.2.3 nous permet d’écrire

i i
FL =B
Notons Br = (e1,---,€ep). Soit z € E, y = Y7 | yi.e; € F, y = pp (2) si et seulement si
y—x 1 Bp

soit
Vie{l,---,n},eily=c¢e; |z

Notons G = [e; | e]];illz, on ay = pr(x) ssi

n el |z
G. : = :
Yn en |

Ce résultat est remarquable lorsque la base est orthonormée, on a alors G = I,,. Cela se traduit
par la proposition

Proposition 3.3.8 Soit F' un sous espace vectoriel de dimension finie de E, By = (e1,---,€n)
une base orthonormée de F', la projection orthogonale d’un vecteur x de E est donnée par

pr (2) = Z (i | T) .€;

i=1

De ||pr|| = 1, sachant la base orthonormée, on en déduit

20Cela se généralise aux espaces Ly (I),p = 1. Si A est une forme linéaire continue sur Ly, (I), il existe g € Lg (I)
avec ’%4— % =1 tel que

Af:J g.f
I
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Proposition 3.3.9 Sous les notations ci-dessus, on a

2 2 2
Ipr @)1 = X2y lei o <l
n
A@.F)’ = llo = pr @I = ol = Iy les | o

Cela est important lorsque I’on considére une famille orthonormée de vecteurs {e,,n € N} (*1)
en appliquant ce qui précede aux espaces F,, = {(eg, -, e,),n € N. La projection d’un vecteur z de
FE sur F,, est le vecteur

n

sn () = pE, () = Z ¢k (z) e, avec ¢ () = e | x
k=0

Les coefficients ¢y, (z) sont appelés coefficients de Fourier de z relativement a la famille {e,,,n € N}.
Ils vérifient

n
vneN,y ek (@) < ||z
k=0
On en déduit ’'inégalité de Bessel :

+o0

2 2
D len @) < Il
n=0

Cela entraine la convergence dans E de la série Z:i% ¢n (2) .en. En effet, on a

n+p
2 2
[0 (&) = sntp @I = D lex (2)]
k=n+1
et (sn (z)) est de Cauchy. Si s = 3" ¢, (z).en, on a
seUF, VneN,z—s L F,et ||z—s||=.|lz| - Z len (2)[?
n=0
Si UF, = E, on déduit s = z = :i((’) ¢n () .e,. Tout cela est illustré dans la décomposition de

Fourier des fonctions périodiques sur R.

3.4 Conséquences, convexes dans un Hilbert
3.4.1 Théorémes de séparation

Dans ce qui suit, K =R, E est un espace de Hilbert réel.

Théoréme 3.4.1 Soit C un conveze fermé de E et zg ¢ C, il existe un hyperplan fermé affine H
séparant strictement C et xo, autrement dit, il existe f € E' et a réel tels que

Ve e C,f(z) >a
f(mo) < a

Preuve Considérons yo = po (x0), s0it a = yg — zo- On a
VyeC, yo—y|a<0

soit
ylazyo|a
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Orzg—yo|a=—|zo —yo||2 <0dot zg | a < yo | a. Prenons

:x0|a+yo|a
2

On a bien
VyeC,yla>a

ZTola<a
f est donnée par f =(.]|a). D
Ce théoreme admet plusieurs extensions :
Extension en dimension finie au cas ol zg est sur la frontiere de C (séparation large).

Théoréeme 3.4.2 On suppose E de dimension finie. Soit C' un convexe fermé et ¢ appartenant a
la frontiére de C, il existe f € E' telle que

Vye C,f(y) = f(c)
*?)

Preuve Soit (z,) € (E\C)N convergeant vers ¢. D’apres la démonstration du théoréme précédent,
si 'on pose
an = pc (Tn) — Tn
On a
Vye C,y | an >y | an
Soit si ’on pose
1

= —F7.a
llanll ™"

VyEC,y|un>;cn|un

Un

Or (uy) est une suite vérifiant Vn €N, ||u,|| = 1. E étant de dimension finie sur R, elle admet une
valeur d’adhérence u de norme 1. Si (uy(n)) converge vers u, de

VneN,VyeC,y | Ug(n) > Ta(n) | U (n)

On déduit
VyeCiyluzc|u

a
Extension au cas de deux convexes fermés dont I’un est compact (séparation stricte).

Théoréme 3.4.3 Soit C et C' deux convexes fermés disjoints de E avec C compact, il existe
f € E' et a réel tels que

Ve el f(z) <a

Ve e C', f(z) >«

220n dit que I’hyperplan f (z) = f (c) sépare au sens large c et C
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Preuve D’apres la proposition 1.1.3, ’application

E — R
x — d(z,C")

est continue, elle atteint donc son minimum sur le compact C' en un point ¢ € C. On a donc
d(C,C") =d(c,C") = [le =]
ouc =pcr(c). On a
Vz € C,||lz— || > d(d,C) soit ||z —C|| = |lc— ¢
On en déduit que ¢ vérifie ||c — /|| = d (¢!, C) et donc ¢ = pe (¢') . On a donc
c=pc(c) et ¢ =pcr ()

Posons a = ¢ —¢'.
De ¢ = pc (), on déduit
VyeC,c—yla<0soitc|la<y]|a

De ¢ = per (¢), on déduit
Vy'eC',y'—cd|a<0soity |[a< |a
Orc—¢ |a=|al>>0douc|a>¢ |aetdonc
Vye C,\Vy' e C'yy' |la<vy|a

f=1(.]a) convient. O
Extension en dimension finie & deux convexes fermés (séparation au sens large)

Théoréme 3.4.4 Soit C et C' deux convexes disjoints fermés de E de dimension finie, il existe
f € E' et a réel tels que

VzeC, f(z)La

Ve el f(z) 2

Preuve C et C' sont fermés, posons pour n €N, C, = CNB (6, n) , Cp, est un compact de E (de
dimension finie) disjoints de C'. 1l existe donc u,, que 'on peut prendre normé et a,, réel tels que

Ve € Cpyup | 2 < ap
Ve e C' u, | > ay

Soit
Vz € Cp, V' € C' 2" |up >z | up

(un) admet une valeur d’adhérence u de norme 1 limite de (ug(,). Soit z € C et y € C', pour
n 2 ||lz||, on ay | ugm) = 2 | ug(n) d’ott en passant a la limite

VyeC' VzeC,ylu>z|u
L’ensemble {z | u,z € C} est donc majoré, si « =sup{z | u,z € C}, on a

VeeCiz|uga
VyeClylu>a
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3.4.2 Convexes et points extrémaux

Définition 3.4.1 On appelle demi espace ouwvert (resp. fermé) les ensembles de la forme
Ho={z € E, f(2) <a (resp. f(z) <a)}
Proposition 3.4.5 Soit C' un conveze fermé de E, alors

C= N H,

H, contenant C

Les H, étant des demi-espaces fermés.

Preuve On a clairement C C N H,. Soit z ¢ C, d’apres le théoreme 3.4.1, il existe
H, contenant C

f € E' et a réel tels que
VyeC, f(y) >aet f(z) <

Considérons Hy, = {z € E, f(2) > a},ona C C H, et © ¢ H,. On déduit de cela

C> N H,

H, contenant C'

et le résultat. O

Corollaire 3.4.6 Soit A C E, alors A= n H

H, contenant A
Théoréme 3.4.7 (Krein-Milman) Soit C un convexe compact non vide de E, alors C est égal
l'adhérence de l’enveloppe convere de ses points extrémauz.
Preuve Notons X = {z € E,z point extrémal de C}, il faut montrer X=cC.
Montrons X # &. Soit a € C, application

E - R
z = |lz—a

f:
est continue sur E et atteint son maximum sur le compact C. Soit b ce maximum, on a
Vz € C,||b—al|| = ||z — al|
Montrons b € X. Soient ¢, ¢’ € C tels que

c+dc

b=2

On a

2 2
I |

1
2.6 - a||2 + 3 lle=C" = ||lc— a||2 +d —a

Comme ||c — al| et ||¢ —al| < ||b —a]|, on en déduit ||c —¢'|| = 0 et ¢ = ¢’ = b. b est doncextrémal.
X#o.

Notons C' = X, on a C' C C. Supposons Iexistence de ¢ € C\C'. ¢ ¢ C'" donc d’apres le théoreme
3.4.1, il existe f € E' et « réel tels que

Ve e C', f(z) > a
f)<a

Posons 8 = mingecc f (x), B est bien définie puisque C est compact, de plus § < a. Considérons

Cs=Cn{z€E,f(z)=p}
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Cp est un convexe compact de F car intersection de deux convexes fermés dont un compact. Par
définition de 3, Cg # @. D’apres ce qui précede, Cg admet un point extrémal d. Soient di,d» € C
tels que

_di+d>

d 2

On a
B=Fd)=5.(f (@) + f (@) avec £ (d) > B et £ (d) > 5

On en déduit f (d1) = f (d2) = B et di et do appartiennent & C. Or d est un point extrémal de Cp,
on a donc d; = ds = d et d point extrémal de C. D’oud € X et doncd € C'. Or

Veel', f(d)=B<a< f(x)

D’ol une contradiction et C = C'. O
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