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l. fejezet
Binomialis kupacok

A korabban mar megismert kupacok esetén a minimalis elem megkeresése kon-
stans, a kupac valamely elemének a torlése logaritmikus bonyolultsagu volt. A ku-
pacba szuras (a témb megnyujtasa egy elemmel) szintén megoldhaté logaritmikus
bonyolultsaggal, csak az Uj elem@sei esetén kell a besziré rendezésben hasznalt
ciklusmagot egyszer végrehajtani. A kupacok dsszefiizése viszont Iényegében egy
Uj kupac felépitését jelenti, tehat linearis bonyultsagu.

1. Binomialis fak

Egy Uj adatszerkezet, l@nomialis kupaok esetén a kupacok egyesitése mar
egyszer(bb, logaritmikus bonyolultsagu.

A binomialis kupac binomidlis fak halmaza lesz. Lassudsebr ennek a defini-
cigjat!

A By binomidlis fa egyetlen (gyokér) csucsbal all. By, binomialis fa két
0sszekapcsolB;,_; binomialis fabdl all: az egyik gyokércsicsa a masik gyokér-
csucsanak legbaloldalibb gyereke.®, binomialis fara fennallnak a kovetk@z
tulajdonsagok:

2% cslics van.

a magassagea

azi-dik mélységben pontosafi) csucs van.

a gyokércsucs fokszanmig ami nagyobb, mint barmely méas csucs fok-
szama; masrészt, ha a gyokércsucs gyerekeit balrél jobbra haladva meg-
szamozzukk — 1, k — 2, ...0-val, akkor az gyerek egyB; fa gyokérc-
sucsa.

2. Binomidlis kupac felépitése

Egy H binomialis kupac binomialis fak olyan halmaza, amely kielégiti a ko-
vetked) binomialis kupac tulajdonsékat:

e H minden binomialis faja kupac rendezett, azaz egy csucs kulcsa na-
gyobb, vagy egyedl mint a sziibje kulcsa.

e H-ben legfeljebb egy olyan binomialis fa van, melyben a gytkércsucsnak
egy meghatarozott fokszama van.
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10 I. BINOMIALIS KUPACOK

A masodik feltétel alapjan azcsucsot tartalmazé kupac szétbon®lilcsucsot
tartalmazé, kilonbdzfakra, amelyekdl igy csakinn + 1 lehet.

Az alabbi programokban a kovetkereltléseket hasznaljuk: azcsucs kulcs
medjérex.kulcs , azx cslcs szifliére azx.apa , azx csucs legbaloldalibb
(legidbésebb) gyerekéra.gyerek , az x csucstél jobbra kdvetkézcsucsra az
x.testver , azx csucs gyerekeinek szamararafokszam jel6léssel hivat-
kozunk. Gytkércsucsok esetéx.sestver a kovetked gyodkérre mutat, vagy
Nil értéket kap. A gytkércsicsok ezen lancolt listajarafaj -jel hivatkozunk.

3. Binomialis kupacok maveletei

3.1. Uj kupac készitése
Egy lres binomialis kupac készité 88N OMIALIS-KUPACOT-LETREHOZ
csak abbdl all, hogy Bl.fej -etNil -re allitjuk. Ezért a bonyolultsag konstans.
3.2. Minimalis kulcs megkeresése

Mivel a kupacot alkoté binomialis fak kupacrendezettek, igy a gyokérelemek
kozott talaljuk meg a minimalis kulcsu elemet. Ezért a fliggvény bonyolultsaga
O(Inn).

Function BINOMIALIS-KUPACBAN-MIN( H)
Input: Hbinomialis kupac
Output: Hminimalis kulcsu elemének a cime

1y« NIL

2 X — erj

3 man «— oo

4 while x # NIL do

5 if z.kulcs < min then

6 min «— x.kulcs

7 Y<—

8 endif

9 x «— x.testver

10 endw

11 return z

3.3. Két binomialis kupac egyesitése

Mivel a binomidlis kupac definicioja alapjan a listdban nem lehet két ugyano-
lyan fokszamu binomialis fa, igy ha két ilyds), faval talalkozunk, akkor keffiik



3. BINOMIALIS KUPACOK MUVELETEI 11

osszeflizésével alkotunk edy,; fat. Az 6sszefiizést a BINARIS-OSSZEKAP-
CSOLAS rutin valositia meg. Mivel itt csak négy értékadas torténik, konstans a
bonyolultsag.

Procedure BINOMIALIS-OSSZEKAPCSOLAS,2
Input:y,z binomialis fak gytkérelemeinek cimei
Eredmény: y-t z ala flzi

1 y.apa «— z

2 y.testver « z.gyerek

3 z.gyerek «— y

4 z.fokszam «— z.fokszam + 1

A BINOMIALIS-KUPACOKAT-EGYESIT fiiggvény felhasznal egy dsszefé-
sulb rutint, mely egy olyan listat készit, melyben a binomialis fak méret szerint
névekw sorrendben talalhatéak. Ha az eredeti fak is ilyen alakban voltak, akkor
ez az Osszefésllés a két kupacban szérgplomialis fak szamaval linearis bony-
olultsagu. A rutin végigfut az igy kapott lista elemein, és szlikség szerint az azonos
méretll fakat 6sszekapcsolja. Ennek megbalela teljes bonyolultsag a csicsok
szamanak logaritmusa.

3.4. Csucs beszurasa a kupacba

Ez harom lépédii all. Elstként Iétre kell hozni egy ires kupacot, majd ma-
sodik Iépéshen ebbe beszlrni az egyetlen csucsunkat. Ezutan nem marad mas, mint
ezt az 0j kupacot egyesiteni a régivel.

3.5. Minimalis kulcsu csucs kivagasa

A minimdlis kulcsu cslcsra a gyokérelemek kozott talalunk ra. Ezt a lan-
colt listat kell végignézni a minimalis elemért. Ezutan egy (j, Ures kupacot kell
késziteni, és verem maodjéra ki kefbldteni a minimalis elem faja gydkerének fi-
aival. Mivel a magasabb fokszamu gyerekek vannak korabban, igy ezek kertilnek
hatra az (j listaban. A minimalis elemhez tartozé fat térolni kell az eredeti listabdl,
és ennek eredményét egyesiteni kell az gyeraeddiarmazé kupaccal.

3.6. Kulcs cstkkentése

Ha a kulcsot egy val6ban kisebb értékre kivanjuk csdkkenteni, akkor az adott
csucs szilein kell végigfutni, és a besziré rendezéshez hasonléandketblsli
(felbuborékoztatni) a csokkentett kulcsu elemet.



12 I. BINOMIALIS KUPACOK

Function BINOMIALIS-KUPACOKAT-EGYESIT(H,,H>)
Input: H; ésH», binomialis kupac

Eredmény: A két kupacot egyesiti binomidlis kupacca

H «— BINOMIALIS-KUPACOT-LETREHOZ()

H.fej «— BINOMIALIS-KUPACOKAT-OSSZEFESUL{H,,H>)
if H.fej=NIL then return H

w <« NIL

x «— H.fej

y «— z.testvér

while y £ NIL do

if z.fokszam# y.fokszanmor

(y.testvér# NIL and y.testvérfokszam= x.fokszam}jhen
9 w<—2T

o N O 0o WN P

10 Ty

11 else

12 if x.kulcs< y.kulcsthen

13 x.testvér— y.testvér

14 BINOMIALIS-OSSZEKAPCSOLAS(, z)
15 else

16 if w = nil then

17 | Hfej—y

18 else

19 | w.testvér—y

20 endif

21 BINOMIALIS-OSSZEKAPCSOLASE, v)
22 Ty

23 endif

24 endif

25 y <« x.testver

26 endw

27 return H

3.7. Csucs torlése

Ez nem all masbal, mint a csics kulcsanak 186Hegkisebbre cstkkentés#ib
s ehhez kapcsoléddan ad#b rutin meghivasabdl, majd a minimalis kulcsi elem
torléséldl.



l. fejezet
Fibonacci-kupacok

Bizonyos gyakorlati feladatokban nincs gyakran sziikség elemek torlésére. Ek-
kor a kordbban logaritmikus bonyolultsdgu rutinok helyett kdzel konstans bony-
olultsaguakat is hasznélhatunk.

1. Fibonacci-kupac felépitése

A korabbihoz hasonl6an a Fibonacci-kupac is kupac-rendezett fak gyUljtemé-
nye. Viszont a kupac-rendezett fdk nem feltétlentl binomialis fak.

A binomialis kupacokban a fak a méret szerint rendezve voltak. Itt ilyen ren-
dezés nincs. Azért, hogy kdnnyebben mozoghassunk a gyokerek illetve a testvérek
kozott, a kordbbi egyirdnyban lancolt listakat duplan lancolt ciklikus listak valtjak
fel. Természetesen két ilyen duplan lancolt ciklikus lista 0sszeflizése konstans bo-
nyolultsagu. A csucsoknal feljegyezziik a gyerekek szamat. A binomidlis kupacnal
a fej a gyokérlista elejére, a legkisebb fara mutatott. Htrain a minimalis kulc-
sot tartalmazo fa gyokerére, azaz a minimalis kulcsu elemre mutat.

2. Fibonacci-kupac maveletei

2.1. Minimalis kulcs megkeresése

A kupacmin mutatéja pont ezt adja meg, nem kell keresni.

2.2. Uj Fibonacci-kupac létrehozéasa

Itt is egy Ures szerkezetet kell késziteni, ami konstans bonyolultsagu.

2.3. Egy csucs beszurasa egy kupacba

A cslcshoz tartoz6 adatokat kell aktualizalni, beirni a kulcsértéket, beallitani,
hogy nincs gyereke, majd a kupac gyokérlistajaba kell beszurni ezt a csucsot. Végiil
ha a csucs kulcsértéke kisebb, mint a kupachoz tartozé minimum, akkor erre a
csucsra kell iranyitani a mutatot. A binomialis kupacokra jellériigszevonas itt
elmarad.

13



14 II. FIBONACCI-KUPACOK

2.4. Kupacok egyesitése

A két kupac gyokérlistajat kell egyesiteni, s meg kell vizsgalni, hogy melyik
minimalis elem kisebb, mert ez lesz az (j minimalis elem.

2.5. Minimumcsucs kivagasa

A binomidlis kupachoz hasonléan itt is gyokérlistaba gydijtjik a minimalis
elem gyerekeit, amire most hasznalhatjuk az eredeti listat is. Viszont az elhalasztott
O0sszevonasokat is most hajtjuk végre. Ehhez felhasznalunk egy tdmbot, niely az
fokszamu csucsok helyét tartalmazza. A gyokérlistan végiglépkedve ha egy olyan
fokszamu csucsot talalunk, mely még nem szerepelt, akkor azt a tomb mégfelel
helyén feljegyezzik. Ha olyan fokszdmra akadunk, amelyet mar feljegyeztiink,
akkor az aktudlis és feljegyzett fakat egyesitjik a gytkérelemek kulcsai alapjan.
Természetesen az (j fat is 6ssze kell vetni a tablazattal. Miutan a gyokérlistat be-
jartuk, a feljegyzett cimeld kell az Gj gyokérlistat 6sszeallitani egy ciklusban, és
a ciklusmagban figyelni a minimalis elemet.

2.6. Kulcs csokkentése

Ha a kulcs csokkentése utan az adott elem és apja kdzott a kupac tulajdon-
sag mar nem all fenn, akkor az adott elemet le kell valasztani &rétids a
gyokérlistaba beszurni, majd 6ssze kell hasonlitani a minimalis elemmel, s ha sziik-
séges azt aktualizalni.

2.7. Cslcs torlése

A cslcs kulcsanak minimalisra (minusz végtelen) csdkkentése utan a minima-
lis csucsot kell tordlni.



l1l. fejezet
Maximalis folyamok

Egy sulyozott grafot nem csupan ugy lehet elképzelni, mint egy térképet, ahol
az egyes csucsok a varosokat, az élek a koztik mégléakat jeldlik, a sulyok
pedig az adott ut megtételével jaré koltséget (kilométer, forint, stb). Felfoghatjuk
agy is, mintha az élek egy halézat elemei lennének, és a suly pedig kapacitast
jelélne, azaz vizvezeték esetén megadnd, hogy egy csévon mennyi viz folyhat at
egységnyi ié alatt; villamos hélézat esetén pedig megadhatnd, hogy egy vezeték
milyen eBsségll aramot bir el; kézuthal6zat esetén megadhatna, hogy az egyes
buszmegallok k6zo6tt napjdban hany utast képesek a buszok szallitani.

Ezekben az esetekben a graf egy csucsat téme&l (forradsnak) tekintjik,
ahonnan a graf egy masik cstcsaba a fogyasztébadmgearamlik a viz, aram,
illetve a lakossag. Feltessziik, hogy a graf ugyanolyan iramban termeli a terméket,
mint ahogy azt a fogyaszt6 felhasznalja, és a graf tobbi csicsaban nem halmozod-
nak fel a termékek. Természetesen meril fel az az alajéetés, hogy egy adott
graf esetén mennyi lehet az maximalis mennyiség, ami eljuthat a tatralfo-
gyasztoig, illetve ekkor melyik élen mennyi mennyiséget kell szallitani.

1. Ford-Fulkerson algoritmus

A G = (E,V) iranyitott grafot, ha mindefw, v) € E élének adott egy nem-
negative(u, v) kapacitasa, halézatnak nevezzik. (Hav) ¢ E, akkorc(u,v)
legyen0.) A termebt s-sel, a fogyasztot-vel jeldljuk. Feltesszik, hogy a graf
minden cslcsa rajta van valamehp0l ¢-be vezed uton.

Halbézati folyamnak nevezzik aztfa: V x V. — R fuggvényt, melyre a
kovetkedk teljesliinek:

e f(u,v) < c(u,v) mindenu,v € V esetén,
o f(u,v) =—f(v,u) mindenu,v € V esetén,
® > v f(u,v) =0mindenu € V — {s,t} esetén.

Az f(u,v) értéket azu-bol v-be vezed élen a folyam értékének nevezzik. A
folyam negysaga af|| = > .y f(s,v). Feladatunk a maximalis folyam megha-
tarozasa.

Legyen adott egy folyam. Egy(u, v) él rezidualis kapacitasa legyen a kovet-
ke: cf(u,v) = c(u,v) — f(u,v), magyarul a kihasznalatlan kapacitas. Adpbtt
folyam esetén definialhato gzhez tartozds; = (V, Ey) rezidualis haldzat, ahol

Ey = {(u,v) € V x Vlcg(u,v) > 0}.

15



16 II. MAXIMALIS FOLYAMOK

El6fordulhat hogy(u,v) ¢ E, am(u,v) ¢ Ey. Mindenesetre egy €l csak akkor
szerepelhet a rezidudlis halézatban, ha az él, vagy a forditottja szerepel az eredeti
grafban. Ezzel a rezidudlis gréaf éleinek szama félikorlatozhat6 az eredeti graf
éleinek kétszeresével.

A rezidualis halézatban egybdl t-be vezeb utatjavitotinak neveziink. A
javitout kapacitasay (p) = min{cy(u,v)|(u,v) p-beli él}.

Procedure FORD-FULKERSONGE,s,)
Input: Ggraf,s forras,t nyeld
Eredmény: f maximalis folyam

1 forall the (u,v) € E do
flu,v] <=0
flo,u] =0
endfall
while Vans-b6l t-bep Gt G y-bendo
¢ (p) — min{cg(u,v)|(u,v) € p}
forall the (u,v) € pdo
f[u7 U] — f[u7 U] + Cf(p)
f[vvu] — _f[u7v]
endfall
endw

© 00 N O 0o b~ W DN

=
o

[
[N

A kapacitasok rendszerint egész szamokként vannak megadva. (Racionalis sza-
mok esetén a kbzods osztéval beszorozva Ujra egész szamokhoz jutunk.) Ekkor a
maximalis folyam értéke is egész. Enrnéi-szorosa adja a bonyolultsagot, ha az
utakat a rezidualis grafban szélességi kereséssel hatarozzuk meg. Ha a kezdetben
a legrévidebb utakkal dolgozunk, majd sorra haladunk a hosszabbak felé, akkor a
bonyolultsag) (V E?) lesz.

2. Eléfolyam algoritmusok

Ha a haldzati folyam definiciéjaban a harmadik pontot az alabbira cseréljik,
akkor azel6folyamdefiniciojat kapjuk i, f(u,v) > 0 mindenu € V — {s} e-
setén. (Magyarul megengedjik, hogy az egyes csucsokban felhalmozodas legyen).
A feleslegfolyamon az alabbi értéket ertjiKu) = > - f(u,v).

Az algoritmus soran kezdetben a forrasbol kivézetnden élet maximalis ka-
pacitassal (zemeltetlink. A graf cslcsai bizonyos magassagban helyezkednek el,
amelyek az algoritmus futasa soran névekedhetnek. A magasabbarclosok-
bodl a felesleget az élek mentén a lentebb elhelyazkestdicsokba ,pumpalhatjuk
at”. Ha egy csucsban felesleg van és innen indul telitetlen él, de nem pumpalhatunk
belble, akkor ezt a pontot valamely telitetlen élének masik csicsa félé emelhetjiik
(megemelés).
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Procedure PUMPALAS(,V)

Input: u, v csucsok
Eredmeény: A tulfolyasbdl atadunks/-nek

1 dy¢(u,v) < min(e[u], cf(u,v))
2 flu o] — flu,o] + dy(u,0)

3 f[vvu} — _f[uvv]

4 efu] — efu] — dg(u,v)

5 e[v] «— e[v] + df(u,v)

Procedure MEGEMELES)

Input: u csucs
Eredmény. u magassaga hovekszik

1 hlu] < 1+ min{h[v]|(u,v) € Et}

Procedure INDULO-ELOFOLYAMG,S

Input: Ggraf,s forras
Eredmény: indul6 ebfolyamot készit
1 forall the w € V do
2 hlu] < 0
3 elu] < 0
4 endfall
5 forall the (u,v) € E do
6 flu,v] <0
7 flv,u] <0

8 endfall

9 hls] — |V|

10 forall the u € {(u,v) € E} do
11 fls,u] < c(s,u)

12 | flu,s] «— —c(s,u)

13 | efu] « c(s,u)

14 endfall

Az altalanos eéfolyam algoritmus kezdetben meghivja az INDULOGHEO-
LYAM rutint, majd egy ciklus addig fut, amig a PUMPALAS vagy a MEGEME-
LES feltételei teljesiilnek. Ekkor a ciklusmagban a megfetelivelet hajtodik vé-
gre.

Bizonyitas nélkill megjegyezzik, hogy ez a rutin minden esetben megadja a
maximalis folyamot.
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