Peatiikk 1

Meetrilised ruumid

1.1 Meetrilise ruumi maoiste

Matemaatilise analiiiisi tiks olulisemaid méisteid on jada koonduvus. Arvjadade, aga ka néi-
teks tasandi voi ruumi punktidest moodustatud jadade koonduvuse mdiste tugineb asjaolule,
et arvsirgel, tasandil vi ruumis on olemas punktide vaheline kaugus. Idee defineerida elemen-
tidevaheline kaugus suvaliste hulkade jaoks viib meetrilise ruumi moisteni.

Definitsioon. Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui igale tema elementide paarile
x,y € X on vastavusse seatud reaalarv p(x, y) nii, et on tdidetud tingimused:

1° pxy) =0 x=y,
2° p(x,y) = p(y,x),
3° p(xy) < p(x,2) +p(2,y).
Arvu p(x,y) nimetatakse elementide x ja y vaheliseks kauguseks.

Tingimusi nimetatakse meetrika aksioomideks,|1°| on identsuse ehk samasuse aksioom,
siimmeetria aksioom, |3°| kolmnurga vorratus. Meetrilise ruumi aksiomaatika vottis kasutusele M.
Fréchet 1906. a.

Niide. Olgu X = R" = {x : x = ({1,...,8n), i € R}. Defineerime elementide x =
(C1,---,Cn)jay = (n1,...,1n) vahelise kauguse

p(x,y) = \/(61 =)+ (G — )

Aksioomide[1°]ja2°|kehtivus on vahetult ndha, kolmnurga vdrratuse tdestame hiljem tildisemal
juhul.

Jargnevalt esitame moned jareldused aksioomidest.
Jareldus 1. Kaugus on mittenegatiivne, st. p(x,y) = 0

Toestuseks margime, et

0=p(x,x) <p(x,y)+py x) =20(x,y). O
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Jareldus 2 (nelinurga vorratus). Kehtib

lo(x,y) — p(u,0)| < p(x,u) +p(y,0).

Toestus. Vorratusest

p(x,y) < p(x,u) +p(uy) <p(x,u)+po(u,0)+p(v,y)

saame vordust p(v,y) = p(y, v) arvestades

p(x,y) —p(w,v) < p(x,u) +p(y,0).

Analoogiliselt saame, et
p(u,v) —p(x,y) < p(x,u) +p(y,0),

mis koos eelmise vorratusega annab nelinurga vorratuse. O

Jareldus 3 (tagurpidi kolmnurga vorratus). Kehtib

lo(x,y) = p(x,2)| < p(y, 2)-
Toestuseks piisab votta nelinurga vorratuses u = xja v = z. O

Jareldus 4. Meetrilise ruumi X mistahes osahulk on meetriline ruum, kui osahulgas elementide
vaheliseks kauguseks lugeda nendevahelist kaugust ruumis X.

Meetrilise ruumi osahulka nimetatakse ka alamruumiks.

Hulka X nimetatakse poolmeetriliseks ruumiks, kui temas korvuti aksioomidega°|ja[3°|kehtib
aksioomi [1°| norgendatud variant: p(x,x) = 0, x € X. Jareldused [I{3| ning jarelduse naloog
kehtivad ka poolmeetrilises ruumis.

1.2 Koonduvus meetrilises ruumis

Kauguse olemasolu lubab meetrilise ruumi juhule tildistada arvjada koonduvuse médiste.
Koonduvad jadad moodustavad meetriliste ruumide probleemide uurimisel piisavalt tildise
vahendi.

Olgu X meetriline ruum.

Definitsioon. Oeldakse, et jada x,, € X koondub elemendiks x € X, kui p (x,,x) — 0 prot-
sessis 1 — 00.

Jada x;,, koondumine elemendiks x tdhendab, et iga arvu ¢ > 0 korral leidub naturaalarv N
nii, et kuin > N, siis p (x,, x) < €.
Jada x; koondumist elemendiks x tdhistatakse x, — x, limx, = x, x, — x, limx, = x,
n n

Xp — x vOi lim x, = x. Jada x, nimetatakse statsionaarseks, kui leidub N nii, et xy = xy11 =
n—oo n—oo

... (mingist kohast alates on koik jada elemendid vdrdsed). Statsionaarne jada koondub alati,
sest kui n > N, siis p(x,,yn) = 0. Statsionaarne on néiteks mistahes konstantne jada, st. selline
jada, mille kéik elemendid on vordsed. Seega on koik konstantsed jadad koonduvad.

Kui jada ei koondu, siis nimetatakse teda hajuvaks.

Lause 1. Koonduva jada mistahes osajada koondub samaks piirelemendiks.
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Toestuseks margime, et kui x, — x, st. p(x,,x) — 0, siis p (x4, x) - 0 (sest koonduva
n n

arvjada osajada koondub samaks piirvédrtuseks); seega x, . O

Lause 2. Koonduuva jada piirelement on ainus.

Toestus. Kui x, — xja x, — y, st. p(xn, x) — 0ja p(x,,y) — 0, siis

p(xy) < p(x,2n) +p(xn,y) = p(xn, x) + p(xn,y) — 0,
seega p(x,y) < 0. Jarelikult p(x,y) = 0ehk x = y. O
Lause 3. Kaugus on pidev jirgmises mottes: kui x, — x ja y, — vy, siis p(xXn, Yn) — p(X,y).

Toestus. On ilmne, kui kasutada nelinurga vorratust

lo(xn,y) —p(x,y)| < p(xn, %) + p(Yn,y)- O

Erijuhuna saame lausest [3| kauguse pidevuse tihe argumendi jargi: kui x, — x, siis
p(xn,y) — p(x,y). Pohjenduseks tarvitseb vaadelda lauses [3] konstantsest jada, kus y, = y
iga n korral.

1.3 Meetriliste ruumide naiteid
(konkreetsed meetrilised ruumid)

Me asume vaatlema meetriliste ruumide néiteid, mis oma mitmekesisusega illustreerivad
meetrilise ruumis méiste suurt tildisust ja mille tundmine aitab paremini mdista jargnevas esi-
tamisele tulevat teooriat. Samal ajal on need konkreetsed meetrilised ruumid tidhtsad uurimis-
objektid ja vahendid mitmesuguste teoreetiliste probleemide lahendamisel. Nédidete esitamisel
iseloomustame ka jada koonduvust vaadeldavas meetrilises ruumis.

1. Reaalarvude hulk R ja kompleksarvude hulk C on meetrilised ruumid kaugusega
p(x,y) = |x —y| (absoluutvdirtus vdi moodul arvude x ja y vahest). Meetrika aksioomid on
absoluutvadrtuse voi mooduli tuntud omadused.

Koondumine x, — x (st. |x, — x| — 0) tdhendab tavalist arvjada koondumist.

Kuna meetrilise ruumi iga osahulk on meetriline ruum, kui temas séilitada elementide va-
heline kaugus, siis on néiteks 16ik [4, b] voi ratsionaalarvude hulk Q, varustatult ruumi R kau-
gusega, meetrilised ruumid. Edaspidi tahistagu K ruumi R vi ruumi C.

2. Olgu X suvaline hulk. Defineerime kauguse

[ 1, kuix#y,
p(x,y)—{ 0, kuix=y.

Meetrika aksioomide [1°| ja 2°| kehtivus on ilmne. Uurime kolmnurga vorratust p(x,y) <
p(x,z) + p(z,y). Kui x = y, siis vorratus kehtib. Kui aga x # y, siis vorratuse vasakul poo-
lel on p(x,y) = 1. Samal ajal x # z vdiy # z (sestkuix = zjay = z, siis x = y), st. p(x,2) =1
voi p(z,y) = 1. Seega ka sellel juhul vorratus kehtib.

Vaadeldavat ruumi nimetatakse diskreetseks meetriliseks ruumiks.

Lause. Diskreetses meetrilises ruumis koonduvad ainult statsionaarsed jadad.
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Toestus. Olgu x, — x, st. p(x,,x) — 0. Votame ¢ = 1 (voib vdtta 0 < e < 1). Siis leidub N
nii, et kui n > N, siis p(x,,x) =0, st. x, = x, kuin > N. O

Diskreetne meetrika antud hulgas X on darmuslik selles mottes, et ta on tugevaim véima-
like meetrikate seas: ta seab jadade koonduvuseks koige tugevama tingimuse —jadade statsio-
naarsuse; meenutame, et statsionaarsed jadad koonduvad igas meetrikas. Seega on ruumi X
elementidest moodustatud koonduvate jadade hulk minimaalne just diskreetse meetrika kor-
ral. Taolist diskreetse meetrika ddrmuslikkust on kasulik meeles pidada nditeks kontrandidete
konstrueerimisel.

Alljargnevas vaatleme kolme olulist nédidete riihma — n-komponendiliste vektorite ruume,
jadaruume ja funktsionaalruume.

3. Olgu X = {(¢1,...,8n) : ¢k € K} koigi n-komponendiliste vektorite hulk. Tahistame
hulga X elemente x = (G1,...,8un), ¥ = (1,--.,1n), 2 = ({1,...,{n). Meenutame, et x = y
tdhendab seda, et = 1, k = 1,...,n. Vaadeldavas hulgas X on olemas mitu tildkasutatavat
vodimalust kauguse defineerimiseks, vastavalt erinevad ka ruumide tdhised.

1) Ruumis m,, defineeritakse kaugus

p(x,y) = max g — 1.

1<k<n

Aksioomide [1°|ja[2”| kehtivuse kontroll on vahetu. Peatume kolmnurga vorratusel. Iga indeksi
k korral

Sk —ml = 18k — Tk + 0k — il <
S8k = Gkl + 10k — mil <
< p(xz) +p(zy).
Leides vasakul maksimumi k jargi, saame
pry) < p(x,2) +p(z,y)-
2) Olgu 1 < p < co. Ruumis ﬁ’;, defineeritakse kaugus

1

p(x,y) = (i |8k Wk’p> §

k=1

n
Oluliste erijuhtudena mérgime ruume ¢f, kus p(x,y) = Y_ |& — k|, ja 03, kus p(x,y) =
k=1

n 2
<Z |&% — 17k|2 . Viimast ruumi tdhistatakse ka R” voi C" (iildiselt K”). Ruumi R” nimeta-
k=1

takse n-maootmeliseks eukleidiliseks ruumiks.

Kauguse aksioomide a kehtivuse kontrollimine ei valmista raskusi. Ruumis ¢7 jarel-
dub kolmnurga vdorratus [3°| vahetult absoluutvdartuse vdi mooduli omadustest. Uldjuhul on
aga aksioomi [3°|kehtivuse tdestamine keerulisem. Selle juurde jargnevalt asumegi.

Lemma (Holderi vorratus). Kuiag, by € K, k=1,...,n,jal < p < oo ning arv q on midratud
_ 1 1 g o
vordusega — + 6 =1, siis kehtib vorratus

1 1

n n P n q
Y |aghy| < (Z |‘1k|p> (Z |bk|q> :
=1 =1 =1
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1t 1/ -1
Toestus. Vaatleme funktsiooni ¢(t) = t7 — P t > 0. Siis ¢'(t) = » <t i — 1) ning ¢’ (t) >

0,kui0 <t < 1,ja¢'(t) <0, kuit > 1. Seeparast ¢(t) < ¢(1), t > 0, mis annab vdrratuse

1t 1 1
th——<1—=-==
p P q
ehk ,
1
Py
p 4
al
Kuiniitid a,b > 0, siis t = 7 korral saame vorratuse
P
<+ L, (1)
p q
mis kehtib ka siis, kuia = 0véi b = 0.
Margime, et Holderi vorratus on ilmne, kuiay = 0,k =1,...,1n,voi by =0,k =1,...,n.
Seepdrast vaatleme vastupidist olukorda ning vdotame vorratuses
b
N B (N
n r n q
Y lal? L
k=1 k=1
Indeksi k vaidrtustel 1,. .., n saadud vorratused summeerime, mille tulemusena
n
Y lagby]
k=1 < 1 ]

1 1
1 1 -+
n 2 n q 14 q
)y |“k|p> Y ol
k=1 k=1

Lemma (Minkowski vorratus). Kuiag, by € K, k=1,...,n,jal < p < oo, siis kehtib vorratus

n ’ n 7 " #
Yolae+b? | <X Ial? ] + | X Il” ) -
=1 =1 =1

Toestus. Kui p = 1, siis on Minkowski vorratus vahetu jareldus absoluutvaartuse véi moo-
duli tuntud omadustest. Seepérast olgu p > 1. Lahtudes vorratustest

g+ bel” = g+ bl |+ 0P <
-1 -1
< |€lk||€lk+bk‘p +|kaak—0—bk|p ,k=1,...,n,

saame nende liitmisel ja Holderi vorratuse abil

n n n
Yo lag+ 0P <Y o] fag + B[P+ Y (B Jag +BiP T <
k=1 k=1 k=1
1 1
n 12 n 71) q
< (ZWP) (Zlﬂkerqu(p ) +
=1 =1

" 5/ ;
+ (Z |bk|p> (Z ﬂk+bk|q(pl)> :
=1 =1
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Kui Z |la + bi|” = 0, siis Minkowski vérratus muidugi kehtib. Kui aga Z |lag + bx|P > 0, siis
k=1
arvestame seost q(p — 1) = p ning peale viimase vorratuse jagamist avaldlsega

. 7
<Z |ax + bk|p>
k=1

jouame Minkowski vorratuseni. O

Poordume niitid tagasi kolmnurga vorratuse juurde ruumis £;. Tema toestamiseks tarvitseb
votta Minkowski vorratuses ax = Cx — (x ja by = (x — 1k, sest siis ay + by = ¢y — 1.

Ulesanne. Niidata, et

1
n Z
lim —ml’ | = max :
Jim, <k_21|é‘k Tkl > max |G — 1
Ulesandes esitatud tulemuse pohjal on kaugus ruumis 1, ruumide ¢, kauguste piirjuht,
seepérast on digustatud monikord kasutatav tahistus m, = £,.
Antud punktis vaadeldud ruumides elementide jada x,, = (¢7',..., &), m =1,2,..., koon-
dumine elemendiks x = ({1,...,8u) (st. p(xm, x) — 0) on samavéddrne sellega, et ' — Cy,
m m

k = 1,...,n. Oeldakse ka, et koondumine on samaviirne komponentide ehk koordinaatide
koondumisega. See vdide on lihtsalt jareldatav vorratustest

16k — Gkl < max |G — G| < (Z ICIZ”—CkIP>
k=1

1<k<

4. Kaiesolevas punktis vaatleme nn. jadaruume, kus meetrilise ruumi X elementideks on
arvjadad (&) = (Ck)re1, ¢k € K. Tahistame ruumi X elemente x = (), ¥y = (7x), z = ({k)-
Vordus x = y tdhendab seda, et § = 1 igak = 1,2,... korral.

1) Tokestatud jadade ruum m on hulgana kirjeldatav jargmiselt:

= {(Ck) 0k € ]I(/SI;P|§k| < 00},

st. x = ({x) € m parajasti siis, kui leidub arv M, mis v&ib soltuda elemendist x, nii, et |&x| < M,
k=1,2,.... Ruumis m defineeritakse kaugus vordusega

p(x,y) = SL;PEk — k|-

Sellise definitsiooniga seatakse elemendipaarile x,y vastavusse reaalarv, sest kui x,y € m, siis
leiduvad arvud M ja N nii, et |Cx| < Mja || < N,k =1,2,...,ning |Gk — 1| < [Ck| + |1x] <
M+ N, seega sup | — x| < M+ N.

k

Kauguse aksioomide kehtivuse kontroll ruumis m on pdhimdtteliselt samasugune nagu
ruumis m;,.
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Kui x, = (&)1, n =1,2,... jax = (), siis koondumine x, — x on samavéarne sellega,
et sup |} — x| — 0, mis omakorda on viljendatav jargmiselt:
k n

Ve>0 3N, |f}—Cl <e,n>N,k=12,....

Niisiis, koondumine ruumis m tdhendab koordinaatide tihtlast koondumist.
Margime, et kasutatakse ka tdhistust m = (.
2) Koonduvate jadade ruum c on hulk

= {(Ck) ek, Hh,{n‘:k € IK}.
Koonduv jada on tokestatud, st. ¢ C m. Kaugus ruumis ¢ defineeritakse nagu ruumis m. Seega

on ruum ¢ ruumi m alamruum.
3) Nulliks koonduvate jadade ruum co on hulk

co = {(Ck)ifka]K, lilgn("fk—o}-

Kaugus ruumis cy defineeritakse nagu ruumis m. On selge, et cp C ¢ C m, kusjuures on tegemist
tiksteise alamruumidega.
4) Olgu 1 < p < 0. Ruum £, on hulk

by = {(Ck)ifka]K/ Z|§k|p<°°},
=

milles kaugus defineeritakse vordusega

p(xy) = <i |Ck—’7k|p> p
=

Kauguse definitsioonis esineva rea koonduvuse pohjendame Minkowski vorratuse abil. Kuna

n 7 " 7 " 7
(Zék—ﬂk|p> < (Z|§k|p> +<Z|’7k|p> <
= =1 =
0 5 o b
< (Z |§k|p> + (Z |17k!p> < oo,
k=1 k=1

siis osasummade jada 2 | — mx|”, n =1,2,..., on tdkestatud ning rida koondub.

Kauguse akswormde u ja 2°] kehtivus on niha vahetult. Kolmnurga vorratuse pohjenda-
miseks saame, kasutades kolmnurga vorratust ruumis £},

n 7 " 7 n 5
<Z|Ck—77k|p> < (Zlék—5k|p> +<Z|Ck—f7k|p> <
k=1 k=1 k=1
00 % 00 %
< <Z|Ck—5k|p> + <Z|Ck—’7k|p> =
k=1 =1

= p(x,z)+p(zy),



8 PEATUKK 1. MEETRILISED RUUMID

misjédrel votame vasakul piirvddrtuse protsessis n — oo.
Mirgime toestuseta, et kui x, = (¢ )peq, n = 1,2,...,ja x = ({x), siis koondumine x,, — x
n

ruumis £, on samavéarne jargmiste tingimuste samaaegse tdidetusega:

1) ¢} — ¢, k=1,2,... (koordinaatide koondumine),

2) Ve>0 3K, Y |[&|F<en=1,2,... (read )_ |Z}|" koonduvad iihtlaselt 1 suhtes).
k=K +1 k=1

Kehtivad hulgateoreetilised sisalduvused ¢; C £, C £; C cp, kus 1 < p < g < oo, seejuures
siin ei ole tegemist alamruumidega meetriliste ruumide mdttes. Samuti nagu eespool ruumi-

) 2
de ¢}, ja my kauguste vahekorra kohta, saab ka siin toestada, et lim (Z & k|P> = sup |k,
p—o0 = X

k) € , seepdrast on oigustatud monikord kasutatav tahistus ¢y = f«. Ruumide ulgas
(&x) € | €y, seep ig d ikord k hi leo. R ide £, hulg,
p=1
margime tahtsate erijuhtudena ruume ¢4 ja /5.
5) Kaigi arvjadade ruumis s = {(y : ¢ € K)} defineeritakse kaugus

o 1 |Gk — 1kl
xy) =Y ——=f Tk
Py = L T g

A

14 [k — 7]
elemendipaari x, y korral p(x,y) < 1 ruumiss.

Identsus ja stimmeetria aksioomide kehtivuses veendumine ei valmista raskusi. Peatume

,t > 0. Siis ¢/(t) =

Kuna < 1, siis kauguse definitsioonis esinev rida koondub. Paneme tihele, et iga

kolmnurga vorratusel. Vaatleme funktsiooni ¢(t) = > 0,

t
1+t
mistdttu funktsioon ¢ on kasvav. Seepéarast mistahes 4, b € K korral

(1+1¢)2

a+bl  _ a4t a Bl
T+la+bl = 1+|a|+|b]  1+4|a|+1|b]  1+4]a|+|b] =
|| |b|

+—
T+ a] 1+ 1b]

S

mistottu
Gk —mel  _ 18k = Ok + Ck — 7l
1+ [Ck — 1] T+ 18— Qe+ 0k —mel
Sk — Tkl |k — 71k

OGOl TG —ml
< . .1 . e
Saadud vorratusi korrutame teguriga — ja summeerime k = 1,2,... jdargi ning tulemuseks
2k
saamegi kolmnurga vorratuse ruumis s.

Lause. Koondumine x, — x ruumis s on samaviirne koordinaatide koondumisega, st. {}} — Cy,
n
k=1,2,....
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Toestus. Kui x, — x, siis i %M
4 = 2K 1+ |8 — &l

1,2,...,ehk &} — &l —0,k=1,2,....

Eeldame vastupidi, et § — ¢, k = 1,2,.... Olgu &€ > 0 suvaline arv. Valime m nii suure, et
n

n J—
— 0, millest jareldub, et lk M,
! 26148 — &

= 1
) > < % Seejdrel valime N nii, et kui n > N, siis |} — k| < g, k=1,2,... (iga k jaoks
k=m+1
leidub oma N, vGtame neist suurima). Kui ntitid n > N, siis
1o G -al
1+ g e
LIRS Sl N N N 11
ST -Gl S 2T [ G

p(xn, x) =

5. Selles punktis vaatleme funktsioonide ruume ehk nn. funktsionaalruume.
1) Ruum M|a, b] on koigi 16igus [a, b] tokestatud funktsioonide hulk kaugusega

p(x,y) = sup [x(t) —y()].
a<t<b

Nii nagu ruumi m juures saab ka siin ndidata, et sellise definitsiooniga seatakse funktsioo-
nipaarile x, y vastavusse reaalarv. Kauguse aksioomide kontroll on pohimétteliselt sama, mis
ruumis m.

Koondumine x, — x ruumis M[a, b] on funktsioonide jada x, iihtlane koondumine funkt-
siooniks x 16igul [a, b], st. igale arvule ¢ > 0 leidub N nii, et kui n > N, siis |x,(t) — x(t)| < ¢,
t € la,b].

2) Ruum Ca, b] on koigi 16igus [a, b] pidevate funktsioonide hulk, kus kaugus defineeritakse
nagu ruumis M|a, b]. Selline kauguse definitsioon on korrektne, sest teatavasti C[a, b] C M]a, b],
kusjuures ruum C[a,b] on ruumi M(a,b] alamruum. Kuna 16igus pidev funktsioon saavutab
supreemumi, siis voib kirjutada x, y € Cla, b] korral

,Y) = t)—y(t)].
plx,) = max [x(t) = ()
Mirgime, et ruum Cla, b] on iiks tdhtsamaid rakendustes kasutatavaid ruume.
3) Ruum C"[a, b] on kdigi 16igus [a, b] n korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk,

st. C"[a,b] = {x :x e Cla, b]}, kaugusega

) = 1[40 -0,

kus loeme x(¥)(t) = x(t). Ruum C"[a, b] on kiill osahulk ruumis C|a, b], aga mitte alamruum,
sest tema meetrika erineb ruumi C[a, b] meetrikast.

4) Olgu 1 < p < oco. Ruum Ly(a,b) on koigi funktsioonide x = x(t) hulk, mille korral
eksisteerib 18plik Lebesque’i integraal

b
| (o7 a,
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kaugusega

(/u wol

Vordus x = y tdhendab ruumis L,(a, b) seda, et x(t) = y(t) peaaegu koikjal 1digus [a, b].

Identsuse aksioom on siin tdidetud just seet6ttu, et me samastame peaaegu koikjal tihtivad
funktsioonid (seega Ly(a,b) elementideks on peaaegu kdikjal iihtivate funktswomde klassid).
Kolmnurga vorratuse toestamiseks ruumis Ly (a,b) lahtume vorratusest (1) ja ruumi £, juhuga
analoogiliste ideede abil jouame Holderi vorratuse integraalkujuni

[ wtwora< ([isora) ([ wora)’

millest omakorda saame Minkowski vorratuse integraalkuju

(o |*’dt) (/f|x<t>|”dt)’l’+(/f |y<t>|ﬂdt);

Sellest jareldub aga vahetult kolmnurga vorratus ruumi Ly (a, b) kauguse jaoks. Samuti tuleneb
viimasest vorratusest kauguse definitsiooni korrektsus, st. p(x,y) € Riga x,y € Ly(a,b) korral.

Téahtsate erjjuhtudena méirgime integreeruvate funktsioonide ruumi Ly (a,b), mida tahista-
takse ka L(a,b), ja integreeruva ruuduga funktsioonide ruumi L;(a,b). Koondumist ruumis

L1(a,b) nimetatakse keskmiseks koondumiseks (st. / |x(t) —y(t)|dt — 0), koondumist ruumis
a

b
Ly(a,b) aga ruutkeskmiseks koondumiseks (/ |x(t) — y()[>dt — 0).
a

Jargmise niite tarvis meenutame, et 16igul [4, b] médratud funktsiooni x nimetatakse abso-
luutselt pidevaks, kui iga arvu e > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et mistahes omavahel mitteldikuvate

n
vahemike stisteemi (a;,b;) C [a,b],i = 1,...,n, n € IN, puhul tingimusest Z(bi —a;) < 6
i=1
n
jareldub, et ) |x(b;) — x(a;)| < . Absoluutselt pidev funktsioon x on diferentseeruv peaaegu
i=1
koikjal 18igus [a, b] ning tema tuletis x' € L(a, b)
5 0lgul < p < wjan € N. Ruum W"(a b) on koigi funktsioonide x hulk, mille korral

x("=1) on absoluutselt pidev 15igus [a, b] ja x( " e Ly(a,b), kaugusega

me=(i
k=04

Ruumi Wy (a, b) nimetatakse Sobolevi ruumiks.

1
b P
0(p) y(k)(t)‘pdt> |

Identsuse aksioomi kontrollimiseks paneme tihele, et kui p(x,y) = 0, siis vordus x = y

jareldub funktsiooni x — y pidevuse tdttu juba sellest, et / |x(t) — y(t)|" dt = 0. Kolmnur-
a

ga vorratuse pohjendamiseks ruumis Wy (a, b) kasutame kolmnurga vorratust ruumis Ly (a, b)
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ning Minkowski vorratust, saades

p(xy) = (Z/ﬂb

O\
() —y® )| at) <
k=0

< (Eo (/b x<k>(t)—z<k>(t)\”dt>’l’ +
+(Prma-maray) )
- A\
< (kzo /u x4 (1) —209(p)| dt) +

P

29t - y<k><t>y*’dt> _

n b
+ <k§/a
= p(x,z)+p(zy).

Lopetuseks margime, et vaadeldud kolme nédidete rithma ruumide puhul kasutatakse mois-
teid ,reaalne ruum” ja ,kompleksne ruum”. Niiteks radgitakse reaalsest ruumist C[a, b], kui
vaadeldakse reaalarvuliste vddrtustega funktsioone, ning komplekssest ruumist Cla, b], kui vaa-
deldakse kompleksarvuliste vaartustega funktsioone.

1.4 Hulgad meetrilistes ruumides

1. Kerad. Lahtised ja kinnised hulgad. Olgu X meetriline ruum.
Definitsioon. Olgua € Xjar > 0. Hulka

B(a,r) ={x e X:p(x,a) <r}

nimetatakse lahtiseks keraks ning hulka

B(a,r) ={x e X:p(x,a) <r}
kinniseks keraks. Elementi a nimetatakse kera keskpunktiks ja arvu r raadiuseks.
Niited. 1. Kui X = R =m; = Kllg (viimased kaks ruumi reaalsed), siis B(a,r) = {x : |[x —a| <
rt=(a—r,a+r)jaBlar)=[a—ra+r].
2Kui X =C =my = E;, (viimased kaks ruumi kompleks-

sed), siis B(a,r) = {x € C: |[x—a| < r}jaB(a,r) = {x € C:
|x —a| <r}.

3. Reaalses ruumis my, kui a = (ay,ay), siis B(a,r) =
{(61,82) : max{|C1 —m|,|G2 —an|} <7} =
{(61,62) + |61 —m| <7 [G2 —az| <7}

Ulesanne. Kirjeldada kerasid (teha joonised) reaalsetes ruumides f%,ﬂz,ﬂé, p>2
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4. Ruumis C[a, b] koosneb kera B(a,r) =
{x € Cla,b] : max |x(t) —a(t)] < r} 16igul [a, b] médratud pi-
a<

tx

devatest funktsioonidest, mille graafikud paiknevad viirutatud
ribas.

Ulesanne. Kirjeldada kerasid B(a, 1) ja B(a,1) diskreetses
meetrilises ruumis.

Vahetult definitsioonist jareldub
Lause. Kuiry < ry,siis B(a,r1) C B(a,r2) ja B(a,r1) C B(a,r2).

Ulesanne. Leida naide meetrilisest ruumist, milles leiduvad kerad B(a, ;) ja B(a,r2) nii, et
B(a,r1) C B(a,rp),agary > 1.

Definitsioon. Punktia € X iimbruseks nimetatakse suvalist hulka U C X, mille puhul leidub
lahtine kera B(a, r) (teisiti eldes, leidub r > 0) nii, et B(a,r) C U.

B Punkti aﬁiimbrusteks on néiteks koik lahtised kerad B(a,r), r > 0, aga ka kinnised kerad
B(a,r), sest B(a,r) D B(a,r).

Definitsioon. Hulka G C X nimetatakse lahtiseks, kui hulga G igale punktile leidub teda
tumbritev lahtine kera, mis sisaldab hulgas G.

Vahetult definitsioonist tuleneb

Lause. Hulk G on lahtine parajasti siis, kui hulga G igal punktil leidub iimbrus, mis sisaldub hulgas
G.

Lause. Lahtine kera on lahtine hulk.

Toestus. Vaatleme kera B(a,r) suvalist punkti b, siis p(b,a) < r.Olgur; = r — p(b,a). Kui
x € B(b, 1), st. p(x,b) < rq, siis

p(x,a) < p(x,b) +p(ba) <ri+p(ba)=r,
seega x € B(a,r), millega oleme ndidanud, et B(b,r1) C B(a,r). O

Definitsioon. Hulga A punkti 2 nimetatakse hulga A sisepunktiks, kui punktil a leidub timb-
rus, mis sisaldub hulgas A.

Jareldus. Hulk on lahtine parajasti siis, kui koik tema punktid on sisepunktid.

Esitame jargnevas lahtiste hulkade pohilisi omadusi.

Lause 1. Hulgad @ ja X on lahtised.

Toestus. Madrgime, et kui mingi punkt nendes hulkades sisaldub, siis ta on sisepunkt. O
Lause 2. Mistahes hulga lahtiste hulkade ithend on lahtine.

Toestus. Olgu hulgad G, lahtised. Valime vabalt x € U G,. Siis leidub selline indeks ay, et
44
x € Gy,. Hulk G4, on lahtine, mistdttu leidub B(x,r) C G, . Siis aga B(x,r) C U Gy, millega
14

oleme ndidanud, et x on hulga | | G, sisepunkt. Seega | J G, on lahtine. O
o o
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Lause 3. Lopliku hulga lahtiste hulkade iihisosa on lahtine.

n
Toestus. Olgu hulgad G;, i = 1,...,n, lahtised. Valime vabalt x € ﬂ G, siisx € G;, 1 =
i=1
1,...,n. Hulkade G; lahtisuse tottu leiduvad kerad B(x,7;) C G;. Olgur = min{ry,...,7,}; on
n

selge, et r > 0. Seejuures B(x,r) C B(x,t;) C G;,i = 1,...,n, mistdttu B(x,r) C ﬂ G;. Hulga
i=1

n
ﬂ G; lahtisus on ndidatud. O
i=1

Uldiselt ei saa viita, et Ispmatu hulga lahtiste hulkade iihisosa oleks lahtine. Naiteks ruumis

R, kus vahemikud on lahtised hulgad, ﬂ (—111, 111> = {0}, aga hulk {0} ei ole lahtine, sest
i=1

B(0,r) ¢ {0} mitte ithegi arvu r > 0 korral.

Ulesanne. Tdestada lauset @ kasutades, et diskreetses meetrilises ruumis on kéik hulgad
lahtised.

Definitsioon. Ruumi X punkti nimetatakse hulga A C X rajapunktiks, kui tema iga timbrus
sisaldab nii hulga A punkte kui ka tema tdiendhulga X \ A punkte.

Jareldus 1. Hulkade A ja X \ A rajapunktid iihtivad.
Jareldus 2. Kuia € A, siis a on kas hulga A sisepunkt v0i tema rajapunkt.

Toestus. Mdrgime, et kui a € A ei ole hulga A sisepunkt, siis punkti a iga timbrus sisaldab
X'\ A punkte. O

Niide. Kui X = R?, siis kera B(a, r) rajapunktid on sellised punktid x € R?,
kus p(x,a) = r. Igas sellisele punktile x valitud timbruses on kera B(x, ¢), mis
sisaldab hulkade B(a,r) ja R?\ B(a, r) punkte.

Ulesanne. Leida naide meetrilisest ruumist, tema kerast B(a, r) ja punktist x nii, et o(x,a) =
r, kuid x ei ole kera B(a, r) rajapunkt.

Definitsioon. Hulka nimetatakse kinniseks, kui ta sisaldab kdik oma rajapunktid.
Teoreem. Hulk on kinnine parajasti siis, kui tema tiiend on lahtine.

Toestus. 1) Olgu hulk A kinnine. Vaatleme suvalist punkti x € X \ A. See punkt saab olla
hulgale X \ A sise- voi rajapunkt. Oletame, et ta on rajapunkt. Siis on ta rajapunkt ka hulgale
A ja A kinnisuse tdttu x € A. Vastuolu sisalduvusega x € X\ A iitleb, et x on hulgale X \ A
sisepunkt. Seega X \ A on lahtine.

2) Olgu hulk X \ A lahtine. Vaatleme hulga A rajapunkti x. Kui oletada, et x ¢ A, siis x €
X\ Aja X\ A lahtisuse tottu leidub B(x,r) C X\ A, st. x ei ole rajapunkt hulgale A. Saadud
vastuolu tottu x € A, millega on ndidatud hulga A kinnisus. O

Kinniste hulkade pdhiomadusi védljendavad jargmised laused.
Lause 4. Hulgad @ ja X on kinnised.

Lause 5. Mistahes hulga kinniste hulkade iihisosa on kinnine.
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Lause 6. Lopliku hulga kinniste hulkade iihend on kinnine.

Laused [dHojarelduvad lausetest dsjatdestatud teoreemist ja hulgateoreetilistest vérdus-
test

X\ (UA,X> = (X\ As),

o

o

X\@Aa) = U X\ Ay).

Leidub hulki, mis ei ole ei lahtised ega kinnised, nditeks poolldik (0,1] ruumis R. Enamasti
kasutatakse jargmist jadade keeles véljendatavat hulga kinnisuse tunnust.

Teoreem. Hulk meetrilises ruumis on kinnine parajasti siis, kui iga tema elementidest moodustatud
koonduva jada piirelement kuulub sellesse hulka.

Toestus. 1) Olgu hulk A kinnine. Olgu x, — x, x, € A. Kui oletada, et x € X\ A, siis
hulga X \ A lahtisuse tottu leidub kera B(x,r) C X\ A. Teiselt poolt, koondumise p(x;,, x) — 0
tottu leidub N nii, et kui n > N, siis p(x,, x) < r ehk x, € B(x,r) C X\ A, mis on vastuolus
sisalduvusega x, € A. Seepérast x € A.

1
2) Olgu x hulga A rajapunkt. Siis iga n € IN korral B(x, ;) sisaldab A punkte. Valime x,, €

1 1
B(x, E) N A. Sellega oleme saanud, et p(x,, x) < P 0, st. x;, — x. Kuna samal ajal x,, € A,

siis x € A. Jarelikult on ndidatud, et A on kinnine. O
Jareldus 1. Kinnine kera on kinnine hulk.

Tdestus. Olgu x, — x, kusjuures x, € B(a,r), st. p(xy,a) < r. Kauguse pidevuse tottu
p(xn,a) — p(x,a) seega p(x,a) < r, mis titleb, et x € B(a,r). O

Analoogiliselt tdestatakse

Jareldus 2. Sfiir S(a,r) = {x € X : p(x,a) = r} on kinnine hulk.

Ulesanne. Toestada, et iihepunktiline hulk on kinnine ning jareldada sellest, et mistahes
16plik hulk on kinnine.

2. Hulga sisemus, raja ja sulund. Olgu A meetrilise ruumi X osahulk.

Definitsioon. Hulga A sisemuseks nimetatakse hulga A sisepunktide hulka, sisemust tdhis-
tatakse A° (ka intA).

Definitsioon. Hulga A rajaks nimetatakse hulga A rajapunktide hulka, raja tahistatakse 0 A.

Definitsioon. Hulga A sulundiks nimetatakse hulga A ja tema raja dA iihendit, sulundit
tahistatakse A.

Ulesanne. Toestada, et kui A C X, siis A° = X\ X\ A.

Ulesanne. Leida ndide meetrilisest ruumist ja tema kerast B(a, r) nii, et B(a,r) # B(a,r).

Teoreem. Hulk on kinnine parajasti siis, kui ta iihtib oma sulundiga.
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Toestuseks margime, et hulga A kinnisus on samavéérne sisalduvusega dA C A, mis aga
vorduse A = A U JdA tottu on samavéddrne sellega, et A = A. O

Hulga sulundit meetrilises ruumis kirjeldab jargmine

Teoreem. Kui A C X ja x € X, siis jargmised tingimused on samavidirsed:

1) x € A;

2) dyn €A yn — x;

3) Ve>0 3JyeAplxy) <e

Toestus. 1) = 2).Olgux € A = AUJA. Kui x € A, siis voib véttay, = x, n € N. Kui aga
X € A, siisiga n € IN korral leidub y, € B (x, Tll) N A.Kuna p(yu, x) < %, siis y, — x.

2) = 3).Kunay, — x, y, € A, siis suvalisele arvule ¢ > 0 leidub N nii, et p(yn, x) < &.
Ning elemendiks y sobib yy.

3) = 1). Kui oletada, et x ¢ A, siis x € X\ A jax & A ning seepérast leidub ¢ > 0 nii, et
kera B(x, ¢) ei sisalda hulga A elemente, mis on aga vastuolus tingimusega 3). O

Jareldus 1. Hulga sulund on kinnine hulk.
Toestus. Kasutame hulga kinnisuse tunnust jadade keeles. Olgu x, € Aja x,, — x. Naitame,

et x € A. Tingimuse 3) kohaselt leiduvad elemendid y, € A nii, et p(x,, y») < % Kuna

p(Yn,x) < p(Yn, xn) +p(xn,x) =0,
siis y, — x ning implikatsiooni 2) = 1) tdttu x € A. O
Kuna hulga sulund on kinnine ja kinnine hulk iihtib oma sulundiga, siis kehtib
Jareldus 2. A = A.
Samavéarsusele 1) < 2) toetudes on ilmne
Jareldus 3 (sulundi monotoonsus). Olgu A,B C X. Kui A C B, siis A CB.
Jareldus 4 (sulundi aditiivsus). Olgu A,B C X. Siis AUB = AUB.
Téestus. Kuna A,B C AU B, siis A, B C A U B. Jarelikult
AUBC AUB.

Teiselt poolt, AUB C AUB, mistdttu AUB C AUB. Kuid AUB = AU B, sest kinniste
hulkade A ja B iihend on kinnine. Seega ka

AUBC AUB. O
Ulesanne. Tdestada vordust A° = X \ X \ A kasutades, et
1) A° on lahtine;
2) (A%)° =A%
3) kui A C B, siis A° C B%;
4) (AUB)° = A°UB".
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1.5 Separaablid meetrilised ruumid

Olgu X meetriline ruum.

Definitsioon. Oeldakse, et hulk A C X on kdikjal tihe (ehk koikjal tihe ruumis X), kui A = X.
Eelmises paragrahvis tdestatud teoreemist, mis kirjeldab hulga sulundit, jareldub vahetult
Lause. Kui A C X, siis jirgmised viited on samavdirsed:

1) A on koikjal tihe;

2)VxeX Fyn €A yn—x;

3) Vxe X, Ve>0 FJye A plxry) <e

Definitsioon. Meetrilist ruumi nimetatakse separaabliks, kui temas leidub kdikjal tihe tilimalt
loenduv hulk.

Separaablid ruumid on olulised matemaatika rakenduslikes harudes.

Jargnevas peatume konkreetsete ruumide separaablusel.

Ruumid 1, ja £}, on separaablid, kusjuures kéikjal tihedaks loenduvaks hulgaks A vib vot-
ta koigi ratsionaalsete komponentidega vektorite hulga. Tapsemalt, kui on tegemist reaalsete
ruumidega, siis A = {(#1,...,1n) : x € Q}, komplekssel juhul aga A = {(171,...,1u) : x =
ar + 1Bk, ag, Br € Q}. Nende hulkade A koikjal tihedus ruumides m,, ja EZ uldistab matemaati-
lise analiitisi kursusest tuntud vordust Q = R.

Jadaruumidest, mida vaatlesime, pole separaabel iiksnes tokestatud jadade ruum m.

Naitame, et ruum /; on separaabel. Koigepealt miargime, et hulgad A, =

{71, 1, 0,...) 1 € Q (VOL g = ag + 1Bk, k., P € Q)} on loenduvad. Seega ka hulk

A = |J Ay on loenduv. Valime vabalt x = () € ¢, ja ¢ > 0. Olgu arv n selline, et

n=1

1
3 P ENP Tani _ n (v AN
Z &P < <2> . Téhistame x, = ({1,...,8x,0,...). Siis p(x, x,) ( 2 1€k ) < 5

k=n+1 k=n+1

n r
Seejdrel valime y = (11,...,74,0,...) € A, C Anii, et p(x,,y) = (Z |§k—17k|p> < ;
k=1

Kuna p(x,y) < p(x,x1) + p(xn,y) < ¢, siis A on koikjal tihe ruumis /.

Sama mottekdiguga saab tdestada, et ka ruumid cy, ¢ ja s on separaablid.

Tdestame, et ruum m ei ole separaabel. Oletame vastuviiteliselt, et m on separaabel. Olgu
A = {yn};-; temas koikjal tihe hulk. Valime arvu € > 0 nii, et 2e < 1. Siis iga element x € m

satub vidhemalt iihte kerasse B(yy, ¢), st. m = U B(yn, €). Vaatleme niitid ruumi m elemente
n=1

x = (), kus ¢ = 0 voi § = 1. Niisuguseid omavahel erinevaid elemente on mitteloenduv

hulk. Seepérast satub vihemalt iihte kerasse B(yy,, €) kaks elementi x1, x, sellest hulgast. Uhelt

poolt p(x1,x2) = 1, teiselt poolt p(x1,x2) < p(x1,Yny) + P(Yny, x2) < 2¢ < 1, millega oleme

joudnud vastuoluni.

Mairgime toestuseta, et funktsionaalruumidest, mida vaatlesime, pole separaabel ainult
ruum Mla, b]. Ulejasnud ruumid Cla, b], C"[a,b], Ly(a,b) ja Wy (a,b), 1 < p < oo, on sepa-
raablid. Naiteks saab Weierstrassi lihendusteoreemile toetudes tisna lihtsalt tdestada, et ruumis
Cla, b] on koikjal tihedaks loenduvaks hulgaks ratsionaalsete kordajatega poliinoomide hulk

{§0+€1t+"'+€ntn:nzolll"'/ gkeQ}'
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Ulesanne. Niidata, et diskreetne meetriline ruum on separaabel parajasti siis, kui tema ele-
mentide hulk on tilimalt loenduw.

Ulesanne. Téestada, et separaabli ruumi alamruum on separaabel.

1.6 Taielikud meetrilised ruumid

Téielikkus on meetrilise ruumi {iks olulisemaid omadusi. Paljud funktsionaalanaliitisi fun-
damentaalsed tulemused kehtivad just tdielikes ruumides

Definitsioon. Meetrilise ruumi elementide jada x,, nimetatakse Cauchy jadaks ehk fundamen-
taaljadaks, kui p (xp, x,n) — 0 protsessis n,m — oo, st. iga arvu € > 0 korral leidub N nii, et kui
n,m > N, siis p (Xn, Xp) < €. Jada fundamentaalsust saab viljendada ka jargmiselt: igale arvule
€ > 0leidub N nii, et kuin > N, siis p (xn,xn+p) <eigap=1,2,... korral.

Arvjada x, puhul tdhendab fundamentaalsus seda, et |x, — x| — 0, kui n,m — oo. See-
ga arvjadade korral Cauchy jada on just niisugune jada, mis rahuldab Cauchy kriteeriumi, st.
koonduv jada. Uldisel juhul kehtib

Lause. Iga koonduv jada on Cauchy jada.

Toestus. Olgu x, — x, st. p (x4, x) — 0. Kuna p (x5, x) < p(xn,x) +p (x, %) — 0, kui
n,m — oo, siis ka p (x,,, x,,) — 0 protsessis n, m — oo. O

Definitsioon. Meetrilist ruumi nimetatakse tdielikuks, kui temas iga Cauchy jada koondub.

Kuna reaalarvude ruumis R iga Cauchy jada koondub, siis on R taielik.

Vaatleme ratsionaalarvude ruumi Q tavalise kaugusega (st. vaatleme ruumi Q kui ruumi
R alamruumi). Valime x, € Q nii, et x, — 7 (st. |x, — 7t| — 0). Siis x, on Cauchy jada (ta
koondub ruumis R), aga ta ei koondu ruumis Q, sest 7t ¢ Q. Seega ei ole ruum Q téielik.

V&ib delda, et jada fundamentaalsus on jada sisemine omadus, jada koonduvus on aga seo-
tud tingimata mingi kindla ruumiga.

Ulesanne. Niidata, et kui fundamentaaljada x, mingi osajada koondub elemendiks x, siis
ka jada x, koondub samaks elemendiks x.

Teoreem. Meetrilise ruumi tiielik alamruum on kinnine. Tiieliku meetrilise ruumi kinnine alam-
ruum on tiielik.

Toestus. 1) Olgu A meetrilise ruumi taielik alamruum. Vaatleme jada x, € A, x;, — x. Kuna
x, on Cauchy jada ruumis A, siis ta koondub ruumis A. Seega x € A.

2) Olgu X taielik meetriline ruum ja A tema kinnine alamruum. Vaatleme Cauchy jada x,, €
A. Jada x;; koondub ruumis X. Kuna A on kinnine, siis jada x, piirelement kuulub alamruumi
A. Seega koondub x, ruumis A. Niisiis, ruum A on téielik. O

Eespool (alaptk. vaadeldud konkreetsed ruumid on kéik tédielikud. Toestame jargnevas
nendest monede téielikkuse.

Vaatleme ruume m, ja Z’;,. Olgu x,, = (&1",...,¢y), m = 1,2,..., Cauchy jada. Nendes
ruumides | — &| < p(xm, xx) — 0, kui m,k — co. Seega koordinaatide jadad (&/")>_,,

i = 1,...,n, on Cauchy arvjadad, mis koonduvad, st. ¢’ 7@-. Ruumides m, ja ¢ on aga

koondumine samavéddrne koordinaatide koondumisega, mistdttu

Xm = (ginr/édr?)T(glrrgﬂ)
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Pohimotteliselt samuti saab kontrollida ruumi s tiielikkust, sest ka seal on koondumine sa-
mavadrne koordinaatide koondumisega.
Asume tdestama ruumi m tdielikkust. Olgu x, = (¢, &5, ...) Cauchy jada, st. p (x,, X)) =

sip ICE —Ci'l P 0. Kuna iga fikseeritud k korral |¢} —¢}'| < sip |Ck — Ci'|, siis on jadad

(CZ)ZO:l, k =1,2,..., Cauchy arvjadad, mis koonduvad, st. ¢} — &, k= 1,2,.... Vaatleme

jada x = (&q,&2,...). Néaitame, et x € m ja x, — x ruumis m. Jada x, fundamentaalsuse tdttu
voime Gelda, et vabalt valitud € > 0 korral leidub N nii, et p (x,,, xn) = sup [} — | < & kui
k

n,m > N. Siit jareldame, et [{} — {}'| < &, kuin,m > Njak = 1,2,.... Nendest vorratustest
saame protsessis m — oo (lugedes 7 ja k fikseerituks)

& — &l <ekuin>N,k=12,...,
millest omakorda

sup |¢f — Ck| <& kuin > N. (1)
K

Vorratusest | x| < ‘ék — N ‘ + ’éi\] ‘ saame tingimust H kasutades
sup |Gx| < sup ‘(’,‘k — ff,](\]’ + sup ’ff,](\]’ < 0o,
k k k

sest xy € m, millega on niidatud, et x € m. Uhtlasi véime (1) pohjal véita, et x, — x ruumis m.
Ruumi ¢ tiielikkuse tdestame sel teel, et nditame tema kinnisust ruumis m. Eeldame, et x;,, =

(¢}, ¢5,...) = x = (&,82, ...) ruumis m, kusjuures x, € ¢, n = 1,2,.... Néitame jargnevas, et

x € ¢, st. (&) on koonduv arvjada. Valime vabalt ¢ > 0. Koondumise x,, — x tottu leidub ng nii,

et

k=1,2,....

‘{7{];:0 - gk‘ < P (xn()/x) < %r

Kuna xy,, olles koonduv arvjada, on iihtlasi fundamentaalne, siis leidub N nii, et |£° — &°| <
%’ kuik,I > N. Seega kui k,I > N, siis

&k — &1l < |Gk — &0+ &0 =&+ & =& <e

mis tihendab arvjada x = (§;) fundamentaalsust, jarelikult ka koonduvust.
Ruumi cy téielikkuse pohjendab

Ulesanne. Niidata, et ruum ¢y on kinnine ruumis .

Ruumi M|a, b] tdielikkust saab kontrollida sama tdestusskeemi jargi nagu ruumi m puhul.

Ruumi Cla, b] tdielikkuse tdestamiseks piisab veenduda selles, et ta on kinnine ruumis
M]a, b]. Viimane asjaolu tuleneb aga matemaatilise analiiiisi kursusest tuntud véitest, et 15i-
gus pidevate funktsioonide {iihtlaselt koonduva jada piirfunktsioon on pidev (meenutame, et
koondumine ruumis M|a, b] on just ithtlane koondumine 16igul [a, b]).

Jargnevalt toestame kaks tdielikke meetrilisi ruume iseloomustavat tildist tulemust, mis on
aluseks paljudele fundamentaalsetele vdidetele. Esimese tulemuse ajalooliseks ldhtekohaks on
ruumis R kehtiv Cantori teoreem tiksteisesse sisestatud ldikudest.

Teoreem (teoreem tiksteisesse sisestatud keradest). Meetriline ruum on tiielik parajasti siis, kui
temas iiksteisesse sisestatud kinniste kerade jadas kerade raadiuste nullile lihenemisest jareldub, et neil
keradel on iihine punkt.
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Ulesanne. Niidata, et kerade iihine punkt, millest rddgib teoreem, on ainus.

Teoreemi toestus. 1) Eeldame, et tdielikus meetrilises ruumis on antud kinniste kerade jada
By, = B (an,ry) nii, et By D By D ... jar, — 0. Nditame koigepealt, et keskpunktide jada a,, on
fundamentaalne. Olgu ¢ > 0 suvaline ja N selline, et n > N korral r, < e. Kui ntiid n,m > N
ja nditeks m > n, siis ay, € By C By = B (apn,rn), mistottu p (am,a,) < ry < & kuin,m > N.
Ruumi tidielikkuse tottu voime Gelda, et ay, ——a Naitame, et a € B, igan = 1,2,... korral.

Valime vabalt B,,. Kuna a,,,a,41, -+ € By, 4,1 T aja By, on kinnine, siis a € By,.

2) Vaatleme suvalist fundamentaaljada x,. Meie eesmirgiks on tdestada tema koonduvus.
Selleks tarvitseb jadast x;, eraldada mingi koonduv osajada. Jada x, fundamentaalsuse tottu

1
leidub selline liige x,,,, et p (X, X4,) < 5 n > np korral. Kui on valitud litkmed x,, ..., xy_,,
1
kusjuures n; < np < --- < ng_q, siis leiame x,,, nii, et 7 > n,_q jap (xn,xnk) < > koikide
- 1
n > ny korral. Vaatleme kinniste kerade jada By = B (xnk, 2k—1> ,k=1,2,.... Need kerad on

iiksteisesse sisestatud, sest kui x € By, st. p (x,x5,,,) < o siis p (x, %) < p (%, %,,,) +

1

1 1 1
0 (xnk +1,xnk) < > + > = 1 mistottu x € Byg. Et kerade Bj raadiused 1 ldhenevad

1
nullile, siis on neil keradel ithine punkt x. Seejuures x,, - sest p (xp,, x) < 1 0. O

Teoreemi tingimus, et kerade raadiused ldhenevad nullile, on oluline nagu néitab

Ulesanne. Leida niide taielikust meetrilisest ruumist ja tema tiksteisesse sisestatud kinniste
kerade jadast nii, et nendel keradel puuduks tihine punkt.

Nipundide. Vaadelda ruumis IN kaugusega

o (m,n) = 1+m+n’ kui m#n,

0, kui m=mn,

kerasid B (n, 1+ 1>.
2n

Teoreem (Baire’i teoreem). Kui tiielik meetriline ruum avaldub loenduva hulga kinniste hulkade
ithendina, siis vihemalt iiks neist hulkadest sisaldab mingit kera.

Toestus. Avaldugu tdielik meetriline ruum X tihendina X = U F,, kus hulgad F; on kinni-
n=1
sed. Oletame vditevastaselt, et tikski hulkadest F; ei sisalda tihtegi kera.
Anname ette positiivse arvjada e, — 0. Kuna X sisaldab kerasid, siis F; # X, st. X\ F; # @.
Hulk X \ F; on lahtine, jarelikult sisaldab ta mingit kinnist kera By = B(x1,71) (kuix; € X\ Fy,

siis leidub kera B(x1,79) C X \ Fy; votame néiteks r| = 570, siis B(x1,71) C B(x1,79)), kusjuures
me voime eeldada, et r; < €. Hulk F, ei sisalda kerasid, ta ei sisalda ka kera B(x1,71). Seega
(X \ Fz) N B(Xl,i’l) 7& @ (ku1 (X \ Fz) N B(X1,1’1> = @, siis B(Xl,i’l) C X\ (X \ PQ) = Fz) Kuna
hulk (X \ F») N B(x1,71) on lahtine, siis sisaldab ta mingit kinnist kera B, = B(xp,72), 2 < €.
Analoogiliselt jitkates saame, et (X \ F,) N B(x,_1,7,_1) sisaldab mingit kera B, = B(xy,74),
ry < €y, ning niiviisi moodustub {iiksteisesse sisestatud kinniste kerade jada By D --- D B, D
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..., kusjuures B, C X \ F, ja kerade raadiused ldhenevad nullile. Eelmise teoreemi p&hjal on
keradel B, iihine punkt a. Seegaa € B, C X\ F,, n = 1,2,..., millest jareldub, et a ¢ F, iihegi

n korral. See aga tdhendab, et a ¢ U F,, mis on vastuolus vordusega X = U F,. O

n=1 n=1

1.7 Meetrilise ruumi taielikkustamine

Matemaatilise analiiiisi kursuses laiendatakse ratsionaalarvude hulk reaalarvude hulgani.
Selle tulemusena saadakse arvuhulk, mis on meetrilise ruumina tiielik. Me ndeme kiesolevas
paragrahvis, et iga meetrilise ruumi korral on véimalik analoogiline laiendus tdieliku meetrilise
ruumini, kusjuures laiendamise tulemusena saadav meetriline ruum on oma struktuuri poolest
tiheselt médratud.

Definitsioon. Meetrilisi ruume Xy ja X; vastavalt kaugustega pp ja p1 nimetatakse isomeet-
rilisteks, kui leidub stirjektsioon (st. pealekujutus) ¢ : Xo — Xj, mis séilitab elementidevahelise
kauguse, st.

p1(e(x), ¢(y)) = po(x,y)  Vx,y € Xo.

Elementidevahelist kaugust sdilitavat sijrjektsiooniﬂ @ nimetatakse isomeetriaks.

Definitsioon. Meetrilise ruumi Xy tiieldiks nimetatakse niisugust tdielikku meetrilist ruumi
X, mille puhul X on isomeetriline ruumi X mingi koikjal tiheda alamruumiga.

Naiteks Q taieldiks on IR, mis on ka selge alljargnevast lihtsast tulemusest.
Lause. Tiieliku meetrilise ruumi alamruumi tiieldiks on tema sulund.

Téestus. Olgu X taieliku meetrilise ruumi alamruum. Tema sulund Xy, olles tiieliku meet-
rilise ruumi kinnine osahulk, on tdielik meetriline ruum, milles X, on kdikjal tihe. Isomeetriaks
on aga tlihikteisendus I : Xo — X, Ix = x, x € Xp. O

Teoreem. Igal meetrilisel ruumil leidub tiield, mis on isomeetria tipsuseni iiheselt mdidratud.

Toestus. Olgu Xo meetriline ruum kaugusega pg. Konstrueerime ruumile X taieldi.

Vaatleme ruumi X, elementidest moodustatud Cauchy jadade hulka. Cauchy jadad (x,) ja
(yn) loeme ekvivalentseteks, kui po(x,, y4) — 0. Tegemist on tdepoolest ekvivalentsiseosega,
sest Cauchy jada (x,) on iseendaga ekvivalentne (refleksiivsus); kui (x,) ja (y,) on ekviva-
lentsed, siis kauguse pg stimmeetrilisuse tottu on ka (y,) ja (x,) ekvivalentsed (stimmeetrili-
sus); 16puks, kui (x,) ja (y»), samuti (y,) ja (z,) on ekvivalentsed, siis kolmnurga vorratusest
00(Xn,2n) < Po(Xn, Yn) + Po(Yn, zn) jareldub, et po(xp, zn) — 0, st. (x5) ja (z,) on ekvivalentsed
(transitiivsus). Seega tekib koigi ruumi Xy elementidest moodustatud Cauchy jadade hulgas
Kklassijaotus, st. iga Cauchy jada kuulub parajasti iihte omavahel mitteldikuvatest klassidest.
Loeme hulga X elementideks omavahel ekvivalentsete Cauchy jadade klassid (st. X on koigi
Cauchy jadade hulga faktorhulk vaadeldava ekvivalentsiseose jargi).

Jargnevalt muudame hulga X meetriliseks ruumiks. Kui x,y € X, siis valime suvalised
Cauchy jadad (x,) € xja (yx) € y ning defineerime

p(x,y) = li?po(xn,yn).

1Kuna isomeetria siilitab kauguse, siis on ta injektsioon. Seega on isomeetria bijektsioon. Mérgime, et lugeja, kes ei
tunne injektsiooni, siirjektsiooni ja bijektsiooni m&isteid, vdib nendega tutvuda jargmises peatiikis.
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Veendume koigepealt sellise definitsiooni korrektsuses. Nelinurga vorratusest

100 (X1, Yn) — Po(Xm, Ym)| < po(Xn, Xm) + 00 (Yn, Ym)

jareldub, etjada p(xy, y») on Cauchy arvjada, jarelikult ta koondub ning lim pg (xy, i) eksistee-
n

rib. Kui me valiksime klassidest x ja y teised Cauchy jadad (x,) € xja (y;,) € y, siis nelinurga
vorratusest

|00 (¥ y) = p0 (¥, yn) | < 00 (¥ %n) + 00 (Vi )
saaksime, et limp (x},y,,) = limp (x4, yx). Seega on p definitsioon korrektne: igale elemendi-
n n

paarile x, y € X seatakse vastavusse kindel arv p(x,y).

Naitame, et p rahuldab meetrika aksioome. Kui x = y, siis p(x,y) arvutamiseks vajalikud
Cauchy jadad on ekvivalentsed, st. p(x,y) = 0. Vastupidi, kui p(x,y) = 0, siis Cauchy jadad
(xn) € xja (yn) € y on ekvivalentsed, mistdttu nad peavad kuuluma samasse klassi, seega
x = y. Kauguse p stimmeetrilisuse pdhjendame vordusega

p(x,y) = Tim po(xn, yn) = im po(yu, xn) = p(y, ¥)-
Lopuks, kui (x,,) € x, (yn) € yja (zn) € z, siis vorratus

00(Xn, Yn) < po(Xn, 2n) + Po(Zn, Yn)

annab piiril, kui n — oo, kolmnurga vorratuse kauguse p jaoks.

Vaatleme ruumi X osahulka Xj, mis koosneb niisugustest ekvivalentsiklassidest, mis sisal-
davad mingit ruumi Xy elementide konstantset jada. Defineerime kujutuse ¢ : Xo — X, sea-
des elemendile xy € Xy vastavusse konstantset jada (xo, X, ...) sisaldava ekvivalentsiklassi.
Ruumi Xj ja kujutuse ¢ definitsioonidest on selge, et ¢ on siirjektsioon. Olgu x¢, o € X, siis

(x0,x0,...) € ¢(x0) ja (vo,vo,--.) € ¢(yo), mistdttu
p(@(x0), ¢(y0)) = lim po(x0, o) = po(x0, ¥0)-

Sellega oleme ndidanud, et ¢ : Xy — X; on isomeetria.

Tdestame alamruumi X; kéikjal tiheduse ruumis X. Valime vabalt x € X jae > 0. Olgu
(xn) € x. Siis leidub N nii, et po(xy, xm) < %, kui n,m > N. Olgu y ekvivalentsiklass, mis
sisaldab konstantset jada (xy, xn, ... ). Siisy € Xj ja

<&

N[ o

p(x,y) = limpo (xy, xy) <

Oleme tdestanud, et X; = X.
Veendume ruumi X téielikkuses. Olgu M e x Cauchy jada. Ruumi X; kdikjal tiheduse
tottu saame leida elemendid y™) € X; nii, et p (y(”), x(”)) < %, n € N. Iga klass y" sisaldab

mingi konstantse jada (., yn, - .. ), kus y, € Xp. Seejuures jada (y,) ise on Cauchy jada ruumis
X, sest

oolynym) = o (v"y") <

< p (y(fﬂ),x(n)> +p (x(n),x(m)> +p (x(m),y(m)) <
< p(x(”),x(m))+%+%ﬂo, kui n,m — oo.
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Niisiis leidub x € X, kuhu kuulub jada (v, ). Seejuures

0 (x(n),x> <p (x(n>,y(n)> +p (y(”),x> < %—i‘ im0 (Y, Ym)-

Jada (y,) fundamentaalsuse tottu leidub antud ¢ > 0 korral N nii, et kui n,m > N, siis
00(Yn,ym) < €. Seega, kui n > N, siis nlim 00(Yn, ym) < € mis iitleb, et nlim 00(Yn, Ym) — 0.
Jarelikult

p(494) 0.

Ruumi X taielikkus on nédidatud.

Praeguseks oleme tdestanud ruumi X tdieldi olemasolu.

Ldpuks veendume taieldi {ihesuses isomeetria tdpsuseni. Olgu X ja Y ruumi X, tdieldid
vastavalt kaugustega p ja p/, kusjuures X; = X, ¥Y; = Yning ¢ : Xg — Xjjag : Xo — Y7 on
isomeetriad. Meil tuleb tdestada, et X ja Y on isomeetrilised. Kohe voib delda, et o1 : X1 — Y
on isomeetria. Laiendame ¢! isomeetriani y : X — Y. Olgu x € X. Leiame x,, € X; nii, et
xn — x. Bt o~ ! on isomeetria, siis ¢! (x,) on Cauchy jada ruumis Y, mis ruumi Y taielikkuse
tottu koondub. Defineerimegi

x(x) = lim ™" (x).
Seejuures, kui veel x;, — x (kus x;, € Xj), siis p(x,,x,) — 0, samuti

o (1,04)71 (x7,) ,1p(p*1(xn)> — 0, st. lim ol (x,) = lim ¥ 1(x,) ning x(x) ei soltu jada xy,
valikust. Kujutuse x : X — Y siirjektiivsuse tdestamiseks valime vabalt y € Y ja leiame v, € Y7
nii, et y, — y. Siis x, = @y (y») € X; on Cauchy jada, mis koondub mingiks elemendiks
x € X. Seejuures x(x) = lirrln vo t(x,) = liign Yn = Y. Jadb veel ndidata, et x sdilitab kauguse.

Kuix, x' € X ja xn, x), € Xy nii, et x, — x ja x], — x, siis tuginedes kauguse pidevusele, saame
o' (x(x),x () = Timp’ (9o (xa) o (x1)) =
= lignp (xn,x7) = p (x,x).
Sellega on 16petatud X ja Y isomeetrilisuse tdestus. O

Tihti samastatakse (loetakse vordseks) tdielikustatav ruum X, ja temaga isomeetriline taieldi
X alamruum ¢(Xj). Seda véljendatakse lithidalt sisalduvusega Xy C X. Nii tuleb mdista ka
néiteks ratsionaal- ja reaalarvude vahekorda Q C RR.



Peatiikk 2

Pidevad operaatorid meetrilistes
ruumides

2.2 Pidevad operaatorid meetrilistes ruumides

Meenutame, et matemaatilises analiitisis nimetatakse funktsiooni f pidevaks punktis a, kui
iga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et kui |x —a| < §, siis |f(x) — f(a)| < &.
Olgu X ja Y meetrilised ruumid.

Definitsioon. Operaatorit f : X — Y nimetatakse pidevaks punktis a € X, kuiiga ¢ > 0 korral
leidub 6 > 0 nii, et kui p(x,a) < 4, siis p(f(x), f(a)) < e. Operaatorit f : X — Y nimetatakse
pidevaks, kui ta on pidev ruumi X igas punktis.

On selge, et operaatori f pidevus punktis a tdhendab jargmist: iga ¢ > 0 korral leidub
d > O nii, et f(B(a,d)) C B(f(a),e), ehk, mis on selle sisalduvusega samaviirne, B(a,6) C

fH(B(f(a),€)).

Teoreem. Operaator f : X — Y on pidev punktis a € X parajasti siis, kui mistahes koonduva jada
Xy — akorral f(x,) — f(a).

Toestus. 1) Olgu operaator f pidev punktis a. Siis iga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et
vorratusest p(x,a) < d jareldub vorratus p(f(x), f(a)) < e. Vaatleme koonduvat jada x, — a.
Koonduvuse tottu leidub N nii, et kui n > N, siis p(x,,a) < J. Kuid siis p(f(x,), f(a)) < e

Seega f(x,) — f(a).
2) Eeldame, et x, — a korral f(x,) — f(a). Oletame vastuviiteliselt, et operaator f ei ole
pidev punktis a. Siis leidub ¢ > 0 nii, et iga 6 > 0 korral leidub x;, mille puhul p(xs,4) < ¢,

kuid p(f(xs), f(a)) > e. Valime jada 6, — 0 (néiteks &, = %) ning vastavad elemendid x,,, mille
korral p(xp,,a) < én,agap (f(xn), f(a)) > e. Siis x, — a, aga f(xn) # f(a). O
Teoreem. Operaator on pidev parajasti siis, kui lahtiste hulkade originaalid on lahtised.

Toestus. 1) Olgu f : X — Y pidev. Olgu hulk G C Y lahtine. Vaatleme suvalist elementi
a € f71(G).Siis f(a) € G ning hulga G lahtisuse tottu leidub kera B(f(a),¢) C G. Operaatori f
pidevuse tottu leidub kera B(a, §) nii, et B(a,d) C f~1(B(f(a),¢)). Seeparast B(a,d) C f~1(G),
st. element a sisaldub hulgas f~!(G) koos teda timbritseva keraga. Seega f~!(G) on lahtine.

23
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2) Eeldame, et f~1(G) on lahtine alati, kui G C Y on lahtine. Valime vabalt 2 € X ja
e > 0. Kuna B(f(a),e) C Y on lahtine, siis f 1 (B(f(a),¢)) on lahtine. Jarelikult leidub punktil
a € f~Y(B(f(a),e)) imbrus B(a,d) nii, et B(a,d) C f~1(B(f(a),e)), mis tihendab operaatori f
pidevust punktis a. Kuna a € X oli suvaline punkt, siis f on pidev. O

Teoreem. Operaator on pidev parajasti siis, kui kinniste hulkade originaalid on kinnised.

Toestus. Vaadeldes koiki kinniseid hulki F C Y, paneme tdhele, et hulgad Y \ F esindavad
parajasti kaiki lahtiseid hulki ruumis Y. Hulk f~'(F) C X on kinnine parajasti siis, kui hulk
X\ f~Y(F) = f~1(Y \ F) on lahtine. Eelmise teoreemi p&hjal aga on f pidev parajasti siis, kui
hulga Y \ F lahtisusest jareldub f (Y \ F) lahtisus. O

Teoreem. Jirgmised viited on samaviirsed:
1) operaator f : X — Y on pidev,
2) iga A C Xkorral f (A) C f(A),

3) iga B C Y korral f~1(B) C f~1(B),

o

4) iga B C Y korral f~1(B°) C (ffl(B)) .

Toestus. n Eeldame, et f on pldev Sisalduvusest f (A) f ( ) jéreldub, et
FLH( , rungA C fUf(A)) tottu A C f~ (f( )) aga f(A) kin-
nisuse ja f pldevuse tottu f ( f(A )) on kinnine, siis A C f~! (m), millest jareldub, et
f@A) c £ (71 (F(A))) < FCA).

= B)l Valime vabalt B C Y ning rakendame hulgale A = f~!(B) tingimust [2)} Siis
f (f*l(B) C f(f~1(B)) C B, mille abil saame f~1(B) C f~* (f ffl(B)>) c f1(B).

= W)l Kui B C Y, siis tingimuse 3)|pohjal f~1(Y \ B) ¢ f~! (Y \ B). Arvestades vordust

B° =Y\ Y\ B (mille esitasime sulundi ja sisemuse mdistega tutvudes), saame ntiiid

N

FHE) = T (NYVB) =X\ (YVB)
C X\FIY\B) = X\X\f1(B) = (f7(B)) .

4) = [1)l Kui C Y on lahtine, siis = . Tingimuse 4)| pohjal f— C - O,
) ) G C Y on lah G = G°. Ting )| pohjal f~1(G G

mistdttu f~1(G) on lahtine. Seega on tdestatud, et f on pidev. O

Miirkus*. Olgu X ja Y topoloogilised ruumid. Operaatorit f : X — Y nimetatakse pide-
vaks punktis a € X, kui punkti f(a) iga timbruse V korral leidub punkti 2 timbrus U/ nii, et
f(UU) C V. Kui X jaY on meetrilised ruumid, siis see definitsioon on samavéérne paragrahvi
algul toodud operaatori f pidevuse definitsiooniga punktis a: iga € > 0 korral leidub § > 0
nii, et f(B(a,6)) C B(f(a),e). Operaatori pidevus topoloogilises ruumis defineeritakse samuti
nagu pidevus meetrilises ruumis — pidevusena ruumi igas punktis. Mérgime, et topoloogilistes
ruumides jadvad kehtima koik selle paragrahvi teoreemid ja nende tdestused, kusjuures koikjal,
kus esineb jadasid, tuleb need asendada peredega.
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2.3 Banachi piisipunkti printsiip

Olgu X meetriline ruum.

Definitsioon. Operaatori f : X — X piisipunktiks nimetatakse sellist elementi x* € X, et
fx*) =x*.

Teisiti vdljendudes voime oelda, et operaatori f : X — X piisipunktid on parajasti vorrandi
x = f(x) lahendid.

Kéesolevas paragrahvis tdestame piisipunkti olemasolu ja {ihesuse nn. ahendava operaatori
korral.

Definitsioon. Oeldakse, et operaator f : X — X on ahendav (ehk lihenemisoperaator ehk
suruv operaator), kui leidub g < 1 nii, et

p(f(x), f(y)) < qp(x,y)  VxyeX.

Ahendavatest operaatoritest laiem klass on Lipschitzi tingimust rahuldavad operaatorid: lei-
dub arv L nii, et

p(f(x), f(y)) < Lp(x,y) Vx,y € X.

Lipschitzi tingimust rahuldav ning seega ka ahendav operaator on pidev, sest kui x, — a,
st. p(xy,a) — 0, siis tingimuse p(f(xy), f(a)) < Lp(xy,a) — 0 tottu f(x,) — f(a).

Teoreem (Banachi piisipunkti printsiip). Kui X on tiielik meetriline ruum, siis ahendaval ope-
raatoril f : X — X on parajasti tiks piisipunkt.

Toestus. Valime vabalt xy € X. Olgux; = f(xp), x2 = f(x1),..., Xp = f(x4-1), .... Néitame,
etjada x, on Cauchy jada. Kuna

p (X xnp1) = o (f(xn-1), f(xn)) < qo(xn-1,%n) <
< q2p(xn—2/ Y1) < ... < g"p(x0,x1),

siis
P (X, Xnip) < p(Xn, Xpi1) + A0 (Xnip1, Xntp) <
< q"p(xo,x1) + -+ 4" P p(x0,x1) <
[e'e] n
< Y " p(xg,x1) = T p(xg,x1) — 0.
k=0 I—gq "

Siit on ndha, et iga € > 0 korral leidub N nii, et kui n > N, siis p(xn,xnﬂ,) <eigap=12,...
korral. Ruumi X téielikkuse tottu x, — x*. Ning operaatori f pidevusest jareldub niitid, et

f(x*) = liznf(xn) = lilgn Xpi1 = x5,

st. x* on operaatori f piisipunkt.
Toestame veel piisipunkti ainsuse. Kui lisaks piisipunktile x* = f(x*) leidub x™* = f(x™"),
siis
p(x®, ™) = p(f(x"), f(x7)) < qo(x”, x™),

mis tingimuse q < 1 tottu kehtib parajasti siis, kui p(x*, x**) = 0. Kuid sel juhul x* = x™*. O
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Mairgime, et tilaltoodud teoreemis piisipunkti olemasolu tdestus on konstruktiivne — temas
ndidatakse dra konkreetne tee piisipunkti leidmiseks. Nimelt tdestatakse, et kui xo on suvaline
punkt ruumis X, siis eeskirja x, = f(x,-1), n = 1,2,..., jargi moodustatud jada x, koondub
puisipunktiks x*.

Kui f : X — X, siis tdhistame f" = fo---o f.

N, e’

n

Teoreem. Kui X on tiielik meetriline ruum ja leidub n nii, et operaator f" on ahendav, siis operaa-
toril f on parajasti iiks piisipunkt.

Toestus. Banachi piisipunkti printsiibi pohjal leidub operaatoril f" parajasti iiks piisipunkt
x* = f"(x*). Kuna f(x*) = f(f"(x*)) = f*(f(x¥)), siis ka f(x*) on operaatori f" piisipunkt.
Seepérast f(x*) = x*. Kui veel x™* = f(x™), siis x™ = f"(x™"), seega x™* = x*. O



Peatiikk 3

Normeeritud ruumid

3.2 Normeeritud ruumi ja Banachi ruumi maoiste

Definitsioon. Vektorruumi X nimetatakse normeeritud ruumiks, kui igale tema elemendile
x € X on vastavusse seatud kindel reaalarv ||x||, mida nimetatakse elemendi x normiks, nii, et
on tdidetud tingimused:

1° x| =0 x=0,
2° || Ax|| = [A]|lx[l,
3% [lx+yll < [x[] + vl

Tingimusi nimetatakse normi aksioomideks, [1°| on samasuse aksioom, 2°| homogeensuse
aksioom ning 3°|on kolmnurga vorratus.

Lause. Normeeritud ruum on meetriline ruum kaugusega
pxy) = [lx —yl-

Toestus. Lause pohjendavad jairgmised vorduste ja samavéaarsuste ahelad:

p( W) =0&fx—y[=0cx-—y=0cx=y,

o y) =llx—yl ===yl = lly — x|l = p(y, x),

pry)=lx—yl=lx-2)+ -yl <lx—zl+lz—yl =

p(x,z) +p(z,y). O

Lause jareldusena mérgime (see jareldub ka vahetult normi aksioomidest), et ||x|| > 0, sest
||x]| = p(x,0) ja kahe elemendi vaheline kaugus on alati mittenegatiivne.

Et normeeritud ruum on meetriline ruum, siis on temas olemas ka kodik meetrilises ruumis
vaadeldavad moisted. Néiteks lahtine kera B(a,7) = {x : ||x — a|| < r}, kinnine kera B(a,r) =
{x : |]x —a|| < r}, kinnised ja lahtised hulgad, sisemus, raja, sulund, separaablus, tiielikkus.

Definitsioon. Tiielikku normeeritud ruumi nimetatakse Banachi ruumiks.

Paneme normide abil kirja moned méisted ja omadused, mis osaliselt esinesid juba meetri-
liste ruumide késitlemisel.

27
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1) Koondumine x, — x tdhendab, et ||x, — x|| — 0.

2) Jada x;, on fundamentaalne parajasti siis, kui ||x;, — x| — O.
n,m—oo

3) Tagurpidi kolmnurga vorratus omandab kuju | |[x|| — ||ly|| | < ||x — y||. PShjenduseks tarvit-
seb vorratuses |p(x,z) — p(y,z)| < p(x,y) vottaz = 0.

4) Normi pidevus tdhendab, et kui x, — x, siis ||x,| — ||x||. P6hjenduseks kasutame kauguse
pidevust ithe argumendi jargi: kui x, — x, siis p(x,,0) — p(x,0).

5) Algebralised tehted — liitmine ja arvuga korrutamine — on pidevad, st. kui x, — x, y, — yja
Ap — A, siis x; + vy — x +yja Ayx, — Ax. Toestuseks margime, et

[(xn +yn) = (x+ I = [[(xn —x) + (yn —y)|| <
< lxn = x[[ +{lyn —yll — 0
ning

IAnxn — Ax|| = || (Anxn — Anx) + (Apx — Ax) || <
< Al 120 = x| + [An — Al [|x]| — [A[O+ [|x]| = 0.

Tehete pidevuse (omadus [5)) kohta deldakse ka, et normeeritud ruumis on topoloogiline
struktuur (meetrika) ja algebraline struktuur omavahel koosk®dlas.
Eespool vaadeldud konkreetsetest ruumidest on normeeritud ruumid:
™My, normiga
x|| = max , x=1(C1,.-.,Cn) € Mmy;
Il = max |G| (G1,-- -, 8n) € my

EZ normiga
n 5
[|x]| = <k21 |§k|p> ;o x=(G1,...,8) €0

m, ¢, co normiga

[|x]| = sup 8|, x= (k) €m;
1<k<oo

£y, 1 < p < oo, normiga

x|l = (kz |Ck|p> ;o x=(Gk) €Ly
=1

M]a, b] normiga
Ixll = sup [x()], x = x(t) € Ma,b]

a<t<b

Cla, b] normiga

= B, = x(t) € Cla, b|;
Il = max [x(t)], = () € Cla,b
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C"[a, b] normiga

)l = 3 max [+9(1)], x = x(t) € C"[a, ]
k

—ast<b

Ly(a, b) normiga

x| = (/ab (1)) dt> %, x = x(t) € L(a,b);

W, (a,b) normiga

) = (é/ﬂb

Normi aksioomide kontroll kéigi nende ndidete puhul tugineb samadele ideedele, mida ka-
sutasime meetrika aksioomide pdhjendamisel. Seejuures vaarib markimist, et Minkowski vor-
ratus ongi kolmnurga vorratus ruumi ¢, normi jaoks.

On selge, et koigi tilaltoodud ndidete puhul normi poolt defineeritud kaugus (st. elementide
vahe norm) iihtib antud ruumis juba olemasoleva kaugusega. Kuna kdik vaadeldud ruumid on
taielikud, siis nad on kdik Banachi ruumid.

Koéigi jadade ruum s on samaaegselt vektorruum ja meetriline ruum. Kuid ruumis s ei eksis-
teeri sellist normi, mis médraks ruumis s olemasoleva kauguse. Selle kohta deldakse, et ruum
s ei ole normeeruv. Pohjus on siin jargmine. Niipea, kui normeeritud ruumis leidub xo # 0,
on seal olemas ka element, mille norm vérdub mistahes etteantud positiivse arvuga A (selliseks

1

x(k)(t)‘pdt> ' , x=x(t) € Wy(a,b).

A

elemendiks on néiteks mxo). Seetottu voib normeeritud ruumis kaugus p(x,0) = ||x| olla
0

kuitahes suur. Aga ruumis s on p(x,y) < 1 koikide elementide x ja y korral.

Olgu X samaaegselt vektorruum ja meetriline ruum. Kiisime, millal saab ruumi X muuta
normeeritud ruumiks (st. temas defineerida normi) nii, et norm méaéraks ruumis X juba ole-
masoleva kauguse?

Me teame, et kui X on normeeritud ruum, siis tema kaugus p(x,y) = ||x —y|| rahuldab
meetrika aksioome Lisaks kehtivad veel tingimused

4° p(x+zy+z)=p(xy),
5% p(Ax, Ay) = [A| p(x,y),
mida pdhjendame jargmiselt:
p(xt+zy+z)=lx+z—(y+2)| =[x -yl =plxy),

p(Ax, Ay) = [[Ax = Ay[| = [A[ lx = y[| = A p(x, ).

Lause. Kui vektorruum on meetriline ruum, kus peale kauguse aksioomide kehtivad ka tingi-
mused [4°|ja|5°| siis seosega ||x|| = p(x,0) defineeritakse norm, mis miirab olemasoleva kauguse.

Toestus. Normi aksioomide kehtivuse pohjendavad jargmised samavéddrsuse ja vorduste
ahelad:

1° x| =0 p(x,0) =0 < x =0,
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2° [[Ax]| = p(Ax,0) = p(Ax, A0) = [A (x,0) = [A[[x]|,

3% [lx+yll =p(x+y,0) <p(x+y,y) +py0) =
p(x,0) +p(y,0) = [|x|| + [yl

Normi poolt méaratud kaugus p(x, y) = ||x — y/|| iihtib olemasolevaga, sest
plxy) = llx =yl = p(x —y,0) = p(x =y +y,0+y) = p(x,y). -

Mirkame, et dsjatoodud lause tdestuses kasutasime kauguse omadusi[l°[jaB°H5°} kuid mitte
kauguse siimmeetria aksioomi2°}

Ulesanne. Niidata, et kauguse stimmeetria aksioom jareldub tingimustest IZE] ja

Meenutame, et hulka A meetrilises ruumis nimetatakse tdkestatuks, kui leidub kera
B(a,r) D A.

Lause. Hulk A normeeritud ruumis on tokestatud parajasti siis, kui leidub arv M nii, et || x| < M
iga x € A korral.

Toestus. 1) Kui A C B(a,r), siis iga x € A korral ||x —a|| < r, mistdttu ||x|| = ||[x —a+a| <
|x — a|| + ||a|]| <+ a ning tokkeks sobib M = r +a. B
2) Leidugu M > O nii, et ||x|| < Miga x € A korral. Siis A C B(0, M). O

On selge, et normeeritud ruumi vektoralamruum on ise ka normeeritud ruum. Teda nime-
tatakse normeeritud ruumi alamruumiks.

Normeeritud ruumi tehete pidevusest jareldub, et normeeritud ruumi vektoralamruumi su-
lund on (kinnine) alamruum.

Meetriliste ruumide késitlemisel nagime, et tdielikus meetrilises ruumis osahulk on meetri-
lise ruumina taielik parajasti siis, kui ta on kinnine. Sellega on pdhjendatud jargmine

Lause. Banachi ruumi vektoralamruum on tdiielik parajasti siis, kui ta on kinnine.

Sellele lausele tuginedes toome néite mittetdielikust normeeritud ruumist. Vaatleme ruumi
C[—1,1] vektoralamruumi C'[~1, 1] ja varustame ta ruumi C[—1, 1] normiga. Olgu see normee-
ritud ruum C![—1,1]. Niitame, et C'[—1,1] pole kinnine Banachi ruumis C[—1,1]. Vaatleme
funktsioonide jada

1
lt], kui |t > o
xn(t) =
n 5 . 1
= — < =
2t 5 kui |t < o
Siis
. 1
1, kui t>-—,
n
/ . 1
xn(t) = ntl kUI ‘t‘ < Er
1
-1, kui t< —-—.
n

Vahetu kontroll niitab, et funktsioonid x;, ja x], on pidevad 16igus [—1,1], mistottu x, €

~ 1
1 .
1,1]. Ol = 1,1].E — = - = — —
C'[—1,1]. Olgu xo(t) = |t|, t € [-1,1]. Et ||x, — xo]| 711n<at>él|xn(t) xo(t)] o 0, siis xy,

on Cauchy jada ruumis C![—1,1]. Aga ta ei koondu ruumis C'[—1,1], sest xo ¢ C![—1,1].
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Paljud autorid, radkides Banachi ruumi alamruumist, motlevad selle all kinnist vektoralam-
ruumi (seega tdielikku alamruumi).

Uhes ja samas vektorruumis v&ib olla rohkem kui iiks norm. Ruumis X = {x = (&,..., &)
¢ € K} voib vaadelda nditeks norme

n
Il = ) 18l
k=1

1

lxllgy = <Z|Ck|2> :
k=1

Definitsioon. Oeldakse, et vektorruumis X antud norm ||-||; on tugevam samas ruumis an-
tud normist |||, (norm |||, on normist ||-||; norgem), kui leidub ¢ > 0 nii, et || x|, < c|x|; iga
x € X korral.

Definitsioon. Norme ||-||; ja ||-||, vektorruumis X nimetatakse ekvivalentseteks, kui leiduvad
positiivsed konstandid ¢; ja ¢; nii, et ¢q ||x||; < [|x]|, < c2||x]|; iga x € X korral.

Lause. Kui jada koondub tugevamas normis, siis koondub ta ka norgemas normis.

Toestus. Kui ||x, —x[|; — 0ja [|-][; < c2||-||y, siis ||xn —x[|, < c||xy —x|; — O, millest
Jatn = x]l, — 0. .

Jareldus. Ekvivalentsetes normides jadad koonduvad véi hajuvad samaaegselt.

Niide. Vaatleme ruumis Cla, b] lisaks tavalisele normile x| = max |x(t)| veel normi
<

<

b
[E1 =/a Ix(£)| dt. Siis

b b
Ixll, = [ x@ldt < [ xlcdt = 6 —a)|xlc,
st. norm |[|-|| - on normist [|-||; tugevam. Need normid ei ole aga ekvivalentsed, sest funktsioo-

. f_a\" bt —a\" b—a
nide x,(1) = (5= ) ¢ € lob] korral e = 1, aga [l = [ (5=5) dr =3 =

0, kui n — oo.
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