
Rekursion                                                                                                                                               v 1.3  5/2003

ITERATION und REKURSION  
Unter Iteration versteht man ein mehrmaliges Ausführen einer Aktion. Typischerweise zählt man
dabei mit, zum wievielten Mal die Aktion jeweils erledigt wird. Die Programmiersprache stellt
derartige Sprachkonstrukte zur Verfügung (for, while, repeat, loop,...):

def Pizzaessen():
    vom ersten bis zum letzten Bissen:

  schneide diesen Bissen ab und iss ihn auf
    FERTIG

Unter Rekursion versteht man ebenfalls eine wiederholte Ausführung, doch diesmal gibt es keine
Zählschleife, sondern die Aktion erklärt sich 'durch sich selbst':

def Pizzaessen():
    wenn Teller leer: FERTIG
    sonst:

 schneide einen Bissen ab und iss ihn auf
 Pizzaessen()

Hier ruft sich die Funktion Pizzaessen() ständig selbst auf.  'Immer wieder Pizzaessen(), bis der
Teller leer ist'. Der Vorgang stoppt irgendwann, da bei jedem Ablauf das Pizzastück kleiner wird.

Ein weiteres Beispiel: wir zählen von 1 bis 10:        count(1,10)

iterativ:
def count(zahl,max):
    while zahl<=max:

  print zahl
        zahl = zahl+1

rekursiv:
def count(zahl,max):
    if zahl>max: return
    else:

  print zahl
  count(zahl+1,max)

Der else-Zweig ist unnötig, da beim 'if' ohnehin die Abarbeitung beendet wird

def count(zahl,max):
    if zahl>max: return # Abbruch-Bedingung
    print zahl # Aktion
    count(zahl+1,max) # rekursiver Aufruf

Wir erkennen den typischen Aufbau einer rekursiven Funktion:
1.) ein if-Befehl, der das Ende der Selbstaufrufe bestimmt
2.) ein Aufruf der Funktion selbst

Oftmals lassen sich Aufgaben leichter rekursiv formulieren, als iterativ. Rekursion ist dann
praktisch, wenn man ein und die selbe Aktion immer wieder durchführt und dabei eine Aufgabe
immer mehr erledigt, bis sie gelöst ist.
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Beispiel: aus einem Irrgarten entkommen:
def Ausweg():
   if AusgangGefunden: fertig
   geh einen Schritt mit der rechten Hand an der Wand entlang
   Ausweg()

Diese Funktion funktioniert (wenn es ein eindeutiges Labyrinth ist), obwohl man keine Ahnung hat,
wie groß der Irrgarten ist, und wie viele Schritte man benötigen wird!

Anders formuliert: Rekursion bietet sich dann an, wenn man ein gestelltes Problem durch eine
Funktion immer wieder schrittweise in ein etwas einfacheres Problem umwandeln kann. Das
menschliche Gehirn denkt lieber rekursiv als iterativ!  

Ein unvermeidliches Beispiel:
Du kennst die 'Faktorielle'-Funktion: n! = n.(n-1).(n-2)......2.1 aus Mathematik.
Offensichtlich ist n! = n.(n-1)!, faktorielle(n) = n*faktorielle(n-1)
n! bekommt man also, wenn man n mit (n-1)! multipliziert. Wenn also jemand (n-1)! wüsste...
Brauchen wir gar nicht! Denn (n-1)! ist ja (n-1).(n-2)!, und das ist doch die Vorschrift von oben, nur
n-1 statt n eingesetzt. Bis wohin geht das? 1! ist 1.

def faktorielle(n):
   if n==1 : return 1
   return n*faktorielle(n-1)

 
Vergleichen wir mit der Iteration. Wir multiplizieren die Zahlen von 1 bis n auf:

def faktorielle(n):
   ergebnis = 1
   k = 2
   while k<=n:
       ergebnis = k*ergebnis
       k = k+1
   return ergebnis

oder von oben runter gerechnet mit Einsparung einer Variable:

def faktorielle(n):
   ergebnis = 1
   while n>1:
       ergebnis = n*ergebnis
       n = n-1
   return ergebnis

Aber mal ehrlich: diese iterativen Versionen sind irgendwie umständlich und 'mathematisch'....

Nachteile der Rekursion:
� jeder Funktionsaufruf kostet Zeit. Also ist Rekursion prinzipiell langsamer als Iteration
� jeder Funktionsaufruf kostet Speicherplatz. Also belegt die Rekursion viel Speicher auf dem

Stack.
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Doch zum Trost: Eine clevere rekursive Funktion besiegt eine umständliche iterative Funktion!

Nicht alle Programmiersprachen unterstützen Rekursion gleich gut. Python (wie Logo, Lisp,...) tut
es gut, Basic etwa tut es nicht (obwohl es bei Vbasic natürlich schon irgendwie geht...). 

Die Sprache Scheme, ein Abkömmling von Lisp, besitzt überhaupt keine Wiederholungsanweisung
mehr. Sie kennt nur die Rekursion. Diese Sprache setzt Rekursionen so effizient um, dass sie fast so
schnell wie Iterationen sein können!

Jede Iteration kann als Rekursion formuliert werden (einfach), jede Rekursion kann als Iteration
formuliert werden (unter Umständen schwieriger). Im Grunde wird im Computer jede Rekursion
aufgelöst, da der Prozessor des PC selbst nur iterativ arbeitet. Diese Umsetzung wird vom
Compiler/Interpreter der Programmiersprache erledigt.

Beispiel Größter gemeinsamer Teiler
Bereits Euklid erkannte, dass der ggT (englisch gcd) zweier Zahlen a und b, wobei a >= b sein soll,
sich nicht ändert, wenn man statt a und b die Werte a-b und b zur Berechnung heranzieht. Oder a-2b
und b,... Und da ist doch auffällig, dass a-b kleiner als a ist – wir haben das Problem auf kleinere
Zahlen zurückgeführt und damit vereinfacht. Ein Fall für die Rekursion.
Überlegungen:
� Sollen wir a durch a-b ersetzen? oder a-2b? oder a-3b? Das Ergebnis sollte eine positive Zahl

sein. Also ziehe b so oft ab, dass die Differenz gerade noch positiv ist. Aber dafür gibts eine gute
Funktion namens 'Modulo'. Für uns: ersetze a und b durch b und den Divisionsrest a%b. Statt
gcd(a,b) berechne also gcd(b,a%b). Wir verdrehen die Reihenfolge, denn nur wenn die erste Zahl
die größere ist, bringt die Modulo-Rechnung einen Nutzen (10 mod 4 ist 2, aber 4 mod 10 bleibt
4). Falls a<b  ist, vertauscht unsere Funktion die Werte einfach nur und dann ist wieder a>b.

� Wann hört die Sache auf? Wenn ein Wert Null ist. Denn in Null ist alles enthalten. gcd(a,0)=a.
Und weil bei uns die größere Zahl vorn steht, finden wir diese Null unter dem Namen b, das
Resultat unter a. 

def gcd(a,b):
    if b==0: return a
    return gcd(b,a%b)

Einfacher geht es wohl kaum. Und wir haben unsere Ideen von oben ziemlich wortwörtlich
niedergeschrieben. 

Iterativ ginge es so (ohne Mehrfachzuweisung):

def gcd(a,b):
    while b>0:
        r = a%b # Divisionsrest
        a = b # neues a
        b = r # neues b
    return a

oder mit Mehrfachzuweisung, als tempomäßig optimale und kompakte Pythonversion:

def gcd(a,b):
    while b!=0: a,b = b,a%b
    return a
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In welcher der beiden Versionen erkennst Du unsere ursprüngliche Idee besser wieder?  

Sehen wir unsere gcd-Funktion bei der Arbeit zu! Dazu lassen wir uns die Werte der beiden
Zahlen bei Eintritt in die Funktion anzeigen. 

def gcd(a,b):
    print a,b
    if b==0: return a
    return gcd(b,a%b)

>>> gcd(51852,132)
51852 132
132 108
108 24
24 12
12 0
12
Erst erscheinen die Zahlenpaare, mit denen jeder Funktionsaufruf gestartet wird, die letzte Zeile ist
dann der Rückgabewert der Funktion. Wir haben den rekursiven Aufrufen genau auf die Finger
geschaut!

Forschungsaufgabe:
Es ist doch erstaunlich, wie schnell die 'große' Zahl verkleinert wurde. Ein Grund ist sicher, dass die zweite Zahl so klein
ist. Wir wollen nun Zahlenpaare suchen, die eine möglichst lange Kette von Berechnungen erfordert, also diejenigen
Zahlen, die besonders 'widerspenstig' beim ggT-Berechnen sind! (Es gibt sie!)
Anregung: Wird die Kette länger, wenn die Zahlen eher gleichgroß sind? Versuche (100,100) , (100,101) und
(100,102). Das kanns also nicht sein. Oder versuche zwei Primzahlen. Oder irgendwas anderes.  
Versuche nun (55,34). Versuche dann eines der Zahlenpaare, die bei Ausgabe der Werte auftauchen. Was fällt auf?
Kannst Du die Folge nach oben zu größeren Zahlen fortsetzen? Zeige diese Folge Deinem Mathematiklehrer und frage
ihn, ob sie ihm bekannt vorkommt. (Falls er nicht gleich draufkommt, lass das Stichwort 'Hasenvermehrung' fallen.)
 
Beispiel Palindrome:
Ein Palindrom ist eine Zeichenkette, die von vorn und von hinten gleich, also symmetrisch ist.
z.B. 'abcdcba' , 'anna' , , '-------' , 'XxXxXxX' , 'oOo' , '. o O o .' , 'P' , '' sind Palindrome.

Wie stellen wir fest, ob eine Zeichenkette symmetrisch ist?
� Wenn das erste und letzte Zeichen unterschiedlich sind, kann es keins sein. Rückgabe Null.
� Wenn sie gleich sind, untersuche die dazwischen liegende Zeichenkette. Die ist kürzer und wir

haben das Problem vereinfacht.
� Wann hört der Vorgang auf? Wenn die Zeichenkette leer ist (Palindrom mit gerader Stellenzahl)

oder nur ein einziges Zeichen enthält (mit ungerader Zahl), mit Rückgabe 1.

def istpalindrom(s):
    if len(s)<=1: return 1
    if s[0]!=s[-1]: return 0
    return istpalindrom(s[1:-1])

Auf die else-Zweige konnten wir wiederumverzichten, da mit 'return' ohnehin die Funktion
verlassen wird.

Iterativ:    

def istpalindrom(s):
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    links = 0
    rechts = len(s)-1
    while links<rechts:
        if s[links]!=s[rechts]: return 0
        links += 1
        rechts -= 1
    return 1

Hier siehst Du, dass die gedankliche Herangehensweise eine ganz andere ist. Wir brauchen zwei
Zeiger, die die Zeichenkette durchfahren und Werte vergleichen. Welche Version ist klarer?
Welche Version läuft schneller, und warum?

Noch eine Alternative mit sehr mächtigen Python-Funktionen. Während die obigen beiden
Methoden in traditionellen Programmiersprachen wie C, Pascal,... ebenfalls leicht nachzubilden
sind, ist es die folgende nicht.
Python besitzt doch eine Funktion reverse(),  die Aufzählungen umkehren kann. Allerdings ist
dies eine Listenmethode und nicht auf Strings anwendbar. Aber diese Hürde meistern wir:
Zuerst wandeln wir den String s in eine Liste l, dan reversieren wir, dann kleben wir die
Textzeichen mittels der Stringmethode join(l) an einen Leerstring an. 

def istpalindrom(s):
    l = list(s)
    l.reverse()
    return("".join(l))

Interessant ist ein Zeitvergleich: diese letzte Funktion arbeitet am schnellsten! Der Grund: die
Funktionen list, reverse und join sind direkt in Maschinensprache kodiert und damit rasch.
Erledigen wir wie vorher alles selbst, kombinieren wir viele zu interpretierende Python-Worte und
verlieren wir Zeit. Faustregel: Verwende so mächtige Python-Funktionen wie möglich-

Forschung: Jetzt wäre der ideale Zeitpunkt, um die sogenannten 'Palindromzahlen' zu erforschen. Im Unterricht erfährst
Du mehr dazu!

Verständnisfestigung 
mit einem Zählprogramm von 1 bis 5. Beachte jeweils, an welcher Position die print-Anweisung
steht!

def prog1(n):
    if n>5: return
    print n
    prog1(n+1) 

def prog2(n):
    if n>5: return
    prog2(n+1) 
    print n

def prog3(n):
    print n
    if n>5: return
    prog3(n+1) 

Untersuche den Ablauf jedes der Programme mit Startwert 1, also  prog1(1) usw.

Die folgende Funktion bietet alle Details zum Studium an, sogar mit einer hübschen Einrückung je
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nach Rekursionstiefe.

def prog(n):
    print '  '*n,'bei Betreten',n
    if n>5: 
        print '  '*n,'FERTIG!'
        return
    print '  '*n,'vor Aufruf  ',n
    prog(n+1) 
    print '  '*n,'nach Aufruf ',n

Bemerkung: es kann sich nicht nur eine einzelne Funktion selbst rekursiv aufrufen. Es ist etwa auch
folgendes möglich: Funktion A ruft Funktion B, B ruft C, C ruft wiederum A auf.

Noch ein paar Beispiele für typische rekursive Algorithmen, die Du im Unterricht vielleicht näher kennenlernen wirst:
� die Türme von Hanoi
� die Fibonacci-Zahlen und die Ackermann-Funktion
� das Volumen der n-dimensionalen Hyperkugel
� Quicksort und Mergesort
� Das Potenzieren von Zahlen
� Das Rucksackproblem
� Alpha-Beta-Suche von Spielzügen für Computerstrategien bei Brettspielen
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