
campanili storici di sagoma snella
sono penalizzati, nella loro vita tec-
nica fino allo stato ed al momento

attuale, dal movimento delle campane,
dai sismi, dal vento e dalla naturale se-
nescenza strutturale.
La procedura di analisi statica che si
verrà delineando è stata applicata con
successo al campanile della chiesa par-
rocchiale di Bessica (Treviso), già ri-
strutturato e risanato integralmente a
cura degli scriventi nel 1995÷1996. Il
racconto storico-architettonico-proget-
tuale, che è stato delineato a proposito
di questa bella e poco nota torre campa-
naria (Costruire in Laterizio, n. 70/1999),
aveva seguito un filo conduttore mera-
mente qualitativo e concettuale, senza
mai sconfinare nella fisica-matematica,
la cui applicazione nella fattispecie do-
veva appunto prospettarsi quale ogget-
to di un successivo rendiconto.
I risultati ottenuti dalla formulazione
matematica all’uopo istituita sono stati

confrontati con quelli che, nel caso di
specie, sono emersi a conclusione di
una analisi agli elementi finiti parallela-
mente impostata: come si vedrà, la
comparazione ha evidenziato una buo-
na collimazione dei due insiemi di para-
metri progettuali significativi ottenuti,
rispettivamente, dall’approccio diffe-
renziale diretto e da quello per discre-
tizzazione a mesch fortemente infittita.
La doppia verifica ha appunto avuto lo
scopo di testare il metodo analitico ba-
sato su formulazioni di tipo classico.
Interventi del tipo illustrato nell’articolo
sopra citato e nell’articolo presente
hanno tuttavia vita tecnica lunga (più
che centenaria) solo se le campane ven-
gono montate su una struttura metalli-
ca indipendente da un punto di vista di-
namico, cioè interferente al piede con le
strutture murarie attraverso sistemi di
sospensione fortemente smorzanti e
dissipativi. Così facendo, si evita che la
forza pulsante dovuta al movimento
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Un metodo generale
di verifica statica per
torri campanarie snelle
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Una trattazione dei problemi di resistenza e di stabilità dei cam-
panili in laterizio  snelli con metodo semplice e speditivo oltre
che rigoroso nonché accessibile anche a tecnici non necessaria-
mente specialisti di analisi strutturale. Applicazione al restauro
del campanile della Pieve Arcipretale di Bessica (Treviso)

I

1. Vista del campanile della Pieve.



delle campane venga per intero assorbi-
ta dalla torre, ove e quando, come nei
casi storici, il fusto di essa in elevazione
è composto di laterizio o di pietra, cioè
di materiale fragile e vulnerabile a fron-
te di azioni flettenti ed impulsive.
Lo stato dell’arte è ormai infatti orientato
ovunque e comunque in questo senso.
La statistica dei casi pratici di restauro
statico dei campanili è molto ampia, es-
sendo le nostre pievi per lo più datate e
tuttavia, per valore artistico, meritevoli
di attenta e premurosa manutenzione.
Molte regole costruttive consacrate, co-
me quella anzidetta, dall’uso corrente
sono allora funzionali all’efficace e du-
raturo epilogo dell’intervento ingegneri-
stico e cantieristico.

Le cause di dissesto   Le cause di dis-
sesto di un campanile generalmente
prese in considerazione sono le se-
guenti: 1. problemi fondazionali; 2. mo-
to ciclico delle campane; 3. variazioni
termiche. Nel prosieguo ci si soffermerà
sulle ultime due, essendo le problema-
tiche legate alla prima oggetto della let-
teratura tecnica sulle opere di fondazio-
ne speciali.

Il moto delle campane Questa causa
di dissesto è legata alla natura ciclica e
ripetitiva del moto delle campane. Tipi-
camente, si può pensare che le campa-
ne suonino una volta ogni giorno feriale
e 4 volte alla domenica, per un totale di
10 volte alla settimana, quindi di 520
volte all’anno. Matrimoni e funerali, fe-
stività non domenicali e cerimonie pae-
sane portano forse a 1.000 il numero di
volte all’anno in cui le campane suona-
no. Se il periodo di un ciclo completo ri-
levato in posto è di circa 2 secondi, è
fuor di dubbio quindi che i cicli elemen-
tari di carico pulsante orizzontale pos-
sono presentarsi in numero di oltre
50.000 all’anno: ciò che fa pensare ad
un progressivo e locale collasso della
compagine delle strutture murarie pa-
rallele al piano di oscillazione delle cam-
pane dovuto a stress ciclico di taglio.
Le campane oscillano in genere con

grande ampiezza, fino a portarsi ben ol-
tre alla posizione contrassegnata dal-
l’asse orizzontale. Un elemento che gio-
ca a sfavore della lunga vita tecnica dei
campanili è la distribuzione asimmetri-
ca delle masse delle campane rispetto
ai piani verticali di simmetria della
struttura in elevazione; se ciò si verifica,
il moto delle campane genera un mo-
mento torcente che accresce le tensioni
tangenziali nella muratura.

Analisi dinamica semplificata della torre
campanaria È noto che una forza pul-
sante penalizza gravemente una strut-
tura su cui agisce se la sua frequenza
tende a coincidere con la “frequenza
naturale di vibrazione” della struttura
stessa, che va quindi calcolata.
Si mettono in formula i periodi propri
del campanile adottando il modello
semplificato di trave incastrata al pie-
de, con momento d’inerzia costante
(ipotesi legittima se l’impronta di base
è bastevole e se il terreno di fondazio-
ne è buono, ovvero se sono già state
allestite idonee sottofondazioni). 
Siano: ω la pulsazione della forza
esterna applicata alla sommità del
campanile; µ la massa per unità di vo-
lume del materiale strutturale costi-
tuente il campanile; pu = µ · g il peso
per unità di volume del materiale strut-
turale costituente il campanile; A l’a-
rea della sezione trasversale del cam-
panile; J il momento di inerzia della se-
zione trasversale del campanile; E il
modulo elastico longitudinale della
muratura; L l’altezza del campanile.
La i-esima pulsazione naturale della
torre è data dalla seguente formula:

(1)

I corrispondenti periodi di vibrazione
sono dati da:

(2)

Deve essere verificato che le pulsazio-
ni naturali della torre date dalla (1) sia-
no sufficientemente diverse dalla pul-
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sazione della forzante esercitata dalle
campane.
Il modulo di elasticità longitudinale del-
la muratura può essere valutato con le
formule:

(3.a)

(3.b)

dove si è posto:
fbk = resistenza caratteristica del matto-
ne riferita all’area lorda;
fm = resistenza media a compressione
della malta;
r = rapporto tra la superficie efficiente
del giunto orizzontale di malta e la se-
zione lorda.

Analisi dinamica del moto delle cam-
pane La forma classica delle campane
corrisponde ad un sistema oscillante
parzialmente bilanciato intorno al per-
no: il contrappeso infatti, contraria-
mente a quanto di norma appare come
quotidiana evidenza, si identifica con
una frazione non trascurabile del peso
che, battacchio compreso, si distribui-
sce nella ben nota sagoma canora. Il
momento di inerzia I correlato al movi-
mento rotatorio ciclico può essere
espresso con la formula:

(4)

in cui si è posto: α una costante di for-
ma; P il peso totale della campana; r la
distanza del baricentro della campana
dall’asse di rotazione; g l’accelerazione
di gravità. Inoltre la distanza “h” del ba-
ricentro G dell’intero sistema “campana
più contrappeso” dall’asse di rotazione
è data da:
h = β · r (5)
essendo β una seconda costante di
forma.
Il modello di fig. 2 permette di far inten-
dere che, per le campane del campanile



di Bessica, si possa porre approssimati-
vamente:
α = (19/27);  β = (5/9) (6)
In generale ogni campana, per quanto
attiene al suo specifico moto oscillato-
rio, può essere descritta da due costan-
ti, che si ricavano semplicemente esplo-
rando e codificando analiticamente la
sua forma, come in effetti si è fatto per
le campane addotte quale esempio.
Siano ora: m la massa totale della
campana (compreso il contrappeso);
ϑ l’angolo di rotazione ( fig. 2).
Il periodo, per piccole oscillazioni in-
torno alla posizione di riposo, è dato
da:

(7)

Tuttavia, il moto reale avviene nel cam-
po delle grandi oscillazioni, in quanto
le campane superano abbondante-
mente l’asse orizzontale y di fig. 2. In
genere, risulta che il periodo per gran-
di spostamenti è superiore a quello
calcolabile con la (7).

Determinazione della forza pulsante
sommitale dovuta alle campane    La
Meccanica Razionale mette a disposi-
zione la seguente formula per la forza
di trattenimento radiale del pendolo fi-
sico (Grioli, 1966):

(8)

essendo: m la massa del pendolo fisi-
co in movimento; g l’accelerazione di
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di altezza.  Lo spostamento massimo
in sommità è dato da:

(12)

Calcolo delle sollecitazioni Nell’ambi-
to della trattazione analitica, è agevole
calcolare il momento flettente ed il ta-
glio di un’asta incastrata di sezione co-
stante. Il momento flettente si scrive
come segue:

(13)

mentre il taglio è dato da:

(14)

All’incastro di base il momento fletten-
te ed il taglio valgono, rispettivamen-
te:

(15)

(16)

Effetto delle variazioni termiche Il
fenomeno delle coazioni  ed auto-ten-
sioni termiche entro la massa muraria
è governato dai seguenti parametri:
s = spessore del muro; T = temperatu-
ra, variabile da punto a punto; t = tem-
po;  a = costante di diffusività termica
definita come α = k/(c·γm).
In questa ultima formula si è posto:
k = conduttività termica;  c = calore
specifico;  γm = densità del materiale.
Per la muratura in laterizio i valori tipi-
ci possono essere: k=0,7 kcal/(m·°C·h);
c = 0,2 kcal/(kg·°C); γm=1800 kg/m3,
da cui si ottiene:
α = 0,7/(0,2·1800) = 0,00194 m2/h.
In regime di flusso termico permanen-

gravità; m · g il peso del pendolo fisico
in movimento; ϑ l’angolo corrente;
ϑo l’angolo iniziale di partenza.
Si  rappresenta allora  la forza orizzon-
tale suddetta come segue:

Si deriva  F rispetto a ϑ per determina-
re il valore di ϑ corrispondente al valo-
re della forza più gravosa:

da cui:

Se si pone ϑo
o

i = 135°, come è costu-
manza nelle festività solenni, ne segue
cosϑ i = 0,6; cosϑ2 = –0,83471, da
da cui (F/(m·g))1 = 2,57138;
(F/(m·g))2 = – 0,6602.
La massima forza orizzontale, è dun-
que data da:
F = 2,57138 · m · g (9)

Calcolo dello spostamento teorico
massimo Il confronto tra i massimi
spostamenti sommitali rispettivamen-
te calcolato e misurato in situ costitui-
sce un ottimo test per verificare la ri-
spondenza tra le ipotesi fatte circa mo-
delli e parametri da un lato e la realtà
fisica dall’altro. Per il modello semplifi-
cato di trave di inerzia costante inca-
strata alla base, l’espressione dello
spostamento y (x, t), in regime di mo-
to ciclico stazionario per effetto di una
forzante F·senωt, è dato da:

(10)

dove si è posto:
x = ascissa misurata lungo l’asse del
campanile, con origine allo stacco dal-
la fondazione;

(11)   
con µ = massa del campanile per unità

Y

X

2P/3

P/3

O

G

r/3

r

h

2. Modello semplificato della campana.
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te associato alle stagioni (ciclo annuo),
dette T1 e T2 le temperature sulle fac-
ce di ascissa x=0 e x=s rispettivamen-
te, la temperatura lungo lo spessore
del muro è data da:

(18)

In  un regime addizionale transitorio
associato ai giorni (ciclo notte-giorno)
e sovrapposto a quello permanente, la
temperatura sulla faccia di ascissa x=0
varia con legge periodica nel tempo:

(19)

essendo To il massimo dell’escursio-
ne termica nel periodo breve to consi-
derato.
Il fenomeno è allora controllato anche
dal parametro:

(20)
In genere, l’onda termica diurna si
smorza all’interno del muro, essendo
la lunghezza d’onda “l” della perturba-
zione dell’ordine di grandezza dello
spessore “s”, anche per le massicce
forme edili storiche. Le variazioni ter-
miche stagionali,invece, interessano in
modo uniforme la sezione orizzontale
generica del campanile, e dunque non
provocano coazioni, essendo il campa-
nile stesso assimilabile ad una menso-
la, cioè riconducibile ad una struttura
isostatica. In questo secondo caso in-
fatti la lunghezza d’onda della pertur-
bazione “l” è di ordine di grandezza
superiore a quello della larghezza del-
la sagoma svettante.
Da un punto di vista applicativo, si può
assumere che il paramento esterno
(x=0) sia soggetto ad una temperatura
media T1 e ad un’escursione termica
pari a  ±T3, mentre la parete interna
(x=s) sia soggetta ad una temperatura
media T2 e ad un’escursione termica
pari a  ±T4 sfasata di un intervallo di
tempo δ rispetto a quella esterna.
La distribuzione della temperatura nel-
lo spazio-tempo è allora data dalla se-
guente formula (soluzione dell’equa-

zione di Fourier): 

(21)

Questa distribuzione di temperatura
crea uno stato di coazione che può
essere studiato con i metodi classici
dell’Ingegneria Strutturale, oggi im-
plementati anche sui personal com-
puter, ed ormai resi oggetto di un co-
mune linguaggio tecnico ampiamente
divulgato.

Applicazione della procedura al
campanile di Bessica
Diagnosi positiva sull’assetto fon-
dazionale La fig. 3  riporta le misure di
spostamento effettuate in situ con le
campane in azione, ed evidenzia che il
grafico reale è tale per cui  dη/dx = 0 in
x = 0 entro entrambi i piani verticali
contenenti gli assi principali di inerzia
della sezione trasversale (orizzontale)
corrente. I grafici di fig. 3 sono stati re-
gistrati osservando e rilevando, con
strumenti da topografia di precisione,
gli spostamenti del campanile quando
era  in atto la più gravosa oscillazione
delle campane. Se ne deduce che l’in-
terfaccia terreno-fondazione lavora cor-
rettamente da un punto di vista sia sta-
tico che geomeccanico. Nella fig. 4 si
presentano i fuori piombo della struttu-
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ra: essi sono talmente aleatori ed avulsi
da qualunque relazione con le fessure,
da far pensare a difetti congeniti, nati
con la costruzione. Il fatto che essi sia-
no di modesta entità, trascurabile a
fronte delle dimensioni del perimetro e
dello spessore murario, li rende un ele-
mento geometrico ininfluente sulla sta-
tica di insieme e non se ne farà menzio-
ne nel prosieguo. Dai rilievi fatti risulta
che il campanile pesa circa 2.100 ton-
nellate. L’impronta sul sottofondo, te-
nuto conto delle dimensioni reali dello
zoccolo e di una diffusione a 45° del ca-
rico fino al piano medio della platea di
calce e sassi, risulta di circa 90 m2.
Il vento e le campane, se agiscono in
concordanza, danno luogo ad un mo-
mento di 682 t·m all’imposta, duale ad
una forza orizzontale complessiva di
168,75 t. L’impronta orizzontale ipo-
gea consente una capacità portante di
114 t/m2, essendo intagliata in una
buona ghiaia compatta ben addensata:
formazione geologica tipica dell’alta pia-
nura veneta, tra l’altro estremamente po-
tente, oltre 300 m da piano campagna.
Si è lavorato con un carico ammissibile
di 38 t/m2 = 3,8 kg/cm2. In generale è
importante assicurarsi che la natura del
sottofondo legittimi, per un campanile
snello, l’ipotesi di incastro alla base. Se
nelle condizioni originarie così non fos-
se, si dovrebbe procedere ad eseguire
affidabili sottofondazioni tali da rende-
re infinitamente rigida l’imposta, in
quanto sarebbe rischiosissimo lasciar
lavorare il momento indotto dalla forza
pulsante delle campane su un’eventua-
le eccessiva attitudine deformativa del
sottofondo: la probabilità di ribalta-
mento ne diverrebbe altissima (mecca-
nica da collasso ciclico dei sedimi).

Dati sulle campane e sulla struttura
La cella ospita tre campane munite di
contrappeso: quella grande (il campa-
none) si trova al centro ed è posta tra la
piccola e la media (tab. 1).
Per considerare le più gravose condizioni
di oscillazione, nei calcoli si è ipotizzato
che le campane si muovano in fase, e

non in quasi-opposizione come nel clas-
sico triplice rintocco gregoriano.
Si è fatto  riferimento ad un periodo di
2 secondi; è questo un dato rilevato spe-
rimentalmente con le campane in movi-
mento nel concento domenicale.
La struttura, vista globalmente e nelle
parti costituenti, può essere caratterizza-
ta come segue: altezza delle campane
dal piano campagna 43,6 m; mattoni pie-
ni, di dimensione standard, in numero di
510.000; malta confezionata con sabbia,
calce e acqua, tendenzialmente pulveru-
lenta e povera, di basso modulo elastico.
Per quanto riguarda le caratteristiche
meccaniche della muratura, e con riferi-
mento alle formule (3), si ha, nel nostro
caso: fbk ≅ 250 kg/cm2 = 25 MPa;
fm ≅ 20 kg/cm2 = 2 MPa;   r ≅ 1;
8+0,1·fbk = 8+0,1·250 = 33>10;  con α =
10 ne segue ftk ≅ 50 kg/cm2 <70 kg/cm2;
essendo ftk <70 kg/cm2, si ottiene:  E =
1000·50 = 50000 kg/cm2 = 5 GPa.
Per la sezione muraria orizzontale, vista
globalmente, si ha: area: A ≅ 19,36 m2;

peso a metro lineare in altezza:
Qu = pu · A = 19,36·1,8 = 34,848 t/m =
348,48 kN/m; massa a metro lineare in
altezza  µ = 348480/9,8 = 35559 kg/m;
modulo d’inerzia: J ≅ 75,05 m4.

Analisi del dissesto provocato dal
moto delle campane
Primo modo di vibrare del campanile
La frequenza circolare del primo modo
di vibrare è data dalla formula (1), nella
quale si pone α1 · L = 1,875, come risul-
ta in generale dalla fisica dei moti cicli-
ci; gli altri parametri sono assegnati alla
fine del precedente sottoparagrafo. Ri-
sulta ω1 = 6 rad/sec; la frequenza in
Hertz è data da:
ν1 = ω1 /(2 · π) = 6/(2 · π) = 0,955 sec–1

ed il periodo vale:
T1 = 1/ν1 = 1/0,955 = 1,0471 sec.
Le altre frequenze naturali di vibrazione
sono assai superiori ad ω1 e non rappre-
sentano un pericolo di risonanza più di
quanto possa rappresentarlo ω1, stes-
sa, la quale, essendo meno del doppio
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di ω= π, deve essere identificata già co-
me una soglia cui non ci si deve avvici-
nare. Ciò significa che le campane non
devono suonare mai con frequenza su-
periore ad un rintocco (o terna di rintoc-
chi sfasati) ogni 2 secondi.

Analisi del moto delle campane
Le tre campane, da un punto di vista
geometrico, inerziale e dinamico, pos-
sono essere contrassegnate dalle quan-
tificazioni dei parametri tipici dei siste-
mi oscillanti raccolte nella tabella 2, do-
ve il riconoscimento delle grandezze fi-
siche segue la simbologia già preceden-
temente descritta.
Le equazioni di moto della prima cam-
pana (la grande) e della terza campana
(la piccola), se intese come pendoli fisi-
ci di tipo canonico, si scrivono rispetti-
vamente come segue, nell’ipotesi che si
assumano condizioni iniziali di velocità
nulla  ed angolo di partenza pari a 135°
(ϑo = 135° = 2,355 rad e ϑo = 0): ϑ·· +
9,66 · sen(ϑ) = 0;  ϑ·· + 12,104 · sen (ϑ) = 0.
Trattasi di applicazioni numeriche della
equazione generale del “pendolo com-
posto”:

m · g · h
ϑ·· + –––––– · sen (ϑ) = 0

I
ottenute attingendo ai dati contenuti
nelle tabelle 1 e 2 (con m = p/g).
L’equazione sopra citata è di un genere
non risolvibile in forma conclusa e viene
normalmente manipolata attraverso in-
tegrazione numerica; nel caso di specie
si è all’uopo fatto uso del programma
Mathematica. Si veda il risultato nella
fig. 5, da cui si nota come in entrambi i
casi il periodo sia di poco inferiore a 3
secondi. Poiché il periodo di pulsazione
rilevato in situ è di circa 2 secondi, ciò
significa che il moto effettivo delle cam-
pane è controllato dai motori campanari
e dalle apparecchiature elettroniche
che gestiscono il suono e l’armonia.

Determinazione della forza pulsante
sommitale dovuta alle campane La
massima forza orizzontale, per campa-
ne in concordanza, è data da
F = 2,57138 · (1,8+1,6+1,3) = 12,0854 t = 120,854 kN (9)

Calcolo dello spostamento teorico mas-
simo in sommità Nella fig. 3 si eviden-
ziano gli spostamenti definiti lungo il
fusto del campanile ed imposti dal mo-
to delle campane, da un lato registrati
sperimentalmente, dall’altro ottenuti
analiticamente. Quest’ultima valutazio-
ne viene esposta come confronto tra i ri-
sultati offerti dal modello agli elementi
finiti e quelli dedotti dalla formula (12).
Quest’ultima, in sommità, ha prodotto
una elongazione massima di 1,2 cm.
Si nota come il comportamento della 
struttura sia controllato dal primo modo
di vibrare e come vi sia una soddisfa-
cente concordanza tra gli spostamenti
misurati e quelli  calcolati con il model-
lo ad elementi finiti. Infine, gli sposta-
menti massimi calcolati con il metodo
semplificato sono del 20% superiori a
quelli calcolati per via numerica. Il pe-
riodo relativo al primo modo di vibrare
ottenuto per via numerica è risultato
dell’11% superiore rispetto a quello cal-
colato con il metodo analitico. 

Calcolo delle sollecitazioni e delle ten-
sioni Procedendo con il metodo analiti-
co semplificato e con il metodo numeri-
co, si ottengono i risultati riportati in ta-
bella 3 ai livelli (2 in tutto) in cui è pre-
sente un cambio di sezione orizzontale
della struttura. È interessante notare
che il momento flettente alla base è al-
meno del 30% superiore a quello stati-
co, a causa di effetti dinamici; analoga-
mente, il taglio alla base è almeno del
40% superiore al valore statico. Le ten-
sioni verticali massime e minime dedot-
te dai risultati del modello numerico so-
no raccolte in tabella 4. Se ne deduce
che il livello tensionale medio di com-
pressione verticale indotto dal moto
delle campane e dal peso proprio del
campanile rientra nei limiti ammissibili
a tutte le altezze; è necessaria però una
indagine più accurata delle tensioni che
si originano presso le aperture della
parte inferiore della parete sud. 
Il lato sud è infatti l’unico dotato di
aperture lungo tutta l’altezza; si tratta
di 5 finestre alte circa 100 cm e larghe

1 Peso e dimensione delle campane.

Campana Grande Media Piccola

Peso (P) 1,8 t 1,6 t 1,3 t

Altezza (H) 1,2 m 1,05 m 0,96 m

2 Caratterizzazione dei sistemi 
oscillanti (campane).

Campana r H I T
m M kg·m2 sec.

Grande 0,8 0,444 810,67 2,02

Media 0,7 0,389 551,7 1,89

Piccola 0,64 0,356 374,71 4,674

3 Carichi (momento e taglio) indotti
dalle oscillazioni.

χ (m) Metodo semplificato FEM (primi 8 
(primo modo di vibrare) modi di vibrare)

M (kN·m) V (kN) M (kN·m) V (kN)

0 7515 191,3 6819 168,7

7,3 6119 190,8 5588 168,3

23 3188 179,1 2982 160,2

5. Ampiezza delle oscillazioni delle campane:
campana grande (a) e campana piccola (b).

4 Tensioni nella compagine muraria.

χ (m) σ max (MPa) σ min (Mpa)

0 – 0,39 0,73

7,3 – 0,48 – 0,96

23 – 0,341 – 0,615

am
pi

ez
za

 (r
ad

)

tempo (sec)
0

2

1

0

-1

-2

1 2 3 4

am
pi

ez
za

 (r
ad

)

tempo (sec)
0

2

1

0

-1

-2

1 2 3 4

(a)

(b)



circa 80 cm, dagli spigoli non arrotonda-
ti, ravvicinate a due a due nella parte al-
ta e nella parte bassa della parete. Il fat-
to che le fessure di maggiore entità sia-
no presenti proprio in corrispondenza
delle due aperture inferiori ove maggiori
sono le sollecitazioni di sforzo normale
e momento flettente, ed il fatto che tali
fessure proprio da dette aperture  si sia-
no propagate peregrinando poi nel para-
mento di laterizio,  inducono a pensare
che le trazioni orizzontali, dovute alla
deviazione delle compressioni verticali,
abbiano un ruolo primario nella determi-
nazione del dissesto. Al fine di quantifi-
care dette trazioni, è stato costruito un
modello di stato piano di tensione che
rappresenta la fibra media, rispetto allo
spessore murario, della parte inferiore
della parete sud. La discretizzazione ri-
guarda la parete sud nel campo di altez-
ze compreso tra 7,3 metri (estradosso
dello zoccolo di base) e 20,7 metri. Per
quanto riguarda le tensioni orizzontali,
si evidenziano forti trazioni nelle zone
soprastanti e sottostanti le finestre, con
punte di 0,7 MPa, con una tensione me-
dia di 0,4 MPa in una fascia di circa 35 cm
al di sopra e al di sotto della apertura
più bassa, e con una tensione media di
0,2 MPa in una fascia di circa 2 m al di
sopra e al di sotto delle aperture (fig. 6).
Si tratta dunque di tensioni non tollera-
bili e diffuse sull’intero spessore mura-
rio, dato questo che ben si concilia con
la corrispondenza tra le fessure osserva-
te all’interno ed all’esterno della parete.
L’andamento delle compressioni vertica-
li mette in evidenza l’effetto arco, men-
tre i valori medi delle tensioni alla base
confermano la tensione media di circa
0,9 MPa riportata in tabella 4 (formula
di Navier). Con riferimento alle tensioni
tangenziali, la massima di queste ultime
si verifica in corrispondenza dell’asse
baricentrico della sezione a 7,3 m e vale
41,1 KPA. La tensione tangenziale calco-
lata è leggermente superiore a quella in-
dicata dal Regolamento Italiano per mu-
rature a sacco, che vale 40 KPA. Consi-
derata la bassa qualità della malta dei
giunti, si può ritenere che le tensioni
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tangenziali siano la causa scatenante
delle fessure presenti sul lato est paral-
lelo al piano di moto delle campane e lo-
calizzate nella parte mediana della pare-
te, ossia in corrispondenza dell’asse ba-
ricentrico delle sezioni orizzontali. 

Effetto delle variazioni termiche
Distribuzione delle temperature Per la
muratura in esame si assume k =
0,7 kcal/(m·°C·h); c = 0,2 kcal/(kg·°C);
γm = 1800 kg/m3; da cui si ottiene:
a = 0,7/(0,2·1800) = 0,00194 m2/h.
Per quanto riguarda le temperature T1 e
T2, si è assunta pari a 0 la temperatura
media esterna e si  sono fatte due ipote-
si circa la temperatura media interna:
nella prima ipotesi si è supposta una
temperatura media interna di 2,5 °C su-
periore a quella esterna (situazione ve-
rosimile in stagione invernale), nella se-
conda ipotesi una temperatura media
interna di 2,5 °C inferiore a quella ester-
na (situazione verosimile in stagione
estiva). Le escursioni di temperatura so-

no state assunte pari a T3 = 10 °C e
T4 = 2.5 °C con uno sfasamento δdi 6 ore. 
I dati per la prima ipotesi sono:

= 8,21 h/m2;  T1 = 0 °C;  T2 = 2,5 °C; T3= 10 °C;  T4 = 2,5 °C;  s = 1  m.
La distribuzione di temperatura calcola-
ta con la formula (21) indica che le per-
turbazioni esterne si risentono nei primi
20 cm, mentre nel rimanente spessore
lo smorzamento è molto forte (fig. 7).
Si è scelto pertanto di eseguire l’analisi
delle tensioni di coazione indotte dalle
temperature presenti alle ore 0 ed alle
ore 12. Le temperature all’interno del
muro sono riportate in tabella 5 e, come
si può notare dalla fig.  7, è accettabile
un’interpolazione lineare per le ascisse
intermedie.
Per la seconda ipotesi si ha:

= 8,21 h/m2;  T1=0 °C;  T2=2,5 °C; T3= 10°C;  T4=2,5 °C;  s = 1  m.
La tabella 6 riporta i risultati utili per que-
sta seconda analisi. 

5 Temperature alle varie ascisse (condizioni estive).

Tempo (h) x=0 cm x=20 cm x=40 cm x=60 cm x=80 cm x=100 cm

12 -10 0,64269 1,35288 1,47104 2,46858 2,502

0 10 0,36045 0,647045 1,5287 1,53137 2,502

6 Temperature alle varie ascisse (condizioni invernali).

Tempo (h) x=0 cm x=20 cm x=40 cm x=60 cm x=80 cm x=100 cm

12 -10 -0,357371 -0,647125 -1,52896 -1,53142 -2,498

0 10 -0,63955 -1,35295 -1,4713 2,46863 2,498

6. Tensioni orizzontali
attorno alla finestra
inferiore.
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Tensioni indotte dalla coazione termica
Al fine di indagare lo stato tensionale de-
terminato dalle distribuzioni di tempera-
tura individuate, si è costruito un modello
tridimensionale ad elementi finiti per il ri-
quadro tipico di muratura del lato sud im-
mediatamente superiore allo zoccolo di
base del campanile, compreso tra i fili in-
terni degli ammorsamenti d’angolo e li-
mitato superiormente ed inferiormente
per ragioni di simmetria (fig. 8).
I risultati ottenuti si possono così rias-
sumere:
1. prima ipotesi a tempo 12 ore:
• tensioni σx (orizzontali e parallele al la-
to sud): vi sono tensioni di compressione
da x=0 a x=20 cm che passano da -0,6
MPa a 0 MPa, poi trazioni dell’ordine di
0,04 MPa fino a x=40 cm; seguono infine
compressioni dell’ordine di 0,04 MPa;
• tensioni σy (orizzontali e parallele allo
spessore): vi sono trazioni medie di
0,02 MPa; 
2.prima ipotesi a tempo 0 ore:
• tensioni σx (orizzontali e parallele al la-
to sud): il paramento esterno da x=0 cm
a x=20 cm è interessato da trazioni che
diminuiscono al crescere di x; la zona di
maggior concentrazione tensionale è
quella al di sotto dell’angolo della fine-
stra con punte di trazione di 0,58 Mpa;
notiamo che la fessura può propagarsi

solo nella zona sottostante la finestra,
come effettivamente si è verificato nella
realtà; nel restante spessore vi sono
compressioni dell’ordine di 0,07 MPa; 
• tensioni σy (orizzontali e parallele allo
spessore): vi sono trazioni medie di
0,02 MPa; 
3.seconda ipotesi a tempo 12 ore:
• tensioni σx (orizzontali e parallele al la-
to sud): le tensioni di trazione caratteriz-
zano l’intero spessore murario con l’ecce-
zione della zona compresa tra i 20 cm e i
40 cm; da 0 a 20 cm si instaura un forte
gradiente che porta le tensioni da 0,5
MPa a 0 Mpa; le tensioni di trazione si
concentrano nella zona d’angolo e sotto
la zona centrale del davanzale (σx ≅ 0,6
MPa); le trazioni nello spessore compre-
so tra 40 cm e 100 cm sono dell’ordine di
0,05 MPa;
• tensioni σy (orizzontali e parallele allo
spessore): vi sono trazioni medie di
0,02 MPa; 
4.seconda ipotesi a tempo 0 ore:
• tensioni σx (orizzontali e parallele al la-
to sud): le tensioni di trazione interessa-
no il corpo del muro da 20 cm a 100 cm; il
valor medio è di 0,04 MPa, il massimo del-
le trazioni si riscontra al centro del davan-
zale interno della finestra e vale 0,22 Mpa;
le compressioni interessano il paramento
esterno per una profondità di 20 cm;

• tensioni σy (orizzontali e parallele allo
spessore): vi sono trazioni medie di
0,02 MPa. 

Conclusioni  Le prove finali relative alla
misura della risposta dinamica dell’opera
risanata alla pulsazione delle campane,
eseguite nella tarda primavera del 1996,
hanno evidenziato un dimezzamento del
grado di deformabilità (definito dalla se-
misomma delle elongazioni maggiori ver-
so nord e verso sud in condizioni di mas-
sima sollecitazione indotta dal moto del-
la sola campana centrale). Gli sposta-
menti corrispondenti, infatti, sono diven-
tati 0,45 cm verso N e 0,9 cm verso S. Il
miglioramento più accentuato verso nord
è dovuto probabilmente al riempimento
con calcestruzzo alleggerito del vano del
pendolo.
In effetti la riduzione degli spostamenti
massimali in esercizio rispetto alle condi-
zioni strutturali iniziali si correla soprat-
tutto alla ricucitura delle fessure ed alla
conseguente cancellazione degli sposta-
menti relativi tra parti contigue dei setti
murari. Per il resto, i parametri di defor-
mabilità elastica dell’apparato strutturale
non sono mutati, proprio perché si è fatto
uso solo di materiali meccanicamente
omogenei con quelli già presenti nelle ve-
tuste opere. ¶

7. Andamento della
temperatura a varie
ore: t = oh (a)
e t = 12 h (b).

8. Modello
tridimensionale agli
elementi finiti per lo
studio delle coazioni

termiche.
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