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1 INTRODUCAO

1 Introducao

Semantica formal preocupa-se em especificar
rigorosamente o significado ou comportamento de

programas, partes de hardware, etc.

Sintaxe descreve as estruturas de uma linguagem:;

Semantica descreve o significado destas estruturas.
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1 INTRODUCAO 11

A necessidade de uma semantica formal (matematica)

para linguagens de programacao justifica-se pois:

e pode revelar ambigiiidades na definicao da linguagem
(0o que uma descri¢ao nao formal nao permitiria

revelar);

e ¢ uma base para implementacgao (sintese), andlise e

verificacao formal.




2 ABORDAGENS

2 Abordagens

Semantica Operacional Significado de uma construcao
da linguagem ¢ especificado pela computacao que ela
induz quando executada em uma maquina hipotética
(interessa como o efeito da computacao é produzido);

Semantica Denotacional Significados modelados por
objetos matematicos que representam o efeito de
executar uma estrutura (somente o efeito interessa,

nao como € produzido);

Semantica Axiomatica Especifica propriedades do
efeito da execucao das estruturas como assercoes

(alguns aspectos da execucao sao ignorados).

12




2 ABORDAGENS

Tipos de Semantica Operacional:

e Semantica Operacional Estruturada (especifica mais

detalhes da execugao);

e Semantica Natural (simplifica a notacao e esconde

detalhes, ao tomar um passo maior).
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3 LINGUAGEM EXEMPLO WHILE

3 Linguagem Exemplo While

n € Num
r € Var
a € Aexp
b € Bexp
S € Stm
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3 LINGUAGEM EXEMPLO WHILE

a = n|x|a; + as|a; * as|a; — as

b ::= truelfalse|a; = as|a; < ag|—blby A by

S .= z:=a|skip|St; S2|if b then S; else S;|while b do S
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3 LINGUAGEM EXEMPLO WHILE

exl: z:=x;x:=y;y:=2

ex2: y:=1; while —(z =

1) do (y:=y*z; z:=2x—1)
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4 SINTAXE ABSTRATA

4 Sintaxe Abstrata

2= L= Y =2
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4 SINTAXE ABSTRATA
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4 SINTAXE ABSTRATA

Usando notacao linear:

o 2:=x;(r:=y;y:=2) (mais a direita);

o (z:=x;x:=y);y:=2 (mais a esquerda).

19




4 SINTAXE ABSTRATA

Exercicio: Construa a arvore sintatica de

y:=1; while —(z = 1) do (y:=yx*x; x:=x—1).
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

5 Revisao de Prova de Teoremas

5.1 Prova de Implicacao

Para provar A — B, assuma A (hipotese) e deduza B.

A (hipétese)
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

ex: Provar que se um numero inteiro ¢ divisivel por 6

entao também o é por 2.

Seja n € 7, tal que n é divisivel por 6:

1. n é divisivel por 6 (hipdtese);

. n=06.k, onde k € N;

. n=23.k;

.n=2.k" onde k' =3kek'eN
. n é divisivel por 2;

. Logo, vale o enunciado.
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

5.2 Prova por Reducao ao Absurdo

Para provar A, suponha —A e mostre que isto resulta em

uma contradicao (absurdo).

ex: Provar que se um numero somado a si mesmo resulta

o0 numero original, entao este nimero é zero.

Suponha que este numero é x e que:
r+xr=xNxF#0

entao
2r=xNx #0

Logo, 2 =1 (absurdo).
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

5.3 Prova por Inducao

5.3.1 Inducao Sobre os Naturais

P(0)  P(n) — P(n+1)

N
" VnP(n)

Base P(0);
Passo P(n) — P(n+1);
e P(n) é a hipdtese indutiva;
e Entao, tenta-se provar P(n + 1);

Conclusao VnP(n).
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5]

REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

ex: Provar que o quadrado de um numero natural sempre

é maior ou igual ao numero.
Base 0 < 0%

Passo Assumir n < n’. Entao:

n+1<n’+1<n*+1+2n=(n+1)°

Conclusao Vn € N n < n?.
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5]

REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

Exercicio: Prove que para todo n € N, 2" > n.

Exercicio: Prove que 1 +2+3+---+n = n(n;l).
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

5.3.2 Inducao Sobre o Tamanho de uma

Sequéncia

Prove que a propriedade vale para todas as

seqiiéncias de comprimento 0 (base);

Prove que a propriedade vale para todas as outras
sequéncias: Assuma que a propriedade vale para

todas as sequencias de tamanho menor ou igual a k

(hipotese indutiva) e mostre que vale para seqiiéncias
de tamanho £ + 1.
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5 REVISAO DE PROVA DE TEOREMAS

5.3.3 Inducao Estrutural

Aplica-se sobre as estruturas de uma linguagem:

1. Prove que a propriedade vale para todas as

estruturas atomicas (ex: P(x:=a) e P(skip));

. Prove que a propriedade vale para qualquer
programa: Assuma que vale para as estruturas que

formam um comando, e mostre que vale para o

comando composto (ex: P(S1) A P(S2) — P(51;52)).
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

6 Semantica de Expressoes

6.1 Numeros e Numerais

N :Num — Z

Se n € Num entao escrevemos N [n], e usamos [ e | para

enfatizar que N é uma funcdo semantica.
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

| 0
N1] 1
N[n1

n 1] 2+N[n]+1

Observacao: 0 é o numeral (0 € Num) e 0 é o niimero

(0 € Z).
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

6.2 Descrevendo Estados

FEstado representa uma associacao entre variaveis e seus

valores.

State = Var — 7Z

ex: [z — 5,y — 7,2+ 0].
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES 32

6.3 Expressoes aritméticas

A : Aexp — (State — Z)

Aln]
Alz]
Alay + as]
Alay * as]
Ala; — as]

Observacao: s é um estado.




6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

ex: seja ST = 3.

Az + 1]s

3+ 1
4

Observagao: na primeira linha, + dentro do [.] pertence

a linguagem, + a direita é a operacao soma. 1 é o

numeral (1 € Num) e 1 é o nimero (1 € Z).
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

6.4 Expressoes booleanas

B : Bexp — (State — T)

T = {tt, ff)
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES
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6 SEMANTICA DE EXPRESSOES

y

tt se Blbi]s = tt e B[by]s = tt

ff se B|b]|s = ff ou B|by]s = ff

\
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

7 Propriedades da Semantica

7.1 Variaveis Livres

As varidveis liwvres de uma expressao a é definida como o

conjunto de variaveis que ocorrem em a.
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

Teorema 1 Sejam s e s’ dois estados satisfazendo que
sx = s x para todo x em FV(a). Entdo, Ala]s = A|a]s’.

Prova: (por indugdo sobre as expressoes aritméticas)

1. Base:

caso n Sabemos que Afa]s = N[n] e Ala]s’ = N[n]
e assim Ala]s = Ala]s’;

caso x nos temos Alx]s = sz e Alx]s = s’ x e, pela

hipotese, sx = s’ x, jd que x € FV(x). Logo,
Alals = Ala]s’;
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

2. Passo: (supomos que o enunciado vale para ay e as)

caso a; + as Sabemos que
Alay + az]s = Alaq]s + Alas]s e
Alay + as]s’ = Alai]s" + Alas]s’. Além disto,
FV(al) CFV(a; + as) e FV(a2) C FV(a; + as).
Usando a hipotese indutiva, Alay]s = Alai]s’ e

Alas]s = Alas|s’, e € fdcil ver que o enunciado

vale para ai + as;

Casos a1 * Gy € a1 — as similares ao anterior.
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

Exercicio: Definir o conjunto FV(b) das variaveis livres

em uma expressao booleana b.

Exercicio: Provar que, dados s e s’ satisfazendo sz = s«

para todo x € FV(b), B[b]s = B[b]s’.
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

7.2 Substituicao

Substituicao denota a operacao em que se troca cada
ocorrencia de uma variavel y de uma expressao a por

uma outra expressao a.

Notacao: aly — ag.
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA
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7 PROPRIEDADES DA SEMANTICA

Exercicio: Prove que
Alaly — apl]s = Ala](sly — Alao]s]), para todo s.

Exercicio: Defina a substituicao para expressoes

booleanas.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

8 Semantica Operacional

e Expressoes aritméticas e booleanas apenas produzem

um valor, mas nao mudam os estados;
e Comandos de programas While mudam o estado;

e Semantica operacional preocupa-se mais em como os
programas sao executados do que meramente com o0s

resultados destas computacoes:;
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

e Abordagens:

Semantica natural descreve como os resultados

gerais sao obtidos;

Semantica operacional estruturada descreve como

passos individuais da computacao ocorrem;

45




8 SEMANTICA OPERACIONAL

e Os significados dos comandos da linguagem serao
descritos por meio de um sistema de transicoes;
e Existem dois tipos de configuracoes:

(S, s) significando que o comando S serd executado a

partir do estado s;

s representando um estado terminal (ou final).

46




8 SEMANTICA OPERACIONAL

8.1 Semantica Natural

[assys] (x:=a,s) — s|lx — Ala]s]

(S1,8)—s’,(S2,s")—s"
[COman] (S51;S2,5)—s"

[iftt ] (S1,8)—s’
ns (if b then S; else S2,s)—s’

it ] Spsi e s
ns (if b then S; else Say,s)—s’

-1 tt (S,s)—s’ (while b do S,s’)—s"
[while,] (while b do S5,s)—s"

'while ] (while b do S,s) — s se B[]
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

esquema de axioma ou axioma como em [assgl;
regra como em |[comp,|;

arvore de derivacao ¢ a aplicacao dos axiomas e regras

para deduzir uma transigao (S,s) — s'.

Observacao: r é uma meta-variavel.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

ex: (arvore de derivagao)

(z:=x; m:=y); y:=2 so=|rr—5y— 72— 0]

(z:=x,80)—$1 (r:=y,s1)— 82 L
(z:=x;2:=1,80)—S2 <y—z, 52> — 53

((zi=z;2:=Y); y:=2, 50) — 83

Observacao: s; = Solz +— 5], so = s1lz+— 7] e

S3 = Sa|y — b
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Como construir uma arvore de derivagao?

Resposta: da raiz para as folhas.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

ex: y:=1;while —(x =

s=|x— 3,y 0]

1) do (y:=yxz;x:=x—1) e

o1



8 SEMANTICA OPERACIONAL

Raiz:
(y:=1; while =(x = 1) do (y:=y*z;z:=x—1),s) — S¢1

se1 = sly — 6]z — 1]
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

arvore 1"

<yI:1,S> — 513 T1

(y:=1;while —(x = 1) do (y:=y*x;x:=2x—1),5) — 561

s13 = s|y +— 1]

arvore T7:

15 13
(while —(x = 1) do (y:=y*x;x:=x — 1), S13) — Se1

Pois B[|—(z = 1)]s13 = tt
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

arvore T5:

<y::y*x7 S13> — 533

(w:=x—1, 533) — 532

(y:=y*x;x:=x — 1, S13) — S39

S33 = Sly — 3]

sz = 8|y — 3|z — 2]
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

arvore 13:

(y:=y*x,532)—S62 (x:=x—1,562)—561 T
(y:=y*xx;x:=2—1,532)— 561 4

(while —(z = 1) do (y:=y*x; x:=x—1), S33) — S61

Se2 = S|y — 6][z — 2]
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

arvore Ty (folha):

(while —(x = 1) do (y:=y*x;x:=x—1), S1) — Se1

Pois B[|—(x = 1)]s¢ = ff
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Exercicio: Construa a arvore de derivacao para o seguinte

programa:

2:=0; while y < z do (z:=z2+1; x:=x—y)

com s =[x — 17,y — 5].
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

A execucao de um comando S no estado s:

e termina se e somente se existe um estado s’ tal que

(S, sy — &

e entra em loop se e somente se nao existe um estado s’

tal que (S,s) — s'.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

8.1.1 Propriedades da Semantica

S1 e Sy sao semanticamente equivalentes se

(S1,8) — s se e somente se (S5,s) — &

para todos os estados s e s’.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL 60

Provar que while b do S é semanticamente equivalente a
if b then (S; while b do 5) else skip.

Prova: (=) Se (while b do S, s) — s” entao
(if b then (S5;while b do 5) else skip, s) — s”

(while b do S, s) — s"

Possivels arvores:

17 15
(while b do S, s) — s”

Onde T7 é a arvore com raiz (S,s) — s’ e Ty é a arvore
com raiz (while b do 5,s") — s" e B[b]s = tt.




8 SEMANTICA OPERACIONAL

(S1,s) — & (So,8") — &

[comp,]

(S1; S9,8) — s

Usando T3 e T, como premissas da regra [comp,]:

1y 15
(S;while b do S, s) — s”
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

(S1,8) — &
(if b then S else S5, s) — &

if]

Se B[b]s = tt
Obtemos:

T 15
(S;while b do S,s)—s”

(if b then (S;while b do 5) else skip, s) — s”
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Falta provar o caso B|b]s = ff. Neste caso, T' é

simplesmente:

(while b do S, s") — §"

Usando [skip,]:

2

(skip, s") — s
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Usando [if! ]:

(S9,5) — &
(if b then 5] else S;,s) — &

Se B[b]s = ff

(skip, s") — "
(if b then (S;while b do 5) else skip, s”) — s”
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

(<) Se (if b then (S;while b do S) else skip, s) — s”

entao (while b do S, s) — §”

Usando [if""]:

(S;while b do S,s) — §”
(if b then (S;while b do 5) else skip, s) — s”

e Bb]s = tt
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Usando [comp,|:

(S,s)—s’ (while b do S,s’)—s"
(S;while b do S,s)—s”

(if b then (S5;while b do 5) else skip, s) — s”

Usando [while'" |:

(S,s) — & (while b do S, s") — 5"
(while b do S, s) — s”
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

No caso B[b]s = ff:

(skip, s) — "

(if b then (S;while b do 5) else skip, s) — s”

e s=3s".

Usando [whilel ]:

(while b do S, s") — §"

Isto completa a prova.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Exercicio: Prove que Si;(S2;53) e (S1;.92); 93 sao

semanticamente equivalentes.

Exercicio: Mostre que Sy; S92, no geral, nao ¢

semanticamente equivalente a Ssy; 57.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL 69

Uma semantica é deterministica se, para todos S, s, s’ e

s"

2

(S,8) — s e (S,s) — s implica s’ = s

Isto significa que para todo comando S e estado inicial s
nos podemos determinar um unico estado final s’ se a

execucao de S termina.




8 SEMANTICA OPERACIONAL

Teorema 2 A semantica natural € deterministica.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL
8.1.2 Funcao Semantica

Sus : Smt — (State — State)

Observacao: usa-se — para funcoes parciais. Ou seja:
Sus[S] € State — State

dado por:

s Se (S,s) — ¢

undef caso contrario

Observagao: S,s|[while true do skip|s = undef para

todo s (fungao parcial).
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

8.2 Semantica Operacional Estruturada

e Enfase nos passos individuais da computacao;

e Relacao de transicao: (S,s) = v (a transicao
expressa o primeiro passo da computacao), com dois
possiveis resultados:

— v = (5, ¢) significando que a execucao de S nao
estd completa e (S’ s’) é uma configuragao
intermediaria;

— v = ¢ significando que a execucao de S terminou

e o estado final é s';

e Se diz que (5,s) emperrou se nao existe vy tal que
(S, s) = .
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8 SEMANTICA OPERACIONAL 73

(x:=a, s) = s|x — Ala]s]

(skip, s) = s
(S1,8)=>(S],s")
(S1592,8)=>(S1;5a,5" )

<51,8>:>S’
<51 ;SQ ,8>=><SQ,S’>

<1f b then S; else SQ, S> = <Sl, S>

Se B[b]s = tt
(if b then S; else Sy, s) = (95, s)
Se B[b]|s = ff
(while b do S, s) =
(if b then (S; while b do 5) else skip, s)




8 SEMANTICA OPERACIONAL

Uma sequiéncia de derivacao de um comando S iniciando
no estado s é:

e uma sequencia finita

Y05 V1 V2 - -5 Vk

de configuragoes satisfazendo vo = (S, s), v = Vit1
para 0 <i < k, e k>0, e ou 7, é uma configuracao

terminal ou é uma configuracao emperrada; ou

e uma seqieéncia infinita

Yo, V1572, - - -

de configuracoes satisfazendo vo = (S, s) e ; = Vit1

para ¢ > 0.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Notacao: Usamos 79 =" 7; para indicar ¢ passos na

sequencia. Usamos vy = 7; para indicar um numero

finito de passos.
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

ex: (z:=z;x:=y);y:=2e Sy = |xr+— H,y— 7,2+ 0.

Sequéncia de derivacao:

(z:=x; x:=Yy); y:=2, So) (x:=y;y:=2, S|z — B])

=
= (y:=2,(so|lz +— B|)|z +— T])
= ((solz = B])[z — T7])|y — 9]
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Cada passo da derivacao corresponde a uma drvore de

derivacao. Assim, para o primeiro passo teriamos:

(z:=x,80)=50[2—5]
(z:=x;:=Yy,80)=(x:=Y,50[2—D5])

(zi=x; x:=y); y:=2, So) = (x:=Y;y:=2, So|z — b])

(e



8 SEMANTICA OPERACIONAL

ex: dejasxr =3 e
y:=1; while —=(z = 1) do (y:=y*x;x:=xr—1). O primeiro

passo é:

(y:=1;while =(z = 1) do (y:=yx*x; x:=2—1),s) =

(while —~(z = 1) do (y:=yx*x; x:=x—1), s|ly — 1])
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Arvore:

(y:=1,s) = sy — 1]

(y:=1;while =(z = 1) do (y:=y*x; x:=x—1),s) =
(while —~(z = 1) do (y:=yx*x; x:=x—1), s|ly — 1])

Observagao: usa-se [assgog] € [compéog].
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Reescrevendo o laco como um condicional:

(if =(x = 1) then ((y:=y*x;r:=x—1); while

—(x = 1) do (y:=y*x;x:=x—1)) else skip, s|y — 1])

30




8 SEMANTICA OPERACIONAL

Segundo [if¢ys], 0 passo seguinte resultard em:

((y:=y*a; v:=2—1);

while =(z = 1) do (y:=yx*x; x:=x—1), s|ly — 1])
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Usando-se [asssos], [comping] € [compsgs], obtem-se a

transicao:

(yr=ysa; z=2—1)
while —(x = 1) do (y:=y*z; z:=x—1), s|ly — 1]) =
(x:=x—1; while =(x = 1) do (y:=y*x; x:=x—1), s[y — 3]

)
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

(y:=y*z,sly—1])=s[y—3]
(y:=yxzx;x:=x—1,s|y—1])=>(x:=2—1,s[y—3])

((y:=y*x; v:=—1);
while =(z = 1) do (y:=y*z; v:=2—1), s[y — 1]) =

(x:=x—1;

while —~(z = 1) do (y:=y*z;x:=x—1), sly — 3])
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8 SEMANTICA OPERACIONAL

Usando [assgog] € [comp3ng] obtemos a préxima

configuracao:

(while =(x = 1) do (y:=yx*x; r:=x—1), s|ly — 3||x — 2])

Continuando, chegaremos ao estado final sy — 6]z — 1].

84




8

SEMANTICA OPERACIONAL

Exercicio: Seja s = [z +— 17,y — 5|. Construa a

sequencia de derivacao do comando:

2:=0;while y < x do (z:=z+1;z:=x—y)
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Importante observar que a linguagem exemplo While nao

possui configuracoes emperradas.

A execucao de um comando .S no estado s:

e termina se e somente se existe uma sequencia de

derivacao finita comecando com (S, s);

e entra em [oop se e somente se existe uma sequencia

de derivacao infinita comecando com (S, s).

Dizemos que s execucao de S em s termina com Sucesso

se (S,s) =* ¢, para algum estado s’. Na linguagem

exemplo While a execucao termina com sucesso se e
somente se termina pois nao existem configuracoes

emperradas.
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8.2.1 Propriedades da Semantica

Lema 1 Se (S;;S,,s) =" 5", entao existe um estado s’ e

niumeros naturais ki e ko tal que (Si,s) = s e
(Sy, 8"y =k 5" onde k = ki + ko.

Prova: (por indugdo sobre o tamanho da seqiiéncia de
derivagao)
Base: k =0 (por vacuidade)

Passo: Assumimos como hipotese que o enunciado vale
para todo k < kq. Assumimos {S;;Ss, s) =T " oy

(S1;85,8) = v =" 5" para alguma configuracao .
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O primeiro passo pode ser resultado de [compgqs] ou
compgog):

1. [compgog] e v = (575 Sz, 8'), ou seja
(515 82, 8) = (513 53, 8')

Logo, {S1,s) = (S,s") e (S!; Sy, 5") =k g".
FEsta sequnda seqiiéncia satisfaz a hipotese indutiva.

Assim, existe um estado sg e numeros ki e ko tal que

ko S//

(51,8 =R g0 e (S5, 80) =

onde ki + ko = ko. Logo, (S1,s) =11 54 ¢
(Sy, 80y =% 5", e como (k1 + 1) + ky = ko + 1, estd

provado o resultado;
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2. [comping] e v =¢8". Assim, (S1,s) = s e

(S, 8"y =Ko " O resultado fica provado fazendo-se
kl =1e ]CQ = ]‘C().

39




8 SEMANTICA OPERACIONAL

Exercicio: Prove que se (S, s) =" s’ entao

(S1;95,5) = (S5, s'), isto é, a execucao de S; nao é

influenciada pelo comando que o segue.
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Teorema 3 A semantica operacional estruturada €

deterministica.
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8.2.2 Funcao Semantica

Ssos 1 Smt — (State — State)

dado por:

s Se (S,s) ="

undef caso contrario

SSOS [[S]]S =
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8.3 Um Resultado de Equivaléncia

Teorema 4 Para todo comando S da linguagem exemplo

While nos temos Sys[S] = Ssos[S]-
Esste teorema expressa duas propriedades:

1. Se a execucao de .S, comecando em algum estado,
termina em uma semantica, entao ela também

termina na outra, e os estados resultantes sao iguais;

. Se a execucao de S, para algum estado, entra em
loop em uma semantica entao também entra em loop

na outra.
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9 Semantica Denotacional

Semantica Operacional Como ocorre a execucgao do

comando;

Semantica Denotacional O efeito da execucao do

comando.
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e Na abordagem denotacional cada construcao sintatica

é mapeada, por uma funcao semantica, para um

objeto matemético (de um modo geral uma fungao);

e Exemplos de funcoes semanticas denotacionais: A
(mapeia expressoes aritméticas para func¢oes em
State — Z) e B (mapeia expressoes booleanas para

funcoes em State — T);
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e Funcoes S, e Sgpog sao exemplos de tuncoes
semanticas que mapeiam comandos em funcgoes em
State — State, no entanto, elas nao sao exemplos
de tuncoes denotacionais porque elas nao sao

definidas de forma composicional;

e Na semantica denotacional, estruturas de laco de

repeticao sao interpretadas usando-se pontos fizos:

— pontos fixos sao raizes de uma equacao funcional;

— um functonal ¢ uma funcao que mapeia uma funcao

em outra funcao.
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9.1 Composicionalidade

Significa expressar uma propriedade de uma estrutura em
funcao da composicao das propriedades de suas

sub-estruturas.

ex: Alay + as]s = Alai|s+Alas]s
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9.2 Ponto Fixo

Um funcional mapeia uma funcao em outra funcao.

Seja [' um funcional, entao:

Fg = go
F gy = go (ponto fixo)

Fkgo — 4o

ex: ' g =se x =0 entao 1 caso contrario x*xg(zx — 1),
e o ponto fixo de F' é a tuncao fatorial. Ou seja,

F' gy = g9 e gy € a tfuncao fatorial.

Observacao: usamos uma linguagem de programacao

funcional hipotética neste exemplo.
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Seja g1 (z) = x*. Entao:

F g, =se x = 0 entao 1 caso contrario xz * (r — 1)2 = (o

e g1 7 g
Seja go(x) = x!. Entao:

F gy =se x =0 entao 1 caso contrario x x ((x — 1)!) =

se r = 0 entao 1 caso contrario x! = x! = ¢
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9.3 Definicao

Sas|r:=als slx +— Ala]s]
Sas[skip] id
Sas[S1; S| Sas[S2] 0 Sas[S1]
Sqs[if b then S else S, cond(B[b], Sas[S1], Sas[S2])
Sas[while b do 5] FIX F

Onde F g = cond(B[b], g o Sgs[S],1d).
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Explicacao:

Sas[r:=als = s|x — Ala]s]

Observagao: corresponde a |assys| e [asssos].

Sas[skip] = id

Observacao: id é a funcao dentidade.
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Sds [[31; 52]] = Sqs [[32]] o Sys [[31]]

Observacao: isto significa que o efeito da execucao de
S1;.55 é a composicao funcional do efeito da execucao de

S1 com o efeito da execucao de Ss.
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(Sas[52] 0 Sas[S1])s =

)
s se existe s’ tal que

Sas[S1]s = " e Sgs[[Sa]s’ = §”

undef se Sgs[S1]s = undef ou

se existe s’ tal que
Sas[S1]s = s e
Sas[S2] s’ = undef
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Sas[if b then S else S;] = cond(B[b], Sas[S1], Sas[52])

Observacao: a funcao auxiliar cond tem funcionalidade

cond : (State — T) x (State — State) x
(State — State) — (State — State)

e é definida por:

g1 S seps=tt
C()Ild(p, 91792)3 —
g s seps=1H




9 SEMANTICA DENOTACIONAL 105

Sgs[if b then S else Sp|s =

cond(B[b], Sas[S1], Sas[S2])s
s’ se Bb]s = tt e Sqs[S1]s = s’ ou

y

se Bb]s = ff e Sgs[52]s = ¢’
undef se B[b]s = tt e Sq5[S1]s = undef ou
se B|b]s = ff e Sgs[S2]s = undef
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Sqs[while b do S| = FIX F

Observe que:
while b do S = if b then (S5;while b do 5) else skip

e aplicando a definicao de &4 ao lado direito resulta em:

Sas[while b do S| =

= cond(B[b], Sgs[while b do S| o Sg[S],id)
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e Nao podemos usar esta ultima expressao, pois ela

nao esta definida de forma composicional;

e No entanto, isto expressa que Sgs[while b do S| é o

ponto firo do tuncional definido por:
F g = cond(B[b], g o Sgs[S], id)

ou seja,

Sqs[while b do S| = F(Sgs[while b do S])

e Agora, esta nova definicao respeita a

composicionalidade.
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Sgs|[while b do S| = FIX F

e a funcionalidade da funcao auxiliar FIX é

FIX : ((State — State) — (State — State)) —

(State — State)
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ex: Seja o seguinte comando:

while —(x = 0) do skip
O tuncional correspondente é:

gs sesx#0

(F" g)s

s sesx=020
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Determinacao do funcional:

Sgs[while —(z = 0) do skip]s = (FIX F’)s

(F" g)s

id s

gs sesx=+0

s sesx=0

Observacao: g o Sgsskip]s = goid s = g s, pois
goid = g.
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A funcao ¢; definida como:

/

undef se s x # 0
g1 s = 4

S sesx =0
\

¢ ponto fixo de F’ porque

y

s sesx+0
(F’gl)s g1 7£
s sesx=20

)
undef se s x # 0

S sesx =020
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Ja, por sua vez, g9, definida como:
g s = undef para todo s

nao é ponto fixo de F’ porque se s’ £ = 0 entao

(F" go)s’ = &', enquanto que g, s’ = undef.
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e Existem funcionais com mais de um ponto fixo. Um

exemplo é F’, ja que qualquer funcao ¢ de

State — State satisfazendo ¢ s=ssesxz=0¢

ponto fixo de F";

e Existem também funcionais que nao tem ponto fixo.
Considere F definido como:

y

91 S€ g = g2

go caso contrario

F1 g =«

\
Se g1 # go entao nao existe funcao gy tal que

F1 go = go.
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Exercicio: Determine o funcional F' associado ao

comando:

while —(x = 0) do x:=z — 1
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Solucao:

Sas[while =(x = 0) do x:=z — 1]s = (FIX F')s

(F g)s cond(B[—(z = 0)], g o Sgs[x:=x — 1],id)s

.

\
.

g o Sygs|r:i=x —1]s se B[~(x =0)]s = tt
id s se B[—(x =0)]s =ff

gslx—sx—1] sesx#0

S sesxt=020
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Exercicio: Considere as seguintes funcoes parciais:

1. g1 s = undef para todo s

2.

slt— 0] sesx >0
gz § =
se sx <0

slt—0] sesxz >0
gs S =
S se sx <0

4. g4 s = s|z +— 0] para todo s

5. g5 s = s para todo s

Determine quais sao pontos fixos de F'.
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Exercicio: Considere o seguinte fragmento de programa:

while =(z = 1) do (y:=y*x; x:=2 — 1)

Determine o funcional F' associado ao programa.

Determine também ao menos dois pontos fixos de F'.
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9.4 Requisitos sobre o Ponto Fixo

Perante o problema de haver mais de um ponto fixo, ou

de nao existir nenhum, se faz necessario:

e Definir os requisitos de um ponto fixo e mostrar que

a0 menos um ponto fixo preenche estes requisitos;

e Mostrar que todos os funcionais obtidos da linguagem

While tem um ponto fixo que satistaz estes requisitos.
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Seja o comando while b do S. Quanto a terminacao,

existem tres possibilidades:
1. Ele termina;

2. Ele entra em loop localmente, ou seja, S entra em

loop;

. Ele entra em loop globalmente, ou seja, a estrutura

while entra em loop.
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1. Caso em que o laco termina: Assim, existe uma
sequéncia de estados sg, s1, ..., 5, tal que

)
tt se1<n

B[b]s; = <

T sei1=n

\

Sas[S]si = si41 para i < n
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Seja go um ponto fixo de F'. Logo, no caso ¢ < n

temos:
(F 90)575
cond(B[b], go 0 Sqs[S],id)s;
go(Sds[[S]] Si)

go Si+1
No caso 1 = n, temos:

go Sn (F gO)Sn
cond(B[b], go © Sgs[S],id) s,
id s,

Sn
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Conclui-se que todos os pontos fixos satistazem

go So = Sy, nao sendo possivel tirar daqui nenhum

requisito.
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2. Caso em que o laco entra em loop localmente, ou
seja, S entra em loop: Existe uma sequéncia de

estados sg, s1,...,S, tal que

B[b]s; = tt parai < n

S;it1 parat <n

Sds [[S]]Sz —

undef parai=n




9 SEMANTICA DENOTACIONAL 124

Seja go um ponto fixo do funcional F'. No caso 7 < n

obtemos:
go S; = go Si+1

e NO caso 7 = N obtemos:

go Sn (F gO)Sn

cond(B[b], go © Sgs[S],1d)s,,
(gO O Sds [[S]Dsn

undef

E novamente nao se obtem nenhum requisito.
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3. Caso em que o laco entra em loop globalmente, ou
seja, a estrutura while entra em loop: Existe um

sequéncia infinita de estados sg, s1, s2, ... tal que

B[b]s; = tt para todo 4

Sas[S]si = sip1 para todo i
Seja go um ponto fixo de F', entao
go Si = Jo Si+1

para todo 7 > 0. E temos gy so = go S; para todo 1.
Eista ¢ a situacao em que podemos ter varios pontos

fixos diferentes.




9 SEMANTICA DENOTACIONAL 126

S = while —(z = 0) do skip

cujo funcional é

gs sesx=+0

(F" g)s

s sesx=0

Sabemos que qualquer funcao g de State — State
satisfazendo g s = s se s x = 0 é ponto fixo de F’. No

entanto, nossa experiencia computacional nos diz que

)
undef se sg x #£ 0

Sds[[SHSO — <

So se sp x =0
\

de forma a representar o comportamento do loop.
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Assim, nosso ponto fixo preferencial é

y

undef se s x # 0
Jgo S = 4
S sesx =0

\

A propriedade distintiva deste ponto fixo é que para

qualquer outro ponto fixo ¢’ de F’, se gy s = s’ entao

¢’ s = s, mas nao o contrario.
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Generalizando para qualquer funcional F': O ponto
fixo desejado deve ser alguma funcao parcial

go : State — State tal que:

® ¢gp ¢ um ponto fixo de F’;

e se g ¢ outro ponto fixo de F, entao gg s = s’

implica g s = s, para todos os s e ¢'.
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9.5 Teoria de Pontos Fixos

e Desenvolver uma teoria que permita tratar com

funcionais e pontos fixos:;

e Garantir a existencia do ponto fixo preferencial.
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Seja a ordem C sobre as funcoes parciais State — State:

g1 L g9

quando a funcao parcial g; compartilha seus resultados

com a funcao parcial gs, ou seja, se g; s = s’ entao

gy s = s, para todo s e s'.

g1 C g9 significa que em todos os pontos em que g; €
definido, g, também o €, e os seus valores sao iguais, mas
0 inverso nao ¢ exigido. g; C g9 pode ser lido como ¢, é

menos ou tgualmente definido que g, ou g, aproxima gs.




9 SEMANTICA DENOTACIONAL 131




9 SEMANTICA DENOTACIONAL 132

g1 s = s para todo s

)
S se sx >0

undef caso contrario

S sesx=020

undef caso contrario

S se sz <0

undef caso contrario
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g1 L g1
gL g gL g9
gL g g3L g3 g3 g4

ga g1 g1 L ga

go L gs gsZ go
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Diagrama de Hasse:
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Exercicio: Sejam ¢gq, g2 € g3, como a seguir definidos:

S se s r é par

g1 S
undef caso contrario

S se s T € um primo

g2 s .
undef caso contrario

gs s S
Determine a ordem entre estas funcoes;

Determine uma funcao parcial g4 tal que g4 C g4,
9+ L g2 € g4 L g3;

Determine uma funcao parcial g5 tal que ¢, C g5,
92 £ g5 € g5 C g3, € g5 nao ¢ igual a g1, g» nem a gs.
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Uma caracterizacao alternativa da ordem C em
State — State é

g1 C go se e somente se graph(g;) C graph(gs)

onde graph(f) ={<z,y > X xY|f(x) =y} e
f: X<=Y.
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O conjunto State — State munido da ordem C é um

exemplo de um conjunto parcialmente ordenado.

Seja D um conjunto e d,dq,ds,ds € D. Um conjunto
parcialmente ordenado é um par (D, Cp), onde Ep é

uma relacao em D satistazendo:

1. d Cp d (reflexividade);

2. di Ep dy e dy Cp dg implica dy Ep ds

(transitividade);

. dl ED d2 € dg ED dl 1mphca dl — d2 (anti—simetria).
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Um elemento d € D satisfazendo d C d’ para todo d' € D

é chamado de elemento minimo de D. Podemos dizer que

ele nao contém informacao.
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Teorema 5 Se um conjunto parcialmente ordenado

(D,Cp) tem um elemento minimo d, entao d é unico.

Prova: Assuma que D tem dois elementos minimos d; e
dy. Desde que dy € elemento minimo, di E dy. Como ds
também € elemento minimo, do = dy. Pela propriedade

da anti-simetria de = obtemos di = d».
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ex: dSeja S um conjunto nao vazio e defina:

P(S) = {K|K C S}

chamado conjunto das partes.

Entao (P(S5), C) é um conjunto parcialmente ordenado

porque
o C ¢ reflexiva: K C K;

e C ¢ transitiva: se K1 C Ky e Ky C K3 entao
K C Ks;

C ¢é anti-simétrica: se K1 C Ky e Ky C K entao
K| = K.
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No caso em que S = {a,b, c},

P(S) = {0, {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, {a,b,c}}, e

temos:

{a,b, c}

N

{a,b} {a, c} {b, c}

X

(P(S), C) tem um elemento minimo, .
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Exercicio: Mostre que (P(5),2) é um conjunto

parcialmente ordenado e determine o elemento minimo.

Desenhe o diagrama de Hasse no caso em que

S ={a,b,c}.
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Lema 2 (State — State,C) ¢ um conjunto

parcialmente ordenado. A funcao parcial
1 : State — State definida como

1 s = undef para todo s

¢ o elemento minimo de State — State.
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Prova: Primeiro provamos que = € ordem parcial:
Reflexiva Triwialmente g C g, porque g s = s’ tmplica
gs=2s';

Transitiva Assumimos g1 C gy e g2 E g3. Assumimos
g1 s=¢5 ede g C g concluimos go s = s, e entao
g2 £ g3 fornece g3 s = §';

Anti-simétrica Assumimos g1 C g € g2 C g.

Assumimos que g1 s = s'. Entao, g, s = s’ seque de
g1 C g2, e neste caso ambas as funcoes dao valores
iguais. No caso em que g s = undef, € necessdrio
que g5 s = undef, jd que caso contrdrio, g5 s = s’ e
de g2 = g1 obteriamos g; s = s, que € uma
contradicao.
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Finalmente, temos que provar que L € o elemento

minimo de State — State. Efcicz’l ver que L é um

elemento de State — State e trivialmente L. T g vale
para todos g, dado que 1 s = 5" implica g s = s’ por

vacuidade.
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Formalizando os requisitos de FIX F"

e FIX F é ponto fixo de F, isto é, F(FIX F') = FIX F;

e FIX F' é o menor ponto fixo de F', isto é, se F' g =g
entao FIX F' LC g.
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Exercicio: Mostre que se F' tem um menor ponto fixo g

entao gy € unico.

Exercicio: Determine o menor ponto fixo dos funcionais

associados aos programas:

1. while —(x =0) do x:=x — 1

2. while =(x = 1) do (y:=y * x;x:=x — 1)
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Seja (D, C), e assumimos um subconjunto Y C D;

Existe um elemento de D que resume toda a

informacao de Y’;

Um elemento d é chamado de limite superior de Y se:
Vd'eY d Cd

Um limite superior d de Y é um menor limite

superior (ou supremo) se e somente se

d' é limite superior de Y implica que d C d’

O supremo de Y tem pouca informacao a mais que a

presente nos elementos de Y.
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Exercicio: Mostre que se Y tem um supremo, entao ele é

unico.
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Notacao: o (tinico) supremo de Y é denotado por | | Y.
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Um subconjunto Y é chamado de cadeia se ele é

consistente no sentido que quaisquer dois elementos de Y

compartilham informacao um com o outro, ou seja,

Vdi,ds €Y dy E dy Vdy E dy
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ex: Considere o conjunto parcialmente ordenado
(P({a,b,c}),C). Entao, o subconjunto

Yo = {0,{a}, {a,c}}

¢ uma cadeia. Neste caso, {a,b,c} e {a, c} sao limites

superiores de Yy e {a, c} é o supremo.

contra-ex: O subconjunto {0, {a}, {c},{a,c}} ndo é uma

cadeia. Por que?
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ex: Seja g, : State — State definido como:

undef sesT>n
gn S=14 slzr— —1] se0<szxzesz<n

S se sx <0

e gn L gm se n < m.

Seja Yy = {gn|n > 0}. Yy é uma cadeia porque g, C g, se

n < m. A funcao parcial

)
slr— —1] se0<sux
g s =1

S se sx <0

é o supremo de Y.
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Exercicio: Seja g, a funcao parcial definida por:

)
; slyr— (s a)lllr—1] se0<szxesx<n
gn S =
undef sesx<0Qouszxz>n

\

Definimos Yy = {g.|n > 0}. Mostre que Yy é uma cadeia.

Caracterize os limites superiores de Y, e determine o

supremo.
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Um conjunto parcialmente ordenado (D, C) é chamado
de cadeia completa parcialmente ordenada (ccpo) se | |Y

existe para todas as cadeias Y de D. Ele é um reticulado

completo se | | Y existe para todos os subconjuntos Y de
D.
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Exercicio: Mostre que (P(5), C) é um reticulado

completo e um ccpo para todos os conjuntos nao vazios S.
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Contra-exemplo de ccpo: Seja
Pen(S) = {K C S|K é finito}. Considere (Pg,(N), C).

Entao

Y = {{0},{0,1},{0,1,2},....{0,1,2,...,n},...}

¢ cadeia. A uniao contavel dos elementos A, da cadeia é

GAZ:N,
1=1

porém ele nao pode ser o supremo da cadeia pois nao

pertence a ela.
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Teorema 6 Se (D,C) ¢ um ccpo entao existe um

elemento minimo 1 dado por L =1 0.

Prova:

1. O € uma cadeia pois Vd;,ds € ) di T dy V dy T d;
(por vacuidade);

2. Como (D,C) € uma ccpo entao existe | | pois ) C D

€ cadeia de D,

3. |0 Ed, d e D, entao | |0 € elemento minimo de D.
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Lema 3 (State — State,C) ¢ um ccpo. O supremo
| |Y da cadeia Y de State — State ¢ dado por:

graph(| |Y) = J{graph(g)lg € Y}

isto €, (| |Y) s = s’ se e somente se g s = 5" para algum
gey.

Observagoes:

o graph(f) = {<z,y >€ X xY|f(z) =y} e
f: X-Y;

e State — State nao é um reticulado, mas ¢ um ccpo

e suas cadeias possuem supremo.
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Sejam (D, E) e (D',C') duas ccpo’s e considere a funcao

(total) f: D — D'. f é monotonica se e somente se

dy C dy implica f(dy) T f(da)

para todos os dy e ds.
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Exercicio: Considere o ccpo (P(N), C). Determine quais
das seguintes fungoes em P(N) — P(N) sao

monotonicas:

{27}
{7,9,13}

n € X|n é primo}
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Exercicio: Determine quais dos seguintes funcionais em

(State — State) — (State — State) sao monotonicos:

e fhg=gyg
,

g1 S€ § = g2
o [ 9= ~onde g1 # g2
g2 caso contrario

\

gs sesx=#0

s sesx=020
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Teorema 7 Sejam (D,C), (D',C") e (D", C") trés
ccpo’s e sejam f : D — D" e f': D' — D" duas funcoes
monotonicas. Entao, f'o f: D — D" € uma funcao

monotonica.

Prova: Assumimos que dy C dy. A monotonicidade de f

resulta em f(dy) T’ f(dy). A monotonicidade de f'
resulta em f'(f(dy)) ©" f'(f(d2)), como queriamos

provar.

Observacao: Isto significa que a operacao de composicao

de tuncoes preserva a monotonicidade.
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Lema 4 Sejam (D,C) e (D',C') duas ccpo’s e seja
f:D — D" uma funcao monotonica. Se'Y € cadeia de D
entao { f(d)|d € Y} € uma cadeia de D'. Além disto,

I {f(d)]deY}E f(LY)

Observacao: Isto significa que:

e a imagem de uma cadeia sob uma funcao monotonica

também ¢ uma cadeia;

e 0 supremo desta segunda cadeia aproxima a imagem

do supremo da primeira.
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Prova: Se Y = () o enunciado é trivialmente valido porque

' {f(d)|d € 0}

L'(
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Assumimos Y # (). Seja A = {f(d)|d € Y} e sejam
d},dy € A. Entao, existe di,ds € Y tal que d} = f(dy) e
d5 = f(dsy). Desde que Y é cadeia entao d; C dy ou

dy T d.

Pela monotonicidade de f vale o mesmo entre d; e d5.
Ou seja, A é cadeia de D',
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Para a segunda parte da prova, assumimos d € Y. Entao,
d C UY, e pela monotonicidade de f, f(d) =" f(LY).

Desde que isto vale para todos os d € Y, entao f(LIY) é

limite superior de A.
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Eistamos interessados em funcoes f que preservem os

limites superiores de cadeias, ou seja, que satistazem:

U {f(d)]d e Y} = f(UY) (1)

Uma funcao f : D — D’ definida sobre duas ccpo’s
(D,C) e (D' ') é continua se ela é monotonica e (1)
vale para todas as cadeias nao vazias Y.

Observacao: Isto significa que obtemos a mesma

informacao independente de determinarmos o supremo

antes ou depois de aplicar f.
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Se vale também | = f(_L) entao dizemos que f é estrita.
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Lema 5 Sejam (D,C),(D',C") e (D", C")trés ccpo’s e
sejam f : D — D" e f': D' — D" duas func¢oes continuas.
Entao, f'o f: D — D" ¢ uma funcao continua.

Prova: Do Teorema 7 sabemos que f' o f € monotonica.

Da continuidade de | obtemos:

U {f(d)]deY} = fUY)
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Desde que {f(d)|d € Y} é uma cadeia nao vazia de D' e

usando a continuidade de f' obtemos:

I (d)]d e {f(d)]d e Y} = f(U{f(d)d e Y})

que € equivalente a

S (f(d)ld e Y} = f1(f(LY))

provando o resultado.
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Exercicio: Prove que se f e f’ sao estritas, f' o f também

o é.
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Exercicio: Mostre que o funcional associado ao programa

while —(x = 0) do z:=z — 1

é continuo.
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Contra-exemplo de funcao continua: Seja
(P(NU{a}), <) um ccpo. Considere a funcao
f:P(NU{a}) — P(NU{a}) definida como:

X se X é finito

f X =
X U{a} se X é infinito

f é monotonica, ja que X; C Xs implica f X; C f Xo.

No entanto, nao é continua. Considere

Y ={{0,1,...,n}n > 0} que é uma cadeia, com
1Y = N. Aplicando f obtemos:
H{f X|XeY}=UY =Ne f(LY)=f N=NU{a}.
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Teorema 8 Seja f: D — D uma funcao continua sobre

um ccpo (D, C) com elemento minimo L. Entao,

FIX f=| [{/"(L)n >0}

define um elemento de D e este elemento € o menor
ponto fizo de f.

Observagoes:

o f=ide " = fo " paran > 0;

e Eista é a definicao de ponto fixo desejado.
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Prova:

1. f9%(L)=1,e L Cdparatodo d € D. Por inducao
podemos mostrar que f*(L) C f*(d), ja que f é

monotonica. Segue que f*(L) C f™(L) paran < m.
Assim, {f"(L)|n > 0} é uma cadeia de D e FIX f

existe porque D é um ccpo;
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2. Precisamos mostrar que FIX f é um ponto fixo, isto
é, f(FIX f) =FIX f:

f(FIX f) fo{f (L
L{f (" (L

L{f™ (L)

L (L)[n

L{f"(L)|n

FIX f

n > 0})
))|n = 0}
n >

>
>
1}

1y U{L})
0}

>
>
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3. Para mostrar que FIX f é o menor ponto fixo basta
assumir que d é algum outro ponto fixo. Assim,

1 C d e pela monotonicidade de f obtemos

f™(L) C f™(d), para n > 0. Como d é ponto fixo,
f*"(L) E d, e sabendo que FIX f é supremo da cadeia
{f"(L)|n >0}, FIX f E d, o que prova o resultado.
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ex: Considere o funcional:

gs sesxz#0

(F" g) s

s sesx=020

Tomamos | s = undef para todo s, que é o menor

elemento de State — State, para determinar os
elementos de {F""(L)|n > 0}.
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(id L) s
undef

(F" 1) s

.

\
;

1l s sesx#0

s sesx=0

undef se s x # 0

S sesx=020

181
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F'(F™" 1) s

;

(F"" 1)s sesx+#0

S sesx=020
\

/

undef se s x # 0

S sesx =020
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No caso geral, nos temos F'™ L = F'*1 | paran > 0.
Além disto,

H{F™ Lln>0}={F° LF*' 1} =F" 1

porque F" 1 = 1. Assim, o menor ponto fixo de F' é a

funcao
)
undef se s x # 0
g1 s = 4
S se sz =10
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Exercicio: Determine o ponto fixo dos funcionais

assoclados aos seguintes comandos:

1. while =(z =0) do x:=z — 1

2. while =(z =1) do (y:=y *x x;x:=2x — 1)
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9.6 Existencia

Teorema 9 As equacoes da semantica denotacional

definem uma funcao total Sqs em
Stm — (State — State).
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9.7 Um Resultado de Equivaléncia

Teorema 10 Para todo comando S da linguagem
exemplo While, nds temos Ssos|S] = Sas[S]-
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10 Semantica Axiomatica

e Correcao parcial: estabelece certa relacao entre os

valores iniciais e finais das variaveis (se o programa

terminar);

e Correcao parcial4+terminacao=correcao total
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10.1 Provas Diretas de Correcao de

Programas

10.1.1 Semantica Natural

y:=1; while —=(z = 1) do (y:=y *x x; x:=2 — 1)
Para todos os estados s e s', se
/

(y:=1;while =(x =1) do (y:=y xz;z:=0 — 1), 5) — 5

entao s’ y=(sx)!esz>0.
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A prova tem tres estagios:

1. Provar que se (y:=y*xx;x:=0x — 1,5) = s" e s’ >0

entdao (sy)*(sx)!=("y)*x (" z)!esx>0;

2. Provar que se

(while ~(x = 1) do (y:=y * x;x:=0 — 1),5) — §"

entao (sy)x(sx)!=s"yes" x=1esx>0;

3. Provar que se
(y:=1;while =(z =1) do (y:=y *x x;x:=2x — 1),5) —
s'entao s y=(sx)! esxz>0.
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1. Considere (y:=y * x;x:=x — 1,s) — s”. De acordo

com |[comp, | existem transigoes (y:=y * x,s) — s e
(r:=x — 1,5') — §" para algum s’. De |ass,s| temos
s =sly— Alyx z]s] e " = §'[lz — Afx — 1]¢].
Combinando obtemos

s" =slyr— (sy)*(sx)|]|lr— (s x)—1]. Assumindo

s x > 0 calculamos

(8" y)x(s" )t = ((s y)*(s 2))*((s 2)=1)! = (s y)*(s 2)!

e desde que s z = (s” x) + 1, isto prova a primeira

parte;




10 SEMANTICA AXIOMATICA 191

2. Podem ser usadas duas regras:

e [whilell ]: Neste caso, s’ = s e B[~(x = 1)]s = fF.

Isto significa que s’ £ =1 e, como 1! = 1, nés

obtemos (s y) *x (s x)! =syes x> 0;
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e [whilel']: Neste caso, B[~(z = 1)]s = tt e

(y=y*xx;r:=0—1,5) — 5" e

(while ~(z = 1) do (y:=y x x;x:=0 — 1),5") — s
para algum s”. A hipotese indutiva diz que

(" y)x (" x)! =5 yes x=1esx>0. Da

/

primeira parte da prova vem que
(sy)*x(sx)=(s"y)*(s" )l esz>0.
Combinando os resultados obtem-se

(sy)*(sx)! =5 yesxz>0 que prova a segunda

parte;
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3. Considere para a prova da terceira parte

(y:=1;while —~(z = 1) do (y:=y * x;x:=x — 1),s) — &

De acordo com [comp,] existird um estado s” tal que
(y:=1,s5) — s" e

(while =(z =1) do (y:=y xz;z:=2x — 1),5") — &
Do axioma |ass,s| obtemos s” = s|y — 1] e da
segunda parte sabemos que s” x >0e sz > 0.
Entao, (s x)! = (s” y) * (s” x)! vale e usando a
segunda parte da prova obtemos

(s x)! = (5" y) x (8" z)! = ¢’ y que prova a terceira e

ultima parte.
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Exercicio: Prove a correcao parcial do programa:
2:=0;while y < x do (z:=z + 1;z:=2 — y)

Ou seja, se o programa para no estado s’ a partir de um

estado s, com sz > 0 e s y > 0, entao

sz=(sx)div(sy)es z=(sz) mod (s y).
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10.1.2 Semantica Operacional Estruturada

Para todos os estados s e s', se

* /

(y:=1;while =(z =1) do (y:=y *x;x:=2x — 1),8) =" 5

entao s’ y=(sx) esz > 0.
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A prova tem dois estagios:

1. Prova-se por inducao sobre o tamanho das sequéncias

de derivacao que se

(while —~(z = 1) do (y:=y * ; x:=x — 1), s) =~ &

entao s’ y=(sy)x(sz))es'x=1esx>0;

. Provar que se
(y:=1;while =(z =1) do (y:=y * x;x:=2x — 1), 5) ="
s'entao s y=(sx)!esxz>0.
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10.1.3 Semantica Denotacional

Baseado em uma propriedade, como um predicado

sobre o ccpo (State — State, L), isto é

Y : (State — State) — T
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ex: (fatorial)

Vtat (Sas[y:=1; while —(z

onde 1g,; € definida como:

2pfaut (9) — tt

se e somente se, para todos os estados s e s’, se g s = ¢

entao s’ y=(sx)! esz>0.
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Um predicado ¢ : D — T definido sobre um ccpo (D, C)

é chamado de admaissivel se e somente se nds temos

se 1(d) = tt para todo d € Y entao ¥ (LIY) = tt

para toda cadeia Y de D.
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Teorema 11 Seja (D,C5) um ccpo e sejam f: D — D
uma funcao continua e Y um predicado admissivel sobre

D. Se para todo d € D
Y(d) = tt implica ¢ (f d) = tt

entao Y(FIX f) = tt.

Observacao: Isto significa que se a aplicacao de f nao
muda o valor do predicado % entao o ponto fixo de f
também fornece o mesmo valor para o predicado. Assim,

podemos generalizar o predicado para o ponto fixo de f.
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10.2 Assercoes para Correcao Parcial

e As abordagens anteriores sao muito detalhadas para
um uso pratico pois elas sao muito proximas da

semantica de linguagens de programacao;

e Precisamos extrair as propriedades essenciais das

construcoes da linguagem;

201
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e Podemos especificar estas propriedades dos
programas como asserc¢oes na forma {P} S {Q}, que
significa:

1. Se P vale no estado inicial e

2. a execucao de S termina quando inicia neste estado

3. entao () vale no estado em que S para.

e Observe que {P} S {Q} nao garante a terminacao.
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1P) S {Q}

P chamada de precondicao:;

() chamada de pds-condicao.
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y:=1; while —=(z = 1) do (y:=zx x y; x:=2 — 1)

{y=n!An>0}

Observacao: ha dois tipos de variaveis:
1. variaveis do programa. ex: T € y;

2. variaveis légicas. ex: n.
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Notacao:

Py N P, Ponde Ps= (P s)e (P s)
PV P, P onde P s= (P, s)ou (P, s)

- P P onde P' s = (P s)
Plz — Ala]] P’ onde P’ s = P (s|x — Ala]s])
P1:>P2 VSEStatePlsimplicaPQS
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lassp| {Plx — Ala]]} x :=a {P}

skipp] {P} skip {P}

1P} 51 {Q}, {Q} 52 {R}
[compp| [P} Sii5: (7))

ifp] {B[p]AP} S1 {Q}, {-B[b]AP} S2 {Q}
P {P} if b then S; else 5S> {Q}

, {B[p]AP} S {P}
(whilep] {P} while b do S {-B[b]AP}

[consp] {{];E g }g}} se P=P e =Q
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Explicacoes:

{Plx — Ala]]} z :=a {P}

ex: x:=x+1(aéx+1)ePéx=>.

{(x=0)xz— Az +1]]} z =2+ 1 {x =5}

{Alz+1] =5} z:=x+1 {z =5}
{r+1=5}z:=2+4+1 {z =05}
{r=4}y z:=x+1{x =5}

207
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{B[b] A P} S {P}
{P} while b do S {-B[b] A P}

e P é o tnvariante do laco;

e (Claramente o predicado b é verdadeiro

imediatamente antes de S e falso ao final do laco.
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P’y S Q')
1Py S 1Q;

seP=PeQ =Q

Esta regra se chama regra da consequéncia e significa que
podemos fortalecer a precondicao P’ e enfraquecer a

pos-condicao ().
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A tabela mostrada especifica um sistema formal de

inferencia para determinar provas de propriedades:

—p P} S 1Q)
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y:=1;while =(z = 1) do (y:=x x y; x:=2 — 1)

{y =n!'An >0}

e usamos y = n! An > 0 para representar o predicado P
onde Ps=(sy=(sn)lAsn>0).
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O invariante do laco while é INV:

INV s = (sx > 0implica ((sy)*(sx)! = (sn)lesn > sx))
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Usando |assp|:

Fp {INViz— x—1]} 2= — 1 {INV}

De forma similar:

Fp {(INV |z — x—1))|y — yxx|} y:i=yxx {INV |z — x—1]}

Usando [compp]:

Fp {(INV|x — z—1])|y — yxx|} y:i=yxz; 2:=2—1 {INV}
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Sabemos que
(=(z=1)ANINV)= (INV|x — 2z — 1))y — y * x|.

Usando [consp]:

Fp {(x=1)ANINV} y=y*xz;v:=0 — 1 {INV}

Usando |[whilep]:
Fp {INV}

while =(z = 1) do (y:=z xy; z:=2x — 1)
{=(=(x=1))NINV}
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Sabemos que =(=(x = 1)) AINV =y=nlAn>0e¢
aplicando [consp]:
Fp {INV}

while =(z = 1) do (y:=z xy; z:=2x — 1)

{y=n!'An>0}
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Aplicando |assp] ao comando y:=1:

Fp {INV][y+— 1]} y:=1 {INV}

Usando x =n = INV |y — 1] em |consp| obtemos:

Fp {z=n}y=1{INV}
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Finalmente, usando [compp| obtemos:

Fp {x =n}

y:=1;while =(z = 1) do (y:=x x y; x:=2 — 1)

{y =n!'An >0}
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Exercicio: Use a semantica axiomatica para verificar a

correcao parcial do programa
{r=aNny=>}

2:=0;while y < x do (z:=z + 1;z:=2 — y)

{z=(adivb)ANx=(amodb)Aa>0Ab>0}
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10.3 Correcao e Completude do Sistema

Formal

Teorema 12 Para toda assercao de correcao parcial
{P} S {Q} temos =p {P} S {Q} se e somente se
p{P} S {Q}-
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10.4 Assercoes para Correcao Total

A formula {P} S {| @} significa:
1. se a precondicao P é valida

2. entao S garantidamente para (representado pelo

simbolo {})

3. e o estado final satistaz a pds-condicao ().
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[assy] {Plx — Ala]]} z:=a {| P}

skip| 1P} skip {{ P}

{Pr S1 {IQ}), {Q} S {IR}
{P} S1;52 {UR}

lcompy]

[if (] {B[b]AP} S1 {4Q}, {-B[b]AP} S2 {4Q}
t {P} if b then S; else S2 {{Q}

[Whﬂet] {P(z+1)} S {IP(z)}

{3zP(z)} while b do S {{P(0)}
onde P(z + 1) = B[b], P(0) = —-B[b]

ezeN,z>0

{P'y S {IQ'}
1P} S W@}

onde P= P eQ = (Q
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Observacao: Na regra [while¢| nés usamos uma familia

parametrizada de predicados P(z) para o invariante do
laco. z indica o numero de voltas do laco que ainda

faltam. Isto significa que P(0) implica que b é falso.




