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Systémy

• obecně: spojeńı komponent̊u, zǎŕızeńı nebo subsystémů pro zpracováńı informaćı nebo

povel̊u (nap̌r. ř́ızeńı auta, rafinérie, populace mravenc̊u v lese, . . . ).

• systémy pro nás: zǎŕızeńı obráběj́ıćı, zpracovávaj́ıćı či upravuj́ıćı signály.

Systém se spojitým časem zpracovává signály se spojitým časem, signál y(t) je reakćı na

x(t), znač́ıme: x(t) → y(t). Systém s diskrétńım časem zpracovává signály s diskrétńım

časem, signál y[n] je reakćı na x[n], znač́ıme: x[n] → y[n].
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Př́ıklad 1 spojitý: elektrický obvod – Chceme znát závislost uc(t) na us(t):

• Proud obvodem: i(t) = us(t)−uc(t)
R

• proud kondenzátorem: i(t) = C
duc(t)

dt
.

• Dáme to dohromady: duc(t)
dt

+ 1
RC

uc(t) = 1
RC

us(t).

. . . což je diferenciálńı rovnice, kterou můžeme vy̌rešit pro dané us(t).

Př́ıklad 2 diskrétńı: počet neuronů v mém mozku se každý měśıc snižuje o 0.1% plus o

to, kolik jsem za daný měśıc vypil alkoholu:

y[n] = 0.999y[n − 1] − x[n]

Jedná se o tzv. diferenčńı rovnici, kterou můžeme vy̌rešit pro daný pr̊uběh x[n] a počátečńı

podḿınku y[0] (počet neuronů p̌ri narozeńı) a zjistit nap̌r, kdy se y[n] = 0 (tento měśıc

konč́ı p̌rednášky SXC :-).
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Spojeńı systémů

paralelńı, sériové (kaskádńı), zpětnovazebńı:

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI SYSTÉMŮ

S pamět́ı / bez paměti

systémy s pamět́ı jsou schopny udržet (pamatovat si) nějakou p̌redešlou hodnotu/hodnoty.

Systémy bez paměti reaguj́ı pouze na okamžitou hodnotu vstupu.

Př́ıklady: s pamět́ı: neurony v mozku (systém si pamatuje p̌redchoźı počet neuronů).

Př́ıklady: bez paměti: y(t) = Kx(t).
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Daľśı vlastnosti budeme ukazovat na systému pit́ı piva: vstupem je počet vypitých piv,

výstupem je velikost úsměvu:
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Kauzalita

systém reaguje pouze na současný či minulý vstup. Nesḿı “vidět” do budoucnosti. Pivńı

p̌ŕıklad:

Seriózńı p̌ŕıklad – kauzálńı: y[n] = x[n] − x[n − 1].

Seriózńı p̌ŕıklad – nekauzálńı: y(t) = x(−t).
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Stabilita

omezený vstup produkuje omezený výstup: můžeme naj́ıt taková dvě kladná reálná č́ısla

B, C < ∞, že

|x(t)| < B → |y(t)| < C |x[n]| < B → |y[n]| < C.

Př́ıklad 1: y(t) = tx(t). I pro omezený vstup je pro čas t = ∞ hodnota y(t) = ∞

⇒ nestabilńı.

Př́ıklad 2: y(t) = ex(t). Pro omezené x(t) v intervalu [−B, B], je y(t) omezené v

[e−B , e+B ]. Vybereme-li z nich to věťśı, máme omezeńı pro výstup C ⇒ systém je stabilńı.
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Časová invariantnost

“Systém neměńı své chováńı v čase” - pokud na signál x(t) zareagoval signálem y(t), na

signál x(t − t0) zareaguje signálem y(t − t0). Podobně pokud x[n] → y[n], tak

x[n − n0] → y[n − n0]. Pivńı p̌ŕıklad:

Seriózńı p̌ŕıklad 1: y(t) = sin[x(t)]. Hledáme-li y(t− t0), dosad́ıme modifikovaný čas jako

argument funkce: y(t − t0) = sin[x(t − t0)] a tvrzeńı plat́ı ⇒ čas. invariantńı.
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Seriózńı p̌ŕıklad 2: y[n] = nx[n]. Najdeme protip̌ŕıklad, který nevyhovuje “pokud

x[n] → y[n], tak x[n − n0] → y[n − n0]” ?

Pokud x[n] = δ[n] (diskrétńı jednotkový impuls), pak y[n] = 0 ∀n. Když vstup posuneme:

x[n − 1] = δ[n − 1], výstupem bude také δ[n − 1].

Našli jsme tedy taková x[n] → y[n], pro které x[n − n0] nemá jako výstup y[n − n0]

⇒systém neńı invariantńı (je proměnný).

Linearita

2 podḿınky: p̌redpokládáme, že x1(t) → y1(t) a x2(t) → y2(t).

• aditivita: x1(t) + x2(t) → y1(t) + y2(t).

• scaling nebo homogenita: ax1(t) → ay1(t).

(obdobně pro diskrétńı čas). Můžeme dohromady zapsat jako jedinou podḿınku:

ax1(t) + bx2(t) → ay1(t) + by2(t)

ax1[n] + bx2[n] → ay1[n] + by2[n]
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Pivńı p̌ŕıklad:
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Seriózńı p̌ŕıklad: y(t) = tx(t). Pro libovolné x1(t) a x2(t) budou výstupy: y1(t) = tx1(t)

a y2(t) = tx2(t). Vyrob́ıme x3(t) = ax1(t) + bx2(t). Výstup:

y3(t) = tx3(t) = t[ax1(t) + bx2(t)] = tax1(t) + tbx2(t) = ay1(t) + by2(t). Je to lineárńı.

Linearita bude ḿıt velký význam p̌ri analýze systémů: všechny vstupńı signály budeme totiž

rozkládat na jednotlivé impulsy, necháme je proj́ıt systémem. V p̌ŕıpadě, že je systém

lineárńı, můžeme pak výstupńı signál źıskat součtem reakćı na jednotlivé impulsy!
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LTI SYSTÉMY

• lineárńı, časově invariantńı (linear, time-invariant).

• nejdůležitěǰśı charakteristika těchto systémů je impulsńı odezva - “jak systémy

reaguj́ı na jednotkový impuls?”

Zaj́ımá nás ovšem odezva systému na obecné signály x(t) nebo x[n], nejen na jednotkové

impulsy. Urč́ıme ji tak, že obecné signály na jednotkové impulsy rozlož́ıme, spust́ıme s

nimi několik impulsńıch odezev a pak zase sečteme!
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Rozklad disk. signálu na jednotkové impulsy

x[n] =

+∞
∑

k=−∞

x[k]δ[n − k].

Reakci systému na posunutý jednotkový impuls δ[n − k] označ́ıme hk[n]. Je-li systém

časově invariantńı (a žádné jiné nás momentálně nezaj́ımaj́ı), pak jsou všechny hk[n] stejné

jako základńı h[n], pouze časově posunuté: hk[n] = h[n − k].
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Každý posunutý jednotkový impuls x[k]δ[n − k] odstartuje “svou” h[n − k] a vynásob́ı ji

svou velikost́ı. Vše se pak muśı seč́ıst (linearita!), abychom dostali výsledek:

y[n] =

+∞
∑

k=−∞

x[k]h[n − k]

Tento vztah se nazývá konvolučńı suma, krátce konvoluce; zapisujeme:

y[n] = x[n] ? h[n]
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Př́ıklad pro výše definované h[n] a x[n]:

Na konvoluci se můžeme d́ıvat také tak, že pod signál pro výpočet každého výstupńıho

vzorku y[n] pod signál “p̌rilož́ıme” obrácenou a paťričně posunutou impulsńı odezvu,

vzorky nad sebou vynásob́ıme a sečteme:
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k -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 y[n]

x[k] 0 0 0 0 2 -1 1 0 0 0 0

n=-2 0 1 2 3 0 0 0 0 0 0 0 0

n=-1 0 0 1 2 3 0 0 0 0 0 0 6

n= 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 0 0 1

n= 1 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 0 3

n= 2 0 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 1

n= 3 0 0 0 0 0 0 1 2 3 0 0 1

n= 4 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 0 0

Konvoluce se velmi dob̌re p̌redvád́ı s proužky paṕıru:

• napǐste si na paṕır x[n] a h[n], nezapomeňte u obou poznačit, kde je n = 0.

• obrat’te h[n], sesad’te časy n = 0. Právě jste dostali h[−k].

• pokud nyńı vynásob́ıte vzorky nad sebou a sečtete, dostanete výsledek y[0]. Pro daľśı

kladná n posouvejte h[−k] doprava.
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LTI systémy se spojitým časem

budeme cht́ıt podobným způsobem zapsat signál jako sadu impuls̊u. Jak to ale udělat,

když je signál spojitý ? Opět nám pomůže pomocná funkce δ∆(t) s š́ı̌rkou ∆ a výškou 1
∆ a

silný svěrák.

δ∆(t) =







1
∆ pro 0 ≤ t ≤ ∆

0 jinde

Pokud bude ∆ dostatečně malé, můžeme signál aproximovat jako sumu posunutých a

vynásobených δ∆(t). Aby se x̂(t) dostal do stejné “výšky” jako původńı x(t), nesḿıme

zapomenout na násobeńı každého impulsu hodnotou ∆:

x̂(t) =

∞
∑

k=−∞

x(k∆)δ∆(t − k∆)∆.
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Budeme-li nyńı ∆ stlačovat svěrákem až k 0, z δ∆(t) se stane δ(t) a suma p̌rejde na

integrál. x̂(t) už nebude aproximace, takže vynecháme sťŕı̌sku:

x(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)δ(t − τ)dτ.

Každý impuls x(τ)δ(t − τ) ovšem vybud́ı impulsńı odezvu systému:

δ(t) → h(t), δ(t − τ) → h(t − τ), x(τ)δ(t − τ) → x(τ)h(t − τ)
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Lineárńı systém všechny takové odezvy sečte (integruje) p̌res všechna τ a dostaneme

celkový výstup:

y(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ.
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Tento vztah se nazývá konvolučńı integrál, zapisujeme: y(t) = x(t) ? h(t).

Interpretace konvolučńıho integrálu:

• poťrebujeme spoč́ıtat výstup pro nějaké t.

• Definujeme τ jako pomocnou časovou proměnnou, p̌res kterou se bude integrovat.

x(τ) vypadá stejně jako x(t) (p̌rejmenováńım osy se nic nezměńı).

• h(t − τ) bude otočené a posunuté do času t.

• Pronásob́ıme, spoč́ıtáme integrál (když to jde, změ̌ŕıme plochu pod funkćı

x(τ)h(t − τ)) a máme jednu hodnotu výstupu pro čas t.

• Goto 1, pro daľśı čas t.
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Konvoluce – shrnut́ı

y[n] = x[n] ? h[n] =
+∞
∑

k=−∞

x[k]h[n − k]

y(t) = x(t) ? h(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ.

VLASTNOSTI KONVOLUCE

Komutativita:

y[n] = x[n] ? h[n] = h[n] ? x[n] =

+∞
∑

k=−∞

x[k]h[n − k] =

+∞
∑

k=−∞

h[k]x[n − k]

y(t) = x(t) ? h(t) = h(t) ? x(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ =

∫ +∞

−∞

h(τ)x(t − τ)dτ.

Při poč́ıtáńı můžeme tedy bud’ “zmrazit” vstupńı signál a otočit a posouvat imp. odezvu,

nebo to udělat naopak.
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Distributivita – paralelńı spojeńı systémů:

y(t) = y1(t) + y2(t) = x(t) ? h1(t) + x(t) ? h2(t) = x(t) ? [h1(t) + h2(t)].

Systém má celkovou imp. odezvu h(t) = h1(t) + h2(t).

Ově̌reńı:
∫

x(τ)h1(t−τ)dτ+

∫

x(τ)h2(t−τ)dτ =

∫

x(τ)[h1(t−τ)+h2(t−τ)]dτ = x(t)?[h1(t)+h2(t)],

protože
∫

je lineárńı operace. Podobně pro diskrétńı:

y[n] = x[n] ? [h1[n] + h2[n]].
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Asociativita – sériové spojeńı systémů:

y(t) = [x(t) ? h1(t)] ? h2(t) = x(t) ? [h1(t) ? h2(t)].

Systém má celkovou imp. odezvu h(t) = h1(t) ? h2(t).

Ově̌reńı:

y(t) =

∫

v

[
∫

τ

x(τ)h1(v − τ)dτ

]

h2(t − v)dv =

∫

v

∫

τ

x(τ)h1(v − τ)h2(t − v)dτdv =

= p̌rehozeńı pǒrad́ı integrace =

∫

τ

∫

v

x(τ)h1(v − τ)h2(t − v)dvdτ =

∫

x(τ)

[
∫

v

h1(v − τ)h2(t − v)dv

]

dτ = . . .

Ve vniťrńım integrálu změńıme proměnnou: v = g + τ a využijeme toho, že:
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∫

g
h1(g)h2(t − τ − g)dg = h(t − τ) takže výsledek je:

. . . = x(t)[h1(t) ? h2(t)].

Podobně pro diskrétńı systémy:

y[n] = x[n] ? [h1[n] ? h2[n]].

Systémy s pamět́ı a bez :

Bez paměti: impulsńı odezva má jen 1 impuls pro čas 0: h[0] = Kδ[n], takže:

y[n] = x[n] ? h[n] =

+∞
∑

k=−∞

x[k]Kδ[n − k] = Kx[n].

h(t) = Kδ(t), takže: y(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)Kδ(t − τ)dτ = Kx(t).

Zvláštńım p̌ŕıpadem systému bez paměti je identita (drát):

h[n] = δ[n]

h(t) = δ(t).
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Kauzalita:

Systém nesḿı “vidět do budoucna”. Pro výpočet n-tého vzorku se sḿı použ́ıt jen vzorky

< n. Pro výpočet t-tého času se sḿı použ́ıt jen časy < t. Toto je splněno, když:

h[n] = 0 pro n < 0

h(t) = 0 pro t < 0

Malé opakováńı, jak se konvoluuje, otočená a posunutá imp. odezva nesḿı zasahovat za

čas n nebo t!.
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U konvolučńı sumy a integrálu můžeme v p̌ŕıpadě kauzálńıho systému omezit meze na:

+∞
∑

k=−∞

x[k]h[n − k] →

n
∑

k=−∞

x[k]h[n − k],

+∞
∑

k=−∞

h[k]x[n − k] →

∞
∑

k=0

h[k]x[n − k]

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ →

∫ t

−∞

x(τ)h(t − τ)dτ,

∫ +∞

−∞

h(τ)x(t − τ)dτ →

∫ +∞

0

h(τ)x(t − τ)dτ.

Stabilita:

“pokud je vstup omezený, výstup by měl být také nějak omezený. . . ” Splněno, pokud je

imp. odezva absolutně sumabilńı/integrabilńı (terminologie ?):

+∞
∑

k=−∞

|h[k]| < ∞,

∫ +∞

−∞

|h(t)|dt < ∞.
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