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CAPITULO 1: INTRODUCCION

El objetivo deestelibro detexto esintroducir |os conceptostedricos necesarios sobre
Teoria de Lengugjes Formales, Graméticas y Autématas para un curso universitario de
Traductores, Procesadores, Compiladores e Intérpretes de lenguajes de programacion.

En este texto se presenta la Teoria de Graméticas y Lenguajes Formales, como una
herramienta matematica que permite abordar con rigor €l disefio de lenguajes de progra-
macion. Ademés sedesarrollan|os conceptosnecesarios paralaconstruccién de Autdmatas
parael reconocimiento de lenguajes de programacion.

La Teoria de los Lenguajes Formales tiene su origen en un campo aparentemente
bastante algjado de la Informatica: la Linguistica

Loslinguistasdelallamada escuela estructuralista americana habian elaborado por
los afios 50 algunas ideas informales acerca de la gramatica universal. Se entiende por
graméatica universal, una graméatica que caracterizalas propiedades generales de cual quier
lenguaj e humano.

El primer trabajo que desarroll6 teorias formales sobre graméticas y lenguajes fue
obra de Avram Noam Chomsky (1928-), quien es sin duda la figura mas destacada de la
linguistica moderna, tanto por desarrollar sus fundamentos matematicos, como por sus
teorias sobre €l origen y la naturaleza de los lengugj es natural es, aungue éstas Ultimas son
mas discutidas (Chomsky, 1956; 1959; 1962; y 1963).

En & campo de la Informatica, poco después de las primeras publicaciones de
Chomsky, €l concepto de Gramatica Formal adquirié gran importancia para la especifi-
cacion delenguajes de programaci n; concretamente, se defini6 con susteoriaslasintaxis
del lenguaje ALGOL 60 (con ligeras modificaciones sobre su version primitiva), usandose
unagraméticalibre decontexto. Ello condujo rdpidamenteal disefio riguroso dealgoritmos
de traduccion y compilacion.

Finalmente, y enlazando con € campo de la lingistica, la Teoria de Lenguajes
Formales esde gran utilidad paradl trabajo en otros campos de la | nformatica por g emplo
en Informética Tedrica, Inteligencia Artificial, Procesamiento de lenguajes naturales
(comprension, generacion, y traduccion) y Reconocimiento del Habla.

LaTeoriadelos Lengugjesy Gramaticas Formalestiene unarelacion directacon la
Teoria de Autdmatas, siendo posible establecer entre ambas una correspondencia deno-
minada en Algebraisomorfismo.
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LaTeoriade los Automatas proviene del campo de la Ingenieria Eléctrica. El cien-
tifico estadouni dense Claude Elwood Shannon (1916-2001), publicé variostrabaj os, donde
mostrabalas bases paralaaplicaciondelal 6gicaM atemati caal os circuitoscombinatorios
y secuenciales. A lo largo de las décadas siguientes, lasideas de Shannon se desarrollaron
considerablemente, dando lugar ala Teoria de Automatas (Shannon 1949; 1954 y 1956).

L osautématas son sistemas que reciben informacién, latransforman y producen otra
informacién que se transmite al entorno.

La Teoriade Autématas tiene aplicacion en campos muy diversos :

- Logicade los Circuitos Secuenciales

- Teoriade Control de Sistemas

- Teoriade la Comunicacion

- Arquitectura de Ordenadores

- Redes Conmutadoras y Codificadoras

- Teoriadelos Sistemas Evolutivos y Auto-reproductivos
- Reconocimiento de patrones

- Redes Neuronales

- Reconocimiento y procesado de lenguajes de programacion
- Traduccion de lenguajes

- Teoria de Lenguajes Formales

En este texto la Teoria de Autdmatas se aplicara principalmente los tres Ultimos
campos enumerados. Dentro del campo de los Traductores, Procesadores, Compiladores
e Intérpretes se aplicaran los lenguajes, graméticas y autématas de tipo 3 para la cons-
truccion de analizadores Iéxicos, y los de tipo 2 para la construccién de analizadores
sintacticos.
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CAPITULO 2: DEFINICIONESPREVIAS

En este capitulo se introducen un conjunto de definiciones elementales necesarias
para los desarrollos tedricos posteriores. Se definen de forma intuitiva, especificandose
algunas de ellas de manera formal en capitul os posteriores.

2.1 Simbolo

Esunaentidad abstracta, que no sevaadefinir, pues se dejaracomo axioma. Al igual
gue no se define punto en Geometria. Normalmentelossimbolossonletras(a, b, ¢, . . . ,2),
digitos (0, 1, .. ., 9), y otros caracteres (+, -, *, /, ?,...). Los simbolos también pueden
estar formados por varias letras o caracteres, asi por gy emplo las palabras reservadas de
un lengugj e de programacion son simbolos de dicho lengugje.

2.1.1 Ejemplos
a,b,c,#,0,1,+,* then, begin, end, else

2.2 Vocabulario o alfabeto

Es un conjunto finito de simbol os, no vacio. Paradefinir que un simbolo a pertenece
aun alfabeto V se utilizala notacién a [0 V. Los afabetos se definen por enumeracién de
los simbolos que contienen, asi por ejemplo se presentan a continuacién varios alfabetos.

Ejemplos2.2.1
V,={A,B,C,D,E,F,G,H,...,X,Y,Z}
V,={a,b,c,d,0,1,2,3,4,* ,#,+}
Vs={0,1}

V, = {if, then, begin, end, else, a, b, ; , =, >}

También sepuededefinir lastablas ASCII y EBCDIC comolosalfabetos de distintos
ordenadores.

2.3 Cadena

Una cadena es una secuencia finita de simbolos de un determinado alfabeto.
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Ejemplos2.3.1
Se utilizan los vocabularios de los g emplos del epigrafe 2.2.1.

abch es una cadena del alfabeto V,

a+2*b esunacadenadel afabetoV,

000111 es una cadena del alfabeto V,

if a>b then b=a; es unacadenadel alfabeto V,

2.4 Longitud de cadena

La longitud de una cadena es el nimero de simbolos que contiene. La notacion
empleada es laque se indica en los siguientes gjemplos.

Ejemplos2.4.1
Se utilizan las cadenas de los jemplos del epigrafe 2.3.1.

| abcb |- 4
la+2*b |- 5

| 000111 |- 6
[ifa>bthena=b;|-9

2.5 Cadenavacia

Existe una cadena denominada cadena vacia, que no tiene simbolosy se denota con
A , entonces su longitud es :

[A]-0

2.6 Concatenacion de cadenas

Sean a y 3 dos cadenas cualesquiera, se denomina concatenacion dea y 3 auna
nuevacadenadf3 constituidapor los simbolosdelacadenaa seguidos por losdelacadena

B.

El elemento neutro de la concatenacién es A :

oA=Ao=a
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2.7 Universo del discurso

El conjunto detodas| ascadenas que se pueden formar conlossimbolosde un alfabeto
V sedenominauniverso del discursodeV y serepresentapor W(V). Evidentemente W (V)
es un conjunto infinito. La cadena vacia pertenece aW(V).

Ejemplo2.7.1
Sea un afabeto con unasolaletraV ={ a}, entonces el universo del discurso es:
W(V)={A,a aa, aaa, aaaa, ...}

gue contiene infinitas cadenas.

2.8Lenguaje

Sedenominalenguajesobreun alfabeto V aun subconjunto del universo del discurso.
También se puede definir como un conjunto de palabras de un determinado alfabeto.

Alguien puede pensar gque los lenguajes se pueden definir porenumeracion de las
cadenas que pertenecen a dicho lenguaje, pero este método ademas de ineficiente, esen
muchos casos imposible (habitualmente un lengugje tiene infinitas cadenas). Asi los
lenguaj es se defienen por |as propiedades que cumplen las cadenas del lengugje.

Ejemplo 2.8.1

El conjunto de palindromos (cadenas que se leen igual hacia adelante, que hacia
atrés) sobre el afabeto {0,1} . Evidentemente este lenguaje tiene infinitas cadenas.

Algunas cadenas de este lenguaje son:

A
0

1

00

11

010
0110
000000
101101
111111
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100001
001100
1101011
0010100

2.9 Lenguajevacio

Existe un lenguaje denominado €l lenguaje vacio, que es un conjunto vacio y que se
denotapor { O} . El lenguaje vacio no debe confundirse con un lenguaj e que contenga una
sola cadena, y que ésta sea la cadena vacia, esdecir { A}, ya que € nimero de elementos
(cardinalidad) de estos dos conjuntos es diferente.

Cardina ({0})=0
Cardina ({\}) = 1

2.10 Gramaética

Lagraméticaesun enteformal paraespecificar, de unamanerafinita, e conjunto de
cadenas de simbol os que constituyen un lenguaje.

2.11 Autdmata

Un autémata es una construccion | 6gicaque recibe unaentraday produce una salida
en funcién de todo lo recibido hasta ese instante.

En €l caso de los Procesadores de Lenguaj e un autémata es una construccion l6gica
gue recibe como entrada una cadena de simbolos y produce una salidaindicando si dicha
cadena pertenece 0 no a un determinado lenguaje.
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CAPITULO 3: DEFINICION FORMAL DE GRAMATICA

Unagramaética es una cuédrupla :
G=(VT,VN,S,P)
donde:

VT = {conjunto finito de simbolos terminal es}

VN = { conjunto finito de simbolos no terminal es}

Sesel simboloinicial y perteneceaVN.

P = { conjunto de producciones o de reglas de derivacion}

Todaslascadenasdel lenguaje definido por lagramati caestan formados con simbolos
del vocabulario terminal VT. El vocabulario terminal se define por enumeracion de los
simbolos terminales.

El vocabulario no terminal VN es el conjunto de simbolos introducidos como ele-
mentos auxiliares paraladefinicion delagramatica, y que no figuran en las sentencias del
lengugje. ElI vocabulario no termina se define por enumeracién de los simbolos no
terminales.

Lainterseccién entre el vocabulario terminal y no terminal es el conjunto vacio :
{VN} n {VT} ={0}

Launidn entre el vocabulario terminal y no terminal es el vocabulario :
{VN} O{VT} ={V}

En ocasiones esimportante distinguir si un determinado vocabulario incluyeo no la
cadenavacia, indicandose respectivamente con superindice + o superindice*, tal como se
muestra a continuacion :

Vi=V - {N
V' =V +{N

El simbolo inicial S esun simbolo no terminal a partir del cual se aplican lasreglas
de la gramatica para obtener las distintas cadenas del lenguaje.
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Lasproducciones P son lasreglasque seaplican desdeel simboloinicial paraobtener
las cadenas del lengugje. El conjunto de producciones P se define por medio de la enu-
meraci6n delas distintas producciones, en formadereglaso por medio de un metalenguaje
por ggemplo BNF (Backus Naur Form) o EBNF (Extended Backus Naur Form).

Ejemplo 3.1

Sealagramética: G=(VT, VN, S P)dondeVT ={a, b}, VN ={S}, y € conjunto
de producciones es :

S_ab
S . a%

Ejemplo 3.2
SealagramaticaG = ({a, b,c,d} ,{S A, B} , S P) donde P son las producciones :

S - ASB
A-b
aaA - aaBB
S-d

A - aA

B - dcd

Ejemplo 3.3
SealagraméticaG = (VN, VT, S, P) donde:

VN ={ <nimero> , <digito> }
VT={0,123,45,6,78,9}
S = <ndmero>

Lasreglas de produccion P son :

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=0]1|2|3|4|5|6|7|8]9

Ejemplo 3.4
SealagraméticaG = (VN, VT, S, P) donde:
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VN = { <digito>, <otroDigito> , <Base2>, <vacio>}
VT={0,1}
S =<Base2>

Lasreglas de produccion P son :

<Base2> ::= <digito> <otroDigito>

<otroDigito> ::= <digito> <otroDigito> | <vacio>
<digito> =01

<vacio> ;=

3.5 Notacion

Seusaralague sedescribe acontinuacion, por ser lamas extendidaen labibliografia
Aho y Ullman (1973a, 1973b), Hopcroft y Ullman (1979), Aho et al. (1986), Sanchis 'y
Morales (1986), Alfonseca et al. (1987), y Sanchez y Valverde (1989).

3.5.1 Vocabulario terminal
Los elementos del vocabulario terminal se representan por :

- letras minudscul as de comienzo del abecedario: a, b, ¢, ..., Q.

- operadorestalescomo: +,-,* ,/, ...

- caracteresespeciaes: #,@,(,),.,;, ...

- losdigitos: 0,1,...,9

- las pal abras reservadas de |enguajes de programacién con letras minuscul as
y en negrita: if, then, else, . . .

3.5.2 Vocabulario no terminal
Los elementos del vocabulario no terminal se representan por :

- letras mayusculas de comienzo del abecedario: A, B,..., G. La Unica
excepcion suele ser el simbolo inicial que se representacon S.

- nombres en mindscula, pero encerrados entre paréntesis angulares : <ex-
presiéon>, <operador>, . . .

3.5.3Vocabulario

Los elementos indiferenciados del vocabulario terminal y no terminal se denotan
con:
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- las letras mayUsculas del final del abecedario: U, V, W, X, Y, Z.

3.5.4 Cadenasterminales
L as cadenas compuestas totalmente por simbolos terminal es se representan como :

- lasletras minusculas del final del abecedario: t, u, v, X, y, z.

3.5.5 Cadenas

L as cadenas que contienen simbolos terminales y no terminales indiferenciados se
representan por :

- letrasminlsculas griegas: a, B, Yy, O, E,...

-10 -
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CAPITULO 4: RELACIONESENTRE CADENAS

En este capitul o se muestran lasrel aciones de derivacion directay dederivacion entre
las cadenas de un determinado lenguaje descrito por una gramatica.

4.1 Relacion de derivacion directa
SeaunagramaticaG = (VN,VT,S,P), s a — 3 es unaproduccion, es decir
(a - B)OP

y Yy apesunacadena, esdecir yop OV", entonceslascadenasyapy y B pestan enla

relacién de derivacion directa de lagramética G, que se puede expresar por:
yap - yBp

y sepuededecir quelacadenay [3 pderivadirectamentedelay a g obienque y a pproduce

directamentey 3 penlagraméticaG. De ahi el nombre de producciones paraloselementos
deP.

Ejemplo4.1.1

Sealagramética: G=(VT,VN, S P)dondeVT ={a, b}, VN ={S}, y € conjunto
de producciones es :

S_ab
S . a%

Seobtienelasiguiente derivacion directa, al sustituir laprimerareglaenlasegunda :

S - aabb

4.2 Relacion de derivacion

Seana, y o,, cadenaspertenecientesaVV ™, se dice que estan en relacion de derivacion

enlagraméticaG si existen o, 0,05..., 0, tales que :

-11 -
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a, - a,
a, - A,

a, — o,

a(m—l) - am
Se escribira entonces:

diciéndose que a,, derivade a, , 0 que a, produce a,, .

Ejemplo4.2.1

SealagraméticaG = ({S A, B}, {a, b, ¢, d}, S, P) donde P son las siguientes reglas
de produccion, que en este caso se humeran para su posterior identificacion cuando se
usen.

(1) S . AB

) A-b

(©) aaA _ aaBB
(4) S-d

(5) A - aA

(6) B - dcd
Por aplicacion de derivaciones inmediatas a partir del simbolo inicia se obtiene la
derivacion :
S - abddcd

Las derivaciones inmediatas necesarias para llegar a la derivacion anterior se
muestran a continuacién, indicandose en cada paso el nimero de laregla aplicada.

&) ) @ @ ®)
S - ASB - aASB - abSB - abdB - abddcd

-12 -
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CAPITULO 5: SENTENCIAS O INSTRUCCIONES

Se denominan sentencias o instrucciones de un lengugje a cualquier cadena que sea
€l resultado Ultimo de una derivacion a partir del simbolo inicial Sy que esta compuesta
Unicamente por simbolos terminales, es decir

S - a, y o, dvT

Ejemplo5.1

Utilizando larelacion de derivacion directadel ggemplo 4.1.1, laderivacion dalugar
alasentencia:

aabb

Ejemplo 5.2
Continuando con e gjemplo 4.2.1, la derivacion dalugar ala sentencia:

abddcd

-13-
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CAPITULO 6: DEFINICION FORMAL DE LENGUAJE

El lenguge L (G) generado por unagramaticaG esel conjunto detodaslas sentencias
gue puede generar G. Es decir expresado formal mente :

L(G) ={n0OVT/S - 1}
Una sentencia pertenecealL(G) S :

- estéd compuesta de simbolos terminales
- la sentencia puede derivarse del simbolo inicial S aplicando las reglas de
produccion de lagramética.

6.1 Propiedad
Dos gramaticas son equivalentes st ambas generan €l mismo lenguaje.

G,y G, son equivalentessi L(G,))=L(G,)

Ejemplo 6.2

Sea la gramatica definida por G, = ({$}, {0,1}, SP) donde P={(S - 000S111),
(OSL - 01)}. Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : Launicaformade generar sentencias es aplicando cualquier n° de veces
la primera produccion y terminando con la aplicacion de la segunda, asi se obtiene el
lengugje.

S - 000S111 - 000000S111111 — (11 0®""Yps11E"~D _, oBm16M

Por consiguiente el lenguaje que genera esta gramatica es el conjunto infinito de
instrucciones gue se indica a continuacion :

L(G,) = {0°"1®/n > 1}

Ejemplo 6.3

Si la 22 produccién de lagraméticadel ggemplo 6.2 fuese S — 01 el lengugje seria:

L(G3) — {O(3n+1)1(3n+1)/n > q

-14 -
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Ejemplo 6.4

SealagramaticaG, = ({S},{a,b}, S P) dondeP={(S - av), (S - ab)}.Determinar
el lengugje que genera.

Solucion : Aplicando la primera produccién n-1 veces, seguida por la aplicacion de
la segunda produccion, se tiene que:

S - a% - aaSb - a’sh® - OT- a® s . a"b"
El lenguaje generado :
L(Gy)={a"b/n=1}

Ejemplo 6.5
Dada lagramética G; = ({SA}, {a,b}, S, P) donde P={(S - abAS), (abA - baab),
(S - a), (A - b)}. Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : Segeneran sentenciasdel lenguajeaplicando lasreglashastaque se pueda
ver laformageneral del lenguaje.

S - abAS - baabS - baaba

S-a

S - abAS - abbS -, abba

S - abAS - abAabAS - [II1- (abA)"S - (abb)"a

S - abAS - abAabAS - 11~ (abA)"S - (baab)"a
S - abAS - abAabAS - abbbaaba

S o abAS - abAabAS - baababba
S - abAS - abAabAS - abAabAabAS -. baababbbaaba

L(Gs) = { cadenas que contienen abb y baab intercambiandose y reproduciéndose
cualquier nimero de veces, y terminando siempre con € simbolo a}

Se puede observar que la forma de expresar este lenguaje no es simple, y surge la
necesidad de tener una herramienta que permita describir los lengugjes de otraforma.

Ejemplo 6.6
SealagraméticaGg = ({SA,B}, {a,b}, S, P) donde las producciones P son :

-15-



LENGUAJES, GRAMATICAS Y AUTOMATAS

S - aB A - bAA
S - bA B-b

A-a B - bS
A - aS B - aBB

Determinar € lenguaje que genera.
Solucién : Se generan algunas instrucciones.

S-aB - ab

S - bA - ba

S - aB - abS - abbA - abba

S - bA - bbAA - bbaa

S - aB - abS - abaB - ababS - ababaB - ababab

Se puede demostrar (Hopcroft y Ullman (1979), pp. 81-82) que el lenguaje generado

L(Gg) = { cadenas que tienen igual n° de a que de b}

La demostracion no es inmediata.

Ejemplo 6.7
SealagraméticaG, = (VN, VT, S, P) donde :

VN ={ <nimero> , <digito> }
VT={0123,45,6,78,9}
S = <ndmero>

Lasreglas de produccion P son :

<numero> ::= <digito> <nimero>

<numero> ::= <digito>

<digito>::=0]1|2|3|4|5|6|7|8]9
Determinar €l lenguaje que genera.

Solucién : A continuaci 6n se muestran algunas sentenciasdel |enguaje generado por
esta gramatica.

-16 -
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<ndmero > - <digito ><ndmero >- 7 <ndmero >- 72
<ndmero > <digito >- 7
<ndmero > - <digito>- 0

<ndmero > - <digito ><ndmero > <digito ><digito ><ndmero > [T 235

L(G,) ={conjunto de los nimeros naturales en base diez} .

Ejemplo 6.8
SealagraméticaGg = ({A,S}, {a,b}, S, P) donde las reglas de produccion son :

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

Determinar €l lenguaje que genera esta gramética.

Solucién : Se muestran algunas sentencias del lenguaje generado por la gramética.
S aS - aaA - aab
S-aA - ab
S - aS - aaS - aaaS - [II- a"S - a"aA - a"*'b

S - aA - abA - abbA - abbbA - 1T ab"A - ab"*!

El lenguaje generado se puede definir con la siguiente expresion regular, cuya
definicién se estudiara en el capitulo 9.

L(Gg) =aa bb

-17 -



LENGUAJES, GRAMATICAS Y AUTOMATAS

CAPITULO 7: JERARQUIA DE LASGRAMATICAS

Chomsky defini6 cuatro tipos distintos de gramaticas en funcion de laforma de las
reglas de derivacion P (Chomsky, 1959). La clasificacion comienza con un tipo de
graméticas que pretende ser universal, aplicando restricciones a sus reglas de derivacion
se van obteniendo los otros tres tipos de graméticas. Esta clasificacion es jerarquica, es
decir cada tipo de gramaticas engloba a todos |0s tipos siguientes.

7.1 Gramaticas detipo O

También |lamadas gramaticas no restringidas o gramaticas con estructura de frase.
Lasreglas de derivacion son de laforma:

oa-p

sendoo [ VNOVT)" 'y B VNOVT)', es decir la Unica restriccion es que no puede

haber reglas delaformaA — 3 donde A eslacadenavacia.

7.1.1 Ejemplos

Todas|as gramaticas mostradas en |os ggemplos del capitulo 6 son detipo O, puesen
ninguna de €ellas existe laproduccion A — B siendo A la cadena vacia.

7.2 Gramaticasdetipo 1

Tambien llamadas gramaticas sensibles al contexto (en inglés context sensitive). En
ellas las reglas de produccién son delaforma:

aAB - ayfP
sendo A OVN; o, 0 VNOVT) yyQ VNOVT)*".
Estas graméticas se llaman sensibles a contexto, pues se puede reemplazar A por y

siempre que estén en el contexto a...3 .

7.2.1 Ejemplos de gramaticasdetipo 1

A continuacion se muestran varios jemplos de gramaticas de tipo 1, que se adaptan
aladefinicién anterior.

-18 -
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Ejemplo7.2.1.1

LagraméticaG = ({SA,B}, {a,b}, S, P) cuyas producciones P se muestran a conti-
nuacion es detipo 1.

S - aB A - bAA

S & bA B_-b

A - a B - bS

A - aS B - aBB
Ejemplo7.2.1.2

LagramaticaG = (VN, VT, S, P) donde VN = { <nimero>, <digito>}; VT ={ 0,
1,2 3,4,5,6,7,8, 9}; S=<nimero>y las reglas de produccion P que se muestran a
continuacién es de tipo 1.

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=0|1]2|3|4|5|6|7|8|9

Ejemplo 7.2.1.3

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son las producciones que se muestran
acontinuacion es detipo 1.

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.2.2 Ejemplos de gramaticas que No son detipo 1

A continuacion se muestran algunos € emplos de gramaticas que no son detipo 1, y
gue pueden ilustrar mejor la definicidn de estas graméticas.

Ejemplo7.22.1

La gramatica definida como G=({$S}, {a,b}, S P) donde P son las siguientes
producciones :

-19 -
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S - aaaaShbbb
a%h - ab

LaproduccionaSh — ab noesdel tipo 1, puessesustituye Spor vacio en el contexto
a..b.

Sinembargo si seestaproducciénfueraS — ab oaSh - abb, entoncesseriadetipo

Ejemplo7.2.2.2
LagraméticaG = ({ SA}, {a,b}, S P) con las producciones P siguientes :

S - abAS
abA - baab
S-a
A>b

No es del tipo 1, ya que la producciéon abA — baab no es sensible a contexto. Lo
serias fueseabA - abab.

7.2.3 Propiedades de las graméticasdetipo 1

A continuacion se presenta la propiedad de no decrecimiento de las graméticas de
tipo 1, que se presenta en forma directa e inversa, o cual permite intercambiar dicha
propiedad con la definicién dada anteriormente.

7.2.3.1 Propiedad de no decrecimiento

L as cadenas que se obtienen en cual quier derivacion de una gramatica de tipo 1 son
de longitud no decreciente, es decir :

a-pB O[BIxal

y que se puede enunciar como la longitud de |a parte derecha de la produccion es mayor
oigual aladela parteizquierda.

La demostracion es inmediata. Si se define una produccion de un lengugje tipo 1
como :

aAB - ayP
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siendoy { VNOVT)", esdecir y nunca puede ser la cadena vacia, lo que implica que
|y |21y como | A | como minimo vale 1, queda demostrada la propiedad :

|aAB] < JayB|

7.2.3.2 Propiedad de sensibilidad al contexto

También se puede demostrar (Fernandez y Saez Vacas, 1987, pag. 442) que si todas
las reglas de una gramética cumplen lacondicidn de no decrecimiento, se puede hallar una
graméticaequival ente con las producciones sensibles al contexto. Esta segunda propiedad
combinada con la primera hace que se puedaintercambiar |a caracteristica de no decre-
cimiento con ladefinicion.

Ejemplo 7.2.3.3
SealagraméticaG = ({ SB,C}, {a,b,c}, S, P) donde P son las producciones :

S - asBC
S - aBC
CB - BC
bB - bb
bC - bc
cC - cc
aB - ab

La gramética anterior no es de tipo 1 segun la definicion dada, ya que la regla
CB - BC no respeta &l contexto. Sin embargo puede apreciarse que todas las reglas de
esta gramatica son no decrecientes, por o tanto es posible encontrar una gramética equi-
valente que genere el mismo lenguaje. Se puede sustituir lareglaCB — BC por :

CB - XB

XB - XY
XY - BY
BY - BC

Puede observarse que ambas graméticas son equivalentesy que generan el lengugje :

L(G)={a'b"c"/n>1}

-21 -



LENGUAJES, GRAMATICAS Y AUTOMATAS

7.3 Gramaticas detipo 2

Lasgraméticas detipo 2 también se denominan gramaticas de contextolibreolibres
de contexto (en inglés context free). Sus reglas de produccion tan solo admiten tener un
simbolo no terminal en su parte izquierda, es decir son delaforma:

A«
sendo A OVNy o VNOVT)*.

Si cadaregla se representa como un par ordenado (A, a ), e conjunto P es un sub-
conjunto del conjunto producto cartesiano VN x ({VN O VT})", esdecir :

PO Nx({VN}Z VT}H)}

La denominacion contexto libre se debe a que se puede cambiar A por a, indepen-
dientemente del contexto en que aparezca A.

Ejemplo 7.3.1

LagraméticaG = ({SA,B}, {a,b}, S, P) cuyas producciones P se muestran a conti-
nuacion es de tipo 2.

S . aB A - bAA

S - bA B_-b

A - a B - bS

A - aS B - aBB
Ejemplo 7.3.2

LagramaticaG = (VN, VT, S, P) donde VN = { <ndmero>, <digito>}; VT ={ 0,
1,2 3,4,5,6,7,8, 9}; S=<nimero>y las reglas de produccion P que se muestran a
continuacién es de tipo 2.

<numero> ::= <digito> <nimero>
<numero> ::= <digito>
<digito>::=01]2|3|4|5|6|7|8|9

Ejemplo 7.3.3

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son |as producciones que se muestran

acontinuacion es detipo 2.
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S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.4 Gramaticasdetipo 3

Las gramaticas de tipo 3 tambien denominadas regulares o gramaticaslinealesala
derecha comienzan sus reglas de produccion por un simbolo terminal, que puede ser
seguido o no por un simbolo no terminal, es decir son delaforma:

A - aB
A - a

dondeA,B OVNy O VT.

Ejemplo7.4.1

LagraméticaG = ({a,b}, {A,S}, S P) donde P son |as producciones que se muestran
acontinuacion es detipo 3.

S - aS
S - aA
A - bA
A>b

7.5 Lenguajes con la cadena vacia

Segun las definiciones anteriores la cadena vacia no puede aparecer en ningun len-
guajedetipo 1, 2 0 3. Supongamos que deseamos afadir la cadena vacia a un lengugje.

Se pretende crear un nuevo lenguaje L', a partir del lenguge L de tal forma que:
L=L"N
Bastara afiadir A de algiin modo ala descripcion del lenguaje L.

Unaformade hacer esto esafiadir lasiguienteregladeproduccién S — A alasreglas
de la gramética que describe L. Pero se habia impuesto a las reglas de las gramaticas de
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tipola AR - ayp conlacondiciondey # ) paracumplir lapropiedad de no
decrecimiento. Si seafiade S — A seranecesario imponer la condicién de que no aparezca
en la parte derecha S, tal y como se veraen el teorema 7.5.1

Teorema7.5.1

Si G esunagramaticadetipo 1, 2, o 3 puede encontrarse una gramética equivalente
G’ detipo 1, 2 o 3 respectivamente, tal que L(G')=L(G) y ademas su simboloinicial S,
no aparece en & segundo término de ningunareglade G'. Es decir si 1G=(VT,VN,P,S)
se puede encontrar G'=(VT,VN',P,S) donde P=P{ S - a/(S - a)OP}. La
demostracion se puede encontrar en las paginas 437-438 del libro Fundamentos de
Informatica, Fernandez G. y Séez VacasF.).

Corolario 7.5.2

SiL esunlengugedetipol,2o03entoncesL [N} yL —{N sonlenguaesdetipo
1, 2, 0 3 respectivamente.

Corolario 7.5.3

DadaunagramaticaG cualquieradetipo 1, 20 3 sepuedeobtener otraG’,conS’ — A
deformaquelL(G’) =L(G) N

7.6 Relacion deinclusion

L os cuatro tipos de gramati cas estudiados anteriormente (tipo O, tipo 1, tipo 2, y tipo
3), cada una de €ellas tiene restricciones més fuertes que las anteriores. Las gramaticas de
tipo 0, contienen atodas las demas. Las detipo 1 contienen alasdetipo 2y tipo 3. Y por
ultimo las de tipo 2 contienen alas de tipo 3. Es decir una gramatica de tipo 3 es de tipo
2,tipo 1y tipo 0. Por lo tanto sedefine unajerarquia de gramaticasrespectodelarelacion
de inclusion, que se puede representar graficamente mediante € diagramade lafigura 1.
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JERARQUIA DE LAS GRAMATICAS
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Fig. 1 : Relacion de inclusién entre los distintos tipos de gramaticas
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CAPITULO 8: CORRESPONDENCIA ENTRE
GRAMATICASY LENGUAJES

Sedenominalenguajedetipo 0 al generado por unagraméticadetipo 0. Delamisma
forma, sedenominan lenguajesdetipo 1, tipo 2, y tipo 3, alosgeneradospor lasgraméticas
detipo 1, tipo 2, y tipo 3, respectivamente.

Si loslenguajes generados por | os distintostipos de graméticas se serel acionan entre
si con respecto alarelacion deinclusion se obtiene :

{L(Gy)} U{L(GHID {L(GYR {L(Go)}

Seguin lo visto anteriormente existe una correspondencia entre las gramaticas y los
lenguajesdetal formaque se generaunajerarquiadelenguajes analogaalamostrada para
las gramaticas, que se puede representar graficamente mediante el diagrama de lafigura
2.
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CORRESPONDENCIA ENTRE
LOS LENGUAJES Y LAS GRAMATICAS
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Fig. 2 : Correspondencia entre gramaticas y lenguajes
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CAPITULO 9: EXPRESIONES REGULARES

Anteriormente se estudiaron los lenguajes formales, y se vio como en algunos
gjemplosno erafacil representar |oslenguajes de unamaneracondensada. En este capitulo
Se va a presentar una herramienta, las expresiones regulares, para describir lengugjes de
tipo 3 o lengugesregulares.

Las expresiones regulares se introducen para describir los lenguaes regulares,
entonceslasexpresionesregul ares serdn metalenguajes. Esdecir lasexpresionesregulares
son un metalenguaje para describir los lenguajes regulares.

9.1 Operaciones con loslenguajesregulares

a) Uniodn o alternativa : Sean dos lengugj es definidos sobre un mismo alfabeto, se
denominaunion delosdoslengugjes a conjunto formado por las cadenas que pertenezcan
indistintamente a uno u otro de los dos lenguajes. Formalmente se puede expresar :

L,OL,={x/x 0L, Ox 0L}

b) Concatenacion : Sean dos lenguajes definidos sobre e mismo alfabeto, se
denomina concatenacion de los dos lenguajes al conjunto de todas las cadenas formadas
concatenando unapal abradel primer lengugj e con otradel segundo. Formal mente sepuede
expresar :

LL,={xx/x OL Ox, 0L}

¢) Potencia de un lenguaje : Desde un punto de vista estricto esta no es una nueva
operacion, sino un caso particular de la anterior. Se denomina potencia i-ésima de un
lenguaje a la operacion que consiste en concatenarlo consigo mismo i-veces. En el caso
dei=0, €l resultado es &l conjunto vacio.

d) Cierreuoperacionestrella : Laoperacioncierredeunlengugjel esotrolenguaje
L™ obtenido uniendo el lenguaje L con todas sus potencias posibles, incluso L°. Formal-
mente se puede expresar como :

U'={3 U LU LLL} O ﬁ_ool_“

e) Cierre positivo : La operacion cierre positivo de un lenguaje L es otro lengugje
L* obtenido uniendo el lenguaje L con todas sus potencias posibles, excepto L°. Formal-
mente se puede expresar como :
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L'={} @ LU LLL} 0= ﬁ_oll_“

9.2 Operaciones con las expresionesregulares

Si a esunaexpresion regular, entonces{o} esel conjunto descrito por laexpresion
regular a. También se puede decir que a denota el lenguaje de la cadenaa.

L as expresiones regulares describen los lenguajes regulares, luego sus operaciones
corresponderan a las indicadas para los lengugjes regul ares.

a) Unidn o alternativa: Si a y 3 son expresiones regulares, o | 3 es una expresion
regular tal que:

{alB = {o} BB}
es decir puede aparecer a o 3 indistintamente.

b) Concatenacion : Si ay 3 sonexpresionesregulares, o 3 esunaexpresion regular

tal que {a B} = {a} {B}

c) Cierreu operacion estrella: Si a es una expresion regular, entonces a” es una

expresion regular que denota{ o }". Es decir denota las cadenas::

A

a

oo

oo

oo

11

aaoo Tor

d) Cierre positivo : Si o es una expresion regular, entonces a* es una expresion
regular que denota{ a }*. Esdecir denotalas cadenas :
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oo
ooa

oo

11

caoo Tor

9.3 Precedencia de las operaciones

Se permite €l uso de paréntesis paraindicar la precedencia de las operaciones, pero
cuando no se utilizan paréntesisparaeval uar unaexpresionregular, hay quetener en cuenta
el siguiente orden de precedencia :

12- Uso de paréntesis

22.- Operacion cierre y cierre positivo
32.- Operacion concatenacion

42.- Alternativa

9.4 Teorema

Dos expresiones regulares son iguales, si designan al mismo conjunto regular.

9.5 Propiedades
A partir del teorema anterior se pueden enunciar las siguientes propiedades :

a) Asociatividad de la operacion concatenacion
a(By)=(aB)y
b) Distributividad de la operacion alter nativa respecto de la concatenacion
aBlay = a(Bly)
c) A es el elemento neutro de la concatenacion, es decir
oA = Ao = 0

d) Propiedadesde la operaciéon cierre
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d)@[B) = @ [B) = (@B)
d2)@[N = (@|N = o
d3)aa |A = o

ddAN = A

Ejemplo 9.6

Sea el vocabulario {a,b} y la expresion regular aa bb” . Indicar el lengusje que
denota, y algunas cadenas de dicho lengugje.

Solucién : Algunas cadenas son:

ab
aab
aaaab
abbbb
abb
aaaab

El lenguaj e que se describe es L ={ cadenas que comienzan por unaay continuan con
varias 0 ninguna a, y siguen con unab y continuan con varias o ninguna b}

Ejemplo 9.7

Sea el vocabulario {0,1}, la expresion regular 1(01) denota el conjunto de cadenas
gue empiezan por 1y van seguidas por (01) cualquier n° de veces o ninguna.
Ejemplo 9.8

Seael vocabulario { 0,1}, laexpresion regular (0 | 1)"denota el conjunto de nimeros
en base 2.

Ejemplo 9.9

Sea € vocabulario {0, 1, 2}, la expresion regular (0|1 | 2)'denota € conjunto de
numeros en base 3.
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Ejemplo 9.10

Dadalaexpresion regular (a | b), @ lenguaje que denota es el que se puede formar

con todas las cadenas compuestas por a 'y b incluida la cadena vacia. Algunos g emplos
de sentencias de este lenguaje son :

Ejemplo9.11

Seael vocabulario {1,2,3}, laexpresionregular (1|2)" 3indicael conjunto detodas

las cadenas formadas con los simbolos 1 y 2, sucediéndose cualquier n° de veces (y en
cualquier orden), y siempreterminando lacadenaen €l simbolo 3. Ejemplosde sentencias :

3 23

13 223

123 113

11113 121211223

221113 111212213
Ejemplo 9.12

Sea el vocabulario {a,b,c}, la expresion regular a | bc denota el lengugje formado
por las sentencias a'y bc.
Ejemplo 9.13

Sea el vocabulario {a,b}, la expresion regular ((a | b) (a | b)) denota e lenguaje
compuesto por todas las cadenas cuya longitud es cero o un n° par, y estdn compuestas
solamente por € simbolo a, €l simbolo b, o por simbolosay b.
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Ejemplo9.14

Sea el vocabulario {a,b}, laexpresién regular (a | b)(a | b) denota el lenguaje com-
puesto por todas |las cadenas de longitud dos formadas con los simbolos a 'y b. Se pueden
definir por enumeracion { aa, ab, ba, bb} .

Ejemplo 9.15

Dar una expresion regular paraidentificador:
<letra> (<letra> | <digito>)’
También se puede definir identificador como:

(@lblc|bz)(alblc|d|OHz|0]1]|I9)y

Ejemplo 9.16

Dar unaexpresion regular paralos nimeros real es sin exponente del lenguaje Pascal
estandar.

Solucién :

(A | +| -) (<digito ><digito > [X digito > < digito >)

Ejemplo 9.17

Laexpresion regular a’b” denotael lengugie{a™"/m=0 y n=0 .
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CAPITULO 10: AUTOMATAS

La palabra autébmata evoca algo que pretende imitar las funciones propias de los
seres vivos, especialmente relacionadas con € movimiento, por ggemplo € tipico robot
antropomorfo. En el campo delos Traductores, Procesadores, Compiladores e Intérpretes,
lo fundamental no es lasimulacion del movimiento, sino la simulacién de procesos para
tratar informacion.

Lainformacion se codifica en cadenas de simbolos, y un autdmata es un dispositivo
gue mani pulacadenas de simbol os que sele presentan asu entrada, produciendo otrastiras
0 cadenas de simbolos asu salida

El automata recibe |os simbolos de entrada, uno detras de otro, es decir secuencial-
mente. El simbolo de salida que en un instante determinado produce un autdmata, no solo
depende del ultimo simbolo recibido alaentrada, sino detoda la secuencia o cadena, que
harecibido hasta ese instante.

Todoloanterior conduceadefinir unconceptofundamental : estadodeun autémata.
El estado de un autdmata es toda la informacion necesaria en un momento dado, para
poder deducir, dado un simbol o de entrada en ese momento, cual sera el simbolo desalida.
Es decir, conocer €l estado de un autébmata, es o mismo que conocer toda la historia de
simbolos de entrada, asi como el estado inicial, estado en que se encontraba € autébmata
al recibir el primero de los simbolos de entrada.

El automata tendra un determinado ndmero de estados (pudiendo ser infinitos), y se
encontrarden uno u otro segun seala historia de simbolos que Ie han llegado.

Se define configuracion de un autébmata a su situacion en un instante. Se define
movimiento de un autémata como el transito entre dos configuraciones.

Si un autémata se encuentra en un estado determinado, recibe un simbolo también
determinado, producird un simbolo de salida y efectuard un cambio o transicion a otro
estado (también puede quedarse en el mismo estado).

El campo de estudio delos Traductores, Procesadores e I ntérpretes son los lenguajes
y las graméticas que los generan. Los elementos del lenguaje son sentencias, palabras,
etc... formadas a partir de un alfabeto o vocabulario, que no es otra cosa que un conjunto
finito de simbolos. Establecidas las reglas gramaticales, una cadena de simbolos
pertenecera al correspondiente lengugje si tal cadena se ha formado obedeciendo esas
reglas. Entonces un autémata reconocedor de ese lenguaje, funciona de tal forma que
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cuando reciba a su entrada una determinada cadena de simbolos indica si dicha cadena
pertenece o no a lenguaje. También se mostrard como existe un tipo de autdmata para
reconocer cadauno del ostiposdelenguajesgeneradospor lascorrespondientesgraméticas.

10.1 Definicion formal de automata
Un automata es una quintuplaA = (E, S, Q, f, g ) donde:

E = { conjunto de entradas o vocabulario de entrada}
S ={conjunto de salidas o vocabulario de salida}
Q = { conjunto de estados}

f:ExQ - Q
g:ExQ - S

E es un conjunto finito, y sus elementos se llaman entradas o simbolos de entrada.
S es un conjunto finito, y sus elementos se [laman salidas o0 simbolos de salida.
Q es el conjunto de estados posibles, puede ser finito o infinito.

f eslafuncién detransicion o funcion del estado siguiente, y paraun par del conjunto
E x Q devuelve un estado perteneciente a conjunto Q. E x Q es el conjunto producto
cartesiano de E por Q.

g eslafuncion de salida, y para un par del conjunto E x Q, devuelve un simbolo de
salidadel conjunto S.

10.2 Representacion de automatas
Los autdmatas se pueden representar mediante :

- Tablade transiciones
- Diagramade Moore

10.2.1 Tabla detransiciones

Lasfuncionesf y g pueden representarse mediante unatabla, con tantas filas como
estadosy tantas columnas como entradas. Asi por ejemplo sepuederepresentar el autdbmata
A=(E S Q,f,g)dondeE={ab}, S={0,1}, Q={q,, 0,, 93} Y lasfuncionesfy g se
pueden representar por :
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f a b g a b
G || h | % o || O 1
G || B | % o || O 0
G || O | Qu Os 1 0

Asi setieneque f(a,d,) =, ; g(a,0,) = 0; o también f(a, ) =055 y 9(a,0s) = 1.

Ambas funciones también se pueden representar en una mismatablade lasiguiente
forma:

flg a b

Os /0 | g/l
07! /0 | /0
Os 0/l | 9/0

10.2.2 Diagramas de Moore

L os diagramas de Moore son otraforma de representar lasfunciones detransicion y
salida de un autémata.

El diagrama de Moore es un grafo orientado en el que cada nodo corresponde a un
estado;ysif(e, q) =q yg( €, g) = sexisteunarcodirigido del nodo g a correspondiente
q;, sobre el que se pone laetiquetae / s, tal y como se muestraen lafigura 3.

sls

Fig. 3 : Diagrama de Moore.

Asi continuando con el ggemplo del apartado 10.2.1, el autémata se representa con
el diagrama de Moore de lafigura 4.
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al0

b/1

al0 a/l

b/0

Fig. 4 : Ejemplo de diagrama de Moore.

10.3 Méaquinasde Moorey Mealy
El modelo genera de autébmata que se ha definido se llama maquina de Mealy.

Sepuede plantear €l siguiente problema : si se consideraque ademasdeloselementos
del vocabulario de entrada E, un elemento vacio A , que fisicamente indica que no hay
entrada, se han de ampliar los dominios de las definiciones de la siguiente forma :

f{EN}x Q-Q
g:{EEN}x Q-S
Laampliacion del dominio f no plantea ningin problema, pues se puede convenir

quef( A ,g)=q, esdecir si no hay entrada, no se cambia de estado.

No ocurre lo mismo con la ampliacion del dominio de g, ya que g( A ,q), produce

una salida indeterminada, pues depende del estado anterior al g. Asi por gemplo en €l
automata del apartado 10.2.1, se observaque :

a( A ,0,)=1, si € estado anterior es q,.
g( A ,0,)=0, sl € estado anterior es g,.
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yaques sellegaaq, desdeq, lasalidaes 1, mientrasque s se alcanzadesde €l propio g,
lasalidaesO.

Entoncessblo sepuedeampliar el dominiodeg, si acadaestado g selepuedeasociar
una salida y solo una.

Cuando esto ocurre paratodo g [0 Q, se puede definir una aplicacién inyectiva :
h:Q-S
tal que g se obtiene como composicion de h por f :

g=h.f

esdecir g(e,q) = h(f(e,q)), dondee { EHEN} y q0Q. En este caso, se puede decir,
gue la salida solo depende del estado, y € autdmata se llama maquina de M oore.

En unamaguinade Mealy las salidas estén asociadas alastransiciones, mientras que
en una méquinade Moore las salidas estan asociadas alos estados, o, |0 que es |o mismo,
todas las transiciones que conducen a un mismo estado tienen asociada la misma salida.
También se puededecir queunamaquinade Mealy, en el instante deefectuar unatransicion
necesitaconocer unaentradae [ E, yaqueengeneral gX ,q) no estadefinida. Sinembargo
en las méguinas de Moore la entrada puede ser A.

Puesto que por definicion toda maguina de Moore es una maguina de Mealy que
cumplelacondicién de que a cada estado sele puede asociar unasaliday solo una, parece
en principio que las maguinas de Moore son un subconjunto de las maquinasde Mealy.
Sin embargo, se va a demostrar que, dada una maquina de Mealy, siempre se puede
encontrar unamaguinadeMooreequival ente, normal mente, acostadeaumentar el nimero
de estados.

En efecto sealaméquinade Mealy A = (E, S, Q, f, g) siempre se puede definir un
nuevo autémata :

A=ESQf.9
en el que Q se obtiene escindiendo q 0 Q en tantos estados g° como salidas s pueden
asociarse a g, es decir

Q={q’/dq0Q y eOE)tdesquef(e,q)=q y g(e.q)=s}

yenel quefy § se definen de lasiguiente forma:
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f (e o) =[f(eq)]*e?
g(e q)=9(eq)

De este modo, acadac® O O sele puede asociar unasolasalidas, y asi tendraunafuncion
desdida:

h:Q-S
tal qued (e, o) =h (f (e, o)), por lo tanto A es unaméguina de Moore.

En lo sucesivo siempre que solo se trataran autdmatas que son maquinas de Moore.

Ejemplo 10.3.1

Construir unamaguinade M ooreequivalentealamostradaen el € emplo del apartado
10.2.1.

Solucién : Se construye la siguiente tabla de transi ciones combinada.

g=h.f a b
Q1O Q1O QZl
QZO Q3O QZO
QZl Q3O QZO
Q3O Q31 Q1O
Q31 Q31 Q1O

Se observa que al estado g, siempre se le asociala salida O; sin embargo g, puede
tener lasalida 0 6 1, se crean entonces los estados 0, y @,%; de lamismaformaas’ y g5

Esta méaquina de Moore se puede representar por € diagrama de la figura 5. Las
salidas estan indicadas en los nodos como superindices de |os estados.
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Fig. 5 : Ejemplo de maquina de Moore.

10.4 Estados accesibles de un autémata

Seaun automataA=(E,S,Q,f,g), sedicequeun estado g; esaccesi bledesde otro estado
o, S existeunaentradae O E tal que f(q,€)=g.

Evidentemente todo estado es accesible desde si mismo, puesto que f(g;,A)=q.

10.5 Autématas conexos

Sea un automata A=(E,S,Q,f,g), se dice que es conexo si todos |os estados de Q son
accesibles desde el estado inicia qp.

Dado un autdbmata no conexo se puede encontrar otro equivalente y conexo elimi-
nando los estados inaccesibles. Es evidente que los dos autbmatas aceptaran € mismo
lengugje.

10.6 Autdmatas deter ministasy no deter ministas

Se denomina autdbmata determinista cuando la funcién de cambio de estado f es
determinista. En caso contrario se dice no determinista.
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CAPITULO 11: JERARQUIA DE LOSAUTOMATAS

En &l campo de los Traductores, Procesadores, Compiladores e Intérpretes, lateoria
de autdmatas interesa desde € punto de vista de las relaciones entre el tipo de lenguaje y
la estructura de la méquina capaz de reconocerlo. Estas relaciones pueden ser en dos
sentidos :

a) Dada una gramética G ¢Qué estructura debera tener una méquina, M, tal que €
lenguaje reconocido por lamagquinaM, esigua al lenguaje generado por G?

b) Dadauna maquinaM ¢Cual serdlagramética G, tal que el lenguaje generado por
G, esigual a lenguaje reconocido por M?

En los apartados siguientes se expondra como paralelamente a la jerarquia de
graméticasy delengugj es, apareceunajerarquiadeautomatas, cuyacorrespondenciapuede
verse en el diagramade lafigura 6.
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CORRESPONDENCIA ENTRE LOS LENGUAJES
LAS GRAMATICAS Y LOS AUTOMATAS

GRAMATICAS

AUTOMATAS

LENGUAJES

Fig. 6 : Correspondencia entre gramaticas, lenguajes y autématas.
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CAPITULO 12: MAQUINASDE TURING

Su nombre se debe a Alan Mathison Turing, que fué quien introdujo el concepto en
1936 (A. M. Turing, 1936; C. Conde, 1969; J.E. Hopcroft, 1984). Unamaguinade Turing
0 autémata de tipo 0 es una construccion |6gica, que se puede representar intuitivamente
como un dispositivo mecénico (fig. 7), formado por unacintainfinita, dividida en celdas,
y un cabezal de lectura/escritura que se mueve sobre dicha cinta, avanzando una celdade
cadavez. Enlafigura7 serepresenta el caso particular de un conjunto de simbolos en la
cintaformadospor Oy 1.

Un movimiento de la méquina de Turing, depende del simbolo explorado con la
cabeza, y del estado actual en € que se encuentrala méquina, €l resultado puede ser :

a) Cambio de estado
b) Imprime un simbolo en la cinta reemplazando el simbolo leido.
¢) Se mueve la cabezade lacintaalaizda, aladerechao se para.

Pueden darse | os tres fenGmenos anteriores, juntos o separados.

Formal mente una magquina de Turing es un autdmata, y como todo autébmata esta
formado por una quintupla MT = (E, S, Q, f, g) sih embargo suele usarse la notacién
equivalente :

MT=(Q,%,T,9,9,B,F)

CELDA

CINTA

MOVIMIENTO A IZQUIERDA MOVIMIENTO A DERECHA

- —

CABEZA DE LECTURA / ESCRITURA

Fig. 7 : Esquema de maquina de Turing.

donde:
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- Q ={ conjunto de estados}

- [ ={conjunto de simbol os permitidos en |la cinta}

-B [0 ese simbolo blanco.

-2 [T esel subconjunto de simbolos de entrada no incluyendo el blanco.
-0:QxI - QxIx{l,D,S donded es la funcion del siguiente movi-
miento, | significamovimiento aizquierda, D significamovimiento aderecha,
y S parada (stop).

- Qo Qesel estado inicial.

- F O Q es el subconjunto de estados finales

El lengugj e aceptado o reconocido por una maguinade Turing, que denotaremos por
L(MT), esel conjunto de palabras formadas con el afabeto X, que hace que lamaquina
de Turing se pare a alcanzar un estado final.

En un principio la cabeza de la maguina de Turing est4 situada alaizquierda de la
cadena areconocer, y su estado es el estado inicia q,.

Formamente, € lenguaje aceptado por una maguina de Turing
MT=(Q,z,T,d,0,B,F) es:

LMT)={WW I " y gqW-apa, pOF, o0,T 7}

Una maguina de Turing reconoce un lenguaje L si es capaz de reconocer todas las
sentencias de dicho lenguge. Si una sentencia de L es aceptada, la maquina se para, es
decir alcanza un estado final. Pero si no se acepta la sentencia, la méquina de Turing no
Se parara nunca.

12.1 Teorema

Paratodagramaticadetipo 0, existe unamaguinade Turing quereconoced lenguaje
generado por dicha gramética.

12.2 Teorema

Paratoda maguinade Turing, existe una graméticade tipo 0 que genera un lenguaje
igual a reconocido por la maguina de Turing.
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12.3 Corolario

Existe una correspondencia entre gramaticas, lenguajes y autdbmatasde tipo 0, tal y
como se mostré en e diagramade lafigura6.

Ejemplo 124
Disefiar unamaquina de Turing que acepte &l lengugjeL ={0"1"/n =1} .

Solucién : Inicialmente la cinta contendra 0"1" , sequido por ambos lados por un

nUmero infinito de blancos.

El algoritmo de reconocimiento es el siguiente: la cabeza de lectura/escritura se
colocaen el 0 masalaizquierday lo reemplaza por una X, se mueve ala derecha hasta
encontrar € 1 mas a la izquierda, reemplazandolo por una Y, después se mueve a la
izquierda hastaencontrar laX més aladerecha, entonces se mueve unaceldaaladerecha,
y repite e ciclo.

LamaguinadeTuring quereconoceel lengugjeL esMT = (Q, Z, T, 8,q,, B, F) donde :

Q={ 0o, A1, Oy Uz, G}

> ={0,1}

I ={0,1,X,Y,B}

F={a.}

Oo es el estadoinicial

Lafuncion o viene dada por latabla siguiente.

0 0 1 X Y B
B [WXD| - - |gYD| -
o 0,,0,D | 0,,Y,l - q,Y,D -
0, 0,,0,1 - 0o X,D | 0, Y,l -
0s - - - 0sY.,D | q,B,D
a, S S S S S
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Losguiones(-) enlatablasignifican estadosimposibles. Lamaguinaprimero escribe,
luego cambia de estado y por ultimo se mueve. Utilizando la méaquina anterior se puede
reconocer la cadena 0011 :

00011 - Xq,011 — X0g,11 — X,0Y1 - g,X0Y1 - Xg,0Y1 —

XXGYL - XXYQl —» XXLYY = XBXYY - XXqYY -
XXY QY - XXYYq, - XXYYBqg, - S
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CAPITULO 13: AUTOMATASLINEALESACOTADOS

Losautomatasdetipo 1 sonlosautomataslimitadoslinea mente o autdbmataslineales
acotados, eningléslinear bounded automaton. Un autdmatalineal acotado esunaméaquina
de Turing que satisface las siguientes condiciones :

a) El alfabeto de entrada incluye dos simbolos especiales # y $, que son las
marcas fin de cinta, izquierday derecha respectivamente.

b) Lacabezadel autdmatano puede desplazarsefueradeloslimitesizquierdo
y derecho delacinta, y no puede imprimir otro simbolo sobre #y $.

Un autdmata lineal acotado se puede representar por el diagrama de la figura 8. Se
representael caso particular de que los simbolos delacintason Oy 1.

CELDA

CINTA

#1/1 000012121 --- 01|1%

MOVIMIENTO A IZQUIERDA MOVIMIENTO A DERECHA

- —

CABEZA DE LECTURA/ ESCRITURA

Fig. 8 : Esquema de autémata lineal acotado.
Un autémata lineal acotado se puede definir formalmente como una méquina de
Turing con dos simbolos limite de la cinta.

ALA=(Q,%,T,0,0,,#%,F}

donde Q, Z,I',d, q, Yy F significan lo mismo que en la maguina de Turing; #y $ son
simbolos de X , correspondientes alamarcaizquierday derechadelacinta.

El lenguaje aceptado por un autdmata lineal acotado, es:

LALA)={W/WO{Z -{#%}} yaq#W$- a gp paraaginq OF}
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Notese que las marcas fin de cinta'y comienzo de cinta no son consideradas como
parte de la sentencia a reconocer. Un automata lineal acotado no puede moverse fuerade
la cadena de entrada.

13.1 Teorema

Para toda gramética sensible a contexto G, existe un autdbmata reconocedor lineal
acotado R, », tal que €l lenguaje generado por la gramatica L(G,), es reconocido por €l
automata R, 4.

L(G)=L(Rara)

13.2 Teorema

Si L(RA. ) €s € lenguaje reconocido por un autémata lineal acotado, existe una
graméticasensible al contexto G,, tal que €l lengugje reconocido por €l autbmataesigual
al generado por la gramética.

L(Raca)=L(G)

13.3 Corolario

De los dos teoremas anteriores se deduce que existe una correspondencia entre las
gramédticas detipo 1, loslenguajes de tipo 1, y los autébmatas lineal es acotados.
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CAPITULO 14: AUTOMATASDE PILA

Un autdmata de pila AP, en inglés pushdown automata, es un automata capaz de
reconocer los lenguajes libres de contexto, o de tipo 2. Los autdbmatas de pila se pueden
representar como una maguina de Turing, que solo puede leer de una cinta, y que puede
guardar resultados intermedios en una pila. De hecho, su capacidad de procesamiento es
inferior alosALA, debido alas siguientesrestricciones sobrelas posibles operaciones con
lacintay lapila:

- Lacinta se desplaza en un sblo sentido, y su cabeza solo puede leer.

- Lapila, estalimitadaen un extremo por definicion, cuando seleeun elemento
delapila, estedesaparece 0 se saca, y cuando seescribeenlapila, seintroduce
un elemento.

L as operaciones elementales, que se pueden realizar con un AP, son de dostipos:

- Dependientesdelaentrada : seleeg [& ,y sedesplazalacinta,y enfuncion
de g, q; (el estado en que se encuentra lacinta), y Z (el valor de la pila), €l
control pasa aotro estado ¢, y en lapilaseintroduce Z’, 0 se extrae Z, 0 no
se hace nada.

- Independientesdelaentrada : puedeocurrir lomismo queenel casoanterior,
solo que e no interviene, lacinta no se mueve, 1o que permite manegjar lapila
sin las informaciones de entrada.

En cualquier caso, s se vaciala pila (es decir se extrae todas las Z) € automata se
para.

Un autémata de pila se puede representar intuitivamente segun el esquema de la
figura9.
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MOVIMIENTO DE LA CINTA
CINTA s

1100001

CONTROL DE ESTADOS
PILA

Fig. 9 : Esquema de un autémata de pila.

Un autémata de pila se puede definir formamente como una séptupla:
AP=(Q,Z,T,%,9,Z.,F)

donde:

- Q esé conjunto finito de estados.

- 2 es €l alfabeto de entrada, esfinito.

- [ es el alfabeto de pila.

- d eslafuncién detransicion, y es unaaplicacion de laforma:

5:Qx{ZOY x - QxT’
- Qo esd estadoinicial, y cumple g, 0 Q.
- Z,esel simboloinicial que continela pila antesde comenzar, evidentemente
Z, 0 .
- F es el conjunto de estados finales, evidentemente F [1 Q.

Ta y como hasido definidalafuncion de transicién o, el autdbmata es en general no

determinista. Se entiende por no determinista, cuando el resultado de la funcion no esta
determinado, es decir pueden resultar dos o mas valores, sin que la funcién precise cua
vaatomar de ellos.
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Se define configur acién de un autébmata de pilaa su situacion en un instante, que se
puede expresar formalmente mediante el terceto :

(,W,0)
donde:
- q representa €l estado actual del autdmata, y evidentementeq 0 Q .
- W eslacadenade entrada queresta por analizar, sendoW [X " ;S W=A,
se asume que toda la cadena de entrada ya ha sido leida.

- a es el contenido de la pila, en € instante considerado, y a = A indica que
lapila estavacia. Por supuesto a [T .

Se entiende por movimiento de un autdmata a unatransicion entre configuraciones,
y serepresentapor el operador binario - . Asi por ejemplo seael siguiente movimiento :

(g,aW,za) - (q', W, ya)
dondelafuncion detransicion paraestaentradatomael valor 8(g,aW,2) - (d',Y) , siendo
qd0Q,aEZf{N ,WE ,ZzO ,yal .

Es decir que € autébmata se encuentraen el estado g, que la cabeza de lecturade la
cinta se encuentra sobre € simbolo a, y que la pila contiene determinados simbolos
representados por la concatenacion deZ y a, siendo el situado masalaizquierdaZ el que
se encuentra en cabeza de la pila (fig. 10).

CI NTA MOVIMIENTO DE LA CINTA
-
a |w
q
Z
o<

CONTROL DE ESTADOS
PILA
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Fig. 10 : Transicién en un autémata de pila.

El autdmata pasa de la configuracién (q,aW, za) alaconfiguracién(q’, W,y a) , es
decir pasaaun estado ', avanzando lacabezadelecturaal siguientesimboloy procediendo
arealizar determinadas sustituciones en la cabezade la pila(fig. 11).

MOVIMIENTO DE LA CINTA
CINTA <

a | W

CONTROL DE ESTADOS
PILA

Fig. 11 : Transicién en un autémata de pila.

14.1 L enguaj e reconocido por un autémata de pila
Se puede definir de dosformas :

a) El autdmata reconoce una cadena de entrada, cuando alcanza el estado final, es
decir e lenguaje reconocido por un automata de pila se puede expresar de la siguiente
forma:

LAP)={WW X" y (GW,Z) — (g, o)}

b) El autdbmata reconoce la cadena cuando |a pila queda vacia, independientemente
del estado al que se llegue, entonces el lenguaje reconocido por el automata es :

LAP)={WW X" y (GW.Z) - (@', AN}

Sepuede demostrar que ambasdefinicionesde L (AP), son equivalentes, en el sentido
de que la clase de lenguajes aceptados por los autdbmatas de pila es la misma en ambos
Casos.
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14.1.1 Teorema

Para toda gramética libre de contexto G,, existe un reconocedor constituido por un
autémata de pila R,p, tal que €l lenguaje generado por la gramatica L(G,) es reconocido
por el automata R,p.

L(G)=L(Rap)

14.1.2 Teorema

Paratodo reconocedor constituido por un autdbmatade pilaR,p, existe unagramatica
libre de contexto G,, tal que el lengugje reconocido por €l automata esigual a generado
por lagramatica.

L(Rap)=L(Gy)

14.1.3 Corolario

De los dos teoremas anteriores se deduce que el conjunto de lenguajes reconocidos
por los autématas de pila, son loslenguajesdetipo 2y que todo lenguajedetipo 2 se puede
reconocer por un autémata de pila. También se puede deducir que existe una correspon-
denciaentre las gramaticas, los lenguajes y |os autdbmatas de tipo 2.

Ejemplo 14.1.4
Construir un autdmata de pila que reconozca el lenguaje L = {0"1"/n =G} .
Solucion : Se puede definir un autémata de pila, P, delaforma:
P=({%0,9}.{01.{Z,3,5,0,Z,{03)
donde 0 se define:

0(00,0,2) ~ (0,,02)

0(9,,0,0) - (9,,0,0)

0(0,1,0) ~ (G A)

(0, 1,0) ~ (a4 A)
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00z, A Z) ~ (AN

000 A Z) ~ (A N)

El autdmata va copiando todoslos 0 de la cinta en lapila, y cuando va encontrando
los 1, va sacando los ceros de la pila. Puede observarse que la cadena vacia también
pertenece al lengugje.

También se puede definir d por la tabla, donde los guiones (-) representan estados
imposibles.

0 0 1 A
002 0,,0Z - JoA
0,,0 0,,00 OxA -
0,0 - O A -
0L - - QoA

Por gjemplo parareconocer lasentencia0011 del lenguaje, se realizan las siguientes
transiciones :

(05,0011,2) - (0,,011,0Z) - (0,,11,00Z) - (G 1,0Z) — (GuAZ) — (GoAA)

En el caso general dei=1, lastransiciones son las siguientes :
(0,0011',2) - (9,,011',02) - (9,,11',002) - (0,,1',0Z) = (GA.Z) - (GuA )
y parai=0latransiciones:

(QO,OOilliaZ) - (0oAN)

14.2 Algoritmo de transformacion de una gramatica detipo 2 en un autémata de
pila

Dada una gramética de tipo 2 se puede construir un autdmata de pila (por lo general
no determinista) que reconozca el mismo lenguaje que generala gramatica.
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Sea la gramética G=(VN,VT,SP) se desea construir € autébmata de pila
AP=(Q,Z,T',d, qo Z,, F) que reconozca el mismo lenguaje generado por G. Asi se puede
obtener el autdmata AP de la siguiente forma:

> =VT El vocabulario o alfabeto de entrada del autdbmata X coincide con
el vocabulario terminal VT de lagramatica.

F=VNOVT El afabeto de lapila coincide con launion de los
vocabularios terminal y no terminal de lagramatica.

z,=S El simbolo inicial que contiene lapilaes el simboloinicial dela
gramética
Q={q} El conjunto de estados del automata tiene un estado tnico q

F ={} El conjunto de estados finales del autdbmata de pila esta
vacio. El autdmata solo se pararasi sevacialapila.

0 Lafuncién detransicion & se construye de la siguiente forma:

a) Para todo simbolo terminal x se construye la siguiente
relacion 6(q, x,x) — (q,A) que se puede interpretar como:

» Sacax delapila

» Avanzael simbolo x delacinta
* No escribe nadaen lapila

* No cambia de estado

b) Paratodareglade produccién A — o perteneciente aP se
construye la siguiente relacion 6(q, A, A) — (4, ) que se
puede interpretar como:

* No avanzalacinta
» SacaA delapila
* Metea enlapila

* No cambia de estado
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Ejemplo 14.2.1

Seala gramética G=(VN,VT,S,P) que representa el manejo de expresiones aritmé-
ticas, siendo VN={ E,T,F} donde E eslaabreviatura de expresion, T ladetérminoy Fla
defactor. VT={a,+,*,(,)} dondearepresentaalosidentificadores. El simboloinicial S=E.
Lasreglas de produccion son |as siguientes:

E-E+T|T
T - T*F|F
F > (E)a
Construir un autébmata de pila que reconozca el mismo lenguaje generado por la
graméticaG.

Solucién: AP=(Q,z, T, d, q,, Z,, F) donde

Q={q}
z={a,+*,()}
r={a,+*,()ET,F}
Go=9
z,=E
F={y
a) Simbolosterminaes
1) 0(.a,a) - (q,A)
(2 0@, +,+) - @M
3 0(@.*,*) - (a,A)
(4) 0@.(.() - @M
©) %@.),)) - @.N
b) Reglas de produccién
(6) 0@,\E) - (q,T)
(7) 0@,\E) - (q,E+T)
(8) %@.A\T) - (@,F)

(9) 5@,AT) - (9, T*F)
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(10) 5(@.AF) - (9.(E))
(11) 5@.AF) - (9.a)

Sepuedeobservar quesi se deseareconocer unacadenapor ejemplo a+aseproducen
retrocesos, debido aque el autbmatano esdeterminista. Asi se ponelacadenaareconocer
at+aenlacinta, el autbmataen el estadoinicial g, y lapilaconsuvalorinicia E. Lasreglas
de transicion entre configuraciones estan numeradasy €l autébmata aplica en primer lugar
laregla con nimero mas bajo.

©) ® (10)
(g,a+a,E) - (g,a+a,T) - (a,a+a,F) - (a,a+a,(E))

Aqui se alcanza una configuracién imposible. El simbolo terminal en lacimadela
pila no coincide con el simbolo terminal de la cinta. Se debe retroceder hasta donde se
eligio laultimaregla alternativa que fue la (10). Se observa que hay otrareglala (11).

(1) @
(q,a+a,F) - (g,a+a,a) - (q,+a,A)

Se alcanza una configuracion imposible lapila estd vacia pero queda unaparte dela
cadenaen lacinta. Setiene queretroceder hasta aplicar otrareglaalternativa. Seretrocede
hasta donde se aplicé laregla (8) y ahorase utilizalaregla (9).

© ® 10)

(
(g,a+a,T) - (gq,a+a,T*F) - (g,a+a,F*F) - (g,a+a,(E)*F)

Se alcanzaunaconfiguraciénimposible. Seretrocedey seaplicalaregla(1l) envez
dela(10).

11)

@
(g,a+a,F*F) (gq,a+a,a*F)(q,+a,*F)

Se alcanza una configuracion imposible. Seretrocede hasta donde se aplicd laregla
(6) y ahorase utilizalaregla (7). Estamos otra vez en la configuracion inicial.

™ ® ® 10)

) (
(q,a+a,E) - (gq,a+a,E+T) - (g,a+a,T+T) - (g,a+a,F+T) - (g,a+a,(E)+T)

Se alcanza una configuracion imposibley seretrocede hastadonde se aplicd laregla
(10) y ahorase usala (11).

11) @ @ ®) 10)

(g,a+a,F+T) (_> (g,a+a,a+T) _3 (q,+a,+T) j (9,a,T) - (q,a,F) (a (g,a,(E))

Se alcanza una configuracion imposibley seretrocede hastadonde se aplicd laregla
(10) y ahorase usala (11).
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) @
(@.a,F) - (q,a,a) - (q,AA)

Lacadenaa+a hasido reconocida por el autémata.

Ejercicio 14.2.2

SealagramaticaG=(VN,VT,S,P) querepresentael manegjo de expresionestipo Lisp,
siendo VN={SR} y VT={Xx,(,), , }. Lasreglas de produccién son |las siguientes:

S - X
S - (SR
R -,SR
R-)

Determinar el lenguaje que genera'y construir el autdmata que lo reconoce. Poner
un gjemplo de reconocimiento de una cadena del lengugje.
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CAPITULO 15: AUTOMATASFINITOS

Los automatas finitos reconocen los lenguajes regulares, o de tipo 3 y se pueden
representar intuitivamente por una cintay unacabeza de lectura (fig. 12).

MOVIMIENTO A IZQUIERDA CELDA

CINTA

1100001111171 1011

CONTROL DE ESTADOS

Fig. 12 : Esquema intuitivo de un autémata finito.
Lacinta de entrada, slo contiene simbolos de un determinado alfabeto, y se mueve
en una soladireccion.

El control de estados, determina el funcionamiento del autbmata.

Una sentencia de un lenguaje determinado, colocada en la cinta, y leida por €l
autémata finito, es reconocida por éste, si € control de estados llegaa un estado final.

15.1 Definicion formal de autdmata finito

Se puede definir como una quintupla AF = (E,Q, f,q,, F) donde:

E = { conjunto finito de simbolos de entrada, que constituye & vocabulario}

Q = { conjunto finito de estados}
f:.E"xQ - Q eslafuncion detransicion
0, 0 Q, esel estadoinicial

F O Q es el conjunto de estados finales
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Se entiende por configuracion de un autdmata finito, a un par de la forma (g, W)
donde q, es € estado actual, y W la cadena que queda por leer en ese instante. Seguin la
definicién anterior, se puede afirmar que laconfiguracioninicial de un automatafinito es
e par (q,, t) siendo t la sentencia o cadena de entrada a reconocer. La configuracion final
serepresentapor el par (g, A) dondeq, O F, Y\ indica que no queda nada por entrar dela
cinta.

Un movimiento de un autdmata finito, puede definirse como €l transito entre dos
configuraciones, y serepresentapor (q, aW) - (q',W)y sedebe de cumplir quef(q,a=q'.

15.2 Lenguajereconocido por un autémata finito

Cuando un autémata transitaauna configuracion final partiendo de laconfiguracion
inicial, en varios movimientos, se dice que se ha producido aceptacion o reconoci miento
de la cadena de entrada. Es decir que dicha cadena, pertenece a lenguaje reconocido por
el autémata.

Por € contrario, cuando el autébmata finito no es capaz dellegar aun estado final, se
dice que e autémata no reconoce dicha cadenay que por tanto no pertenece al lenguaje.

El lenguaje reconocido por un autématafinito, es:

LAF)={tt OE", (@) - @A\, 6 OF}

15.2.1 Teorema

Para toda gramética regular, G;, existe un automata finito, AF, tal que el lenguaje
reconocido por € automata finito esigual al lenguaje generado por la gramatica.

L(AF) =L(Gy)

15.2.2 Teorema

Paratodo autématafinito, AF, existe una gramaticaregular, G, tal que el lenguagje
generado por lagraméticaesigual a lenguaje reconocido por el automata finito

L(G,) = L(AF)

15.2.3 Corolario

Segun €l teorema 15.2.1, setieneque{L(G3)} @ L(AF)} y por € teorema 15.2.2,
{L(AF) 4 L(G3}, luego{L equaed = {L(AF)} ={L(GJ)}
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La forma habitual de representar |os autdmatas finitos es mediante un grafo o dia-
grama de estados (fig. 13), donde los nodos son los estados y las ramas estdn marcadas
con los simbolos del alfabeto de entrada. Las ramas se construyen segun la funcion de
transicion, asi debe de cumplir f(q,a) - Q.

Fig. 13 : Transicién entre dos estados.
L os nodos que representan los estados final es, suelen marcarse con un doble circulo, y €l
estado inicial también se marca con una flecha, encima de la cua se coloca la palabra
INICIO.

Ejemplo 15.24

Seael autdomatafinito A, = (E,Q, f,q,,F) dondeE ={a,b} N ;Q ={0;,0,, 03,03

y lafuncién f viene dada por latabla siguientey el conjunto de estados finales es F={ g}

f a b
G Oz o)
Oz Oz Os
Os o) Os
o) o) o)

Determinar el lenguaje que reconoce, representar el diagramade Moore, eindicar la
expresion regular que representa a lengugje.
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Solucién : Se construye el diagrama de Moore, colocando en primer lugar todos los
estados dentro de circulos, marcando con doble circulo el estado final. El estado inicia se
indicaconunaflechaquelo sefidlacon lapalabral NI CIO encima. Paraconstruir lasramas,
nos situamos en el primer estado de latabla de transiciones y se observa que f(q,,8)=0,,
entonces se traza unaflechaentre g, y q,, apuntando ag,, y se coloca encimade laflecha
el simbolo del vocabulario de entradaa. De igual forma se recorre latabla de transiciones
para cada estado y entrada completdndose € diagrama de Moore.

INICIO

Fig. 14 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.2.4
El lenguaje generado se obtiene partiendo del estado inicial y recorriendo todos los
caminos posibles para alcanzar el estado final. Asi se obtiene que este autdmata reconoce
el lengugje:

L(A) ={ab,aab, ...,abbb, ...,aabb, ..}
LA)={a"b"n=1m=1

Laexpresion regular que denota el lenguaje esa’b’ o también aa’ bb'.
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Ejemplo 15.2.5

Seael automatafinito A, = (E,Q, f,q,,F) dondeE={0,1} ,Q ={q;,0,.0:,q4 YT se
define por latablasiguiente, y F={q.} .

f 0 1
4 Qs 0>
0> Us Qs
Us Qs 0>
Qs Qs Qs

Construir el diagramadeMoore, y determinar €l lenguaj e que reconoce, denotandol o
con su expresion regular.

Solucién : Seconstruye el diagramade Moore deformaandogaal e emplo anterior
(fig. 15).

El lenguaje generado es el siguiente :

L(A) ={1,101,10101,...} ={ 1(01)"/n = &

Laexpresion regular 1(01)".

INICIO
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Fig. 15 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.2.5.

Ejemplo 15.2.6

Seael automatafinitoA; = (E, Q, f, q,, F) dondeE ={a,b,c}, Q = {qy, Gz, Gs, 0, G},
f serepresenta por latablasiguientey F={q,, q,} .

Representar el diagramade Moore, determinar €l lenguaje quereconoce, y denotarlo
con una expresion regular.

f a b c

Os 07! Os Os

07! Os Os Os

Os Os Os Qs

Qs Os Os Os

Os Os Os Os

Solucién : El diagramade Mooreseconstruyeal igual que enlosejemplosanteriores
(fig. 16).

El lenguaje generado es L(A;)={a,bc}, se puede denotar con la expresién regular
a| bc.

INICIO

Fig. 16 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.2.6.
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Ejemplo 15.2.7
Sead automataA, = (E ={1,2,3, Q ={0q,,0,, 94, f,a,,F ={q,}), dondef vienedada
por latabla siguiente.

f 1 2 3

Os Os Os 07!

07! Os Os Os

Os Oz Oz Os

Determinar el diagramade Moore, el lenguaje que generay la expresion regular que

|o describe.
Solucién : El diagramade Mooreseconstruyeal igual que enlosejemplosanteriores

(fig. 17).
El lenguaje reconocido es el siguiente::

L(A,) ={3,13,113,1113, ...,123,12223, ...,213,21113, .. }

L(A) =121 3. n,..20

1,2 1,2,3

INICIO

Fig. 17 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.2.7.

Laexpresion regular es (1| 2)'3.
Ejemplo 15.2.8

Construir un autdmata finito que reconozca un identificador de un lenguaje de pro-
gramacion, definido en EBNF delaforma:
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<identificador> ::= <letra> { <letra>|<digito>}
<letra>::= a|...|z
<digito>::= 0|1/2]...|9

Solucién : Este ggemplo esinverso alos anteriores, pues se daun lenguagjey se pide
el autdmata que lo reconoce. En primer lugar se construye un diagrama de Moore, de tal
forma que a partir del estado inicial, después de leer una letra, acepte letras o digitos de
formavariable, y cuando encuentre un caracter diferente deletrao digito alcance el estado
final. El diagrama de Moore es € que se muestraen lafigura 18.

letra, digito

INICIO

Fig. 18 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.2.8.

$ representa a todos |os caracteres diferentes de letra o digito.

El autdmata finito se deduce del diagramade Moorey es el siguiente::
AF =(E ={a,b,...,201,...9%, Q ={d,,9,,9%, f,0.,F ={ay})

dondef se define por :

f <letra> | <digito> $
Jo G - -
G G G Oz
o - - -

15.3 Clasificacion de los autdématas finitos

Cuando se definio autémata finito, la funcién f:E" xQ — Q, es en genera no

determinista. Asi en funcion de f, se hablara de automatas finitos deterministas AFD y
autématas finitos no deterministas AFND.
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Un autémata finito no determinista AFND se caracteriza por la posibilidad de que
dadauna entrada e en un estado g, se puedapasar aun estado g, g....,d, Sin saber aciencia
cierta, a cual de esos estados pasard. Existiendo la misma probabilidad de que pase a
cuaquierade dichos estados.

15.3.1 Autématas finitos no deter ministas

Ladefinicién de autdmata finito no determinista AFND coincide con lade autbmata
finito :

AFND = (E,Q,f,0,F)

con lasalvedad de que f:E'XQ — Q esno determinista.

Ejemplo 15.3.1.1

Sea e autémata finito no determinista AFND = (E,Q, f,q,F) donde E={a,b},
Q={0,,0,,0: 94, F ={q¢ ylafuncionf viene dada por la siguiente tabla :

f a b
O {03} A
% A {00}
s s s
s Ol A

Determinar €l lenguaje que reconoce, y dar su expresion regular.

Solucién : El diagramade Mooreseconstruyeal igual que enlosejemplosanteriores
de automatas finitos, con la salvedad de que para unaentrada a un estado puede salir mas
de unaflecha de un determinado estado (fig. 19).

El lenguaje reconocido es el siguiente::
a(b’b|a’b)a’
o también
a(b’|a)ba’
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INICIO

Fig. 19 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.3.1.1.

15.3.2 Autématas finitos deter ministas

Un autémata finito determinista AFD es un caso particular de los autdmatas finitos,
en el que lafuncidn de transicién no presenta ninglna ambigiedad en las transiciones de
estados para una entrada dada.

Un autdmata finito determinista es una quintupla AFD=(E, Q, f, g,, F) donde la
funcion f:E" xQ - Q esdeterminista.

15.3.3 Teorema sobre la transformaciéon de AFND en AFD

El teorema dice asi : "Paratodo automata finito no determinista AFND=(E, Q, f, q,,
F) se puede construir un autémata finito determinista AFD=(E, Q', f', q';, F') tal que el
lenguaje reconocido por € automata finito determinista AFD coincida con el lenguaje
reconocido por el automata finito no determinista AFND, esdecir L(AFD) = L(AFND)".

Demostracion :

Se determina en primer lugar Q' que es el conjunto de las partes del conjunto de
estados Q.

Q =P(Q) ={ conjunto delas partesde Q }
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El cardinal de Q' o nimero de estados del conjunto Q' es:
cardinal (Q')= 2 @

Al estado de Q' que corresponde a{ q,,0s...-q} Se denotara por [q,,0s.---q] €s decir que se
definef’ delaforma:

f* (&[0 G-+ )= O Ohr---Ch] Sy SO10 S (€,{ ey Oy} )={ G G-+~ Oh}

Es decir se calculaf’'(e,q') aplicando f a cada estado g de los que figuranen q' y
haciendo la union de todos los resultantes.

q =[a]
F={q'UQ'/g;Uqyq;LIF}
Esdecir, paraque q’ seaestado final basta que uno 0 mas de los estados de Q que lo
componen sea final.

Con esto se haconstruido un automatafinito determinista, ahorahacefaltademostrar
que reconocen € mismo lenguaje, para ello bastard comprobar que, para todo x O E’,
f'(x,q) OF s ysolos f(x,q,) contiene un estado (o varios) g-! F, y teniendo en cuenta
ladefinicion de F' esto sera evidentemente cierto si se demuestra que :

F(x.9')=[0...q] sy solosi f(x,0)={0p....q1}

Tal demostracion puede hacerse por induccion sobre lalongitud de x : paralongitud
de x nula, x = A, es inmediato puesto que f'(A,q')=q=[q,], Yy f(A,a,)={ 9.} . Supbngase
gue es cierto paralongitud de x <= 1; entonces parae [ E se tiene que

f'(xe,q )=f"(x,q4)
Pero por hipétesis de induccion :
F(x.a' )=[0-..a] sy solo si f(x,q)={ ...}
y por definicion de f’
f ([0, a])= [OsCns--- O] Si'y SO0 S f(e{ ...} )={ Oy OOl
Por tanto

(.9 )=[On.--..0d Si'y 010 S f(x€,00)={ G-, O}

con lo que gueda demostrado.
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Ejemplo 15.3.3.1

Seael autdmatafinito no deterministadel gjemplo 15.3.1.1, determinar un autdbmata
finito determinista equivalente.

Solucién : Siguiendo la construccion del teorema 15.3.3, e AFD tendrd en un
principio 2* estados, esdecir Q' conjunto delaspartesdeQ tieneen un principio 16 estados.
También se define el estado inicial y €l conjunto de estados finales F'.

Q' ={A,[Ad.[].[Ta] [a] [A: o] - [ A1 Gl }
q=[a
F ={[0a],[00a] [ 0] . [0:0] [ 10 T] -, [0 Ao OsCha] }

y ' se construye a partir de f resultando la siguiente tabla :

f’ a b
A A A
(0] (0] A
- [G] A (0]
[G] [G] (9]
(] (O] A
- [h ] [%0] [%0d]
- (1G] [%0] (O]
- [eeA [0:004] A
[0l [G] (0]
(0] (9] (0]
- [0:04] [0:04] (O]
- [0hG0] [%0] (0]
- (010,04 [0:004] [0:0.]
- [0h0s04] [G0s04] (]
- [0:004] [0:04] [0:0.]
- (010050 [0s0] (%]

Ahora bien, en un AF los estados que no son accesibles desde el inicial pueden
eliminarse, asi se eliminan los marcados en latabla con flechas:

[Q], [0hC], [0:Gal, [GiTa], [0hOL0k], [0:0:04], [9:0:04], Y [0:0:0:0,] POr NO aparecer
dentro delatabla.
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[0,9:0,] por no aparecer en la tabla como transicion de un estado eliminado ante-

riormente.

[050,] por aparecer en latablacomo transicion de un estado eliminado anteriormente,

y también en su propio estado, no es accesible por no aparecer en otro estado.

Evidentemente [g,] nunca puede eliminarse como estado, por ser €l estado inicial.

Entoncesf’ puede resumirse segin latabla:

f’ a b
A A A
[G] [00] A
[Gs] [Gs] (9]
LA CA A
[0 [0l [0
(0] [a] (0]

El estado vacio [A] no puede eliminarse en este caso, pues es accesible desde [q,] ¥
[Qa].

Delos 16 estados posibles sdlo han quedado 6, con los que se construye el diagrama
de Moore de lafigura 20.
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INICIO

Fig. 20 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.3.3.1.

Se puede comprobar que €l lengugje reconocido por € AFD es el mismo que €l
reconocido por el AFND del gemplo 15.3.1.1. Asi el lenguaje reconocido por €l AFD es:

abb” |abb’aa’ |aaa ba’
=abb’(A\|aa’) |aaa’ba’
=abb’a’ |aaa'ba’
=ab’ba’ |aaa'ba’
=a(b’ |aa)ba’

=a(b’ |a)ba’
Laultimaigualdad se ha obtenido teniendo en cuenta que:

b laa’'=b |A|aa =b"|a’
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15.4 Algoritmo de transformacion de una gramatica detipo 3 en un autémata
finito

Seaunagramaticadetipo 3oregular G=(VT,VN,S,P) y sedeseaobtener un autbmata
finito AF=(E,Q,f,q,,F) que reconozca el lenguaje generado por lagramatica. El automata
obtenido, en general sera no determinista.

Solucion: Se determinan |os distintos elementos del automata de la siguiente forma:

E=VT

Q=VN { g} A cadasimbolonoterminal delagraméticaseleasocia
un estado del autémata. Ademas seintroduce unnuevo
estado, denominado ¢, que sera €l Unico estado final
del automata.

;=S

F={a}

Lafunciondetransicionf sedeterminaapartir delaformadelasreglasdeproduccion
P, de lamanera siguiente:

a) ParareglasdelaformaA - aB seobtienef(A,a)=B siendo A y B losestados
correspondientes alosno terminales A 'y B.

Fig. 21 : Diagrama de Moore de f(A,a)=B

b) ParareglasdelaformaA - aseobtienef(A,a)=q.

Fig. 22 : Diagrama de Moore de f(A,a)=q;
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Ejemplo 154.1

Sealagraméticade tipo 3 siguiente :

G=(VN={A,S},VT={abh}, S, P)

donde P son lasreglas:

S-aS

S - aA

A - DA

A-b

Obtener un AFND y otro AFD que reconozcan €l mismo lenguaje que estagramética
genera.

Solucion : Sedefineel AFND apartir delagraméticacomo AFND = (E, Q, f,q,, F) donde
E={ab}, Q={A,S X}, q;=S, F={ X}, y f viene dada por latabla siguiente :

f a b

S {SA} -

A - {AX}
X

El diagrama de Moore se representa en lafigura 23.

INICIO

Fig. 23 : Diagrama de Moore del ejemplo 15.4.1

El lenguaje que reconoce :
a'ab’b=aa’bb =a'b”

El AFD se define como AFD=(E, Q' ,f’, g,, F') dondef’ viene dado por latabla:
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f’ a b
A A A
[S] [SA] A
. [A] A [AX]
. [X] A A
[SA] [SA] [AX]
- [SX] [SA] A
[AX] A [AX]
- [SAX] [AX] [AX]

Se eliminan de la tabla los estados inaccesibles desde el estado inicia [F], y se
representael diagrama de Moore de lafigura 24.

El lenguaje que reconoce es :

aa’bb =a'b”
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Fig. 24 : Diagrama de Moore AFD del ejemplo 15.4.1

15.5 Transformacion de una expresion regular en un autémata finito

Dadaunaexpresion regular existe un automata finito capaz de reconocer €l lenguaje
gue éstadefine. Reciprocamente, dado un autébmatafinito, se puede expresar mediante una
expresion regular el lenguaje gue reconoce.

Paralatransformacién de una expresion regular en un automata finito, se definirén
en un principio las equivalencias entre las expresiones regulares basicas y sus automatas
finitos. Posteriormente se mostrara la construccion de Thompson que genera
automaticamente un automata finito a partir de una o varias expresiones regulares de
cualquier complegjidad.
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15.5.1 Equivalencia entre expresiones regular es basicas y automatas finitos

Se muestran equivalencias entre expresiones regulares simples y autématas finitos
expresados mediante un diagrama de Moore

15.5.1.1 Expresion regular A

INICIO

Fig. 25 : Diagrama de Moore de A

15.5.1.2 Expresion regular a

INICIO

Fig. 26 : Diagrama de Moore de a

15.5.1.3 Expresion regular a

INICIO a

Fig. 27 : Diagrama de Moore de a’
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15.5.1.4 Expresion regular a

o 0
a

Fig. 28 : Diagrama de Moore de a*

15.5.1.5 Expresién regular alb

INICIO

INICIO

Fig. 30 : Otro diagrama de Moore de alb

15.5.1.6 Expresion regular (alb)*

INICIO

Fig. 31 : Diagrama de Moore de (alo)’
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15.5.1.7 Expresion regular (aclb)*

a

o ‘

[

Fig. 32 : Diagrama de Moore de (aclb)’

15.5.1.8 Expresion regular (acd|b)*

Fig. 33 : Diagrama de Moore de (acd|b)’

15.5.2 Construccién de Thompson

La construccion de Thompson construye un AFND a partir de cualquier expresion
regular. La herramienta lex utiliza esta construccidn para obtener en sucesivos pasos un
AFD (Aho et al., 1986, capitulo 3).

Supongamos que N(s) y N(t) son AFND para las expresionesregularessy t.

a) Para la expresion regular gt se construye el AFND N(s|t) que se muestra en la figura
34.

Fig. 34 : Construccion de Thompson para N(s|t)

b) Parala expresion regular st se construye el AFND N(st) que se muestraen lafigura 35.
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Fig. 35 : Construccion de Thompson para st

c) Paralaexpresionregular s se construye el AFND N(S) que se muestraen lafigura 36.

INICIO

Fig. 36 : Construccion de Thompson para s’

d) Parala expresion regular (s) se utiliza directamente N()

Ejemplo 15.5.2.1

Utilizando la construccion de Thompson construir un automata finito AF que reco-
nozca laexpresion regular (0]1)° 0 (O[1) (O[1)

Solucién: Sedescomponelaexpresionregular en subexpresiones, siguiendolaprecedencia
de operadores, tal y como se muestraen lafigura 37.

/ \
r1i2 6
/ \rn ARN
17 (s )
AN b N
r5 6 r10 s | a
o ]
VRN o 4
(3 )
RN
1 | r2
0‘ ‘1

Fig. 37 : Descomposicion sintactica de la expresion regular

Comenzandoporrl,r2,...r7 sellegaqueel AFND delaexpresionr7 esel representado
en lafigura 38.
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INICIO

Fig. 38 : Construccion de Thompson para r,

Continuando se puede observar que para la expresion r17 € AFND es € que se
presenta en lafigura 39.

INICIO

Fig. 39 : Construccion de Thompson para (0[1)'0(0|1)(0|1)

15.6 Minimizacién de estados de un AFD

Se definié anteriormente que dos AF son equivalentes si reconocen el mismo len-
guaje. En este apartado se trata de encontrar un AF equivalente en forma minima. Es
importante poder saber si un AF esta en forma minima, y si no lo esta hallar un AF
equivalente en forma minima. Se puede demostrar que siempre existe unaformaminima
de un AF (Hopcroft y Ullman, 1979, pp. 67-68). Para determinar el AF en forma minima
Nno es preciso realizar infinitos ensayos con cadenas de entrada. Existen algoritmos para
minimizar AF, es decir, hallar otro AF en forma minima equivalente.

Algoritmo 15.6.1
Entrada. Un automata finito determinista A=(E,Q,f,q,,F).

Salida. Un automata finito determinista A’=(E,Q’,f",q',,F’) que acepta el mismo
lenguaje que A, y quetiene el menor nimero de estados posible.
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Metodo. El algoritmo para minimizar €l numero de estados de un AFD funciona
encontrando todos |os grupos de estados que pueden ser diferenciados por una cadena de
entrada. Cada grupo de estados que no puede diferenci arse sefusionaentonces en un Unico
estado. El algoritmo operamanteniendo y refinando unaparticién del conjunto de estados.
Cadagrupo de estados dentro de la particion estaformado por estados que aln no han sido
distinguidosunosdeotros, y todos|osparesde estadosescogidosde entregruposdiferentes
han sido considerados distinguibles por una entrada.

1. Se construye una particioninicial ' del conjunto de estados Q en dos grupos : 1os
estados finales F y los estados no finales Q-F.

2. Se determina una nueva particion N, a partir de la particion anterior I, con el
siguiente procedimiento :
FOR cadagrupo G de N DO

BEGIN

Particion de G en subgrupos tales que dos estados ¢ y ¢, de G estanen el
mismo subgrupo si, y solo si, para todos los simbolos de entrada e, los
estados g, y g; tienen transiciones en e hacia estados del mismo grupo de
r,

[* en el peor caso, un estado estara solo en un subgrupo */

sustituir G en IM,,,.,, por € conjunto de todos |os subgrupos formados,
END

3. Serealizan las siguientes comprobaciones.
|F N, .= THEN

BEGIN

Miina:=T1;

GOTO 4; /* Ir a paso 4 */
END

ELSE
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BEGIN

=M ever

GOTO 2; /* Volver a paso 2 */
END

4. Se escoge un estado en cada grupo de la particion My, como representante de
este grupo.

L os representantes seran los estados reducidos Q' de A’. Sea un estado g; repre-
sentante, y sea una entrada a que produce una transicion de g a g; en A. Sea g €
representante del grupo de g, (g, puede ser g;). Entonces A’ tiene una transicion desde g
ag, conlaentradaa. Seael estadoinicial g',deA’ el representante del grupo que contiene
al estado inicial g, de A, y sean los estados finales F de A’ 10s representantes que estan
en F. Se puede observar que cada grupo de Iy, consta Unicamente de estados en F 0 no
tiene ningun estado en F.

5. Se eliminan los estados pasivos g, de Q', es decir estados que no son finales, y
guetienen transiciones hacia ellos, pero no desde ellos hacia otros. Todas |as transiciones
a g, desde otros estados se convierten en indefinidas. También se eliminan los estados
inaccesibles de Q’, es decir todos los estados que no se pueden alcanzar desde el estado
inicial. Se obtiene Q' y lafuncion f'.

Ejemplo 15.6.2

Sea d autdmata finito determinista A=(E,Q,f,q,,F), donde E={a,b},
Q={01,0,05.94,0s} , F={q:}, y f viene dada por latabla:

f a b
G Oz Os
Oz Oz o)
Os Oz Os
o) Oz Os
Os Oz Os

Se desea determinar un autémata equival ente con un nimero de estados minimo.

Solucién
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(1).Laparticion inicial ' consta de dos grupos : (ds) conjunto de estados finales, y
(010,0501,) 0s estados no finales.

(2). Se aplicael procedimiento de particion a cada grupo. El grupo (gs) consta de un
solo estado, y no se puede dividir més, se coloca directamente en IM,,,,,.. El otro grupo
(0,9,0:04), con laentrada a tiene unatransicion a g,, asi que todos podrian permanecer en
un mismo grupo en lo que ala entrada a serefiere. Sin embargo, con laentradab, q;, g,,
Y g; van a miembros del grupo (g,0,0:0,) de ' mientras que g, va a grupo (gs). Por lo

tanto M, tiene tres grupos :(0,0,0s), (G) Y (0s)-

(3). Como N, N0 esigual all, serepite &l paso (2) conM: 1,0

(2). Seaplicael procedimiento de particion alos grupos de Il que constan de mas de

un estado. Para una entrada a en € grupo (g,0,9;), no hay divisiéon, sin embargo para la
entrada b se produce una division en (¢,0) Y (0,), puesto que (g,0,) tienen unatransicion
a gs;, mientras que g, tiene una transicion a g,, que es miembro de un grupo distinto de

(0hG03)- Por 1o tanto Mg, tiene cuatro grupos :(g,ds), (A7), (ds) Y (ds).-
(3). Como IN,,,,,, N0 esigual all, serepite &l paso (2) conM: A1, 0

(2). Seaplicael procedimiento de particion alos grupos de Il que constan de mas de

un estado. Launicaposibilidad esintentar dividir (g,05). Sinembargo, g, y g, van a mismo
estado g, paralaentradaa, y al mismo estado g, paralaentradab. Por lo tanto 1, ,,, tiene

cuatro grupos :(g,0s), (G), (ds) Y (ds).-
(3). Como I, esigua all, sevaa paso (4) conly,,: 1.

(4). Seescogeq, como representantedel grupo (d,0s), Y ds, 0, Y g5 COMO representantes
de los grupos de un solo estado.

(5). El automatacon un nimero de estadosminimo A=(E,Q’ ,f’,q,,F), donde E={ a,b},
Q={09,,0,,04,0}, F={q}, y f’ viene dada por latabla:

f’ a b
G Oz G
Oz Oz o)
o) Oz Os
Os Oz G
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En e autémata reducido A’, €l estado g5 tiene una transicién al estado g, con la
entrada b, puesto que q, es @ representante del grupo (q,0;) y hay unatransiciéon de g; a
g; con la entrada b en el autdmata original. Una modificacién similar se realiza para €l
estado g, y la entrada b. Todas las demas transiciones estan tomadas de f. No hay ninguin
estado pasivo, y todos |os estados son accesibles desde el estado inicia g,.

Se puede observar que el lenguaje reconocido por losautomatas A 'y A’ es (alb) abb.
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CAPITULO 16: EJERCICIOSRESUELTOS

Ejercicio 16.1
Dadalagramatica G=(VN={ S,A} ,VT={0,1},S,P) donde P son las producciones:
S - 0A
A - OA
A - 1S
A-0

Determinar :
a) ¢De qué tipo es?
b) Expresar de algun modo €l lenguaje que genera.

Solucién :
a) Esuna graméticadetipo 3, donde lasreglas de produccion son delaforma: A — aBo
también A - a, donde A,B pertenecen al VN y a perteneceal VT.

b) Se generan algunas sentencias del lengugje :

S - OA - 00A - 001S - 0010A - 00100
S - 0OA - 01S - 010A - 0100

L(G) ={ Cadena que empieza por 0y termina con dos 0. Entre ellos puede haber un
n°indefinidode0y 1, conlarestricciondequeno puedehaber dos 1 seguidos}

Ejercicio 16.2

Definir una gramética que permita generar todos |os nimeros racional es escritos en
decimal con el formato :

<signo> <parte entera> . <parte fraccionaria>
Construir un autébmata que reconozca dichos nimeros.

Solucién : Sea la gramatica G = (VN={<racional>, <cadena digitos>, <digito>,
<signo>, <vacio>}, VT={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,-} , S=<racional>, P), donde las reglas de
produccion P son las siguientes :
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<racional> - <signo><cadena digitos>.<cadena digitos>
<cadenadigitos> - <digito><cadenadigitos>
<cadenadigitos> - <digito>

<digito> - 0]1[2|3]4|5|6/|7|8|9

<signo> - +|-|<vacio>

vacio> - A

<digito>

<digito>
Fig. 40 : Solucioén del ejercicio 16.2

Ejercicio 16.3

Definir una gramética que permita generar identificadores, es decir secuencias de
letras y digitos que empiezan siempre por una letra.

Solucién : SealagraméticaG=(VN={ <identificador>,<letra>,<restoidentificador>,
<digito>, <vacio>}, VT={ab,...,A,...,Z,0,1,...,9}, S=<identificador>, P), donde P son las
producciones :

<identificador> - <letra><resto identificador>
<letra> - a|b]|c]|..|z|A|B|C]|..|Z

<resto identificador> — <digito> <resto identificador>
<resto identificador> - <letra> <resto identificador>
<resto identificador> - <letra>

<resto identificador> — <digito>

<resto identificador> - <vacio>

<digito> - 0|1]2]3]...|9

vacio> - A
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Ejercicio 16.4
Escribir una gramética que defina el lengugje L ={ab"a/n >} .

Solucién : SeaG=(VN={S,B},VT={ab}, S, P) y lasproducciones P delagramética

S-aB
B - bB
B - a

Ejercicio 16.5

Escribir una gramatica libre de contexto para un nimero real del lengugje C++, y
escribir las derivaciones, paralas siguientes sentencias.

(a) 251. (e) 14.25e+02
(b) -61. (f) -25.2E-23
(c) -75.25 (g) .23E12

(d) 1.73 (h) .23

Solucién :

<Tipo REAL> - <signo> <nUmero> <exp>

<Tipo REAL> - <signo> <nUmero> <exponente>
<Tipo REAL> - <signo> <fraccion> <exponente>
<Tipo REAL> - <signo> <numero> <fraccién> <exponente>
<signo> - +|-|<vacio >

<nimero> - <digito><numero>|<digito>
<fraccién> - .< ndmero >

<exp> - E <signo> <numero>

<exponente> - <exp> | <vacio>

<digito> - 0]1|2|3|4/5|6|7|8]9

vacio> - A

b) -61.

<Tipo REAL > - <signo> <num> . <exponente>
- - <num > . < exponente >
- - <digito > < num > . < exponente >
- - <digito > < num >.
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o -6<num>.
- - 6<digito>.
- - 6L

C) -72.25

<Tipo REAL > - <signo > < num > < fraccién > < exponente >
- <8igno > < num > < fraccion >
- - <num > < fraccion >
- - <digito > < num > < fraccion >
- - 7 < num > <fraccion >
- - 7 <digito > < fraccion >
- - 72 <fraccion >
- - 72.<num >
- - 72. < digito > < num >
- -72.2<num>
- - 72.2 < digito >
- -72.25

€) 14.25E+02

<Tipo REAL > - <signo > < num > < fraccién > < exponente >
- < num > < fraccion > < exponente >
- < digito > < num > < fraccion > < exponente >
- < num > < fraccion > < exponente >
- 1< digito > < fraccién > < exponente >
- < fraccién > < exponente >
- 14. < num > < exponente >
- 14. < digito > < num > < exponente >
- 14.2 < num > < exponente >
- 14.25 < exponente >
- 14.25<exp >
- 14.25E < signo > < num >
- 14.25E+ < num >
- 14.25E+ < digito > < num >
- 14.25E+0 < num >
- 14.25E+0 < digito >
- 14.25E+02
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f) -25.2E-23

<Tipo REAL > - <signo> < num > < fraccién > < exponente >
- - <num > < fraccion > < exponente >
- - <digito > < num > < fraccion > < exponente >
- -2 <num > < fraccién > < exponente >
- -2 <digito > < fraccion > < exponente >
- -25 < fraccidn > < exponente >
- -25. < num > < exponente >
- -25. < digito > < exponente >
- -25.2 < exponente >
- -25.2<exp>
- -25.2E <signo > < num >
- -25.2E- < num >
- -25.2E- < digito > < num >
- -25.2E-2 < num >
- -25.2E-2 < digito >
- -25.2E-23

Ejercicio 16.6

Escribir una graméticalibre de contexto paralasentenciade FORTRAN FORMAT.
Supongase que no se admiten constantes definidas con H (Hollerith). Dar |as derivaciones
de las sentencias.

(@ 10 FORMAT (17, F5.1)

(b) 200 FORMAT (E12.5)

(© 99015 FORMAT (I5/F7.1)

(d) 40 FORMAT (1X,14,3X,F7.2)
(e 50 FORMAT (13,2(F7.2))
Solucién :

< sentencia FORMAT > - < etiqueta > < blanco > {< blanco >} FORMAT
{<blanco>} ({< blanco >} < argumento > {< blanco >})

< etiqueta> — < digito > < numerol >

<ndmerol > - <digito > < nimero2 > | < vacio >

<ndmero2 > - <digito > < nimero3 > | < vacio >
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<numero3 > _, <digito> < numero4 > | <vacio >
<ndmero4 > - <digito > | <vacio >

<digito> - 0]1|2]..]9

<blanco> - b

<argumentos > — < especificacion > < resto argumentos >
<resto argumentos > - , < especificacion > < resto argumentos >
<resto argumentos > - <diagonal> <especificacion> <resto argumentos>
< resto argumentos > - < vacio >

<diagonal > - /< otradiagonal >

<otradiagonal > - <diagonal >

<otradiagonal > - <vacio>

< especificacion > - < ndmero > (< argumentos >)
< especificacion > - < formato >

<formato > - | <ndmeroreal >

<formato > - | <numero >

<formato> - Q

<formato > - A <numero >

<formato > - A

<formato > - R < ndmero >

<formato > - L < numero >

<formato > - K < ndmero >

<formato > - F < ndmerorea >

<formato > — Z < nimero >

<formato > — E < ndmero real >

<formato > - E<nimerorea > E.

<formato > - D < numero rea >

<formato > - D <nimerorea > E.

<formato > - G < numero real >

<formato > —» G <numeroreal > E.

<formato > - T < numero >

<formato > - TL < ndmero >

<formato > -~ TR < numero >

<formato > - < numero > X

<formato > — < numero>P

<formato> - S
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<formato> _, SP

<formato > - SS

<formato > - BN

<formato> - BZ

<nimerorea > - < ndmero > . < ndmero >
<ndmero > - <digito > < nimero >

< nlmero> - <vacio >

<vacio> - A
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CAPITULO 17: EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 17.1

Construir una gramatica que describa €l lenguaje constituido por los nimeros
romanos. Disefiar un autémata que dada una cadena de entrada indique si s un nimero
romano o no lo es.

Ejercicio 17.2

Construir una gramatica que describa el lenguaje constituido por todas las cadenas
de ay b, gue no contienen la subcadena abb. Se entiende por subcadena de una cadena s
como una cadena que se obtiene suprimiendo cero 0 mas simbolos desde laderecha o la
izquierda de la cadena s. Ejemplo: ver es una subcadena de conversion. Sin embargo
cosion no es una subcadena de conversion.

Ejercicio 17.3

Construir una gramatica que describa el lenguaje constituido por todas las cadenas
deay b, que no contienen lasubsecuenciaabb. Seentiende por subsecuenciade unacadena
S cOMo una cadena gue se obtiene suprimiendo cero o mas simbolos no necesariamente
contiguos de la cadena s. Ejemplo : ovesi es una subsecuencia conversion.

Ejercicio 17.4

Construir un AFD con minimo de estados para que reconozca el lenguaje descrito
por laexpresion regular (0]1) 0(0]1)(0]1).

Ejercicio 17.5

Escribir un ggemplo de lenguaje, gramaticay autébmata de tipo 0, pero que no seade
tipo 1, 2 0 3. No incluido en este texto.

Ejercicio 17.6

Escribir un ggemplo de lenguaje, gramaticay autdbmata detipo 1, pero que no seade
tipo 20 3. Noincluido en este texto.
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Ejercicio 17.7

Escribir un ggemplo de lenguaje, gramaticay autdbmata de tipo 2, pero que no seade
tipo 3. No incluido en este texto.

Ejercicio 17.8

Escribir un egemplo delenguaje, graméticay autdmata de tipo 3. Noincluido en este
texto.

Ejercicio 17.9

Escribir un autdmataque reconozcasi un nimero esun real valido en Pascal estandar
0 no.

Ejercicio 17.10

Disefiar unagramatica que genere el lenguaje formado por las expresionescon o sin
paréntesis, debiendo estar siempre los paréntesis emparejados. Los simbolos terminales
son VT={(,e,)}. Ejemplos de instrucciones del lenguaje: e, ee, (e)(e), (((e))), ((e)(e), y
(eee). Construir un autdmata que reconozca dicho lenguaje.
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CAPITULO 18: EJERCICIOS DE PROGRAMACION

Ejercicio 18.1

Escribir un programa que simule el funcionamiento de una méaquina de Turing
genérica. El programapediraal usuario bien por teclado o por fichero los componentes de
la definicion de la maguina de Turing reconocedora de un lengugje de tipo 0. Dada una
cadenade entradaindicara s pertenece o no a lenguaje.

Ejercicio 18.2

Escribir un programa que simule el funcionamiento de un autdmata lineal acotado
genérico. El programa pedird a usuario bien por teclado o por fichero los componentes
de la definicion del autdmata lineal acotado reconocedor de un lengugje de tipo 1. Dada
una cadena de entradaindicarasi pertenece o no al lenguaje.

Ejercicio 18.3

Escribir un programaque simule el funcionamiento de un autdmata de pilagenérico.
El programa pedira al usuario bien por teclado o por fichero los componentes de la defi-
nicion del autébmata de pila reconocedor de un lenguaje de tipo 2. Dada una cadena de
entradaindicara si pertenece o no a lengugje.

Ejercicio 184

Escribir un programa que simule el funcionamiento de un autdmata finito genérico.
El programa pedird a usuario bien por teclado o por fichero los componentes de la defi-
niciondel autdomatafinito reconocedor deunlenguajedetipo 3. Dadaunacadenadeentrada
indicarasi pertenece o no al lenguaje.

Ejercicio 18.5

Escribir un programa que tome como entrada la definicién de un autémata finito no
deterministay escriba como salida un autémata finito determinista equivalente.

Ejercicio 18.6

Escribir un programa que dado un automata finito determine otro equivalente con
un numero de estados minimo.
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