Geometriai alapismeretek

A geometria alapfogalmai a tapasztalat Gtjan abkezidval alakultak ki.
Térelemek: pont, egyenes, sik

Térelemek kdlcsonods helyzete, fontosabb alapesetek:

Egy pont vagy illeszkedik egy masik térelemre, vagp..

Két egyenes metézha pontosan egy kéz6s pontjuk van, parhuzambsa&gy sikban
vannak és nincs kozos pontjuk, kiték, ha nincsenek egy sikban , egylbeksha egynél
tébb k6z6s pontjuk van.

Két sik metsé, ha pontosan egy kdzos egyenesik van, parhuzanmasakncs kézos
pontjuk. Két sik azonos, ha van legalabb harom egyregyenesre illeszké&#dz6s pontjuk.

Egy egyenes vagy illeszkedik egy sikra, vagy pamagy k6zos pontja van vele, vagy
nincs kdzos pontja. Ez utdbbi esetben az egyenesiz@mos a sikkal.

Térelemek metrikus jellemzése

Szdgek, forgasszogek, szégek mérése

Egy pontbdl kiindul6 két félegyenes a sikot kezréskét szbgtartomanyra osztja.
Nevezetes szdgeK eljes sz6g, egyenes szdg, derékszog.

Szdget Ugy is szarmaztathatunk, hogy az egy poktinalulo két félegyenes kozil az
egyiket rogzitetten tartjuk, mig a masikat forgatjz igy létrehozott szégeket
forgasszogekneknevezzik. A forgatas két iranyban torténhet (poznegativ) é€s egy teljes
korulforgatas utan folytathato.

A szbgek nagysagat keétféle egységgel mérhetjukafiokiagy radianban.

Szdgparok

Nevezetes szogparokParhuzamos szaru szégek ( egyallasu szogekszatiék,
csucsszdgek, mellékszdgek, kiegészatdgek), meteges szaru szogek, potszogek

Térelemek hajlasszdge

Két metsz egyenes hajlasszog&ét metss egyenes az altaluk meghatarozott sikot
négy, két-két egybevago szogtartomanyra bontjeétAegyenes hajlasszoge a derekszognél
nem nagyobb szdg nagysaga.

Két kitér 6 egyenes hajlasszog&eét kités egyenes hajlasszégén azt a szoget értjuk, amelyet
egy tetséleges ponton atménvelik parhuzamos egyenesek alkotnak.

Sikra meréleges egyenes definicidjdgy egyenes és egy sik akkor tleges egymasra, ha

az egyenes méleges a sik minden egyenesére.

Sikra meréleges egyenes tételéla egy egyenes nmigeges a sik két egymast meisz
egyenesére, akkor nideges a sik minden egyenesére, azadleges a sikra.

Pont mebleges vetllete, egyenes leges vetlilete egy sikra.

Egyenes és sik hajlasszdgea egy egyenes metszi a sikot , de nentleges ra, akkor az
egyenes és sik hajlasszoge az egyenes és sikitanvestdeges vetlletének hajlasszdge. Egy
siknak és a vele parhuzamos (vagy ra illesékedyenesnek a hajlasszége 0



Két sik hajlasszoge Két metsd sik hajlasszogének keresésénél a két sik metsmanak

egy tetséleges pontjdban a két sik mindegyikén éregest allitunk a metszésvonalra. Az igy
kapott két egyenes hajlasszoge a két sik hajlaeskiyy parhuzamos (vagy egybé&esik
hajlassz6ge 0

Térelemek tavolsaga

Ha két alakzatnak van k6zds pontja, akkor tavolsdgu
Két pont tavolsaganaz ket 6sszekdt szakasz hosszat értjuk.
Pont és egyenes tavolsaganakeghatarozasahoz niggest allitunk a pontbol a megadott
egyenesre az altaluk meghatarozott sikban, s jiékiaz eredeti egyenes és a theges
metszéspontjat. Az adott pont és a metszésporstaa pont €s egyenes tavolsaga. ( Egy
pont és egy ra nem illeszkiedgyenes egyértelien meghataroz egy sikot.)
Pont és sik tavolsagam pontnak és a sikon lewmeisleges vetlletének tavolsagat értjuk.
(d(P;S)). Erre a definicidra vezetjuk vissza &aliparhuzamos egyenes, valamint két
parhuzamos sik tavolsagat.
Két parhuzamos egyenes tavolsagaegegyezik ez egyik egyenes téteges pontjanak a
masik egyenest vett tavolsagaval.
Két kitérs egyenesiormaltranszverzalis-egyenesénekegyértelnii) nevezzik azt az
egyenest, mely metszi mindkét megadott egyeneserdeges rajuk. A két nevezett
metszéspont kdzé &szakasz aormaltranszverzalis-szakasz
Két kitér 6 egyenes tavolsadgaormaltranszverzalis-szakaszuk hossza.

Nevezetes ponthalmazok

Korvonal: A kérvonal azon pontok dsszessége a sikban, kealgék egy adott pontjatol
egyenb tavolsagra vannak.

Korlap : A korlap azon pontok 6sszessége a sikban, malygtk egy megadott pontjatol
megadott tavolsagnal nem nagyobb tavolsagra vannak.

Gombfelulet: A gémbfelllet azon pontok 6sszessége a térbelyeina tér egy megadott
pontjatél megadott tavolsagra vannak.

Gombtest A gombtest azon pontok 0sszessége a térben eknaltér egy megadott pontjatol
megadott tavolsagnal nem nagyobb tavolsagra vannak.

Parabola: A parabola azon pontok 6sszessége a sikban, knelyik egy egyenesties egy
ra nem illeszked pontjatdl egyerd tavolsagra vannak.

Ellipszis: Az ellipszis azon pontok dsszessége a sikbaryekreek a sik két megadott
pontjatdl vett tAvolsag 6sszege egy (a két portisdganal nagyobb)dtt hosszusag.
Hiperbola: A hiperbola a sik azon pontjainak 6sszességkbarsj melyeknek a sik két
megadott pontjatdl vett tavolsag eltérése egy (et tavolsaganal kisebb)éat tavolsag.
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Sikidomokra vonatkozd ismeretek

Sokszdgnek vagysokszdgtartomanynaknevezzik az egysZgrzart, toréttvonallal
(sokszogvonal) hatarolt korlatos részét a sikndiafarolo sokszogvonal oldalai és csucsai a
sokszdg oldalai és csucsai.

Haromszogek
A hatarol6 sokszégvonalnak harom oldala, haromszsyen
Alapveté ismeretek

Egy haromszdget harom megféleldataval adhatunk meg. A haromszog oldalai és
szogei kozul a harom meghatarozo adatot négyféboméalaszthatjuk ki. Egyeértelian
megadhatjuk a haromszoget

* harom oldalaval,

» Kkét oldalaval és kozbezart szogével,

* egy oldalaval és megadott helyiz&et szogevel,

» Kkét oldalaval és a hosszabb oldallal szemkdzti &zéig
Haromsz6g-egyetitlenség A haromszdg barmely két oldalanak dsszege naggabb
harmadik oldal
Oldalak és szdgek kozotti 6sszeflggeharomszogben egyenbldalakkal szemben egyénl
szogek nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg sa@tel megforditasa is igaz.
Tétel a hdromszdg bélszogeinek 6sszegére vonatkozdamaromszog betsszdgeinek
0sszege 180

Geometriai transzformaciok

Egybevagdsag

Parhuzamos sz tétele

Hasonlésag

Eqy adott sikra vonatkoz6 nideges vetités K-184)

A haromsz6g nevezetes vonalai és pontjai
Szdogfelesk, beirhato kor

Szogfeled-tétet Haromszogben egy bélszog szogfelgge a szemkozti oldalt a szomszédos
oldalak aranyaban osztja két részre.

Oldalfelezé merélegesek, koré irt kor
Magassagvonalak, magassagpont

Sulyvonalak, sulypont



Kbdzépvonalak
Derékszodi haromszdgekre vonatkozo6 ismeretek

Thalész téteteAzon pontok 6sszessége a sikban, mel§ledty adott szakasz derékszdog alatt
latszik, a szakasz mint atndéiblé irt kor, kivéve a szakasz két végpontja.

Aranyossagi tételek a derékszdgharomszogben

Befogotétel A derékszog haromszoégben az egyik befogo atfogora vetetietgttiek és az
atfogdénak a mértani kozepe megegyezik a nevezdtigh hosszaval.
MagassagtéteDerékszo§ haromszodgben az atfogbhoz tartoz6 magassag mejegye
befogok atfogdra vetett mieges vetlleteinek mértani kdzepével.

Pitagorasz tételderekszo§ haromszogben a két befogd négyzetének dsszegeléagye
atfogd négyzetével.

Trigonometrikus 6sszefliggések a haromszdgben
Derékszodi haromszdg trigonometriaja

* Sinustétel
* Cosinustétel

Négyszogek és osztalyozasuk

Négyszdgnek négy oldala, négy csucsa van.oBaégeinek 6sszege 3qkét
haromszogre bonthato).
» Trapézok azok a négyszogek, melyeknek van két parhuzandesudl
» Paralelogrammaknak két-két oldala parhuzamos
» Deltoidok azok a négyszdgek, melyeknek két-két (atellermsnszédos oldala
egyenb hosszusagu
Paralelogrammak tulajdoagai:

» Szemkodzti szogei egyei
» Két szomszédos bélszdgének 6sszege 280
» Szemkdzti oldalai egyetilhossztak
» Két szemkozti oldala parhuzamos és egydsszu
» Két atldja felezi egymast
* Van szimmetria k6zéppontja
Tétet Egy négyszog akkor és csak akkor paralelograrhm&pzéppontosan szimmetrikus
* A paralelogrammaombusz, ha minden oldala egyénhosszu
» A paralelogrammaéglalap, ha minden szdge egyénl
» A paralelogrammaégyzet ha minden szége és minden oldala edgyeokszu.

Sokszogek, sokszogek atloi, sokszdgek szogei

Konvex a sokszdg ( ponthalmaz), ha barmely két pontjayglie: annak
0sszekdiszakaszat is tartalmazza.



Tétet Az n oldali konvex sokszdg barmely csucsabolatk® huzhato és a sokszégnek
) n(n-3) , ..
osszeseﬁT atléja van.

Tétet Az n-oldall sokszdg bdiszdgeinek bsszede - 2)1800

Konvex sokszdg szdgeinek mellékszdgesbliszog kil szogeineknevezzik.
Tétel Konvex sokszdg kiksszogeinek 6sszege 360

Szabalyos sokszdgek

Egy sikbeli egyszérsokszog akkor szabalyos, ha minden oldala és misz&ge
egyenb. A szabalyos soksz6g szimmetrikus minden oldaldel@zomerslegesére, valamint
minden sz6gének szogfetgere. Minden szimmetria tengely egy ponton a szasasokszdg
k6zéppontjan halad at.

Szabalyos haromszdg, négyszog, hatszog szerkesztése

Aranymetszeés

Aranymetszésnek nevezzilk egy szakasz kettéosamgatogy a kisebbik szelet aranya
a nagyobbik szelethez megegyezik a nagyobbik s\leiz egész szakaszhoz viszonyitott
aranyaval.
Az aranymetszést a kéfpmiivészeti alkotdsokban gyakran alkalmazzakefler
haromszogek:Kepler haromszégnek nevezzilk azt a derékshdgomszoget, melynek
atfogdjat a hozzéatartoz6 magasséag talppontja ararsg@sben vagja ketté.)
Az aranymetszés szerepet jatszik a szabalyosléixel 6tsz6g szerkesztésében.
Tétet A szabalyos tizsz6g oldala annak az aranymetekdgsebbik szelete, amelynek
nagyobbik szelete a kér sugara. (H-163)
Tétel A kor sugaraval és a korbe irt szabalyos tizstdgl@val mint befogokkal szerkesztett
derékszoty haromszog atfogéja a korbe irt szabalyos otszdalalH-164)
Szabalyos 6tsz6g szerkesztése.

Sikidomok tertlete

A terulet fogalma (H-136)
A sokszdg tertletmérésénél minden sokszoghdz herzdéliink egy pozitiv szamot az
alabbi megallapodasokat betartva
* Az egybevag0 sokszdgekhez ugyanazt a szamot rékdelj
* Ha egy sokszdget véges szamu részre feldarabalkér az egyes részek tertletének
0sszege az eredeti sokszog tertletével e§yenl
* Egy egységnyinek mondjuk annak a négyzetnek aetétiiimelynek oldalai egy
hosszusagegységek.
Tétel: Ha két téglalap egy-egy oldala egyehbsszusagu, akkor teriletik aranya edyanl
masik oldalhosszuk aranyaval.(H-136)
Téglalap teriilete, paralelogramma terilete, harogedz tertilete, trapézok terilete,
sokszogek tertlete.(H 137-142)
A kor terlilete A kdrbe és a kor koré szabalyos sokszogeket iirideirt sokszogek tertilete
kisebb a kor tertleténél, az étinbkszogek tertlete nagyobb a kor teriileténél. bizabalyos
sokszogek oldalszamat noveljuk, akkor a beirt sidgsk terlilete ndvekszik, az
erintésokszogek tertilete csokken. Belathatd, hogy adsadamok minden hataron tali
novelésével a korbe irt szabalyos sokszogek teréket kor koré irt szabalyos sokszdgek



terlilete egyetlen szamot fog kdzre. Ez a szam #&ekdletének mértékszama. Az r sugaru kor
terilete 7r[@? (H-148)

Korcikk terdlete t =% , ahol i jeldli a korcikkhez tartozé ivnek a hoéts (H 148-149)
ir —h(r —m)
2

Kdrszelet tertilete t = , ahol r a kor sugara, i a koriv, h a har hossza és

korszelet magassaga.
Tétel Egy sokszog terllete egy sikra vetett dreges vetliletének tertileténél kisebb nem
lehet, s azzal egyahls csak akkor, ha a sokszdg sikja a vetileti $iggpes allasa. (H-192)

Tétel: Egy T terileti sokszog meileges vetlletének tertilelg =T cosa | ahol@ az eredeti
sokszog sikjanak és a vetuleti siknak a hajlassZbga24)



Testek térfogata, felszine

Testek osztalyozasa

A geometriai test fogalma az anyagi targyak alfalgtalt térrész geometriai leirasabdl
ered.Testnek nevezzilka térnek valamely zart felllet altal hatarolt ktok részet.
Véges sok sokszogtartomany altal hatarolt korlékezét a térnegoliédernek nevezziik.
(siklapu test)
A poliéder egyszeti, ha kozonséges, (0sszefaggs minden csucsanal az azt tartalmazo
lapok egyetlen ciklust alkotnak) felllete egyszeredsszefligg(dsszefigd és minden a
poliéderfellleten elhelyezkédokszdgvonal részekre darabolja) és minden lapjszefi
sokszdg. (H-26)
A poliéder konvex ha barmely két pontjaval egyitt azok 6sszékidbkaszat is tartalmazza
Euler-tétel Ha egy konvex poliéder csucsainak a szamat meeszamat e és lapjainak
szamét | jeloli, akkor |+c=e+2 (H-195)
Tétel A poliéder egy lapjanak tertlete a tobbi lap ketének 6sszegénél kisebb. (H-197)

Szabalyos testnelnevezzik az olyan konvex poliédert, amelynek élszogei és lapszogei
egyenbk. Az élek és élszogek egyénégéldl kovetkezik, hogy a szabalyos test lapjai
egybevago szabalyos sokszogek. Az élszégek ediggisegyeriiségeldl kovetkezik, hogy
a szabalyos test szdgletei egybevag6 szabalyoteszkig

Tétel: Otféle szabalyos test van. Ezeknek az adataivatkéz tablazat tartalmazza.

(n jel6li a hatarolé szabalyos sokszogek oldalsztamaz egy csucsba befutd élek szamat)
(H-203)

nfmic|ell
Tetraéder | 3 3 4| 6| 4
Hexaéder | 4 3 8| 1P 6
Oktaéder | 3 4 6| 1P 8
Dodekaéder 5 3 20 30 12
Ikozaéder | 3 5 12 3D 20

Vannak testek, amelyeket sikidomok és gorbuilt &4l vagy csak gorbult feltletek
hatérolnak (henger, kap, gémb,...) Ezek kdz6tt varoignok, amelyek gorbuilt fellletét a
sikba kiterithetjlk ( hengerpalast , kippalasyyamak olyanok, amelyek gorbiilt feltlete
nem terithet ki a sikba (gombfelilet).

Hengerszefi testek Egy sikidom hatarolévonalan 6nmagaval parhuzamkésdilvezetink
egy olyan egyenest, amelynek a sikidom sikjava¢igry k6zos pontja van. Az igy kapott
palastfellletet az eredeti sikidom sikjaval és\eglg parhuzamos sikkal elmetszik. A
korulhatérolt térrészt hengerstigestnek nevezzik.

Hasabok, szabalyos hasabok, téglatest, paraletipip&orhengerek (egyenes, ferde)
Kapszerni testek Kupszeti testek azok, amelyeket megkaphatunk tgy, hogységgom
hatarolovonalan korulvezetink egy egyenest, anmkpdoan illeszkedik egy a sikidom
sikjan kivil 16w pontra (csucspont)

Gulak, szabalyos gulak, kapok (egyenes, ferde)



Ha egy kupszértestet az alaplapjaval parhuzamos sikkal kéteésrgunk, akkor a csucs
feldli rész az eredeti testhez hasonlo, az alafeléi testetcsonkakupszefi
( csonkagula) testnek nevezzik

Gombfelllet: Ha egy félkort valamelyik atméje koéril megforgatunk, akkor gdmbot
kapunk. A gdbmb minden sikmetszete kor.

A testek felszinét — testeldl figgéen — kilénbdzd mddon hatarozzuk meg.

* Ha atest poliéder, akkor felszine a testet hai&gokszogek tertiletének dsszege.
Téglatestek felszine, kocka felszine, gulak felszésonkagulak felszine

» Ha atestet sikidomok és olyan gorbiilt fellletetarajak, amelyeket a sikba
kiterithetlink, akkor a felszin meghatarozasakateaaitett felllet tertletét kell
meghataroznunk.
Egyenes hengersZetestek felszine, egyenes kérkupok felszine, egyesenkakipok
felszine

» Ha atestet olyan gorbult felulet hatérolja, amebfkba nem terithettink ki, akkor
felszinének meghatarozasahoz egyéb matematikdiniagen, eszk6zokre van
szikség.
Gomb felszine

A térfogat fogalma (H-207)

Testek térfogatanak mérésénél minden testhez rer€liink egy pozitiv szamot ugy,

hogy az alabbi megallapodasok teljesiljenek:

» Egybevago testekhez ugyanazt a szamot rendeljik

* Ha egy testet véges sok részre feldarabolunk, akkészek térfogatanak 6sszege az

eredeti test térfogataval egyezik meg.

» Térfogategységnek azt a kockat tekintjik, melynekegységnyi hosszuak.
Tétel: Ha két téglatest alaplapja egybevago, akkor a ssagak aranya egyéna térfogatuk
aranyaval. (H-208)
Téglatestek térfogata, paralelepipedonok térfodategmoldali hasabok térfogata, hasabok
térfogata, hengerek térfogata. (H 209-210) (H-205)

A kupszet testek térfogatanak meghatarozasahoz szikséguvan &avalieri-elvre.

Tétel (Cavalieri —elv) Ha két test ugy helyezkedik el egy féltérbergyha féltér hatarsikja
altal tartalmazott lapjaiknak és barmely a hat&aibarhuzamos sik altal kivagott
metszeteiknek van teriletik, és ezek paronkéntdglehogy tovabba mindkét testhez
talalhaté egy-egy egyenes, amellyel parhuzamosneggknek a testhez tartozo pontjai
(amennyiben ilyenek vannak ) egy a féltér hatéasikieg#do szakaszt alkotnak, akkor a két
testnek van térfogata és térfogatuk eg§e(i-226)

Tetraéderek térfogata, gulak térfogata, csonkagéldgata, kipok térfogata, csonkaklpok
térfogata, gémb térfogata. (H 210-211, 229, 240)
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