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Geometria euclidea en el espacio.

Angulos v distancias

1. Distancia entre dos puntos

Sean A(Xo,Y0.20) y B(x1,y1,21), la distancia entre ambos es igual al mdédulo del vector

A_B’(Xl —Xo> Y1 = Yoo 4, — Zo) es decir d(A, B): ‘A—B‘ = \/(Xl - Xo)2 +(yl - yo)2 +(21 - 20)2

2. Anqulo formado por dos rectas.

El angulo formado por las rectas r y s se define como
el menor de los angulos formados por sus vectores

directores.

AN _)/\_)
a=|r,s|=menor|G,,{0

u, - U ) .
Sabemos que cosa= |Q | |Q | como a 'y f son complementarios cosp=-cosa, si tomamos el valor
u,|-|ug
, . u, -u | .
absoluto nos aseguraremos obtener el menor de los angulos asi: coso=——- i.e.
G|
g, -a
cosa= |ﬁr f|
G |-[a.|
. , X=2 +3 z X +2 z-1
Ejemplo: Calcular el angulo que forman las rectas r = I = y—l = 5 y s= 3 _J " = -

(1,-12)-G-12) _ 8 4 o =arccos— =29° 12 21,36"

Joia 84 a1 Va1

Nota: Si las dos rectas se cruzan, el angulo queda determinado como el formado por dos rectas

Sol: cosa =

secantes paralelas a las dadas.
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3. Angulo formado por dos planos.

Dados los planos n= Ax+By+Cz+D=0y

1'=A"x+B’y+C’z+D’=0 el angulo, a, formado por ellos es

el mismo que el formado por sus vectores

caracteristicos a = /(7,7')= £(fi,,f,.) asi

7o

1)

/z"|

cosa = cos(z, ') = cos(i_,fi_ )= -~ :
|-

i

=]

7r'|

(P2

Ejemplo 1: Dados los planos n=3x+2y+z-10=0 y n’=2x-y+az-5=0 determinar el valor de “a” para que
sean perpendiculares. Para ese valor de “a”, determinar el vector director de la recta r=nNn’

Sol:; a=-4, G(1,-2,1)

Ejemplo 2: Dados los planos n=mx+y+z-15=0 y n’=-2x+y-2z=0, determinar el valor “m” sabiendo que
tga=+/2 , siendo & = (7, 7).

Sol.: m=-5y m=1

4. Angulo de recta y plano.

El 4ngulo formado por una recta y

un plano, es el angulo formado por las

rectas ry s, siendo s la proyeccion de r
sobre m. Asi, el angulo formado por la
rectary el plano & sera el

complementario del angulo que forman el

vector director de r y el vector

<l
1}

Sena =

i . /4
caracteristico del plano, es decir: COS(E - a) =

=

=]

y+3

Ejemplo 3: Calcular el angulo formado porlarecta r = X—-2 = =1-12 con el plano

n=2x-3y+z+2=0.
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(L2-1)-(2-31) 5

=S a= arcseni =33°3'42,83"

Sol.: sena = =

ol Ve 4
Ejemplo 4: Dados larecta r = g =—Yy =z y el plano n=x+y+mz-15=0, determinar el valor “m” para
que:

a) rym formen un angulo de 30° (m=2)

b) ry msean paralelos (m=-1)

5. Distancia de un punto a un plano.

Sea un punto P(X,,Y,,Z,) y un plano n=Ax+By+Cz+D=0 se trata de calcular d(P,r)
Se define d(P,)=min {d(P,Pl) tg. P e n}Zd(P,Q)

e Geométricamente

i.  Calcular una recta r perpendicular a m y pase \
por P i.e. determinada por ﬁ(A, B, C) y que ﬁ““ \
pase por P. Qj///P1
it.  Hallar rN=Q i
iii. d(P,n)=d(P,Q) r
e Formula. |

Sea P, (Xl, Y, Z, ) e  genérico d(P,m)=d(P,Q)= ‘P_Q‘ fijdndonos el grafico ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ; cosa P—P1

Haciendo el producto escalar n - P—P; = |ﬁ| - |PTﬂ -cosa = |ﬁ| - ‘@‘ = |ﬁ| d(P,n) =

i-Pr|
:sd(P,n)zW =

3 |A(X1 —X0)+ B(y1 —y0)+ C(z1 —zo)| _ |Ax1 + By, +Cz, - Ax, — By, —CZO|

\/142 + B2 + C2 \/zAx2 + B2 + C2 Plenc>Axl+Eyl+Czl+D:0
|Ax0 + ]23y0 -I;CZO;— D| por tanto d(P, n) _ |Ax0 + By, +Cz, + D|
VA?+B?+C JA’+B2+C

Ejemplo 5: Hallar la distancia del punto P(1,-2,0) y el plano n=2x-3y+z-1=0
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Sol.:

rlm —
eGeométricamente: 1 = = X—I:Y_”:Z yQ=rnmn= ()’_l,_l
r pasando por P 2 3 22

luego d(P,n)=d(P,Q)= @

C1-3(-2+10-1] 7 V14

V2243241 Ji4 2

eFormula: d(P, )

6. Distancia entre dos planos

Sean = Ax+By+Cz+D=0y ©’=A’x+B’y+C’z+D’=0, en general d(n,n’)=min{d(P,%’) t.q. Pen
* Sino son paralelos d(m,n’)=0
* Sison paralelos

* Forma geométrica

d(mt,n”)=d(P,n’) t.q. Pemn para calcularla:

1. Hallar larectartal querlmy pasapor P ie. r= (P,ﬁn)

ii.  Hallar rnm’=Q

iii.  d(m,n”)=d(P,n’)=d(P,Q)

* Férmula
Al ser paralelos sus ecuaciones solo difieren en los términos independientes es decir:
n=Ax+By+Cz+D=0 y n’=Ax+By+Cz+D’=0

d(m,m’)=d(P,’) t.q. P(x0,y0,20) €T ya sabemos que

Ax, +By, +Cz, + D' D'-D
d(P’TC’):| : 2y0 2 02 | = 2| 2| 2
\/ A“+B +C Penes Axy + By, +Czg + D=0 Ax + By, +Czg=—D \/ A +B +C

Nota: Para aplicar la formula las ecuaciones de los planos tienen que tener los mismos coeficientes de

las variables.
Ejemplo 6: Hallar la distancia entre los planos n= 4x-2y+2z+4=0 y n’=2x-y+z-3=0

= Geométricamente:
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— x—2z=0
i, rlmy pasapor P(02,0)er < r(P(0,2,0)i, (2-11) = r=X=Y"2_, &
2 -1 y+z-2=0
2x—-y+z=3
ii. Calcular Q como rn7’ i.e. resolver el sistema <x —-2z=0 = Q[%,%,%)
y+z=2
2 2 2
5 (7 57 1 56
. d(m,m’)=dP,Q)=,/|=| +|——2| +|=| =—V150 =——
a3+ (52 o] -2
* Férmula
- F3-2 5 sJe
T Var1+1 V66
7. Distanciade un punto a una recta
_ Pr(xle1vZ1) . .
Sea un punto P(x¢,y0,Z0) y una recta r= 1 _ ( ) definimos la d(P,r)=min{d(P,P;) con P,er
ula,b,c
e Forma geométrica:
1. C 1 1 P i.e. el vect 1 del pl
1. Crear un plano mLr que pasa por P i.e. el vector normal del plano $
ser el vector director de la recta (P, i) P T
r Jj. ﬁ . '
ii. Hallar Q=nr ' \Q -
iii. d(P,r)=d(P,Q)
e Formula
Seglin observamos en el grafico adjunto, d(P,r)=altura del
paralelogramo determinado por el vector director de r 'y por el
vector P,P.
Sabemos que el area de un paralelogramo determinado por los P o L3

vectores u'y PP es:

Area del paralelogramo ‘ﬁ A ﬁ‘ = |ﬁ| -h= |ﬁ| -d(P,r) =

oy

d(P,r) =

[l
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Ejemplo 7: Dado el punto P(1,-1,1) y larecta r= Xz_l = y_+13 =z+5 calcular la d(P,r)

e Geométricamente:
1. mlr que pasa por P. ﬁ(2,—1,1) = 2x—-y+z+ D=0 imponiéndole que pase por el punto P =
2+1+1+D=0 = D=-4 = n= 2x-y+z-4=0

ii. hallamos Q=nr (lo mas facil en paramétricas) = Q(7/3,-11/3,-13/3)

V336

1ii. d(P,Q):d(P,r): T

e Formula:
PPn
d(p,r)= T con P(1,-1,1), P(1,-3,-5), 6(2,~1,1) =
u

2

2+0 —62+0 )
2 1] -1 V24 4336
\/4+1+1 JE 3

8. Distancia entre dos rectas

Sean dos rectas cuyas determinaciones lineales son:

u

r

r= {Pr(xo,yo,zo) y s= {PS(XI’YI’ZI) definimos la d(r,s)=min{d(P,,s) tq P. er}

= Siry sse cortan o coinciden entonces d(r,s)=0
= Sison paralelas d(r,s)=d(P;,s)

= Si se cruzan entonces

e Geométricamente: /I/
1. Construir un plano  que contenga a s y sea paralelo a r ‘

T
i d(r.s)=d(r,m)=d(P,.m) 5 / Q /

e Formula

d(r,s)=altura del paralelepipedo determinado por u,, u, ?P;

.6.0nandia
S
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Sabemos que:

volumen del paralelepipedo = ‘FP; . (ﬁr A ﬁJ

volumen del paralelepipedo = area de la base por la altura= |ﬁr At l-h
_— fps’ ’ (ﬁr A ﬁsj
Luego: [P.P, ~(ﬁr /\ﬁsj =Uu, Al |-h=>h="——— <
u, AU
ﬁ ' (ﬁr /\ ﬁs)‘
d(r,s)=———7—
u, AU,
. . . . x-1 z z-2

Ejemplo 8: Calcular la distancia de r a s siendo: r = SR y s=—x=y-3= "

e Geométricamente:

x-1 'y z
i. Plano que contiene ary es paraleloas n=| 2 0 -1=x+3y+2z-1=0
-1 1 -1

g 9+4-1 12 6 —
i. d(P.,7) JI+49+4 14 7

e Formula
-1 3 2
P.(,0,0) P(032) PP (-13.2) 2 0 -1
. :>d(rs)—_1 P12 —6\/ﬁ
i,(2,0,-1) d(-11,-1) G At =2 0 -1=(132) M io14  ia 7
-1 1 -1
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