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1 Serie de Fourier d’una funcié periodica

En aquesta seccié intentarem donar una nova forma de representar una funcié f(z) de variable
real anomenada serie de Fourier. La férmula que donarem és per a funcions definides en IR
periodiques de periode 27. La idea és descomposar la funcié com a combinacié lineal (infinita)
d’ones elementals, ones de la forma a,, cos(nx) i b, sin(nz). Si denotam per SF(f, x) la serie de
Fourier de f en el punt z, la férmula és:

SF(f,z) = EO i; a, cos(nx) + by, sin(nzx)) (1)

Els coeficients venen donats per

an =+ [T f(x) cos(nx)dz, n >0

(2)
b, = L [T f(z)sin(nz)dz, n > 1.

El sumant ay/2 de la férmula (1) representa el valor mitja de la funcié en l'interval de definicio.
Els sumants a,, cosnz i b, sinnx sén funcions oscilatories anomenades harmonics de freqiencia
n i els coeficients a,, i b, son les intensitats particulars; la intensitat total del harmonic de
freqiiencia n és M, = (a2 + b2)/2.

Légicament, per ser f una funcié periodica de periode 27 se pot reemplacar l'interval
d’integraci6 [—m, 7] en (2) per a l'interval [0, 27].

Ara s’ens presenten les segiients preguntes:

1) per a quina classe de funcions f la serie de Fourier és convergent, i quin tipus de con-
vergencia es dona.

2) en cas de convergencia de la serie, és cert que f(z) = SF(f,z)?

L’encarragat de donar resposta a n’aquesta i d’altres preguntes és la teoria de les series de
Fourier i més en general 'anomenada analisi harmonica.

Una mica d’historia. La seria duu el nom de Joseph Fourier ja que va ser el que va
desenvolupar aquest tipus de series en els seus estudis sobre la propagacio de la calor a principis
del segle XIX. La necesitat d’aquesta representacié prové d’aplicar el metode de separacié de
variables per a la resolucié d’algunes equacions en derivades parcials. Historicament, pareix



que va ser Daniel Bernoulli el primer que va proposar (1755) una descomposici6é d’aquest tipus
per a resoldre l'equacié d’ona i va ser Leonhard Euler el primer en donar les féormules dels
coeficients (1777). Pero va quedar a 'aire la validesa del metode.

1.1 Exemples de series de Fourier
1. La funcié 2m-periodica f(x) = x, x € (—m, 7) té per serie de Fourier

1n1

2 Z sin nx

Es coneix com la funcié dent de serra. (Figura 1)
2. La funci6 27-periodica

| =37 ze(—m0)
f(m)_{éﬂ' z e (0,m)

coneguda com a funcié d’ona quadrada té per serie de Fourier

sin(2n — 1)z
2 Z 2n —1
1.2 Serie de Fourier amb periode diferent de 27

Si la funcié f és de periode 27T, es fa el canvi de variable

que transforma Uinterval [0, 277 en [0, 27] 1 viceversa, la série de Fourier es modifica de manera
que

an = % [T f(x) cos(Ex)dz, n >0
(3)
b, = %LTTf( )sin(%rx)dr, n > 1.

i llavors la serie queda

% + ) (a, cos n%:v + by, sin n%x)

n=1

2 Teorema de Convergencia
Definicié:

a) Una funcié f és continua a trossos en (a,b) si existeix una particié a = xp < 1 < --- <
x, = b tal que f és continua en cada subinterval (x;_1,z;) i en els punts z; presenta una
discontinuitat de salt, és a dir, existeixen els limits laterals que denotarem f(z;+), el limit
per la dreta de z; 1 f(x;—) el limit per Iesquerra, respectivament.

b) Una funcié és de classe C! a trossos en (a,b) si
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i) Es continua a trossos en (a,b)

ii) Té derivada continua en els punts de continuitat i en els altres té derivades laterals
finites.

El resultat basic de convergencia és:

Teorema 2.1 Sigui f una funcié periodica i C* a trossos llavors la série de Fourier de f
convergeir a f de la segient forma:

1. uniformement en tot interval tancat que no contengui cap discontinuitat,

2. al valor mitja en cada punt en que f té un salt, €s a dir, st xg és un punt de discontinuitat

f(xo—) + f(wot)
2

SF(f, l‘()) =

Notem que la convergencia no és uniforme lateralment en un punt de salt ja que en aquests
punts la funcié no és continua pero en canvi si o sén les sumes parcials de la serie de Fourier.
Les condicions anteriors no sén les més optimes per a tenir convergencia pero si les més senzilles
i usuals. Recentment s’ha provat que la série de Fourier d'una funcié de L? convergeix a f quasi
per a tot punt; la convergencia en tot punt no és certa en general per a les funcions continues.

3 Desenvolupaments per a funcions definides en un in-
terval

Considerem una funcié f definida en un interval [0, L]. Els valors dels extrems no juguen cap
paper, per tant l'interval es pot considerar obert.

Existeixen diverses maneres d’extendre la funcié a tot IR de forma que sigui periodica i
poder aplicar les formules vistes. De la manera com es faci 'extensiéo en surten diferents
desenvolupaments amb diferents periodes i per tant diferents coeficients.

3.1 Serie de Fourier en sinus

Sigui f una funcié definida en [0, L], I'extenem a l'interval [—L, L] de forma senar

f(=2) = =f(z), = €[0, L]

Llavors en forma periodica per a |z| > L. .
Tenim que el periode de la funcié resultant f és T' = 2L. De les propietats de les funcions
senars i parells resulta que els coeficients de la serie de Fourier de la nova funcié son

1 Lo nm
= — _ e >
an = [L f(z) cos( 7 z)der =0, n >0

Lo nm L nr
i/_L f(z) Sin(fl’)dl’ = i/o f(x) sin(fq:)dx, n>1



Figure 1: Exemple d’una funcié en [0, 1] la seva extencié senar a [—1,1] i la seva extenci6
periodica.

Per a les funcions senars només necessitam la informacié sobre f(z) per a 0 <z < L. La serie
de Fourier per a la funci6 senar f és una serie de funcions senars (sinus):

> . /nr
nz::l b,, sin (Lx)

Observen que en aquest desenvolupament cada un dels sumants tenen la propietat de prendre
el valor 0 ens els extrems t =01ix = L.

3.2 Serie de Fourier en cosinus

Sigui f una funci6 definida en [0, L], I'extenem a l'interval [—L, L] de forma parell

f(=x) = f(x), = €0, L]

Llavors en forma periodica per a |z| > L.

Figure 2: Exemple d'una funcié en [0,1] la seva extenci6 parell a [—1,1] i la seva extenci6
periodica.

Tenim que el periode de la funcié resultant f és T = 2L. De les propietats de les funcions
senars i parells resulta que els coeficients de la serie de Fourier de la nova funcié son

L L
an = i/L f(x) COS(n%[E)d[E = 12_//0 f(x) cos(n%a:)d% n>0
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by, L/ ) sin( a:)da::O,nZl

Llavors la serie de Fourier que una serie de fun(nons parells (cosinus)
)
5 Z a, COS ([E)

3.3 Desenvolupament amb periode la meitat

Suposem que f satisfa la propietat f(xz — L) = f(z), és a dir, 'extensié té periode L, llavors
els coeficients de Fourier venen donats per

L2 )
an = 7 /L/2 ) cos %x)dw, n >0

L2 . 2nm
bn, dr, n>1
L/L/Qf:csm Lx)xn_

En aquest cas només apareixen els harmonics parells.

3.4 Desenvolupament alternat

En aquest cas extenem la funcié f a [—L, L] en la forma alternada, és a dir

flea=L)=—-f(z), x€0,1]
i llavors periodicament. Ara el periode és T = 2L, i tenim que els coeficients de Fourier

cumpleixen
A2n = an =0

només apareixem els harmonics senars.

4 Continuitat de les séries de Fourier

Tenim els segiients resultats
Teorema 4.1 Per a una funcié f 2L-periodica de classe C a trossos, llavors la seva série de
Fourier és continua en [—L, L] si i només si f és continua i f(—L) = f(L).

Es necessari que f sigui continua ja que en altre cas tendra discontinuitats de salt i la serie
convergira al punt mitja. En la Figura 3 es mostra el significat de la condicié f(—L) = f(L).
Tenim resultats similars per a les seéries en sinus i en cosinus

Teorema 4.2 Per a una funcié f 2L-periodica de classe C* a trossos, llavors la seva série de
Fourier en cosinus és continua en [0, L] si i només si f és continua

Observem que no sén necessaries condicions adicionals sobre f ja que si f és continua en [0, L],
llavors la seva extensié parell sera continua en [—L, L] i aquesta pren el mateix valor en +L.

Teorema 4.3 Per a una funcid f 2L-periodica de classe C' a trossos, llavors la seva série de
Fourier en sinus és continua en [0, L] si i només si f és continua i f(0) = f(L) = 0.

Si f(0) # 0, llavors I'extensié senar de f tendra una discontinuitat de salt en z = 0. Si f(L) # 0,
llavors la seva extensid senar en x = —L tendra signe contrari que en x = L.



Figure 3: Serie de Fourier d’una funcié continua en [—1, 1] tal que f(—1) # f(1) d’una funcié6
continua en [—1, 1] tal que f(—1) = f(1)

5 Transformada de Fourier

Definicié: Sigui f : IR — IR una funcié integrable, llavors la funcié f : IR — ( definida per

fw) =5 [ paye s

")

s’anomena la transformada de Fourier de f. Definim la transformada inversa com®

SSIPN .
/ f(w)e™dw.
—00

Exemple Sigui f(z) = e %", a > 0 (la funcié gaussiana) llavors la seva transformada de
Fourier és ) | oo o

fw) = 2—/ e e dy
T J—00

Tenim la segiient relacié az?+iwzr = (\/Em—i—iﬁwf + 2”—; lo que transforma la integral anterior
com

) = Lo [ iz,
m —00

Fent el canvi de variable v = y/ax + iﬁw i emprant que [ e dy = /T tenim

A 1 2 o0 2 1 2
_ —w /4a/ Uy = —w?/4a
Jlw) =5 75e N

que concretament tamé és una funcié gaussiana.

ILa transformada de Fourier i la seva inversa apareixen en la literatura definides en diferent formes totes
elles de la forma

fw) = %[ f(z)e ™% dy %J/ﬁ f(w)e™® dw

Nosaltres hem triat C = k = 1. Altres definicions emprem combinacions com C =27 ik =10 C = k = /2,
etc.



5.1 Propietats de la Transformada de Fourier

Teorema 5.1 Siguin f i g integrables en IR i siguin f i g les seves transformades de Fourier,
respectivament. Si o és un nombre real i a és una constant real o complexa, llavors la trans-
formada de Fourier de

(i) f+gésf+a
(ii) af ésaf,

(iii) f(x)cosax és w

)

Fw—a)—f(urta)

(iv) f(z)sinax és 5 ,

(V) flo—a) és e f(w), i
(vi) f(ax) és ﬁf (%) si o # 0.

Teorema 5.2 Sigui f : IR — IR continua i integrable en IR i tal que f(z) — 0 quan x — +o0.
Si ' és continua a trossos i integrable en IR, llavors

f!(w) = iw f(w)

Corol.lari 5.1 Si f, f', f",---, f™Y satisfan les mateizes hipotesis que f en el teorema ante-
rior, llavors

—

FO (w) = (iw)" f(w)

5.2 Convolucid

Definicié Siguin f, g : IR — IR integrables, la convoluci6 de f i g és una funcié que denotarem
per f * g i definida per

o0

[rg@) = [~ J()glx ~ s)ds

—0o0

Teorema 5.3 Sigui f, g i h tres funcions per a les quals la convolucid esta definida, llavors
(1) (f+g)xh=[fxh+gxh,
(i) fxrg=gxf

Teorema 5.4 Si f,g : IR — IR son integrables i g és continua a trossos, llavors [ * g és
integrable en IR 1

— ~

fxg=2rfg



