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L’any 1807 Fourier va afirmar que una funcié “arbitraria” es pot expressar
com a combinacié de funcions trigonometriques sinus i cosinus. Naixia aixi una
de les branques de les matematiques, I’ Analisi de Fourier, que ha esdevingut més
activa i important tant per les seves repercusions teoriques en altres branques
de la propia matematica com per ’enorme importancia de les seves aplicacions.

Aquestes combinacions de funcions sinus i cosinus, anomenades séries de
Fourier, s’han convertit en un instrument indispensable en el tractament mate-
matic dels fenomens periodics —vibracions, moviments ondulatoris, senyals
electrics— estudiats a la fisica i a 'enginyeria. Concretament, a l’enginyeria
de telecomunicacid, les series i transformades de Fourier sén part essencial del
nucli matematic de la teoria del processament del senyal. Aquestes técniques
espectrals permeten estudiar els senyals i sistemes en el domini freqiiencial, la
qual cosa facilita sovint la seva analisi i disseny.

1 Espais de Hilbert

El marc matematic adequat a I’estudi de les seéries i transformades de Fourier el
constitueixen els anomenats espais de Hilbert. Per tal d’introduir-los, recordem
en primer lloc la teoria basica dels espais vectorials amb producte escalar.

1.1 Espais de funcions amb producte escalar

Donat un espai vectorial X sobre el cos C dels nombres complexos, un producte
escalar definit en X és una aplicacié

(,):XxX—=C
que verifica les propietats seglients:
y) = (y,2)
rty,z) = (2,2) + (y,2)
Az, y) = A, y)
z)>01i(z,2)=0=2=0

L (z,
2. (
3. (
4. (z,

onz,y,zeEX iAeClC.
De les propietats anteriors es dedueix facilment:

5. (2, \y) = Mz,y), =zyeX, AeC
6. (x,y+2) = (z,y) + (z,2), =z,y,z€X.

Nota: Si 'espai vectorial X és sobre el cos R dels nombres reals, podem
definir un producte escalar com una aplicacié (, ) : X x X — R, satisfent les
Propietats 2, 3 i 4 anteriors (ara A\ € R), i escribint la Propietat 1 com:

L (z,y) = (y,2)



El fet de considerar el cas complex no afageix al tractament cap complicacid
addicional i la generalitat que es guanya és util en moltes aplicacions. Aixi ho
fem doncs en aquest capitol.

Ezemple 1.1: A C" = {x = (x1,x2,...,2,); z; € C}, espai vectorial sobre
C, es pot introduir un producte escalar definint:

n
k=0

Nota: D’acord amb el comentari anterior, aquest exemple constitueix la
generalitzacié al cas complex del producte escalar en R™, espai vectorial sobre
R, definit per:

n
k=0

|

Els espais vectorials amb producte escalar que ens interessara considerar
seran sovint espais de funcions (de dimensién infinita).

Ezemple 1.2: A espai vectorial C|a, b] de les funcions complexes de variable
real ¢, x : [a,b] — C, continues, amb la suma i producte per un escalar definits
per les expressions

(z +y)(t) = =(t) +y(t), (Az)(t) = Az(t),
es pot definir un producte escalar mitjancant 1’expressio

b
(@.y) = [ a(ty® d

/abx(t) dt — /abxr(t) dz —i—j/aba:i(t) do

si x,(t) i x;(t) constitueixen, respectivament, les parts real i imaginaria de la
funcié z(t). (Noteu que z,(t) i x;(t) sén funcions reals.) O

Exemple 1.3: L’espai vectorial L?(a,b) de les funcions x : (a,b) — C tals
que |z|? és integrable (funcions de quadrat integrable), és a dir tals que

b
/ l2(8)]? di < oo,
a

amb les operacions i el producte escalar definits com a ’exemple anterior:

(z,y) = /abx(t)y(t) dt.



En aquest exemple s’han de tenir en compte les consideracions segiients. Ja
que

(2,2) = 0 & /ab|x(t)|2 dt = 0,

per tal que la Propietat 4 de la definicié de producte escalar es compleixi hem
de considerar nulla qualsevol funcié de Iespai L?(a,b) que sigui diferent de 0
en un conjunt de punts de U'interval (a,b) que tingui longitud (mesura) 0. De
forma més general, donades les funcions x i y, si el conjunt de punts

{t € (a,b):x(t) # y(t)}

té longitud (mesura) 0, direm que les funcions z i y sén equivalents, i les identi-
fiquem com un mateix vector de L?(a,b). A més a més, cal considerar el procés
d’integracié de Lebesgue en lloc del de Riemann.

A la teoria del processament del senyal, si x(t) representa un senyal del
temps definit a l'interval (a, b), la seva energia correspon a la integral

b
E :/ |z(2)]? dt.
a
Aixi, L?(a,b) correspon a l’espai dels senyals que tenen energia finita. |

En un espai vectorial amb producte escalar la norma ||z|| del vector z es
defineix per

]| = 3/ (z, z) (1)
i la distancia entre els vectors x i y per
d(z,y) = [lz —yll. (2)
Es compleix el resultat segiient, anomenat desigualtat de Cauchy-Schwarz:

Teorema 1.1 En un espai vectorial X amb producte escalar,

(@, )| < ll]l lyll,
per a tot x,y € X.

Una conseqiiencia d’aquest teorema és la desigualtat triangular: per a tot
z,y € X es compleix
lz +yll < llzll + llyll-

En efecte,
lz+yll> = (xz+y,z+y) = (z,2) + (2,9) + (¥, 2) + (,9)

= [l|® + (2, y) + (@,y) + ylI* = 2] + 2R(z, y) + [ly|
<l + 21, )|+ lyl® < all® + 202l lyll + lyl® = il + llyl)*.



Ezemple 1.4: Als espais Cla, b] i L?(a,b), la norma i distancia venen donades
per les expressions

b
Izl =/ [ et at

i) = [ 1o - o

i la desigualtat de Cauchy-Schwarz es tradueix de la manera segiient:

< \/ [P a \/ [ e a

b -
/a +(0) (D) dt

1.2 Espais de Hilbert

En un espai vectorial X amb producte escalar, amb la norma i distancia definides
mitjancant les equacions (1) i (2), tenen sentit els conceptes propis de topologia
en R". Aixi, podem parlar de boles, punts interiors, punts d’acumulacid, con-
junts oberts, conjunts tancats, etc. De manera especial ens interessa traslladar
a X el concepte de successié convergent.

1.2.1 Convergencia de successions

Sigui {x,,} una successi6 de vectors de X. Direm que x,, convergeiz cap a x (on
z € X), 1 escriurem

In — T,

quan
d(xp,x) = ||zn — || — 0.

Aix0 vol dir que donat € > 0 existeix un enter N tal que n > N implica
|zn — x| <e.

Analogament, una serie Y p-; x (on cada x € X) té suma s si la successié
de sumes parcials s, = Y ;_; ¥ convergeix cap al vector s € X. Escriurem en
aquest cas

o0
s = Z Tk-
k=1

Quan considerem un espai de funcions amb el producte escalar definit ante-
riorment, la convergencia s’anomena convergéncia en mitjana quadratica. No-
tem que, en aquest cas, x,, — x significa

/b ln () — 2(t)[2 dt — 0.

La convergencia en mitjana quadratica no implica la convergencia puntual de
la successi6 de funcions z,(t) cap a la funcié z(t).



Ezemple 1.5: Consideris a l'espai C]0, 1] la successi6 {z,} on
() =(1-8", n=123,....

Aquesta successié convergeix en mitjana quadratica cap al vector 0 de ’espai
(és a dir, cap a la funcié z(t) = 0 per a tot t € [0, 1]). En efecte,

1 1 " 1
/O(xn(t)—a;(t))Q dt:/o (1=t dt = 5~ =0

En canvi, pel que fa a la convergencia puntual, notem que z,,(0) = 1 per a tot
n, i per tant, la successié de nombres reals {z,,(0)} té limit 1. O

1.2.2 Successions de Cauchy

Una successié {x, } en un espai amb producte escalar es diu que és una successid
de Cauchy si
|xn — zm| — 0 quan n,m — oo.

Es a dir, donat € > 0 existeix N tal que si n,m > N, llavors ||z, — zn,|| < e.
Tota successié convergent és una successié de Cauchy. En efecte, si z, — z,
es té
[2n = 2| = [[(zn — 2) + (£ = 2m) < 20 — 2| + l2m — 2|
que convergeix a 0 quan n, m — oco. En canvi, la proposicié reciproca no sempre

es compleix.

Ezemple 1.6: Consideris a C]0, 2] la successi6 segiient:

o[t 0sts<t
T L 1<t<e

La successié {x,} és de Cauchy ja que tenim

2 1
2 _ — 2 — n _ ym\2
len — @] = / (@n(t) — 2m(t))? dt / (#7 — tm)2 dt

1 2 1
= — + —
Zn+1 n4+m+1 2m+1
No obstant aix0, la successié no convergeix en mitjana quadratica cap a cap
funcié de 'espai C[0,2] (és a dir, cap a cap funcié continua a l'interval [0, 2]).
En efecte, sigui z € C[0, 2] 'hipotetic limit de la successi6 {x, } i, d’altra banda,

sigui y(t) la funcié
0, 0<t<1
MO_{1,1<t§2

0.

Notem que y € L?(0,2) i, d’altra banda, tenim també que z,,z € L?(0,2). La
desigualtat triangular en L?(0,2) implica

lz =yl = l[(z = zn) + (@0 = Y| < llon — 2| + [lzn — yll.



Es a dir,

([ @t -y )

1 1/2 1 1/2
:\xn—xH—i-(/O 2" dt) :|]:1:n—:1:H+(2n+1) — 0.

2 1 2
[ @@ = v at = [ @) = y)? dt+ ["(@lt) —u(0)* at =0,
0 0 1

1/2 1/2

<l =l + ([ onlt) — uie)? a)

Aixi,

la qual cosa implica z(t) = y(t) sit € (0,1) i z(t) = y(t) si t € (1,2), arribant
a la contradicci6 = ¢ C[0, 2]. O

1.2.3 Completesa

Un espai vectorial amb producte escalar s’anomena complet quan tota successié
de Cauchy de vectors de I'espai és convergent. Un espai de Hilbert és un espai
vectorial amb producte escalar i complet. Per exemple, R™ i C™ s6n espais de
Hilbert.

Ezemple 1.7: Sigui X = Q amb (z,y) = zy i ||z — y|| = | — y|. La successié
x1 = 3, 2 = 3.1, x3 = 3.14, »4 = 3.141, ... (aproximacions per defecte del
nombre real 7) és de Cauchy pero no convergeix en X.

Quan afegim a Q els “limits” de les successions de nombres racionals que
sén successions de Cauchy obtenim R i es diu, en aquest sentit, que R és la
compleci6 de Q. O

També L?(a,b) és espai de Hilbert (és la complecié de Cla, b]). Per establir
la completesa de L?(a,b) s’ha de considerar la integral de Lebesgue en lloc de
la integral de Riemann i, tal com s’ha dit abans, identificar les funcions que
difereixen en un conjunt de punts de longitud O.

1.2.4 Families de funcions ortonormals

Un vector ¢ d’'un espai vectorial X amb producte escalar es diu normalitzat
si |¢]] = 1. Notem que donat x € X, = # 0, el vector z/||z| és un vector
normalitzat. Direm també que els vectors x,y € X sén ortogonals quan (z,y) =
0.

Una successio {¢,} és una successié ortonormal si cada vector ¢; esta nor-
malitzat i ¢;, ¢; sén ortogonals quan i # j.

Ezemple 1.8: A Vespai L?(—n,7) la successi6

1 .
an(t) = \/—2_7r€]nt7 n € Z.



és ortonormal. En efecte, si n # m:

- 1 ™

(6n6m) = [ 0n(t)0m(®) dt = - [

™

:i(/7r cos (n —m)t dt—i—j/ﬁsin(n—m)tdt) =0.

D’altra banda,

el (n=m)t gy

s 1 iy
onll* = /_7T|<;sn(t)|2 dt = %/_ﬂdt — 1.

Ezemple 1.9: Prenent les parts real i imaginaria de e/™ es dedueix, a partir
de ’exemple anterior, que la successio

1 sin nt cosmt

= —=, ¢m-1(t) = 7, Gom (t) = 77

n,m=12,3,...

és també ortonormal en L%(—7, 7). Aixd també es pot demostrar directament:

m m 1
ool = [~ 3wy ar= [ 5 ar=1:

4 ™ sin? nt
[z @I = [~ B de= [ ar 1,

™ cos? mt

Joam (I = [ 03(0) dt = [ a1,

D’altra banda:

T ™ 1 sinnt

 Pon_1) = ) pon_1 (1 dt:/ —. dt = 0;
(0.0m-1) = | o)ty dt= [ "
™1 t

cosm dt:07

(qbo,qﬁzm):/:;%(t)@m(t) dt:/_ﬂE- o

n—1, ¥2n'—1) — n—1(t n-1(t) dt ’
(P2n—1, P2n/—1) _W¢2 1(8)P2n -1 (1) a7 L
™ t ’t
cosm cosm dt O,

(G2 ) = [ Gan(®nr(t) dt = [ ot oo

T sinnt cosmt

(P2n—1, P2m) = /_7; Gon—1(t)pom (t) dt = /_7r NG 7 dt = 0.




1.2.5 Metode d’ortonormalitzaciéo de Gram-Schmidt

Sigui X un espai vectorial amb producte escalar i sigui L(x1,x2,...,2,) el sub-
spai vectorial de les combinacions lineals dels vectors x1, x2,..., 2, € X.

Teorema 1.2 Si {x} és una successid finita o infinita de vectors linealment
independents, llavors existeir una successio ortonormal {¢x} tal que

L(x17x27"' 7$n) = L(¢17¢27" : 7¢n)
per a cadan=1,2,...

Els vectors ¢, s’obtenen de la forma segiient:

Y1 = x1, (251 — i
[yl
n—1 Y
yn:l‘n*Z('xn>¢k>¢ka ¢n:7n7n:2737"'
2 Tl

Exemple 1.10: A 'espai L?(—1,1), la successié
zn(t) =1t", n=0,1,2,...,

doéna lloc a la successié ortogonal

Z/O(t) = 1)
y1(t) =t,

__ 42 1
?/2(15) =1 3

s} 3
y3(t) =17 = §t7
ya(t) = t* — 812 + &,

La successié de polinomis de Legendre, P, (t), s'obté de anterior fent P, (t) =
Anyn(t) 1 calculant A, € R per la condicié P, (1) = 1. 0

1.3 Seéries de Fourier

L’objectiu de l’analisi de Fourier és escriure cada x € X, essent X un espai
vectorial amb producte escalar, en la forma

oo
€T = Z Ck¢k7
k=0
on ¢ € Ci ¢g,p1,p2,... és una successié ortonormal donada. Quan aixo és

possible la successié ortonormal s’anomena completa.



Teorema 1.3 Sigui X un espai vectorial amb producte escalar i ¢g, ¢1, Po, . ..
una successio ortonormal. Si per a un certx € X estéx =Y po ckpr, aleshores

Ck = (.’E, ¢k)

Demostracié: Fixat k, sigui s, = > 1" ci¢s, n > k, 1 considerem

n

(m_8n7¢k) = (':L'ad)k) (Snad)k 33‘ Qbk Z Cl¢za¢k ($a¢k)_ck

1=0

Ates que |(x — sp, ¢r)| < ||z — snl|, Pexpressié anterior tendeix a 0
quan n — oo. Per tant, (z,¢r) — ¢ — 0 quan n — oo, i com que

(x, ) — cx no depen de n, s’ha de complir (z, ¢g) = cx [ |
Donats z € X i la successié ortonormal ¢q, ¢1, ¢2, ..., la serie
o
k=0

s’anomena serie de Fourier de = respecte de {¢y} i els coeficients

ck = (z, d)

s’anomenen coeficients de Fourier. Dir que la successio ¢g, ¢1, ¢o, ... és com-
pleta equival doncs a dir que tot z € X és igual a la seva serie de Fourier, és a
dir,

n
[ = (x, ¢r)dx]| — 0
k=0
quan n — oQ.
Sigui ¢q, ¢1, P2, ... una successié ortonormal i completa. Si x és ortogonal
a cada ¢;, llavors tenim « = 0. El reciproc d’aquest resultat ens el déna el
teorema segiient:

Teorema 1.4 Si X és espai de Hilbert i © = 0 és l'unic vector ortogonal a
cada terme d’una successid ortonormal ¢g, ¢1, P2, ..., llavors la successio €s
completa.

Una successié ortonormal i completa en un espai de Hilbert s’anomena una
base ortonormal. El coeficient de Fourier ¢ = (x, ¢,) del vector x = >3 ckdk
respecte d’'una base ortonormal ¢g, ¢1,@o,... correspon a la projeccido de x
sobre ¢p. Aquestes idees generalitzen als espais de Hilbert la descomposicid
d’un vector z € R" respecte de la base ortonormal e; = (1,0,0,...,0), ea =
(0,1,0,...,0), ..., en = (0,0,...,0,1).

Nota: Si 1o, 11, %2,... és una successio ortogonal (i.e. 1; ortogonal a 1;
quan i # j, pero els vectors 1 no tenen necessariament norma 1) la série de
Fourier de z respecte de {uy} és

=~ Uk \ e s (@)
2 (o et T = 2 o e

k=0

10



Els coeficients

(z,vr)

cp =
4w 112

també s’anomenen coeficients de Fourier (respecte de g, ¥1, 12, . . .)

Exemple 1.11: A Tespai de Hilbert L?(—n,7) la successié trigonometrica
Yo(t) = 1, Yor(t) = coskt, 1op_1(t) = sinkt, k = 1,2,... és una base ortogonal
i dona lloc a 'anomenada série de Fourier trigonométrica:

z(t) = % + Z(ak cos kt + by sin kt), (3)
k=1

on

ap (wi()) _ i T .
3= o = o 0

= (2, Yar) _ ! /7r x(t) cos kt dt; (4)

[Pakl|* 7 Jr

(x,op—1) 1 /7r .
by = ——"""—2 = — x(t) sin kt dt.
ey el B

La convergencia de la serie (3) és en mitjana quadratica, és a dir, si

n
?0 kzz:l a, cos kt + by sin kt),

aleshores

Hx—sn|—\// ) —sn(t)]? dt - 0 quan n — occ.

O
Ezemple 1.12: En L?(—x, ), la successié ortonormal
ikt
t)= —; keZ
déna lloc a la série de Fourier complexa:
o0
w(t) = Y cxdr(t) Z ayel*,
k=—o00 k=—o00
on ¢ = (z,¢r) 0 bé
Ck 1 /ﬂ —jkt
ap = = — x(t)e 7" dt.
b= o= or | (t)
O

11



1.3.1 Desigualtat de Bessel

Sigui ¢q, @1, @2, ... una successié ortonormal en un espai vectorial X amb pro-
ducte escalar i sigui « € X. Si s, = > 1_(z, ¢r) ¢, llavors el vector z — sy, és
ortogonal a cada ¢, 0 < k < n. En efecte,

(= $n, 0k) = (2, 0k) — (50, %) = (2, 0%) — > _(, ) (i, Br)

=0

= (.73, ¢k) - (IL’, ¢k) =0.
Com que el vector = — s, és ortogonal a cada ¢, també és ortogonal a s,.

Aquest fet ens permet demostrar el resultat que segueix:

Teorema 1.5 Sigui ¢g, ¢1, @2, ... una successio ortonormal en un espai vecto-
rial X amb producte escalar. Per a cada v € X, la série real S 70 o |(x, dr)|?
convergeix © es compleix la desigualtat

> o) < . ()
k=0

Demostracié: Sigui s, = > j_o(z, ¢x)dr. Tenint en compte la
ortogonalitat entre s, i * — s, tenim:

1 = llsn + (@ = sn)[I* = [Isnll* + llz = snll*;

i, per tant, ||s,[|? < ||z||*>. Pero

2 n

= > @ o) Pllonl® = Zy 2, 1)

k=0

n

k=0

lsnll* =

Aixi, la serie 322, |(x, ¢x)|? té sumes parcials ||s,||?> que formen
una succesié creixent i acotada per ||z||?. Fent n — oo obtenim el
teorema |

La desigualtat (5) s’anomena desigualtat de Bessel. Una conseqiiéncia im-
portant de la mateixa és que els coeficients de Fourier ¢, = (z, ¢y) convergeixen
a 0 quan k — oo.

El teorema segiient relaciona la completesa de la successio ortonormal ¢, ¢1,
@2, ... amb la desigualtat de Bessel.

Teorema 1.6 (de Parseval) Sigui X un espai amb producte escalar i ¢g, P1,

@9, ... una successio ortonormal. Llavors ¢qg, ¢1, Pa, ... €s completa si i només
st per a cada x € X es compleix

] = Z\

12



Demostracio: Si ¢g, ¢1, ¢2, ... és una successié completa, llavors
Sn = D peo(T, Pr )P convergeix cap a x i, per tant, fent n — oo a la
igualtat [lz[[* = [[sn[|* + [|lz — s, ]|* obtenim [|z[|* = Y32 |(z, 1) [*.
D’altra banda, si aquesta relaci6 es verifica, llavors ||z||? —||s,||? — 0
quan n — oo, i, per tant, ||z — s,[|> — 0, aixo és, s, — [ ]

Nota: Quan xz(t) representa un senyal d’energia finita (z € L?(a,b)), el
teorema de Parseval relaciona 'energia ||z]|?> = f; |z(t)|? dt associada a x =
S°%° o ey amb la suma de les energies ||crér||? = |cx|? associades a les compo-
nents de z. Es a dir:

[e o]

b
ol = [ 2@ dt = > lenl®

k=0

1.4 Aproximacions mitjancant combinacions lineals

Una altra forma d’introduir els coeficients de Fourier ¢ = (x, ¢) d’'un vector
x respecte d’una successié ortonormal consisteix en estudiar la “millor aproxi-

macié” de x mitjancant una combinacié lineal dels vectors ¢g, ¢1, ..., ¢n. Es
a dir, es tracta de trobar el vector s, = >"}_, dr¢r del subspai M generat per
b0, 41, - .., On tal que d(z, s,) = ||z — sp|| sigui minima.

La solucié a aquest problema s’obté prenent dy = c¢x = (x, ¢). Geometri-
cament, s, és la projeccio del vector x sobre el subspai M de tal manera que
T — s, és ortogonal a cada ¢y, i, per tant, z — s, és ortogonal a cada vector del
subspai M.

Teorema 1.7 Sigui X un espai vectorial amb producte escalar i sigui {¢o, ¢1, . . .,
¢n} un conjunt de vectors ortonormals. Per a cada conjunt de nombres dy,dy, . . .,
dy € C, es té

n

z—> (7, ¢r) Pk

k=0

>

n
=Y drdr
k=0

La igualtat es compleix si i només si d = (z, Pr).
Demostracié: Siguin s, i hy, els vectors Y p_gcrdr 1 D p—o diPk

respectivament, on ¢, = (z,¢x). Com que z — s, és ortogonal a
cada ¢, 0 < k < n, el vector x — s, és també ortogonal a s, — hy,.

Aixi,
lz = hall* = llz = sull® + llsn = hull®
n
= [lz = sall* + > lex — dil*.
k=0
Ates que ||z — hy|| > ||z — su|| 1 ||z — hyn|| = ||x — snl| si i només si

dr, = ¢ per a 0 < k < n, I’expressi6 anterior demostra el teorema W
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El teorema anterior ens diu que si ¢g, ¢1, P2, ... @y, ... és una base ortogonal
d’un espai de Hilbert X, la millor aproximacié d’un vector = de l’espai mit-
jancant una combinaci6 lineal dels n + 1 primers termes de la successié {¢y}
s’obté truncant la serie de Fourier > 72 (z, ¢r)¢r de x als seus n + 1 primers
termes.

Ezemple 1.13: A Tespai L?(—1,1) volem aproximar la funcié z(t) definida

per
0, ~1<t<0
x(t)_{ 1, 0<t<l.

mitjancant un polinomi de grau menor o igual a tres. Aixi, hem de considerar
P = coyo + C1y1 + Cay2 + C3Y3

on yo(t) =1, y1(t) = t, y2(t) = 12 — %, ys(t) = t3 — 3t (vegeu 'Exemple 1.10).
Tenim:

o dodt 1
Do a2
o Jotdt 3
! L2 de 4
Jo @2 =1y at
27T 2 1y =9
f 1(t _3) dt
Jo (% = 2t) da 35
c3 = = ——.
BANCE R

Per tant, el vector p € L?(—1,1) correspon al polinomi

35,5 3 3 1 1 3
)= ——(t2 — Zt) + =t + = = —(—35¢° + 45t + 16).
p(t) 32( 5)+4+2 32( 35t° 4 45t + 16)

Aixi, p(t) és el polinomi de grau menor o igual a tres que fa minim el valor de

ool = [ o) -

és a dir, p(t) és el polinomi de grau menor o igual a tres que ens déna la millor
aproximacio en mitjana quadratica de la funcié x(t). O

Exemple 1.14: Considerem l'espai de Hilbert L?(—m, 7). D’entre els poli-
nomis trigonometrics de la forma

p(t) =co+ Z(ck cos kt + dj sin kt),
k=1

14



el que millor aproxima en mitjana quadratica la funcié x(t) és
a n
snlt) = — + Z(ak cos kt + by sin kt),
2 k=1

on els coeficients ay 1 by venen donats per les formules (4). La funcié s,(t)
resulta de truncar la série de Fourier trigonometrica de z(t).

Aixi, s, (t) és la funcié combinacié lineal de 1, sint, cost, sin2t, cos2t, ...,
sinnt, cosnt que fa minima 1’expressio

||x—p||=$/:

2
dt.

x(t) — (do + Z(ck cos kt + di, sin kt))

k=1

Ezxemple 1.15: (Regressio lineal)
Donat un conjunt de parelles de dades (nombres reals)

(thl); (x27f2)7 EERR) (xmfn)v

volem “ajustar-les” mitjangant una equacié lineal (recta de regressié o recta
d’ajust per minims quadrats)

y(z) =ax+b

de tal forma que I'error quadratic

n

€= Z(fk—axk—b)z

k=0
sigui minim.
Per tal de buscar els valors de a i b que ens dénen la solucié del problema

d’optimitzacié plantejat, situem-lo en el context estudiat. A tal fi, considerem
I’espai de Hilbert R” i siguin f,x,u € R" els vectors:

f: (fhf?v"'afn)’
x = (x1,T2,...,Tpn),
u=(1,1,...,1).

Aixi, lerror quadratic s’escriu

n

€= (fi —axy —0)* = || f — (az + bu)|>

k=0

Es tracta doncs de trobar el vector y del subspai M = L(u,x) que minimitzi la
distancia || f —y|| de y a f.
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Ortogonalizem la base de M:

¢1:u:(1717"'71)7

V2= — (’i;ﬁ’g Y1 =x— 2121 Do =z — T

=(r1 —T, 29 —T,...,xy —T),

onT = (>, xi)/n.
L’expressié de y respecte de la base ortogonal {11, 19} de M és

Yy = a11 + aa1)a,

on
(f,1) X fi

Y
L= (fri2) _ Yitoxifi— nff
l|112]]2 i (w; — )2
Per tant,

Y = a1 + agthy = asx + (1 — aaT)u.
Aixi, els coeficients a i b buscats sén

a= oo b=a1 —aoT = f — aZ.
b

Per exemple, donades les dades (n = 4):

(1,1.1), (2,3.9), (3,8.5), (4,15.0)

tenim 1424344
I=——— =25
4
— 114+39+85+15.0
f= + + + =17.125
4
Aixi

(1-114+2-3943-85+4-15.0) —4-2.5-7.125
(1-25)2+(2—25)2+ (3—2.5)2 4 (4 — 2.5)2

b=f—ax =7.125 - 4.63-2.5 = —4.45
Per tant, I’equacié de la recta d’ajust per minims quadrats és

y(z) = 4.63x — 4.45
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2 Series de Fourier trigonometriques

Tal com s’ha vist al capitol anterior, donada una funcié z € L?(—m, ), la
seva serie de Fourier

% | > (ay, cos kt + by sin kt), (6)
2 k=1

respecte de la base ortogonal {1; coskt, sinkt; k € N} convergeix a z en
L?(—m,n). De manera més explicita, si

sp(t) = 20 4 (ay cos kt + by sin kt),
2
k=1
tenim que
lim ||z — s, = ILHC}O (z(t) — 5,(t))* dt =0

Ens plantegem ara sota quines condicions la serie (6) convergeix de forma
puntual o uniforme a x(t). Estudiarem també la derivabilitat i la integrabilitat
d’aquesta serie. Per obtenir aquestes condicions només considerarem funcions
continues a trossos (vegeu 'apendix). Aquesta classe de funcions conté la ma-
joria de les que sén d’interes en les aplicacions.

Si es consideren definides en tot R, les funcions 1, coskt, sinkt amb k €
N sén periodiques. Es per aix0o que alguns dels resultats que es presentaran
s’enuncien per a funcions periodiques.

Donada Z : (=7, 7] — R, diem que z : R — R és l'extensi6 periodica de
Z si x coincideix amb Z a l'interval (—m, 7| 1 z(t+ 2w) = x(t) per a tot t € R.
Si la serie (6) és la serie de Fourier de  direm també que és la serie de Fourier
de la seva extensié periodica x.

Recordem finalment que els coeficients ay i by vénen donats per les integrals:

1 ™
ap = —/ z(t)cosktdt, k=0,1,2,...
T J—7
(7)
1 ™
by, = —/ x(t)sinkt dt, k=1,2,...
T J—7

2.1 Convergencia puntual de les series de Fourier

Els coeficients de la serie de Fourier d’'una funcié x depenen dels valors que
pren aquesta funcié a tot l'interval [—m,m]. Per aix0, és forga sorprenent que
la convergencia de la serie en un punt particular depengui exclusivament del
comportament de x en un entorn arbitrariament petit del punt. En efecte, tal
com s’expressa en el teorema segiient, l’existencia de les derivades laterals de la
funcié (vegeu lapeéndix) en el punt considerat garanteix la convergencia de la
serie de Fourier.

17



Teorema 2.1 Sigui = l’extensid periodica de la funcid © : (—m,m] — R
continua a trossos. La série de Fourier associada a x,

ao

5 + Z(ak coskt + by sinkt), —oo <t < oo, (8)

k=1
convergeixr a
z(tt) +a(t7)
2
a cada punt t en el qual 2'5(t) i 2 (t) existeizen.
En particular si x(t*) = x(t™) = z(t), la série de Fourier convergeiz a x(t)
si en el punt t existeizen x'n(t) i 2 (t).

Nota: Pel teorema A.1 enunciat a I’apéndix, si z i 2’ sén continues a trossos en
[—m, 7] les derivades laterals de x existeixen en tot punt i, per tant, la serie de
Fourier de x convergeix a (z(t*) + z(¢t7))/2 per a cada t € R. A més a més, si
en el punt ¢ existeix 2/(t) aleshores la série convergeix a z(t).

En primer lloc, establim el lema segiient:

Lema 2.1 5i .
sp(t) = 20 4 Z(ak cos kt + by, sin kt)
2 k=1

és I'n-ésima suma parcial de la série (8), aleshores

sn(t) = — / " 2(r)D(r — 1) dr, )

™J—m
on
sin (n + )t

7 , t#2mm ,m € Z;

Da(t) = 2s8in 5 (10)
n—l—% , x=2mm ,m € Z.

Demostracié: Aplicant les expressions (7) dels coeficients aj 1 by
tenim

sn(t) = % + Z(ak cos kt + by, sin kt)
k=1

1 /= 1 & Q
= — / z(r)dr + — Z (/ x(7) (cos kT cos kt + sin kT sin kt) d7'>
T =1 =7

27 J_xn
= l/7r9z7( ) 1—i—icosk( —t)|d —l/ﬁcc( )Dp(T —1t)d
=L/ = 5t T T= ) #(7)Dnlr T,
on la funcié
1 n
D,(t) = 5T kz_:lcos kt (11)

és coneix amb el nom de nucli de Dirichlet. Considerant la suma
S =331 /¥ i tenint en compte que Dy (t) = & 4+ R(S), obtenim
Pexpressié (10) per a Dy, (t). En efecte, si t # 2mm :
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-t

noo Jn+1)t _ it Jnt3)t _ is Jnt3t _ i%
g Z jkt _ € e e e e e
= € = - = =
t it _it 1
= elt —1 ez — e I3 27 sin §
Aixi,

1 sin (n + )t —sin § B sin (n + 3)t
2 2sin% B 2sin%

Dp(®)

\v/\v/\\/ \/\\/\\/

Figura 1: Nucli de Dirichlet

Abans de demostrar formalment el teorema 2.1, considerem la integral (9).

La suma parcial s, és la convolucié de x i D,,. El nucli de Dirichlet D,, satisfa,

vegeu (11),

1 0
= | Da(t)dt=1.

T J—m

A més a més, de (10) es despréen que, quan n augmenta, larea tendeix a
concentrar-se al voltant de ¢ = 0. De fet, quan n creix,
la funcié generalitzada ¢ de Dirac. Per aquest motiu, D,, s’anomena una identi-
tat aprozimada (vegeu la figura 1). Quan n — oo, el nucli %Dn “selecciona” a la
integral (9) el valor x(¢) a cada punt de continuitat de z. En canvi, com veurem
tot seguit, si la funcié z té en el punt ¢ una discontinuitat de salt, aleshores
%Dn “selecciona” el valor mitja dels corresponents limits laterals. Aixo justifica

el resultat enunciat en el teorema.
Establim a continuacié uns altres dos lemes:

Lema 2.2 Sigui x ’extensid periodica de la funcié & : (—mw, 7] — R, continua
a trossos. Si en el punt t existeizen x',(t) ¢ 2 (t), aleshores les funcions

o(r) = x(t+71)—2(th) i h(r) =

T
281115

z(t7) —x(t—71)
2

2sin

son continues a trossos a (0,7).
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Demostracié: Ates que x és continua a trossos a qualsevol interval
I C R, només cal provar que g(0") i h(07) existeixen. Pero,

z(t+71)—z(th)

0f) = 1 =1
9(07) = lima(n) =lm =507
t — x(tt T
= limx( +7) —a(th) 2 = 25(t).
710 T Sl 5
Es comprova de manera analoga que h(07) = 2/ (¢). [ |

Lema 2.3 Siguin g(7) i h(7) les funcions introduides en el lema 2.2. Aleshores,

7r 1
lim / g(7)sin (n + 5)7’ dr = 0;
0

n—oo
™

1
lim h(7)sin (n + §)T dr = 0.

n—od 0

Demostracié: Si desenvolupem sin (n + 3)7, obtenim

1
g(7)sin (n + §)T = g(7) cos% sinnt + g(7) sin% COSNT,

on s(1) = g(t)cos g i r(1) = g(7)sin g sén funcions continues a
trossos a (0,7) (i, per tant, de L?(0,7)). En conseqiiéncia, els coe-
ficients de Fourier ¢, i d,, de les funcions s i r, respecte de les bases
ortogonals de L2(0, ) {sinn7} i {1; cosn7}, respectivament, ten-
deixen a 0 quan n — co. D’on es compleix (12).

La demostracié de (13) és analoga. [ |

Vegem a continuaci6 la demostracié del teorema 2.1.

Demostracié: El nucli de Dirichlet, D,,, satisfa

Dy (—t) = Dn(t),
Dy (t +27) = Dy(t).

Aixi, a partir de (9) :

sn(t) = l/ﬂx(T)Dn(T—t) dr = 1/”3;(“7)1)”(7) dr

™ J—7n ™ J—m—t
1 ™
= —/ x(t + 7)Dy(7) dr (14)
™ J—m
i, fent en aquesta darrera integral el canvi 7 = —u, obtenim
1 ™
sp(t) = —/ z(t — u) Dy (u) du. (15)
T J—7
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Sumem (14) i (15) i, si tenim en compte que 'integrand que resulta

és parell,
ol mat+T) et —1)
Sn(t) - %/_W 2 Dn(T) dr
= %/Ow(x(t—i—T)—i-a:(t—T))Dn(T) dr (16)

D’altra banda, com que

1 /7 1
;/0 Dn(T) dr = 5’
tenim
x(tT T
(; ) _ %/0 z(tT) Dy, (1) dr, (17)
x(; ) _ i/{)ﬂx(t—)pn(f) dr, (18)

Combinem (16), (17) i (18) :

x(tT) +z(t7)
2

_1 /Oﬂ(l‘(t +7)=(t"))Dy(7) dr — . /oﬂ(x(t_)—ﬂf(t = 7)) Dn(7) dr.

™ ™

sn(t) —

Finalment, aplicant els lemes 2.2 i 2.3:

lim s, (1) — S+ 2()

n—o00 2

=0

Ezemple 2.1: El desenvolupament en serie de Fourier de la funcié x(t),
extensié periodica de Z(t) = ¢, ¢ € (—m, x|, convergeix a z(t) per a tot ¢t #
(2n+ 1)w, n € Z, i convergeix a 0 per a t = (2n + 1)m, n € Z. (Vegeu la figura
2). O

2.2 Convergencia uniforme de la serie de Fourier

Recordem que una successié {s,(t)} de funcions reals definides en un cert in-
terval I convergeix uniformement a la funcio s(t) en aquest interval si per a tot
€ > 0 existeix un enter N tal que si n > N, llavors

|sn(t) —s(t)| < e peratottel.

Aixi, la grafica de sy(t), per a n suficientment gran, aproxima “uniformement”
en tot 'interval la grafica de s(t). El resultat segiient déna una condicié suficient
per garantir la convergencia uniforme de la serie de Fourier (i.e., la convergencia
uniforme de la successié de sumes parcials de la serie).
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Figura 2: Convergencia puntual

Teorema 2.2 Sigui z : [—m, 1] — R continua, x(—7) = z(w), i tal que la
seva deriwada ' és continua a trossos a (—m, ). Aleshores la série de Fourier
de

ao

5 + Z (ag cos kt + by sin kt) (19)

k=1

convergeiz uniformement a x a linterval [—m, 7.

Demostracié: Comprovem en primer lloc que, amb les hipotesis
del teorema, la serie (19) convergeix uniformement.
Sigui

Qo

5 + Z (g cos kt + By sin kt)

k=1
la serie de Fourier de la funcié 2’ (notem que 2’ € L?(—, ) per ser
continua a trossos). Aixi, per la condicié z(—m) = () :

1 /7 T —x(—
ao=— [ a'(t) di - wm) —o(zm) _, (20)
T Jor T
i, integrant per parts en les integrals que defineixen ay i [k, tenim:
1 ™
ap = —/ 2 (t) cos kt dt
™ J—m

1 - k [™
= Zlz(t)coskt]=" _+ = / z(t) sin kt dt
™ J—m

T t=—m

= kbp, k=1,2,3,... (21)

1 s
B = — / o' (t) sin kt dt

T J—m

T t=—m )

= —kap, k=1,2,3,... (22)

1 [2(t) sin kt]' =" — E/ x(t) cos kt dt

22



Els calculs anteriors sén valids per ser la funcié 2’ continua a trossos.

Per tant,
1
\/a%—i—bQ = E\/a%—i—ﬂ%, k=1,2,3...

i, com que a® + b > 2ab per aa i b qualssevol, es compleix

1/1
\/ak+bk_2<k2+(az+ﬂz)), k=1,2,3...

Es per aixo que la serie

00
> ai+b
k=1

convergeix, perque

oo

Z Zak‘Fﬂk

s6n convergents. Sabem que I'iltima d’aquestes séries és convergent
gracies a la desigualtat de Bessel.

D’altra anda, no és dificil comprovar que

lag coskt + by sinkt| < y/ai + b7, k=1,2,3... (23)

Aixi, el criteri de Weierstrass per a la convergencia uniforme garan-
teix que la serie (19) convergeix uniformement a [—m,7|. Noteu
també que la desigualtat (23) implica, a més a més, la convergencia
absoluta de la serie.

Mancaria, finalment, conprovar que la série convergeix a x (i no
cap a una altra funcié continua y diferent de x). Sigui y la funcié
cap a la qual s, tendeix uniformement a [—, 7. Per la desigualtat
triangular (emprant la norma de L?(—7,T)):

ly =zl = Iy = sn) + (sn = )| < llsn = yll + l[sn — |-

Perd ||s, —z|| — 0 (convergéncia en L?(—m, 7)) i ||s, —y| — 0, ates
que la convergencia uniforme implica la convergencia en la norma

de L?(—m,m) (feu-ho com a exercici). Aixi, ||y — z|| = 0, és a dir,
y(t) = x(t) per a quasi tot t € [—m,7]; i, com que z i y sén
funcions continues, y(t) = x(t) per a tot ¢t € [—m, 7. [ |

Nota: la condicié z(—m) = z(7) garanteix la continuitat de I’extensié periodica
de z.

Exemple 2.2: La funcid

x: [-m7m]—R
t— |t
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compleix les condicions del teorema 2.2. Per tant, la seva serie de Fourier,
T 4 1

- — = —_— 2k + 1)t

5 W;§)<2k+1)2COS( + 1)t,

convergeix uniformement. Es a dir, donat € > 0, existeix un N tal que sin > N

x(t) — <g - % Z ﬁ cos (2k + 1)t>

k=0

< e per a tot t € [—m,7].

2.3 El fenomen de Gibbs

La serie de Fourier d’una funcié z continua a trossos no pot convergir uni-
formement a x en un interval en el qual x tingui una discontinuitat de salt, ates
que la suma d’una série uniformement convergent de funcions continues és una
funcié continua. Pero, a més a més, la desviaci6 de I'n-ésima suma parcial s, (t)
respecte de z(t) té un aspecte poc usual conegut com a fenomen de Gibbs.
Per tal de precisar una mica més les idees anteriors, considereu una funcié

x : [—m,m] — R que presenti en un punt, diguem ¢ = 0, una discontinuitat de
salt. Suposeu que el valor z(07) —z(07) és 1. La funcié = és la suma d’una
funcié continua a [—m, 7] i de la funcié g : [-7, 7] — R

() = 0, —m<t<0;
g\ = 1, 0<t<m

la grafica de la qual es mostra a la figura 3.

AT
1 N

0.8

0.6

0.

0.
— N\ N N
-1 -0 \/ 0.5 1

Figura 3: Fenomen de Gibbs

La serie de Fourier de g,

sin (2k + 1)t
_+ Z 2k+1

convergeix, segons el teorema 2.1, a g(t) excepte at = —m, t =0 i ¢t = 7, punts
en els quals convergeix a % En particular, per a t € (0, ) la série convergeix al
valor 1.
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Analitzem el valor de

sin (2k + 1)t
7+ E: 2k +1

per a valors de t > 0 propers at = 0, punt en el qual es presenta la discontinuitat

de g.
Ates que

in(2k + 1)t t

% = /0 cos (2k + 1)7 dr,
es té

1 2t
sp(t) = 3 + 7T/0 I;cos (2k + 1)7 dr
=0
i, com que
in 2 1
Zcos 2k + 1)T = (Zej (2k+1)r ) = w7
2sinT
k=0
obtenim - 02 0
tsin2(n+ 1)7
t)y=-+— | ——————dr.
sn(t) 2 + 2sinT T
Els punts en els quals s, (t) és maxim es troben resolent 1’'equacié
2 sin2(n+1)
n(t) == 0.
sn(t) T 2sint

El primer maxim (¢ > 0) es presenta en el punt

2(n+1)

En aquest punt el valor de s,(t) és

1 2 [5m sin2(n+1
5n< T >:_+_/2(+1)sm (n—|— )TdT.
2( 0

n+1) 2 2sinT

Si en aquesta darrera integral fem el canvi 2(n + 1)7 = s obtenim

< T ) 1+2/7r sin s ds
Sp|l 07— )| ==+ —
"\2(n+1) 2w 2singpiyy 2(nt1)

Per tant, per a n gran

sin s ( n+1) )dsN
sin 2(n+1)

1
w5

1 sin s
el

(24)

Q

»(awrn) = 2
L
2

ates que el terme entre parentesis de 'integrand tendeix a 1 quan n tendeix a
infinit.
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El valor de

1 [Tsins
—/ ds
wJo s

es pot trobar per integracié numerica i és 0.5894. Aixi, el valor maxim de s, (x)
tendeix a 1.0894. Aixo6 vol dir, ponderant aquest valor maxim respecte al valor
limit 1, que hi ha una arrissada del 9%. Aquesta arrissada es presenta cada
cop més a prop de la discontinuitat conforme n creix, pero la seva amplitud no
disminueir (vegeu la figura 3).

2.4 Derivacid de les series de Fourier

Les condicions enunciades en el teorema 2.2, suficients perque la serie de Fourier
d’una funcié x convergeixi uniformement garanteixen, a més a més, que la serie
de Fourier de la derivada de x s’obté derivant terme a terme la serie de z.

Naturalment, la serie de Fourier de x’ convergeix en mitjana quadratica cap a
2’ (és a dir, a L%(—7,7)).

Teorema 2.3 Six :[—m, 7] — R és continua, x(—7) = x(7), la seva derivada
x’ és continua a trossos a (—m,m), i

o0
% + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1
és la seva série de Fourier, aleshores la série de Fourier de z' és
o
Z k(b cos kt — ay, sin kt). (25)
k=1

Demostracié: Sigui G + > 22, (o cos kt + By sinkt) la serie de
Fourier associada a a’. Per les férmules (20), (21) i (22) tenim
aO:O,ak:kbkiﬁk:—kak,k:1,2,3... |

El teorema segiient enuncia condicions suficients per a la convergencia pun-
tual de la serie (25) de 2.

Teorema 2.4 Sigui x : [—m, 7] — R continua, z(—7) = x(w), i 2’ continua a
trossos a (—m,m). Aleshores,

o0
Z'(t) = Z E(by cos kt — ay, sin kt)
k=1
a cada punt t € (—m,7) en qué existeizi x”(t).
Demostracié: En existir 2”(t), la derivada 2’ satisfa en el punt ¢

les condicions enunciades en el teorema 2.1 per a la convergencia
puntual de la seva serie de Fourier. [ |
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Ezemple 2.3: Derivant terme a terme la seérie de Fourier de x : t — |t|,
t € [-m,m], donada a l'exemple 2.2, s’obté la serie de Fourier de 2’

) 1, T <t <0
“’(t)_{ 1 ,0<t<m
Aixi,
4 & sin (2k + 1)t
W= T e (=7, t#0.
z(®) w];) 2k + 1 (=m,m), 7
Noteu que a t = 0 la funcié z’ no esta definida. O

2.5 Integracié de les series de Fourier

Una serie de Fourier d’una funcié continua a trossos x sempre es pot integrar
terme a terme i la serie obtinguda convergeix uniformement a la integral de .

Teorema 2.5 Sigui x : [—m, 7] — R continua a trossos. Aleshores, con-
vergeizi o no puntualment la série de Fourier de x

%o + Z(ak cos kt + by sin kt). (26)
2 k=1

es compleir que

—T

t © 1
/ x(1)dr = %(t +7)+ Z % (ag sin kt — by (cos kt — cos km)), (27)
k=1

essent la convergéncia uniforme a [—m,|;

Demostracié: Noteu que (27) s’obté integrant terme a terme la
serie (26) i que (27) no és, en general, una serie de Fourier a causa

de la preséncia del terme % t.

Definim

o0)= [ aydar- Qe telomal

—T

la funcié g és continua a [—, 7| i satisfa

g(iﬂ-) :Oa
g(w):/ (1) dr —agmr =0.

—T

A més amés, ¢'(t) = z(t) — % és continua a trossos a [—, 7. Aixi,

la série de Fourier de g

A o
Sl Z(Ak cos kt + By sin kt).
2 k=1
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convergeix uniformement a g a [—m, 7).

Pero, perak=1,2,3...

1 ™
A = —/ g(t) cos kt dt

™ J—m

1 sin kt =7 T/ , .
= = [g(t) ’ L:_W ~ /_Wg (t)sin kt dt
B 1 ao, . b
= /_W(:x(t) 5 )sinkt dt = k

1 e
By = —/ g(t) sin kt dt
T

1 kt]'=" 1
= — {—g(t)g} + / g (t) cos kt dt
T

k t=—m E -
_ 1/ @0 _ Ok
= /_W(x(t) 5 ) cos kt dt = .

d’on
A =1
g(t) = 04 g z (—by cos kt + ay sin kt)

amb la qual cosa

/t x(r)dr = g(t) + %(t+7r)

—Tr

=1
= %(t +7) +k2::1 z (ag sin kt — by (cos kt — cos km)),

uniformement a [—, 7. [ |

2.6 Ordre de magnitud dels coeficients de Fourier

Si la serie de Fourier d’'una funcié x convergeix en el punt ¢ “rapidament” cap a

z(t) n’hi haura prou amb pocs termes per aproximar z(t) mitjangant s, (t). En
canvi, una convergencia “lenta” implicara la necessitat de sumar molts termes
per aproximar el valor de x.

Per tal de quantificar aquesta velocitat de convergencia estudiarem, en
primer lloc, 'ordre de magnitud dels coeficients de Fourier aj i bg. Aquests
coeficients tendeixen a 0 quan k — oo. Pero tenim, a més a més, que conforme
k — o0, ag 1 by convergeixen més rapidament a 0 com més “llisa” sigui x, és
a dir, com més gran sigui el nombre de derivades de x continues. Enunciat de
manera més precisa:

28



Teorema 2.6 Sigui x : R — R periodica de periode 2w, continua, amb
derivades =',z", ...,2®Y  p > 1, continues i tal que z®) és continua a
trossos a (—m, ). Sigui

(@)
aop .
) + Z(ak cos kt + by, sin kt)
k=1
la série de Fourier de x. Aleshores

€k
lag|, |br| < R k=1,2,3...

on € — 0 quan k — oo.

Demostracié: Si apliquem succesivament el teorema 2.3, obtin-

drem .
2P (t) ~ 3" (a coskt + By, sinkt),
k=1
on, o bé
ay = *kPay, , B = £k, (28)
o bé
ap = £kPby, , B = £kPay . (29)

A més amés, laserie 72 | (a2 +067) convergeix. Aixi, si /(a2 + 82) =

€, 1 es compleix (28):

o] _ e
ol =T <
k=1,2,3...
Bkl _ e
‘bk’ - F < E
La fitacié també és valida en el cas (29). |

El resultat anterior permet ara fer una estimacié de la velocitat de con-
vergencia de la serie.

Teorema 2.7 En les condicions del teorema anterior,

|z(t) — sn(t)] < nil uniformement a [—m, 7],

n

on sp(t) =% + > p_q(agcoskt + bysinkt) i n, — 0 quan n — oo.

Demostracié: Sigui m > n,
m

|sm(t) — sp(t)| = Z (ay cos kt + by, sin kt)
k=n-+1
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m m

< X = Y et
k=n+1 k=n+1

1 1

m 1 2 m 2

< (Z @> (Z (a%+5i)> ,
k=n+1 k=n+1

on a 'dltima fitacié s’ha aplicat la desigualtat de Cauchy-Schwarz.
Ara bé,

N N L 1
Y <Y ms/ =

k=n+1 k=n+1
1
m o0
Yo (i +8)< D (eR +57).
k=n+1 k=n+1
Per tant,
[ (1) — ()] < —2r,
nP~2

on

1

(R (ap 802

77n— 9
2p—1

tendeix a 0 quan n tendeix a infinit. A més a més, 7, no depen de
t. Passant al limit, quan m — oo, el teorema queda demostrat W
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3 Transformacié de Fourier

3.1 De la série a la transformada de Fourier

Sigui 2(¢) una funcié de l'espai L? (—%, %) i considerem el seu desenvolupament
en serie de Fourier complexa:
00 -
x(t) = Z cne?m Tt (30)
n=-—oo
on
1 (% N
e = f/_z () 92T g, (31)
2

Com s’ha vist en els capitols anteriors, la convergencia de la serie (30) és en
mitjana quadratica i, puntualment, la série representa I’extensié periodica, amb
periode T, de la funcié z(t).

Considerem ara una funcié x € L?(—o0,0), és a dir, tal que la integral
S22 |2(t)[* dt tingui un valor finit. Volem trobar una representacié de x(t)

analoga a la donada per a la serie (30). Ja que z € L? (—%, %) per a cada

T > 0, apliquem les equacions (30) i (31) i fem T' — oo. Es a dir, interpretem
la funcié no periodica z(t) com una funcié periodica amb periode “infinit”. Si

definim
T

Xp(f) = / T (eI (32)
: n | 1
anT’ AfEan—fn:T;
el coeficient ¢, donat per la integral (31) és
cn = Xr(fa)Af,
i la seérie (30) es pot escriure de la forma segiient:
x(t) = i cne? T = i Xr(fn)e??m It A, (33)

n=—oo n=—oo

Quan T — oo, el terme Af = % tendeix a 0 i, formalment, les expressions (32)
i (33) esdevenen, respectivament:

X(f) = / T (eI gy (34)
z(t) = /_ O:OX(f)eﬂ”ft df. (35)

Aixi com la seérie de Fourier (30) ens expressa l'extensié periodica (amb
periode T') de la funcié x(t) com una superposicié d’exponencials complexes de
la forma e/2™/n! (amb f, = 2), la formula (35) ens permet representar la funcié
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no periodica z(t) com una “superposicié continua” d’exponencials complexes
eI2mft essent els “coeficients” de la superposicié de la forma X (f)df, on la
funcié X (f) ve donada per I’expressié (34).

Notem que les formules (34) i (35) tenen la mateixa estructura, perd amb
un canvi de signe a ’exponencial complexa que apareix a la integral. L’obtencié
d’aquestes formules ha estat formal; es poden, pero, justificar en un marc ade-
cuat que veurem a continuacio.

3.2 Transformacié de Fourier en L(—00,0)

Quan z(t) pertany a ’espai L(—00, 00) de les funcions z(t) que sén absolutament
integrables, és a dir, tals que

/OO ()] dt < oo,

—00

la funcié X (f) donada per la integral (34)
X(f) = / 2(t)e 27Tt gt (36)

esta ben definida i s’anomena transformada de Fourier de xz(t). També farem
servir la notacié F per representar ’aplicacié que associa a cada funcié = €
L(—00,00) la seva transformada de Fourier, és a dir

X = F(z).

La transformada de Fourier X (f) és una funcié complexa de variable real f
acotada. En efecte, per a tot f € R,

X(f)] = ‘/_O:ox(t)e_j%ft dt‘ < /°° l2(t)] dt < oo.

— 00

A més a més, es pot demostrar que X (f) és una funcié continua.
D’altra banda, la formula (35)

o) = [~ XD g, 1)

s’anomena formula d’inversid i es diu que z(t) és la transformada inversa de
Fourier de X (f). També escriurem

r=F 1(X).

Es compleix el resultat segiient, conegut com a Teorema d’Inversié, que ens
permet recuperar la funcié z(t) si coneixem la seva transformada de Fourier.

Teorema 3.1 Six(t) ila seva transformada X (f) son funcions de L(—o0, 00),
llavors

o) = [~ X(per df

per a quasi tot t € R.
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La formula anterior es compleix doncs per a tot t € R excepte, possiblement,
en un conjunt de punts de mesura (logitud) 0. En particular, si la funcié x(¢) és
continua, la igualtat anterior es verifica en tot punt ja que F~1(X) és sempre
una funcié continua.

Ezemple 3.1: Sigui z(t) = e 1. Ja que

[e.e] [e.e]
/ lz(t)] dt = 2/ e tdt =2,
—00 0

tenim que z € L(—00,00). La seva transformada de Fourier X (f) és

X(f)= /OO z(t)e 72Tt gt = /0

— oo —o0
N SR SR
S l—g2nf  1442nf 1+ (2nf)%

En aquest exemple X € L(—o00,00) i la funcié x és continua. Per tant, la
formula d’inversié es compleix per a tot t € R. Es a dir,

ot—i2rft dt+/°° o—t-i2mft g
0

eIl — / Y2 it teR
oo L+ (27 f)2 ’

Notem també que X (0) = 2 déna el valor de la integral [ x(t) dt. O

Si en qualsevol interval finit la funcié z € L(—o00,00) és continua a trossos
i té derivada també continua a trossos, llavors es verifica un resultat semblant
al que es té en referéncia a la convergencia puntual de les series de Fourier
trigonometriques. En efecte, definint la integral de la formula (37) mitjangant
el limit u
lim / X (f)e?*™ It df (38)
a—oo J_,
(valor principal de Cauchy de la integral impropia), tenim:
(™) +x(th)

| x(perttap = 2

En particular, la formula d’inversié déna el valor z(¢) en els punts ¢ de con-
tinuitat de la funcié x.

Ezemple 3.2: Si
1, —i<t<!
_ ; 2 >t>3
z(t) = { 0, altrament

tenim
X(f) = / T (eI gy

sin (ﬂ'f).

1
—j2’fftdt=2/2 o ft) dt =
e ; cos (27 ft) ]
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La formula d’inversié ens déna:

/Oo X(f)e*™ It qf = /OO wej%ﬁ of

T
L Jtl <3

% sin (7 f) 1
:2/ cos(2nft)df =¢ =, |t| =1
0 7rf ( f)f 27 H 2
0, [t|>3

Per exemple, prenent ¢t = 0 obtenim

., [ sin(7f)
1_2/O T

d’on, amb un canvi de variable, s’obté el resultat

o 1
sinu T
/ du = —.
0 U 2

3.2.1 Propietats

1. Simetria: La transformada de Fourier X (f) d’una funcié real x(t) com-
pleix la segiient propietat de simetria:

X(—f) = / T (eI N gy

_ / 2(1)eI? It gp — / 2(D)e=9270t gt = X(f).  (39)
A més, si z(t) és una funcié parella,

X(p)= [~ awerar= [ et

—00 —00

_ / T e(t)ei2 It gy — / T a(t)e-i2t dt — X(F);

és a dir, la transformada de Fourier X (f) és real i, per (39), és una funcié
parella (vegeu 'exemple 3.1).

2. Linealitat: L’aplicacié F és lineal. Es a dir, donades z,y € L(—00,00) i
a, B € C es compleix

Flax + By) = aF(x) + BF(y).

En efecte,
| taw(t) + py(ene >t d

= a/ z(t)e It e + ﬁ/ y(t)e I3t dt.,
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. Dualitat: Si z, X € L(—o0,00), llavors

FX(1) = /O:O X (£)e 92 gt = w(—f).

. Canvi d’escala: Sigui a > 0. Llavors,

Fla(at)) = /_ O:O (at)e I gt
:i/zxmﬁﬁ%ﬁdu:ix(ﬁy

En general, si a € R, a # 0,
1
Flalat) = — X <f> .

:m a

. Desplacament en t:

Flalt - to)) = /OO (t — to)e 92t gy

—0o0

= e~J2mfto /oo x(u)e 2™ dy = e 72O X ().
—00

. Desplacament en f:

Fleiia(t)) = [~ (et it = X(f - fo)

—0o0

. Modulacio:

2

€j27rf0t +6—j27rfot
F (x(t) cos (27 fot)) = F (m(t) >

(X(f = fo) + X(f + fo))-

N —

. Derivacié: Si z,z’ € L(—o00,00) i s6n continues, llavors:
F(a'(t)) = j2n fX(f).

En efecte,

[T ena<oe i [T ) d < oo

0 —00

implica la convergencia de les integrals

/_O:o 2 (t)dt i /_O:O x(t) dt.

Aixi, existeix el limit
t

lim 7' (u) du,
t—too Jg
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la qual cosa implica l'existencia de limy—, 1 z(t), ja que

t
0)+/:U'u du
0

lim xz(t) =0,

t—too

Pero

altrament [0 x(t) dt no seria convergent.

Per tant,

F(2'(t)) = / o' (t)e It gt = alirglo 2 (t)e %It gy

. a .
= lim [w(t)eiﬂﬂftr + j2nf lim z(t)e 2™t qt
—a a—0o0

—]27Tf/ t)e JQ’Tftdt—]27er(f)
9. Derivacid en f: Si z(t) i tx(t) sén funcions de L(—o0,00), llavors
X'(f) = F(—j2nt x(t)).

En efecte, permutant les operacions de derivacié i integracid,

X'(f) = % ( | aterem dt) -/ x(t)% () ar

:/ z(t)(—j2mt)e 2™t 4t

— 00

3.2.2 Convolucio

Siguin z i y funcions de L(—00,00). La funcié z * y definida mitjancant la
integral

(xxy)(t) = /oo z(u) y(t —u) du

—0o0

és de L(—o0,00) i s’anomena convolucio de x i y. En efecte,

/O:O|(x*y)( )| dt = (‘/ tu)du)dt

< [ ety = aw) @t = [ ol ([ lute - at) du
- (/_O;\x(m dt) (/_O;\y(t)y dt) < o0

Es pot demostrar que la convolucié té la propietat conmutativa, és associa-
tiva i és distributiva respecte de la suma de funcions. La importancia d’aquesta
operacio en relacid a la transformacié de Fourier la déna el segiient resultat:
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Teorema 3.2 Six,y € L(—o0,00), llavors
Flzxy) =F(x)F(y).

Demostracio:

oo .
F((z*xy)( (x*y)(t eﬂ”ftdt

—00

/
/
/

y(t —u) du> e 201t gt

(L.
/ —u)e I dt du
N x(u) (/ y(t —u)e 72/t dt) du

(5 [ s du= X (1Y (5)

I
88 2 g

FEzemple 3.3: Considerem altre vegada la funcié

x(t)_ 17 _%§t§%
] 0, altrament.

Si h(t) = (z*x)(t) tenim:

0, t<—1
> t+1, -1<t<0
h@yiﬁmxmm@—uym_ L osies
0, £ 1.

Per tant,

3.3 Transformacié de Fourier en L?(—o0,00)

Considerem ara funcions de quadrat integrable x € L?(—o0,c0). Es a dir,
funcions x(t) tals que

/;|ﬂﬂfdh<w.

Pot ser que = no pertanyi a L(—o0,00) i, per tant, la seva transformada de
Fourier pot no estar definida. Per exemple, si prenem




tenim

o0 [e.e] 1
tzdt:2/ ——— dt =2,
/—oo‘x()’ o (1+1)?

pero, en canvi, [*°_ |x(t)| dt divergeix.

Vegem a continuacié com es pot estendre la definicié de la transformacié
de Fourier per tal que tota funcié de quadrat integrable tingui transformada.
L’espai L?(—00,00) és espai de Hilbert amb producte escalar

(o) = [ alty® dr

Jall =/ [ (o2 ae.

Donada x € L?(—o00,00), definim la funci6 z,(t), a > 0, de tal forma que

xa(t):{ x(t), t€[-a,al

0, altrament.

Naturalment, z, € L?(—o00,00) i també es compleix x, € L(—0o0,00). En efecte,
per a tot z € C es verifica |z| < 1+ |z|?, i, per tant,

/Oo a(t)] dt = /_ (wa(t)] dt < / (1+ 22()[?) dt < oo,

—o0o —a

A més, en L?(—o0,00):

o= ol = [ laal®) (P dt = [ e dt+ [ oo at

a
= |lz||® - / |2(t)|* dt — 0 quan a — oo;
—a

és a dir, x, convergeix en mitjana quadratica cap a x quan a — oo.

D’altra banda, es pot demostrar que la funcié X, = F(z,) també convergeix
en L?(—00,00) cap a una funcié X d’aquest espai (quan a — oo). Es diu
que aquesta funci6 X és la transformada de Fourier F(z) de la funcié x €
L?(—00,00). Per tant,

X(f) = lim X,(f) = lim ’ z(t)e 92t at, (40)

a—00 a—00 —a

essent el limit en el sentit de la mitjana quadratica, és a dir,
o0
S X = X7 = Jim [ 1Xa7) = X de =0

Es té el resultat segiient:
Teorema 3.3 Sigui v € L*(—00,00).
(a) Si x € L(—00,00) N L?(—0o0,00), llavors la transformada X obtinguda

amb la formula (40) coincideiz amb la calculada per (36).
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(b) L’aplicacié x v+ F(x) és un isomorfisme de L*(—oc,00).
(¢c) Es compleiz la formula d’inversid:
z(t) = lim / X (f)e?? It dqf,
a—00

essent el limit en mitjana quadratica.

3.4 Formula de Parseval

La transformacié de Fourier té la propietat de conservar el producte escalar de
L?(—00, 00).

Teorema 3.4 Si x, y sén funcions de L?(—o00,00), llavors

(z,y) = (X,Y),

| stu®a= [~ x(n¥ (@) . (a1)

Prenent x = y obtenim

és a dir:

Teorema 3.5 (Parseval) Si z € L?(—o0,00), aleshores
l])* = 11X 1%,

és a dir:
| kP a= [ IX(E (42)

La formula (41) es pot justificar de la forma segiient. Suposem que i y
s6n funcions de L(—00,00) N L?(—o00, 00) i sigui 2(t) = y(—t). Llavors,

Z(f) = /_ O:Oz(t)eﬂ”ft dt
_ /°° M /°° y(—t)ed2n it dt
= [ ywermmrt de =R

Aplicant la formula d’inversié al producte X (f)Y (f) obtenim:

/ X(HTHe dt = (z % 2)(t) = /OO 2wzt —u) du.  (43)

—00

Finalment, fent ¢ = 0 obtenim la formula (41). Es pot demostrar que la funcié
h(t) = (x * 2)(t) de L(—o0,00) és continua i té transformada H(f) també de
L(—o00,00). Aixi, la igualtat (43), donada per la formula d’inversid, es verifica
per a tot t € R.
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3.5 Transformades de Fourier de funcions generalitzades

Estudiarem en aquesta seccié transformades de Fourier de funcions generalit-
zades, com ara la funcié delta de Dirac o la funcié esgraé unitari de Heavi-
side. Els resultats que es presenten es dedueixen aplicant formalment resultats
i definicions donats anteriorment. La seva fonamentacié rigorosa necessita de
I’estudi de la teoria de distribucions.

3.5.1 Funcié delta de Dirac

Sigui II(#) la funcié introduida a I'exemple 3.2, és a dir,

1, —=<t<
I(t) = ’ - -
0, altrament .

To(t) = Ln (E) ,

a a

N | =
N~

Si

llavors, aplicant les propietats de linealitat i de canvi d’escala, obtenim

sin (raf)

Xa(f) = raf

Notem que, formalment,
lim x4 (t) = 0(1),

a—0

de manera que, també formalment,

a—0

F(60) = 7 (limza(t) ) = lim Faa (1)) = lim Xa(f) = 1,

ja que, per a cada f € R,
. sin(mwaf)
lim ———~

=1.
a—0 7raf

Aquest resultat també s’obté directament a partir del calcul segiient:

F5(t)) = /_ S(t)e I e = e 0| =1,

Aplicant la propietat de dualitat tenim

F(1) =o(f)- (44)

3.5.2 Funcié esgrad unitari

Per tal de trobar la transformada de Fourier de la funcié esgraé unitari

0, t<0
u(t):{ 1, t>0

)
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trobem primer la transformada de

. -1, t<0
awi={ 150

D’altra banda, si

o(t) = e a>0,t>0
] 0, altrament,
tenim
sign(t) = lirr(l)(e(t) —e(—t)).
Pero ~ 1
Fle(t :/ —at ,—j2n ft dt =
(elt) = || e a+j2rf
1 0 at ,—j2m ft 1
Fle(—t)) = A = ———.
(e(=t) = [ _ette P
Aixi,
Fsign(t)) = F (nn% (e(t) — e(—t))>
T ( 1 1 ) 1
= lim — = )
a—0\a—+j2rf a—j2nf jrf
Ates que

u(t) = (1 +sen(1))

obtenim, finalment,
1 1
F(u(t)) = 56(f) + Jonf

Com a consequencia d’aquest resultat s’obté la segiient propietat d’inte-
gracié:

F </too 2(r) d7> = F((zu)())

= X(D) (3500 + 557 ) = KON + 5 =X(). ()

Notem que (45) esta d’acord amb la propietat de derivacid, ja que si h(t) =

[t () dr, Navors x(t) = h/(t) i

pfH(F) = g2mf (X OB + 5= X() = X(£),

doncs fo(f) = 0.
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3.5.3 Funcié tren d’impulsos
Considerem ara la funcié
o0
pr(t) = Z 5(t —nT),
n=-—oo

que podem interpretar com la funcié generalitzada tren d’impulsos obtinguda
en considerar 'extensié periodica amb periode T de

T
s(t) = { o0, g sts

0, altrament.

T
2

La seva transformada de Fourier és:
Pr(f)= Y F@t-nT)= Y el
n=-—oo n=—oo
Calculem Pr(f) de la forma segiient:

N

1 —j2nfnT
PT(f)_z\;gnoo Z 2
n=—N
N
A}EnOO <1 —i—QnZZ:lcos (27rfnT)> = ]&grlwsN(f),
on )
in (27 fT'(N + 3
ML) pskk kez
sin (7 fT) T
sn(f) =
1
2N +1, f_kf, keZ

La funci6 anterior és periddica amb periode 1/T" i area en un periode val:

[T g [T

2T 2T

al 1
<1 +2)  cos (27rfnT)> df = T
n=1

Aixi, quan N tendeix a infinit, sy (f) “convergeix” cap a la funcié

RG]
d’on
F (niooa(t - nT)> = nioo 5(f-n7). (46)

és a dir, la transfomada obtinguda és també un “tren d’impulsos” (en el domini
freqiiencial), pero d’amplada 1/7 i essent també 1/7" la separacié en freqiiencia
entre dos impulsos consecutius.
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3.6 De la transformada a la série de Fourier

Sigui z(t) una funcié periodica de periode T'. Si

r(t) = { z(t), te (-4, 1

0, altrament,

és la restriccié de z(t) a I'interval basic (—%, 2], llavors podem representar la

funcié periodica z(t) mitjangant una convolucié amb la funcié generalitzada
pr(t) (“tren d’'impulsos”) discutida a 'apartat anterior:

o0

z(t) = Z xp(t —nT) = zp(t) * i §(t —nT) = zp(t) =« pr(t).

Per tant, tenint en compte la formula (46),
X(f) = Xr(f) Pr(f)
= Xr (/) (% RIEE n%)) = > ad(fong). @D

on

Es a dir,

1 /2
2 _iorh
Cp = T/_Z x(t)e 72Tt dt.
2

Si invertim (47), aplicant (44) i la propietat de desplagament en f, obtenim:

oo .
x(t) = Z cne??T Tt

n=—oo

és a dir, retrobem ’expressié de la série de Fourier complexa (30) de la funci6
periodica z(t).

La formula (47) ens indica que podem donar sentit (en el marc de les fun-
cions generalitzades o distribucions) a la transformada de Fourier d’una funci6
periodica de periode T. Aquesta transformada torna a ser un “tren d’impulsos”,
on les amplades dels impulsos venen donades pels coeficients de Fourier ¢, de
la funcié respecte de la successio {eﬂ”%t}, i la separacié entre dos impulsos
consecutius (és a dir, el periode de la transformada en el domini freqiiencial)
val 1/T.
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3.7 Dues aplicacions de la transformacié de Fourier
3.7.1 Analisi de Fourier i sistemes lineals

Un sistema lineal 1 invariant en el temps ve caracteritzat per una aplicacié 7
actuant sobre un cert espai S de funcions (que suposarem, en general, complexes
de variable real) que compleix les dues propietats segiients:

1. Linealitat.

T(ax(t) + Py(t)) = oT (x(t)) + BT (y(t), xy€S, a,feC.
2. Invariancia de la resposta en el temps.
Siy(t) =7 (x(t)), lavors T (z(t — 7)) = y(t — 7).
Les funcions exponencials complexes sén autofuncions de 7. En efecte, si
z2(t)y=T (ej%ft) ,
llavors
2t—1)=T (ej%f(t_ﬂ) = ¢ I2mfTT (eﬂ“ft) = e I 4(1),
d’on, prenent t = 7
2(0) = e 2 Tx(7),
és a dir, (canviant T per t)
2(t) = 2(0) /2™t

Aixi, la sortida del sistema quan l’entrada és I'exponencial complexa e/27ft
resulta ser multiple d’aquesta mateixa funcidé, on la constant multiplicativa
2(0) depen del sistema i de la freqiiencia f de l'entrada. Aquesta constant es
representa per H(f) i s’anomena funcid de transferéncia del sistema. Tenim
doncs:

T (ej27rft) = H(f) eJ2mft
Si x(t) és ara una funcié periodica de periode T, tenim

[oe)
x(t) = Z cped? ot

n=—oo

amb fo = 1/T, i, per tant,

y(t) =T (z(t)) = T( i cnej%”fot> = i cnH (nfg)ed?™mfot,

n=—oo n=—oo

En general, si z(t) té transformada de Fourier X (f),
o(6) =TGa() =7 ([ x(0)e " o
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— [ xT () dr = [T x(nE@ d

—00

En particular, si h(t) = 7 (4(t)), tenim

nt) =T60) =T ([~ i) = [ H(p I,

és a dir, H(f) és la transformada de Fourier de la funcié h(t), anomenada
resposta a l'impuls del sistema.
3.7.2 La solucié de d’Alambert de I’equacié d’ona

Considerem ’equacié d’ona unidimensional per a la funci6 u(z,t), —oco < z <
00, t > 0, amb desplagament inicial donat per la funcié f(z) i velocitat inicial
Z€ro:

Pu 0%

w—CW, —OO<.T<OO,t>0
u(z,0) = f(z), —oco<z <00

0

a—?(x,O)zO, —00 < T <00

Per tal de resoldre ’anterior problema de contorn formulat en un domini
infinit, sigui

U(f,t)= /oo u(l‘,t)e_j%fz dx,

—0o0
la transformada de Fourier F(u(z,t)), actuant F sobre la variable z. Calculem
les transformades de les derivades segones de u(z,t) respecte de x i de ¢:

) Ot2

0% [ [> s 02U (f,t)
_ Y j2r fx — )
=50 </_OO u(x,t) e dac) oz

I també, per la propietat de derivacié de la transformacié de Fourier:

0%u © 9%y o
f(@ﬂ(x’t)> = ——(z,t) e 92T gy =

2u
F (%(m,ﬁ) = (12n))°Uf,0) = —4=> U (f,0).

Aixi, 'equacié d’ona ens queda transformada en ’equacié diferencial segiient:

2
a%g’t) + 4 f2RU(f,t) =0, t > 0.

La solucié general de I'equacio anterior és:

U(f,t) = a(f)cos(2rfet) + B(f)sin (27 fet).

Fent ¢t = 0 i aplicant la primera condicié inicial determinem la funcié «(f),
a(f) =U(f,0) = F(u(z,0)) = F(f(z)) = F(f)
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Derivant U(f,t) respecte a t, fent t = 0 i aplicant la segona condicié inicial:

2nfe 5(0) = 5 (1.0 = F (5 w.0)) o

ot
Per tant,
1 . )
U(J.1) = F(f) cos (2n ct) = 3P (f) (/271 + €270
d’on, finalment, obtenim I'expressié

ul,t) = FHU0) = 3 (Fo+et) + fla —ct)),

coneguda com a solucié de d’Alambert de ’equacié d’ona.
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4 Series i transformades discretes de Fourier

4.1 Series discretes de Fourier
La successié d’exponencials complexes
{on(t) = 1Y n ez}

—que tal com s’ha vist anteriorment constitueix una base ortogonal de ’espai
de Hilbert L?(0,T)— té la propietat notable que si mostreigem cada funcié
on(t) en els N punts equiespaiats

T
th=ky k=01 N—1,

llavors s’obté també una base ortogonal de C. Es a dir, posant
w=¢e7N,

tenim que la component k-ésima del vector corresponent a la funcié ¢, (t) val

T

u(t) = 60 (1

: npT =27
N) =TTk Y =W = =0,1,...,N—1;, ne Z.

Es a dir, la successié {¢n; n € Z} de vectors de CVN que volem considerar té
per terme general

On = (1,w”, Wi Wk ,w(N_l)”) ,
i es té el resultat segiient:

Teorema 4.1 FEls vectors ¢g, ¢o, ..., ¢N—1 constitueizen una base ortogonal
de Uespai CN.

Demostracié: Ates que CV té dimensié N, només cal demostrar
lortogonalitat dels vectors. Sin # m:

N-1 N-1
— wk‘nwkm — wkznw—km
(dns dm) = >
k=0 k=0
N-1 _ ,,N(n—m)
1—w
_ k(n—m) _ _
- Z w T 1 —pnm 0,
k=0
on s’ha tingut en compte que w? = 1. [ |

D’altra banda, si n = m:
lpnll* = N

Aixi, si



tenim que la descomposicié d’aquest vector x en termes de la base ortogonal de
CN que s’estd considerant és:

N-1

z= X(n) én, (48)

n=0

on el coeficient X (n) és el corresponent coeficient de Fourier del vector z res-
pecte del terme ¢,,. Per tant,

X _ (.T,¢n) _ 1 = k —nk __ 1 = k —]%nk 49
(n)_H%”Q_N,;)m()w —N;:%x( Je : (49)

Si a la formula (48) considerem la component k-ésima tenim:

N-1
i2m

z(k) = Z X(n) dN"F, (50)

n=0
Notes:

1. Si la seqiiencia z(0),z(1),...,x(IN — 1) s’exten periodicament a tot Z de
tal forma que
z(k+ N)=uxz(k), keZ,

llavors la suma (50) representa aquesta extensié periodica. Aixo és aix{

perqué Ww(E+N) — nk nN _  nk

2. Analogament, si entenem que la formula (49) defineix X (n) per a tot
n € Z, és compleix

X(n+N)=X(n), necZ.

3. Amb les consideracions anteriors, les formules (49) i (50) es poden escriure

z(k) =Y X(n) R,

on els index k£ 1 n recorren N valors enters consecutius.

Aix{, tenim la seqiiéncia x(k) representada mitjangant una série discreta
de Fourier. Els coeficients d’aquesta série venen donats per la seqiiencia
X (n).

Ezxemple 4.1: Sigui



Tenin en compte que w = eI, per tant, w? = —1, tenim
1 —nk 1 —-n —2n —3n n
X(n):—Zx(k‘)w =— (14w "4+w "4+w M1 - (-1)")
8 b 8
0, n parell

n imparell.

Notem que

1 1
XN =n)=3 I—w Gm) ~ 21—wr) X(n).

Aquesta propietat és general si la seqiiencia {xz(k)} és real.
Aixi doncs tenim,
z(k) = X(1) TP + X(3) T3 4+ X(3) e7?
= 2R(X(1) *T) + 2R (X (3)

i tenint en compte que

obtenim finalment,

= ee (57) 5L (o7)

1 T 1 T

+—cos 3k—> 4+ ———sin (3k—).

2 ( 4 2422 4

Aquesta serie discreta de Fourier representa ’extensio periodica amb periode
O

N =8 de la seqiiencia {1,1,1,1,—1,—-1,—1,—1}.

Sigui z(t) una funcié de L?(0,T). Si definim

T
k)=zxz|k—= k=0,1,...,N—1
o) = (k) b=0.L. N1,

llavors X (n) és una aproximacié del coeficient ¢, de la série de Fourier de

x(t) respecte de la base {eﬂ”%t; n e Z}. En efecte,

1 (T Com 1 N2t T\ onpr T
Cn = f/o -’L'(t)e j2m 7t dt ~ T ];)l’(kw)@ JQﬂTkNN

—_

1 N- - 27
=~ Z x(k)e_JW"k = X(n).
k=0
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5. La relacié exacta entre X (n) i ¢, es pot determinar de la forma segiient:

1 N-1 . 1 N— [e's) LT .
X(n) =5 > «(k) ”:NZ > el Y o
k=0 i=—00
1 N-1 (%s) )
=% Zciw’“ :—Zc,(wa ”)
k=0 \i=—o0 1=—00
1 & oo
- N Z Cz(¢17¢n> =cp+ Z Cn+mN -
1=—00 M=—00
m#0

La contribucié a X (n) dels coeficients diferents del ¢,, déna lloc al terme
que es coneix com “error d’aliasing”.

4.2 Transformada de Fourier per a temps discret

Considerem ara, tal com es va fer en l'estudi de la transfomada (continua) de
Fourier, el comportament limit de la serie discreta de Fourier d’una seqiiéncia
periodica quan el periode N tendeix a infinit. S’obtindra aixi la representacid
espectral d’una seqiiéncia aperiodica definida en tot Z.

Sigui z(k) una seqiiencia definida per a tot k € Z tal que xz(k) = 0 quan k
no pertany a l'interval 0 < k < M. Si N > M, sigui

o foak), k=01,... M—1
“m_{o, k=MM+1,...,N—1

#(k + N) = a(k).

Es a dir, Z(k) és periddica amb perfode N i (k) “convergeix” cap a z(k) quan
N — 0.
Definint

o0

X(f)= Z x(k)e_j%fk (51)

k=—o0

i considerant la serie discreta de Fourier de z(k), tenim

N-1
:ZX(n)ej2 ZX< )e]N”k (52)
n=0
ja que
1= o 1 (m
S eriFnk — —x (L)
Ng; YUTN (N)

La funcié de la variable continua f definida mitjangant la férmula (51) s’ano-
mena tranformada de Fourier per a temps discret de la seqiiencia x(k).
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Siposem f, = 5 i Af = fur1 — fu = %, la férmula (52) és
}:;X )e?T kA,

Fent N — oo obtenim .
o(k) = [ X(D)e I df (53)
0

que és la férmula que inverteix la transformacié donada per (51).

Notem que X(f) és una funcié periodica (en f) amb periode F' = 1. Per
tant, la seérie (51) es pot interpretar com la serie de Fourier de X(f) amb
coeficient k-esim z(—k). Aixi,

F om
o) = [ X(PeIER,

=[x
0

que és, novament, la férmula d’inversio.

La transformada de Fourier per a temps discret estara definida per a tota
seqiiéncia z(k) (encara que aquesta no sigui de duracié finita) tal que la serie
> e o |z(k)| sigui convergent.

és a dir,

Ezemple 4.2: Considerem la seqiiencia {z(k), k € Z}, tal que:

[l N<k<N
TE=9 0, altrament

La seva transformada és la funcié:

o

X(f)= > x(k)e k= iv: o—J2mfk

k=—o00 k=—N

2N 2w f(2N+1)
. . — e Jem
— pJ2mfN Z e—i2mfk _ Lj2nfN l—e

= 1 —eJ2nf
| PTOHY _ rS(NED) sin g (N +1/2)
o ejﬂ'f — e_jﬂf - sin 7Tf ’

En aquest exemple la formula d’inversié ens déna
1.
:c(k:)—/ sin27 f(N +1/2) o2k gf

sin 7 f

_/ sin27 f(N + 1/2) .

sinm f

os (2m fk) df.

Per exemple, avaluant 'expressi6 anterior pera N =4ik =—-8,-7,...,0,1,...,7
obtenim la seqiiéncia

{0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0}.
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4.3 Transformada discreta de Fourier

Considerem ara el problema d’aproximar la transformada de Fourier X (f) d’una
funcié x(t). Dividint I’eix ¢ en trossos de longitud T tenim

X(f) = /_ :):(t)e—j27rft dt ~ Z T, :B(kTs)e_j%fkTs'

k=—00

De fet, es pot demostrar que si X(f) val 0 fora d’un interval (—F,F) i Ts <
1/(2F), llavors 'anterior aproximaci6 és una igualtat.

Suposem ara que z(t) val 0 fora de Iinterval [0,7]. Prenent Ty = T/N i
calculant X (f) en els punt de la forma nfy, on fo = 1/T, tenim

N-1
X(nfy) ~ ZT (kT )e 72 fokTs — ZT x(kTs)e™ ik,
k=0 k=0

Aixi doncs, el terme
n
X(n)=X(nfo)=X (T)

és el coeficient n-esim de la serie discreta de Fourier de la seqiiéncia

2(k) = NT, 2 (kTy) = T z (k%) |

Les consideracions anteriors motiven les definicions segiients. Donada una
seqiiencia

z(k), k=0,1,...,N—1,
la seva transformada discreta de Fourier és la seqiencia X (n) donada per:

N-1

Z e IR = 3 (k) W, (54)

= k=0

on w = ¢/~ . Naturalment, la corresponent formula d’inversié és:

1 Nl - 27 k 1 Nl k
— ~N K n
—N%X(n)e‘“\f —N;:%X(n)w . (55)

D’acord amb la férmula (54), per obtenir X (n) per a un valor de n do-
nat, s’haurien de fer N — 1 multiplicacions (no comptem les sumes i suposem
conegudes les potencies de w). Aixi, per calcular la transformada discreta de
Fourier de x(k) s’haurien de fer (N — 1)? operacions (en el calcul de X (0) no
n’hi han). El 1965 es va presentar l’algorisme F'F'T' (Fast Fourier Transform)
que permet calcular la transformada, quan N és una potencia de 2, amb un
nombre d’operacions d’ordre (N/2)logy N.

L’algorisme F'F'T es basa en la seglient descomposicié (N = 2N'):

N-1 2N'—1 .
Z x( eI Nk = Z z(k)e Ianm¥
k=0 k=0
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N’'—1 N'—1
= Z w(gm)e—j%n@m) + Z x(2m+1)e—j%n(2m+1)

m=0 m=0
N'—1 . N'—1
= > z2m)e V" te iz Z (2m + 1)e i mm
m=0
= X,(n) + eI X,(n), (56)

on X,(n) i Xs(n) sén les transformades discretes de Fourier de les seqiiencies
de termes parells i senars de la seqiiéncia z i que tenen mida N’ = N/2. El
nombre d’operacions a realitzar en el calcul de (56) és:

2(%—1)2+(N—1).

Si repetim la descomposicié per calcular X, i X,, el nombre d’operacions a fer

2(2(%-1)2(%—1))+(N—1):22<;V—2—1>2+2N—3.

En general, si N = 2", iterant r vegades el procediment descrit, obtenim un
nombre d’operacions

N 2
9" <2r—1) PN — (2 —1) = (r— DN + 1.

Ates que (r — 1) = logy(IN/2), el nombre anterior és d’ordre Nlogy N. De
fet, tenint en compte propietats de simetria adicionals, ’ordre del nombre

d’operacions a realitzar per calcular la transformada rapida es redueix encara
a (N/2)logy N.

4.3.1 Propietats de la transformada discreta de Fourier

Com en el cas continu, denotem per F la transformacié (discreta) de Fourier.

1. Linealitat: Si X(n) i Y (n) sén, respectivament, les transformades de les
seqiiencies z(k) i y(k), llavors

Flaz(k) + By(k)) = aX(n) + Y (n), a,f € C.
2. Simetria: Si la seqiiencia z(k) és real:
X(—nmod N) = X(n).

Si suposem la seqiiéncia X (n) periodica amb periode N, I'expressi6 ante-
rior és, simplement
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3. Dualitat: Si X (n) és la transformada de z(k), llavors
F(X(k)) = N z(—n mod N).
Si suposem la seqiiéncia z(k) periodica amb periode N, 'expressi6 anterior

és

4. Desplacament en el temps: Si0 <m < N — 1,
F(x(k—mmod N)) = X(n) w "™

En efecte,
N-1
F(x(k —m mod N)) = Z z(k —m mod N) w™ ",
k=0

Novament, si suposem la seqiiéncia x (k) periodica amb periode N, la suma
anterior és

N-1 —m+N-1 '
Z x(k —m) W = Z x(i) w MW
k=0 i=—m

N—-1 )
=w Z (i) w ™ =w""X(n),
1=0

on s’ha tingut en compte que la suma Y, x(7) w™"™ pren el mateix valor
sempre que 'index ¢ recorri N valors consecutius.

5. Desplacament en freqiiéncia:

F (m(k‘) w_mk) = X(n —m mod N).

6. Convolucid circular: Donades les seqiiecies x(k) i y(k), sigui
N-1
z(k) = Z x(k—imod N)y(i); k=0,1,...,N — 1.

1=

La seqiiéncia z(k) s’anomena convolucid circular de z(k) i es compleix

De fet, si com s’ha fet en les propietats anteriors, les seqiiences x(k) i y(k)
és consideren periodiques, la convolucié de x(k) i y(k) és, simplement,

N—

—

(k — i)y(i).
=0
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7. Multiplicacio:

1 N-1
F(x(k)y(k)) = ¥ <Z X (n — i mod N)Y(z')) .
=0

Si X(n) 1Y (n) es consideren periodiques, la suma anterior és
1 /N1
v <Z X(n— z’)Y(i)) :
i=0

8. Teorema de Parseval:

N—-1 1 N—-1
> lek)? = N > X))
k=0 n=0

En efecte, ates que X (n) és la transformada de z(—k) (suposem altre cop
les seqiieéncies periodiques i les sumes exteses a N valors consecutius del
seu index), tenim que | X (n)|? és la transformada de la convoluci6 de x(k)
amb z(—k). Aixi, per la formula d’inversié,

1 N1 N-1
N Z | X (n)]2w™ = Z x(k —1) x(—1).
n=0 i=0
Fent £ = 0 obtenim
1 N1 N-1 N-1
N SAXM)P =D fa(=)P =D =)
n=0 i=0 i=0
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A Apendix
A.1 Derivades laterals

Sigui z : [a,b] — R ity € [a,b) un punt en el qual existeix el limit lateral
z(tg). Si existeix el limit

'y e 2to + ) —a(ty)
.’ED(tO) —1}1{101 h )

(A1)

direm que x5 (to) és la derivada lateral per la dreta de x en el punt ty. Analo-
gament, si a ty € (a, b] existeix z(t;) i existeix també el limit

27 (to) = lim 0 , (A2)

direm que 2;(t9) és la derivada lateral per l'esquerra de x a to.

FEzemple A.1:
z:[-1,1] — R
2, —-1<t<0
””(t)_{ sint, 0<t<l1
Es té 2,(0) =1 i 2(0) = 0. No existeix z/(0). O

Tal com succeeix a 'exemple anterior: si x',(tyg) # z’(to), aleshores no
existeix z’(tg).

Naturalment, si = és derivable a ¢y, aleshores z',(tg) = 2/ (t9) = 2'(tp). En
canvi, poden existir i ser iguals les dues derivades laterals a tg i, malgrat aixo,
no ser z derivable a ty. L’exemple segiient ho posa de manifest.

Ezxzemple A.2:
z:[-1,1] —R

0, —-1<t<0
:”(t)_{ 1, 0<t<1

Es té 2,(0) = 2,(0) = 0. Malgrat aix0, la funcié z ni tan sols és continua en el
punt 0. O

Finalment, cal indicar que no s’ha de confondre les derivades laterals amb
el limits laterals de la funcié derivada.

Exemple A.5:
z:[-1,1] — R

1
2 .
2(t) = t sin.— t#£0
0, t=
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Es immediat comprovar que no existeixen els limits laterals 2/(01), 2/(07). No

obstant aixo,
/ . xz(h)—=z(0) 1
xp(0) —1}1%7h —l}ggh sin — = 0.

Analogament, z7(0) = 0. O

A.2 Funcions continues a trossos

Sigui z : I — R, on [ és un interval (obert, tancat o semiobert) d’extrems a i
b. Diem que la funcié és continua a trossos a I si existeix una particié de I

a=th<t1 <...<t,=b,

tal que x és continua en cada subinterval (t;—1,%;), 1 < i < n,1a més a més
existeixen els limits laterals.

Y alt), e, 1<i<n—1; a(b).

De fet, no cal que la funcié x estigui definida en els punts ¢;.

Naturalment, si z és una funcié continua a trossos a I aleshores x € L?(I),

essent
n

/I:nQ(t) dt = Z/t;il 22 (t) dt.

i=1
Tal com hem dit a ’apartat anterior, en general cal distingir entre derivades

laterals i limits laterals de la funcié derivada. Aixo nocalsiz i z’ sén continues
a trossos.

Teorema A.1 Siguin © i ' funcions continues a trossos a I = [a,b]. Les
derivades laterals de x, des de l'interior de l'interval, existeizen en cada t € I
i coincideizen amb els corresponents limits laterals de x'.

Demostracié: Sigui tg € [a,b)

wlto +h) — (i)

2'p(to) = lim

Redefinint z, si és necessari, a tg com z(tp) = z(tJ) i aplicant el
teorema del valor mitja,

l’lD (to) = lim

x(to + h) — x(to)
rlo h

= lim 2/ (ty + 9h) = 2’ (tT).
}ggw(w ) =2'(t5)

Analogament, si tg € (a, b], es té que

27(to) = 2'(tg).
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