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Bevezetés

Jelen munka a Debreceni Egyetem alkalmazott matematikus és matematikus szakos hall-
gatoi részére tartott Sztochasztikus folyamatok Gyakorlat anyagat oleli fel. A gyakorlat-
hoz kapcsolodd eldadas anyaganak gerincét Dr.  Pap Gyula: Sztochasztikus folyamatok
cimii jegyzete [5] adta, igy f6ként az ott szereplé elméleti részekhez kapcsolédd felada-
tokat targyalunk. A gyakorlé feladatokon kiviil szerepelnek példatarunkban az eléadas
anyagahoz kapcsolodd elméleti részek, kiegészitések is. A Poisson-folyamat és a Nemsta-
ciondrius Poisson-folyamat, osszetett Poisson-folyamat cimi fejezetekben foként SHELDON
M. Ross: INTRODUCTION TO PROBABILITY MODELS cimii kdnyvének [7] 6todik fejezetére
tamaszkodunk, illetve az ott kittzott gyakorlé feladatokat oldjuk meg. A Kolmogorov
alaptétel cimii fejezetben pedig f6ként MEDVEGYEV PETER: VALOSZINUSEGSZAMITAS cimii
konyvére [4] tdmaszkodunk.

Ezuiton is szeretnénk koszonetet mondani Igléi Endrének figyelmes, lelkiismeretes lek-
tori munkdjaért. Eszrevételeit, kiegészitéseit figyelembe véve a jegyzetet sok helyen pon-
tositottuk.
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1. Elmélet

1.1. Alapfogalmak

1.1.1. Definicié. Legyen (2, A, P) wvaldsziniségi mezd, T tetszéleges halmaz, és minden
t €T esetén & :Q — R waldsziniségi valtozo. FEkkor ezek {& :t € T} seregét sztoc-
hasztikus folyamatnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paramétertere, R
pedig a fdzistere (vagy dllapottere).

A folyamat értékének jelolésére hasznalni fogjuk a £(t), illetve (t,w), t € T, w € Q
jeloléseket is (ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes médon egyetlen £ : TxQ — R
leképezésnek is:  £(t,w) = &(w)). A rogzitett w € Q esetén adédé &(-,w) : T — R
fiiggvényeket (azaz a t+— &(w) fliggvényeket) a folyamat trajektéridinak (realizicidinak,
mintafiiggvényeinek) nevezziik.

(Természetes médon lehet definidlni olyan folyamatokat, melyek fazistere egy (X, X)
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mérheté tér.)

Csak olyan folyamatokrol lesz sz6, amikor 7' C R, azaz a paraméter id6 jellegili, példaul
T=10,00), T={0,1,2,...}.

A {& :t € T} sztochasztikus folyamat viselkedésérdl nyilvéan sok informéciét tartal-
maznak a folyamat véges dimenzios eloszlasai: a

{(ftl,...,&k)1k€N,t1,...,tk€T,t1<...<tk}

valdszintiségi vektorvéltozok eloszlasai. (A (&, ..., &, ) valdsziniiségi vektorvéltozo eloszlasa
egy valészintiségi mérték az (RF, B(R¥)) mérhetd téren.) Ezeket a véges dimenzids eloszldsokat
az

{Feppg, kENf,. . tr €T, ty < ... < iy}

eloszlasfiiggvény-sereggel lehet megadni. A véges dimenzids eloszlassereg ismeretében még
nem lehet eldonteni milyen tulajdonsagokkal birnak a folyamat trajektéridi. Az a kérdés,
hogy ha megadjuk eloszlasfiiggvényeknek egy

{Ftl,...,tk . /{EN, tl,...,tk ET, t]_ < ... <tk}

seregét, akkor létezik-e (2, A, P) valdszinliségi mez6 és rajta {& :t € T} sztochasztikus
folyamat, melynek véges dimenzids eloszlasai éppen az adott eloszlasok:

F§t1v"'7£tk = Ftl,...,tk7 ke N, t1,...,t € T, 1 <...<t.

Konnyen belathato, hogy ehhez feltétleniil teljestilnie kell az igynevezett kompatibilitasi
feltételnek: ha ti,... 6, €T, t;1 < ... <ty és 1<i; <ip<...<iy<k egészek, akkor

Ftil,...,tig (xilu o 7$i4) = Ftl,tz,...,tk (x17 oy ... 7:614)7

ahol z; = 400 ha j & {i1,...,4}, amit Ggy értiink, hogy az illeté koordinatédban az
r; — 400 hatarértéket vessziik. (Ugyanis, ha F}, 4, ; valébanegy (&,,&, ...,&,) vektor
eloszlasfiiggvénye, akkor a (ftil,&l? ...,{ti[) ,,részvektor” eloszlasfiiggvénye éppen a fenti

egyenlet jobboldalan all6 fliggvény, melynek meg kell egyeznie az F; fliggvénnyel.)

il’tiQ"”’tie
1.1.2. Tétel. (Kolmogorov-alaptétele) Ha adott eloszldsfiggvényeknek egy
{Ft1,t2,...,tk ck € N, t]_, e ,tk € T, t]_ < ... < tk}

kompatibilis serege, akkor létezik (2, A, P) waldsziniségi mezd és rajta {& :t € T}
sztochasztikus folyamat, melynek véges dimenzios eloszldsai éppen az adott eloszldsok.

Kolmogorov-alaptétele érvényes abban az altalanosabb esetben is, amikor a folyamat
fazistere teljes, szeparabilis metrikus tér. A kovetkez6 alfejezetben részletesen foglalkozunk
vele.

1.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} és {m :t € T} sztochasztikus
folyamatok
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o tdgabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenzios eloszlasaik;

e ckvivalensek, ha P(§ =m) =1 teljesiil tetszdleges t € T esetén.

Az ekvivalens folyamatokat eqgymds modifikdcioinak nevezzik.

1.1.4. Megjegyzés. Ha a {& :t € T} és {n, : t € T} sztochasztikus folyamatok
ekvivalensek, akkor tagabb értelemben is ekvivalensek. Ugyanis, Vn € N, ty,...,t, € T,
th<ty<...<t, és x1,...,T, € R esetén

P(Stl <'/'U17"'7€tn <$n)

P<€t1 < mla"'agtn < I’ngtl = T’t17""€tn = ntn)
Py, <1y, < @) = Fyy g (T15 000, ).

Fe, oo, (71,0 )

Itt felhasznéltuk azt, hogy P(A) = P(ANB), YA, B € A, P(B) =1 esetén. (Ugyanis,
P(A)=P(ANB)+P(ANB) és P(ANB)<P(B)=0.) ]

Leellenorizhetd, hogy az 1.1.3. Definicioban megadott relaciék ekvivalencia-relaciék a
folyamatok kozott.

1.1.5. Definicié. Legyen {& :t € T} walos értékii sztochasztikus folyamat, gy, hogy
&-nek létezik a vdarhato értéke minden t € T esetén. FEkkor az

m:T — RU{—o0,0}, t— m(t) .= E&,

fiigguényt a folyamat vdrhaté érték fiigguényének hivjuk. Tovdbbd, ha EE? < oo, t € T
esetén, akkor a
K:TxT—R, (st)— K(s,t) = cov(, &),

fugguényt a folyamat kovariancia fugguényének hivjuk.

1.1.6. Megjegyzés. Ha {& :t € T} egy olyan valds értékii sztochasztikus folyamat, hogy
E&2 < oo, t € T, akkor a vdrhaté érték fiiggvénye valds értékil. Ugyanis a Cauchy-Schwartz-

egyenlStlenség alapjan |E&| < /EEHEL? < co. O

1.1.7. Allit4s. Legyen {& :t € T} egy olyan valds értéki sztochasztikus folyamat, hogy
EE2 < oo, t € T. Ekkor kovariancia fiigguénye szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, azaz

(i) K(s,t)=K(t,s), s,teT,
i) VkeN, Vit,....,t, €T esetén a (K(t;,t)))ji=1,.k mdtriz pozitiv szemidefinit,
azaz¥ k €N, Vty,....,tp, €T, Y Ai,..., N\, € C esetén

> ANE(ti 1) = 0.

1,j=1
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Bizonyitas. (i): K(s,t) = cov(&s, &) = cov(&y, &s) = K(t,s), s,t € T,
(ii):
D ANt t) = > Adjeov(&,, &) = D MNE[(&, — B&,)(&, — B, )]

1,j=1 4,j=1 1,j=1

=E Z )\i)\_j(gti —E&,) (&, — Eﬁtj))

ij=1

=E Z Ai(&, — E&,) ZXJ‘ (&; — Egtg))
i=1 j=1

=E Z i, — Eftz)z Aj (&, — E&j))
i—1 j=1
2

=E = 0.

> Ail&, —E&,)
=1

1.2. Kolmogorov-alaptétel

A Kolmogorov-alaptételrél sz6l6 részek Medvegyev [4]-bdl szdrmaznak, részletesebben kife-
jtve az ottani gondolatmeneteket.

Topologiai alapfogalmak, Baire-, Borel- és szorzatmérhettség
Az alabbiakban egy-két fontos topoldgiai alapfogalmat elevenitiink fel.

1.2.1. Definicid. Egy topologikus tér teljesiti a 2. megszamldlhatosdgi axiomdt, ha van
megszamlalhato bazisa.

1.2.2. Definicié. Az (E,O) topoldgikus tér O topoldgidjanak B C O nyilt halmazokbdl
dallo osztalya bdzisa, ha O tetszileges eleme elddll B-beli elemek unidjaként.

1.2.3. Definicié. Legyen (E,d) egy metrikus tér. A d metrika dltal indukdlt topoldgia
az a topologia, melynek bazisa a kovetkezo halmazrendszer

{lye E:d(x,y)<r}, xe€FE r>0.
Ezt a topologiat Oy mdodon jelolyik.

1.2.4. Tétel. (Lindeldf) Eqgy megszamlalhatd bazisi topoldgikus tér tetszdleges nyilt lefedésébdl
kivdalaszthato megszamldlhato lefedés.

10
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1.2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (E,QO) topoldgikus tér szepardbilis, ha létezik
megszdmlalhato, mindeniitt siri részhalmaza.

1.2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (E,O) topoldgikus tér Hausdorff, ha barmely két
pontjanak vannak diszjunkt kornyezetei.

1.2.7. Allitas. Egy megszamldlhato bdzisu topologikus tér mindig szeparabilis.
Az el6z6 allitdas megforditasa altalaban nem igaz. Igaz viszont a kovetkezo dolog.

1.2.8. Allit4s. Legyen (E,d) egy metrikus tér, és jelolje Oq4 a d metrika dltal indukdlt
topolégidat E-n. Ekkor (E,Q4) akkor és csak akkor szeparabilis, ha E megszdmldlhato
bazisii.

1.2.9. Kovetkezmény. Ha az (E,Oy) topoldgikus tér szepardbilis, akkor tetszéleges nyilt
lefedésébol kivdlaszthato megszamldlhato lefedés.

Topolégikus terek szorzata
Legyen I #0 és (F;,0;), i€ 1 topoldgikus terek. Legyen

E::HEia x:(ﬁi)iela ':EZGEM ZG[?

el

és p; + E — Ej, pi(v) == z;, v € E projekci6 a j-edik komponensre, j € I. (A p;
projekcidt szokas m; moédon is jelolni.) Az E szorzatteret elldtva a diszkrét topoldgidval
topologikus teret kapunk, azonban igy til sok nyilt halmaz van; egy ennél durvabb topolégiat
vesziink majd alapul a szorzattopoldgia definialdsakor.

1.2.10. Allitas. Létezik olyan legdurvdbb topolégia FE-n, amire a p; : B — E;, 5 € 1
projekciok folytonosak. Ennek a topologidnak eqy bazisa a kovetkezo halmazrendszer

B:= { ﬂpj_l(Uj) U € 05, J véges}.

jeJ
Ezt a topologidt nevezziik szorzattopologianak, B elemeit pedig elemi nyiltaknak.

1.2.11. Allitas. Eqgy szorzattér akkor és csak akkor Hausdorff szepardbilis, ha minden egyes
komponens tere Hausdorff szepardbilis.

1.2.12. Allitds. Metrizdlhato terek szorzata nem feltétlentil metrizdlhato. Példdul R® nem

metrizalhato.
1.2.13. Allitas. Megszamldlhato sok metrizdlhato tér szorzata is metrizalhato.
1.2.14. Definicié. Legyen (E,O) egy topoldgikus tér.

11
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(a) A 0(O) (azaz E nyilt halmazai dltal generdlt) o-algebrdt az E Borel o-algebrdjdinak
nevezzik.

(b) Az E-n értelmezett folytonos, valés értéki fiiggvények dltal generdlt o-algebrdt az E
Baire o-algebrajinak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a Baire-féle o-algebra mindig része a Borel-féle o-algebranak.

1.2.15. Definicié. Legyen X # 0 és (Yo, Ba)aca mérhetd terek dsszessége, ahol A # ()
tetszdleges indexhalmaz. Legyenek tovdbbad f, : X — Y, tetszéleges fiigguények, o € A. Azt
a legszikebb o-algebrdt X-en, amelyre nézve az dsszes fo fligguény mérheté o(f, :a € A)
mddon jeloljik és az (fo)aca leképezések dltal generdlt o-algebrdnak mondjuk.

1.2.16. Megjegyzés. o(f,: a € A) mindig létezik és belathatd, hogy
o(fa:a € A)=0(G),
ahol G :={f;YB),a € A,B € B.,}. O

1.2.17. Definicié. Egy (X, A) mérhetd térbdl eqy (Y,7T) topologikus térbe képezé f
leképezést mérhetének mondunk, ha ((X, A), (Y,B(Y)))—mérheto”, mdsképpen mondva,
ha f értékkészlete eqy topologikus tér, akkor az értékkészletén a mérhetdségi struktirdt a
Borel-halmazokkal definidljuk.

1.2.18. Megjegyzés. A mérhetoség definicidja nem magatél értetdédo, ugyanis az Y képté-
ren a Borel-halmazok mellett egyéb ,.topolégiailag relevans” struktiurak is definialhatok.
Példdul a Baire-halmazok 0Osszessége. Elofordulhat, hogy a Borel-halmazok ,til sokan
vannak,” példaul ez a helyzet nem megszamlalhato szorzatsruktirdk esetében, és ilyenkor
sziilkebb o-algebrat kell venni. Példaul a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel is csak a Borel
o-algebranal sziikebb o¢-algebrara biztositja a szorzatmérték kiterjesztését. Lasd az 1.2.33.
Megjegyzést. U

1.2.19. Definicid. Legyenek (X1, A1) és (Xo, As) mérhetd terek. A
T = {A1 X AQ : Al € Al,AQ € ./42}

halmaz elemeit mérhetd téglaknak hiviuk, az (X1xXo,0(7T)) mérhetd teret pedig az (X1, A1)
és (Xa, As) mérhetld terek szorzatinak nevezzik. A o(7T) o-algebrdit A; x As (vagy
A1 ®Ay) mddon szokds jelolni. A definicid értelemszeriien kiterjeszthetd véges sok (X, A;),
1=1,...,n, mérheto tér szorzatdra.

Ha (Xa, Aa)aca végtelen sok mérhetd tér, akkor szorzatukon azt az (X,C) mérhetd teret
ertgiik, melyre X = [[,caXa € C az tin. cilinderhalmazok (hengerhalmazok) dltal
generdlt o-algebra. A cilinderhalmazok olyan C C X halmazok, melyekhez léteznek olyan
ag,...,on € A indexek (o # o, ha i#j) és B € [y Aap, hogy

C={reX:(ra, .-,%a,) € B}.

12
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(Példdul {(z1,79,23) € R® : 22 + 22 <r?} cilinderhalmaz.) Az «y indexeket a C
tartopontjainak (koordindtdinak), a B halmazt pedig a C  tartdhalmazanak (alapjinak)
mondjuk.

Amennyiben X, =Y, a € A, gy az X szorzattér nem mas, mint az A halmazon
értelmezett Y-beli értéki fiiggvények halmaza.

1.2.20. Megjegyzés. A szorzatmérhetdségi struktira alternativ médon a 7,(z) = x4,
a € A koordinataleképezések altal generalt o-algebraként is definidlhaté. Pontosabban,
belathato, hogy a cilinderhalmazok &ltal generalt o-algebra az a legsziikebb o-algebra,
melyre nézve az 0sszes projekcié mérheto. 0

1.2.21. Allitas. (Medvegyev [4], 2.22 Allitas) Eqy B € X halmaz pontosan akkor
mérhetd a [[,ca(Xa, Aa) szorzattérben, ha van olyan (megszamldlhat) (a)is, indes-
sorozat, hogy B-nek az o # ap metszetei a teljes Xy terek, vagyis a B halmaz ,,csak
megszamlalhato sok koordindtatol figg.” Mdsképpen fogalmazva, eqy B € X halmaz pon-
tosan akkor mérhetd a [[,c4(Xa, Aa) szorzattérben, ha létezik olyan (megszamldlhatd)
(ap)22, indevsorozat és B € 12, (Xays Aay), hogy B=¢"YB), ahol ¢ a [Toca Xa
szorzatot a [l Xa, szorzatba képezd | koordindtaleképezés,” mely az x € [Toca Xa
(,.fiigguény”)-hez az (x4,)52, ,,sorozatot” rendeli hozzd.

1.2.22. Definicid. Legyen (X,.A) egy mérheté tér. Egy f: X — R fligguényt mérhetdnek,
pontosabban A-mérhetének mondunk, ha ((X,A), (R,B(R)))-mérheté. A mérhetd valds
értéki figguényekrol fel szokds tenni, hogy felvehetnek végtelen értéket is. Ilyenkor mérhetd
halmazoknak a kiterjesztett szamegyenes, mint topologikus tér Borel-halmazait tekintjuk.

1.2.23. Allit4s. (Medvegyev [4], 2.24 Kovetkezmény) Az f: X — R walds (vagy
kiterjesztett valos) értéki figguény pontosan akkor mérhetd, ha az f  wvalamelyik tipusi
nivdhalmazai, azaz az {x € X : f(x)RA} alakid halmazok, ahol R jelolhetia <, =, <, >
reldaciok akdrmelyikét, tetszoleges A € R esetén mérhetok.

1.2.24. Kovetkezmény. (Medvegyev [4], 2.26 Kovetkezmény) Ha Y szepardbilis
metrikus tér és f,: (X, A) — (Y,B(Y)), n € N mérhetd leképezések olyan sorozata, amely
minden x € X pontban konvergens, akkor az

f:X=Y f(x):=1lm f,(z), z€X
leképezés is mérhetd. (Ide nagyon kell a szepardbilitds.)

1.2.25. Allitas. (Medvegyev [4], 2.29 K6vetkezmény) Valds értékii mérhetd fiigguények
osszessége algebrailag zdrt abban az értelemben, hogy mérhetd fiigguények dsszege, szorzata,
hanyadosa szintén mérhetd (feltéve, ha a megadott miveletnek van értelme).

Szorzatmérték

13
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1.2.26. Definicié. Az (X, A, pn) és (Y,B,v) mértékterek (X x Y, Ax B,m) szorzatdn

az A X B szorzatmérhetdségi struktirdan értelmezett olyan w mértéket értink, melyre
(A x B) = u(A)v(B), Aec A BeB,
vagyis amelyre a mérhetd téglak mértéke a tégldk ,,oldalainak” szorzata.

1.2.27. Allitas. Ha (X, A, ) és (Y,B,v) tetszdleges mértékterek, akkor mindig létezik az
(X XY, AxB,uxv) szorzatmértéktér. Ha p és v o-végesek, akkor a pxv szorzatmérték
eqyértelmd. (A p mértéket akkor nevezziik o-végesnek, ha léteznek olyan X, € A, n € N
halmazok, melyekre p(X,) < +oo és X =J,~; X,.)

Ertelmezhets tetszéleges sok val6szintliségi mezé szorzata is. Lésd Stromberg [8], 175.
oldal.

Baire-, Borel- és szorzatmérhetéség az R>® := RN téren

Eldszor a Baire o-algebra és a Borel o-algebra viszonyat vizsgaljuk. Tetszéleges (X, 7T)
topoldégikus tér esetén igaz az, hogy minden Baire-halmaz Borel-mérhetd. Ugyanis, egy
f X — R folytonos fiiggvény Borel-mérheto. fgy a Baire o-algebra mindig része a
Borel o-algebranak.

1.2.28. Allitas. (Medvegyev [4], 2.30 Példa) Legyen (X,d) egy metrikus tér. Ekkor
az (X,04) topoldgikus tér esetén a Baire o-algebra megegyezik a Borel o-algebrdval.

Bizonyitas. A fentiek miatt elég azt megmutatni, hogy ekkor a Borel o-algebra része a
Baire o-algebranak. Legyen F' C X egy zart halmaz. Ismert, hogy

F={re X :d(z,F) =0},

ésa g:x e X —d(x, F) leképzés folytonos. Igy F = ¢ 1({0}) és g folytonos, valds érté-
ki, ezért F Baire-halmaz. Tehat minden zart halmaz Baire-halmaz. Legyen U C X egy
tetszéleges nyilt halmaz. Mivel U = X\ (X \U), X\U zart és a Baire-halmazok o-algebrét
alkotnak, kapjuk, hogy U is Baire-halmaz. Tehat minden nyilt halmaz Baire-halmaz, igy
a generalt o-algebra definiciéja alapjan a Borel o-algebra része a Baire o-algebranak. [

A korabbiakbdl tudjuk, hogy R = RN metrizdlhatd, mert N megszdmldlhat6 és R
metrizalhato. Megmutathatok az aldbbiak:

o 1 _
d:R*xR*® =R, (z,y)—d(z,y): Z_klflkagiﬂ

metrikat hatdroz meg R*>-en és a d metrika altal definialt topologia éppen R szorzat-
topologidja, igy az elozo allitas alapjan R> esetén a Baire o-algebra megegyezik a Borel
o-algebraval.

Felhaszndalva, hogy a szorzattopoldgia definicidja szerint minden =,(x) = z,, © € R>,
n € N projekcié folytonos (és valds értékii), valamint azt, hogy a szorzatmérhet$ halmazok
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o-algebrajat az olyan A C X halmazok generdljak, melyekhez léteznek olyan aq,...,a, € A
indexek és B € [[}_; Aa,, hogy

A= {x €X: (Tayy--sTq,) € B} = (Tays - Ta,) H(B),

kapjuk, hogy minden ilyen A halmaz Baire-mérheto, és ezért az ilyen A halmazok altal
generalt o-algebra része a Baire o-algebranak. Azaz a szorzatmérhet6 halmazok o-algebraja
része a Baire o-algebranak.

Megmutatjuk, hogy a forditott tartalmazas is igaz. Legyen x € R™ rogzitett. Végiggondol-
juk, hogy az y € R*® — d(z,y) € R leképezés szorzatmérheté. Az y € R® —
T(y) = yo € R, n € N projekcidk szorzatmérhet8k, hiszen =,'(B), B € B(R) egy
cilinderhalmaz. Igy az y — |@, — yi| figgvény is szorzatmérhets (mér ide is kell R
szeparabilitdsa). Felhasznalva azt, hogy mérhetd valds értéki fiiggvények algebrai kifejezéset,
valamint hatérértéke is mérhetd, kapjuk, hogy vy +— d(z,y) szorzatmérhetd (ide is kell R
szepardbilitdsa). Ezért a d, : R*® — R, d,(y) :=d(z,y), y € R® jelolést hasznalva kapjuk,
hogy a
d;'([0,7) = {y e R® : d(z,y) <}

gombok szorzatmérheték minden r > 0 esetén.

1.2.29. Lemma. Az R*> szepardbilis metrikus tér minden (a szorzattopolégidban) nyilt
halmaza elodll megszamldalhato sok nyilt gomb unidjaként.

Bizonyitdas. Ha U C R*™ nyilt (a szorzattopoldgidban), akkor minden u € U esetén
létezik olyan 7, > 0, hogy K(u,r,) C U, 1gy U,ep K(u,r,)(= U) nyilt lefedése U-
nak. (Itt K(u,r,) az u kozéppontd, r, sugari gombkornyezetet jeloli R*°-ben.) Ezért
felhasznalva, hogy R*> szeparabilis metrikus tér, a Lindelof-tétel alapjan kapjuk, hogy ebbdl
a nyilt lefedésbol kivalaszthaté megszamlalhaté lefedés. O

Az 1.2.29. Lemma alapjan, mivel a gombok szorzatmérhetéek, és a szorzatmérhet6 hal-
mazok o-algebrat alkotnak, kapjuk, hogy R* minden nyilt halmaza szorzatmérheto, ami
azt vonja maga utan, hogy R esetén a Borel o-algebra része a szorzatmérheté halmazok
o-algebrajanak.

Kihasznalva, hogy R esetén a Borel-halmazok o-algebraja megegyezik a Baire-halmazok
o-algebrajaval, kapjuk, hogy R>* esetén a Borel-halmazok o¢-algebraja, a Baire-
halmazok o-algebraja és a szorzatmérhet6é halmazok o-algebraja egybeesik.

Baire-, Borel- és szorzatmérhet6ség a [, téren (Medvegyev [4], 37-38. oldal)
Legyen

ly := {x eR™: ||z| ==

Ezen a téren szdmos mérhetdéségi struktira definialhats. A ||| : R™ — [0, +o0], x € R*® —
|z|| figgvény az R> téren értelmezett kiterjesztett valds értéki fiiggvény. Hasonléan
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a kordbbiakhoz indokolhaté, hogy a ||.|| fiiggvény szorzatmérhetd. Ezért, felhasznélva,
hogy Iy = ||| 7*([0,+00)), kapjuk, hogy I, egy szorzatmérhetd részhalmaza R>*-nek (s
igy az is igaz, hogy [y egy Borel-mérhet6 és Baire-mérhet6 részhalmaza is R*>°-nek). S
igy definidlhato lo-n a C Ny szorzatmérhetdségi struktira. Itt C R* szorzatmérhetd
halmazaibdl &ll6 o-algebrat jeloli. Mivel [y a ||.|| norméval normélt tér (Hilbert-tér is),
ezen norma indukal egy metrikat, ez pedig egy topoldgiat lo-n. Ezzel a topologiaval s egy
topologikus tér, igy definialhaté rajta a Baire- és a Borel-mérhetoség.

Megmutatjuk, hogy lo-n az 6sszes mérhetéségi struktira egybeesik (akdrcsak R™ esetén).
Legyen tetszéleges k € N, ny,...,ny €N, ny <ny <---<ny é B e B(R*) esetén

A={z€ly: (zp,...,7,,) € B}.

Ekkor ezek az A halmazok megegyeznek az R* szorzatmérhetoségét definidlé cilin-
derhalmazok [lyo-re val6 leszlikitéseivel, azaz lo-szorzatmérheték (pontosabban (C N ly)-
mérhetéek). Ezért minden k € N esetén a m : ls — R, mp(x) = g, © € lo projekcidk
lo-szorzatmérhetok. Tekintsiik tetszoleges r > 0 esetén az

S:={zecl:|v—ad| <r}, Sp={rely:|lz—al<r}

,gomboket”, ahol ||zx == /S5, 22 és a € ly. Mivel az

€l |z —alp=

leképezés ly-szorzatmérhetd, kapjuk, hogy Sy [-szorzatmérheté halmaz (ugyanis [0,r)
inverzképe). Mivel S = (), Sk, adddik, hogy S is ly-szorzatmérhetd, azaz I, minden
nyilt gombje [s-szorzatmérhet6. Mivel [y szeparabilis metrikus tér, minden nyilt halmaza
el6all megszamlalhaté sok nyilt gomb unidjaként, és igy kapjuk, hogy [ minden nyilt
halmaza [y-szorzatmérhetd. Ezért lo Borel o-algebraja része [s szorzatmérhet6 halmazaibdl
allo o-algebrdjanak.

Megmutatjuk, hogy minden &k € N esetén a 7y, : ls — R, m(2) = xp, € 3 projekcié lo-
folytonos. Legyen € > 0. Ekkor § := ¢ vélasztdssal, ha ||z|| <d=¢, azaz /) .-, 27 <e,
akkor |zx| < e, igy m lo-folytonos. Ezért a korabban bevezetett A halmazok [-Baire-
halmazok, és ezért a generdlt o-algebra definicidéja szerint az [>-szorzatmérheté halmazok
o-algebraja része [, Baire o-algebrajanak. Mivel [, metrikus tér, az 1.2.28. Allitas alapjan
lo Borel o-algebraja megegyezik [, Baire o-algebrédjaval. fgy belattuk, hogy mindharom
mérhetdségi struktira egybeesik [y esetén.

Kolmogorov-féle konzisztenciatétel

1.2.30. Definicidé. Legyen T # 0 indezhalmaz. Legyenek (Xy, Ay)ier mérhetd terek és
T = {(tl,,tn) ETnZti%tj, ha Z%], TZGN},
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és minden (tq,...,t,) € T*-hoz legyen adott egy

(T % IT A P
i=1 i=1

valoszindiségi mezd. Ekkor a Py 4., (t1,...,t,) € T*, n € N, dsszességet véges dimenzids
eloszldscsalddnak nevezzik. Az eloszldscsalddot konzisztensnek hivjuk, ha kielégiti az alabbi
két feltételt

(a) ha m™ az (1,2,...,n) egy permutdcidja, akkor tetszéleges A; € Ay, i = 1,...,n

mérhetd halmazok esetén a P, = P . €s P = Ptﬁ(l),..-,tﬁ(n) valosziniiséqi

in

mértékekre fenndll, hogy

Pl(Al X A2 X X An) = PQ(Aﬂ(l) X Aﬂ(g) X X Aﬂ(n)),

(b) minden (ty,...,tn,th1) € T* esetén, tetszbleges A € [[i, As,-re
Ptl,---,tn (A) = ]Dt17---,tn7tn+1 (A X th+1)'

1.2.31. Megjegyzés. Az elso feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy egy téglatest mértéke
nem fligg a koordinatak sorrendjétol, a masodik feltétel pedig a ,,hasabok térfogata egyenld
az alapteriilet szorozva a magassaggal” elv altalanositasa. U

1.2.32. Tétel. (Kolmogorov-féle konzisztencia tétel) Legyen T # 0 egy indexhal-

maz, X t € T teljes szepardbilis metrikus terek, B; a Borel-halmazok o-algebrdja.

Legyen tovabbd minden (ti,...,t,) € T, n € N esetén P, ., wvaldsziniségi mérték a

(Il X4, 110, Bt,) mérhetd téren. Tegyiik fel, hogy Py 1., (t1,....t,) € T*, n € N,

konzisztens, véges dimenzios eloszlascsaldd. Ekkor egyértelmiien létezik olyan P wvaldsziniiségi
mérték az ([ Ler Xe [Lier Be) mérhetd téren, amelyre minden (t1,...,t,) € T*, n € N

esetén

Pt1,...,tn<A) = P <{x € HXt . (xtN‘ .. ,xtn) € A}) s V A I~ HBtz

teT =1

(Itt Tl,cr B: a kordbban bevezetett cilinderhalmazok dltal generdlt o-algebra.)

1.2.33. Megjegyzés. Az X; halmazokat topologikus tereknek felfogva (a metrika altal
indukalt topolégiaval), [[,., X; szorzattopolégikus tér, igy beszélhetiink a szorzattopolégia
altal generdlt Borel-halmazokrdl. Mivel tudjuk, hogy a [[,.,B: o-algebra megegyezik
a projekciok altal generalt o-algebraval, felhasznalva, hogy minden projekcié folytonos a
szorzattopolégiara nézve, kapjuk, hogy

H B; C Baire o-algebra C Borel o-algebra.

teT

Ha T nem megszamlalhaté indexhalmaz, gy a szorzattopoldgia altal szarmaztatott Borel
o-algebra sokkal bévebb, mint [[,.,B; (amin a Kolmogorov-féle konzisztencia tételben
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szereplé P mérték létezik), vagyis a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel altal garantélt
P mérték a (a szorzattopoldgia dltal szérmaztatott) Borel o-algebrandl csak sziikebb o-
algebran létezik. Példaul, R esetén

H B; = Baire o-algebra & Borel o-algebra.

teT

Ekkor a Baire o-algebra valédi része a Borel o-algebranak, ugyanis C([0,1]) Borel-, de
nem Baire-mérhetd részhalmaza R%U-nek. Az, hogy RI%U esetén a Baire o-algebra mege-
gyezik a szorzatmérhet6 halmazok o-algebrajaval abbdl kovetkezik, hogy Medvegyev [4], 38.
oldala szerint kompakt topol6gikus terek (tetszéleges) szorzatén értelmezett Baire o-algebra
megegyezik a szorzatmérheté halmazok o-algebrajaval. 0

1.2.34. Példa. A Kolmogorov-féle konzisztencia tételben legyen
T :=N, X; =R, B,=B(R), teT=N.

Minden (¢y,...,t,) € T* esetén legyen P, ., az n-dimenziés standard normélis
eloszlas (R™,B(R"))-en. Ekkor P, .., (t1,...,t,) € T* konzisztens véges dimenzids
eloszlascsaldd. Ezért a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel szerint (R[], Bi(R))-en
létezik olyan valdszintliségi mérték P;, hogy minden koordindtaleképezés (projekcid) eloszlésa
1-dimenzids standard normélis eloszlds Pj-szerint. (A Kolmogorov-féle konzisztencia tétel
szerint persze ennél sokkal tobb is igaz.)

Tekintsiik az [l C R*>® szepardbilis Hilbert-teret, és [y-n az [y-Borel g-algebrat vegyiik
alapul. A korabbiak alapjan

A =[5 szorzatmérhet6 részhalmazainak o-algebraja = [, Borel o-algebraja.

1.2.35. Allitas. (Medvegyev [4], 7.40 Példa) Az (I, A) mérhetd téren nem definidlhatd
olyan P waldsziniségi mérték, amely a (véges dimenzids) cilinderhalmazokon éppen a
megfeleld dimenzids standard normdlis eloszlds. (Azaz lo-ben nem érvényes a Kolmogorov-
féle alaptétel.)

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik ilyen P valdszintiségi mérték, és vezessiik be
ujra az

Str)y:={zely: |zl <r}, Sp(r):={z €ly:|zll. <r}, >0, neN,

jeloléseket, ahol ||z||, := /> ,_; 23, n € N. Ekkor S(r) C S,(r) és S(r), Su(r) € A, &s

18y
P(S(r)) < P(S,(r)), n € N.

Megmutatjuk, hogy lim, .., P(S,(r)) =0 minden r > 0 esetén. Legyenek ¢&,, n € N,
(I3, A, P)-n értelmezett fiiggetlen standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozdk. Ekkor
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minden n € N, r > 0 esetén

Legyen ng € N olyan, hogy n >ng-ra r?/n < 1/2, azaz 2r?> <n. Ekkor n>ngy esetén

P(S,(r)) <P(%lfz - %) _ P(Z:;l & 4. _%)

n 2 n 2 n 2
< P({—Z’“:1 S _ 1> 1} U {—zk:lgk ~1< —1}> = P( iz Sk 1 > 1)
n 2 n 2 n 2
Mivel EE2 =1, n € N, a Csebisev-egyenlStlenség alapjan kapjuk, hogy lim,, . P(S,(r)) =
0 minden 7 >0 esetén.

Mivel P(S(r)) < P(Sn(r)), n € N, kapjuk, hogy P(S(r)) = 0 minden 7 > 0 esetén.

Felhasznélva, hogy
b=Js(r) =Jsm),
n=1

r>0
és azt, hogy S(n+1) C S(n), P(S(1)) <1< 400, kapjuk, hogy
P(ly) = lim P(S(n)) = lim 0 =0,

n—oo n—oo

ami ellentmondds, hiszen P valdszinliségi mérték Io-n, igy P(ly) = 1 kellene, hogy
fennalljon.

A fenti levezetés heurisztikusan azt is mutatja, hogy ha P az R*™ téren megszamlalhatd

sok fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo egyiittes eloszlasa, akkor
P(ly) = 0. U

1.3. Fiiggetlen novekménytii folyamatok

1.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen
noévekményi, ha P(§ =0) =1, és tetszdleges 0 <ty <ty < ... <ty idbpontok esetén a
s &y — &by - ovy &y — &y, movekmények (teljesen) fiiggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen, staciondrius
novekményi, ha figgetlen novekményii, és a novekmények eloszldsa iddeltoldssal szemben
invaridns, azaz tetszéleges 0< s <t iddpontok esetén a & — & novekmény eloszlisa csak
(t — s)-tdl figg (vagyis Eon — & eloszlasa nem fiigg t-t6l).
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1.3.2. Megjegyzés. Legyenek X ¢és Y fiiggetlen valdszintiségi véltozék F és G
eloszlasfiiggvényekkel. Ekkor X + Y eloszlasfiiggvényét H-val jelolve,

H’(,z):/_oo F(z—y)dG(y), zeR.

[e.9]

A H eloszlasfiggvényt az I és a G eloszlasfliggvények konvoliucidjanak nevezziik. O

Az alabbiakban felidézlink egy konstrukciét megszamlalhatéan végteleniil sok, eldlre
adott eloszlasu, fiiggetlen valdszintiségi valtozokbdl allé sztochasztikus folyamatra.

1.3.3. Megjegyzés. Legyen Q :=[0,1], A := B(Q) és P := A4, ahol A\ a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mértéket jeloli. Legyen minden w € Q esetén {d,(w),n € N} az
w € [0,1] valds szam diadikus tortbefejtése. Azaz w € [0,1] esetén a {d,(w), n € N}
sorozatot az aldbbi rekurziéval definidljuk: d;(w) := [2w], dpi1(w) = [2"T w — (di(w)2" +
-+ dy(w)2)]. (Itt [x] egy = valds szam egészrészét jeloli.) Analizisbdl tanultuk, hogy
erre a {d,(w), n € N} sorozatra igazak az alabbiak

(a) V n € N-re d,(w) €{0,1},
(b) nem létezik olyan ng € N, melyre d,(w) =1 barmilyen n > ng esetén,

(¢) a w szémot meghatdrozza a diadikus tortbefejtése az aldbbi értelemben

d d,
wzsup{%w)+-~+#,neN}.

gy minden n € N-re egyértelmiien definidltunk egy d, : Q — {0,1} fiiggvényt.
Megmutathatd, hogy {d,}2, fiiggetlen, azonos eloszldsi valdszintiségi valtozok és P(d,, =
0) = P(d, =1) = 3 minden n € N-re.

Legyenek {yu;, j € N} val6szintiségi mértékek R-en. Ekkor megmutathat6, hogy léteznek
olyan {Xj, j € N} fuggetlen valdszintségi valtozok (2, A, P)-n, hogy X; eloszlasa p;,
j €N, azaz P(X; € B) = pu;(B), VB € B(R), j€N. (A fent definialt d, valdszintiségi
valtozdk szerepelnek az X -k konstrukcidjaban.) Lasd Stromberg [8], Theorem 3.14. O

A {& :t>0} fiiggetlen novekményti sztochasztikus folyamat véges dimenziés eloszlé-
sainak megadasdhoz nyilvan elegendé megadni a {& — & : 0 < s < t} névekmények eloszla-
sat, hiszen ekkor tetszéleges 0 <t <ty < ... < t; esetén mar megvan (&, &, —Eryy- -y & —
&, ,) eloszlasa is. Valoban, &, = &, — & is novekménynek tekinthetd, és a koordinatdk
fliggetlenek, s igy barmilyen xz1,...,x, € R esetén

P<€t1 < xlagtz - gtl < Tg,... agtk - ftk,l < Z'k)
= P(&, <) P&, — & <x2) - P&y, — &y < 7).
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Ezért
gtl 1 0 T O gtl
(13 1) gtz - 1. O gtz _gtl
gtk ri1 .1 gtk - ftk—l

alapjan adott (&;,,&,,...,&,) eloszldsa is. Ugyanis

&, 1 & 10 0 T
p fz.:g _ li2 _p &ty - &t 11 0 $.2 |
&) \u b-t) 111 \g
ez utébbi valészinliség pedig mar meghatarozott, mert (&, &, —&, - -+ & —&,,,) €eloszlasat

ismerjiik.

Az is vilagos, hogy a {& : t >0} fiiggetlen, staciondrius novekményti sztochasztikus
folyamat véges dimenzios eloszlasainak megadasahoz elegendé megadni a {&; : t > 0} eloszldsokat
(azaz az ,,egydimenzids” eloszldsokat), hiszen tetszoleges 0 < s <t esetén & — & eloszldsa
megegyezik &_s — & = &-s eloszlasaval. Az is nyilvanvald, hogy az {F, : t>0}
eloszlasfiiggvényekre teljestil Fe , = F¢, * Fy, tetszbleges s,1>0 esetén (ahol G x H
a G és H eloszlasfliggvények konvolicidjat jeloli), hiszen

Estt = (Espr — &) + &1,

ahol &,y — & és & =& — & fliggetlenek, és &,y — & eloszlasa megegyezik & — &y = &
eloszlasaval.

1.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy eloszlasfigguényeknek eqy {F; : t >0} serege egy-
paraméteres konvolicids félcsoportot alkot, ha F,; = F, x I, tetszbleges s,t >0
esetén, és Fy = 1(,00)-

1.3.5. Megjegyzés. Az el6z6 definicidban az Fy = 1) megkotés mar kovetkezik az
Foop = Fox Fy, s,t >0 feltételbol. Ugyanis az s = t = 0 valasztassal kapjuk, hogy
Fy = Fy x Fy. Felhasznaljuk azt, ha X egy teljes szeparabilis metrikus csoport és p egy
idempotens valdsziniiségi mérték X-en (azaz p* u = p), akkor 1étezik egy olyan S C X
kompakt részcsoport, hogy u a normalizalt Haar-mérték S-en (l4sd Parthasarathy [6],
Theorem 3.1, Chapter III). Mivel R esetén az egyetlen kompakt részcsoport az dsszeadasra
nézve a nulldbol allé trividlis részesoport, kapjuk, hogy R esetén p (azaz Fp) a nulldba kon-
centralodé Dirac-mérték. Elemibb indoklas is adhaté. Jelolje o egy Fy eloszlasfiiggvényti
valészintiségi véltozé karakterisztikus fiiggvényét. Ekkor Fy = Fy* Fy miatt ¢o(t) = @2(t),
t € R. Felhaszndlva, hogy ¢o(0) =1 és o folytonos, kapjuk, hogy ¢o(t) =1 barmilyen
t € R esetén, azaz Fy a 0-ba koncentralodd Dirac-mértékhez tartozo eloszlasfiggvény. [
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1.3.6. Allitas. Legyen {F, :t >0} eloszldsfiigguvényeknek egyparaméteres konvolicids fél-
csoportja.  Ekkor létezik (Q,A, P) waldszindiségi mezd és rajta {& : t >0} figgetlen,
staciondrius novekményd sztochasztikus folyamat gy, hogy Fe = F; tetszbleges t =0
esetén. (Ekkor a kordbbiak miatt {& :t >0} wvéges dimenzids eloszldsai mdr egyértelmien
meghatdrozottak, és a bizonyitdsbol az is kijon, hogy Fe, ¢, = Fi,—4, minden 0<t <ty
esetén.)

Bizonyitas. Legyen k € N tetszolegesen rogzitett. Legyen 0 <t <ty < ... <1 esetén
(Mm,m2, - ..,Mx) olyan valdszintiségi vektorvaltozé, melynek koordinatai fiiggetlenek és rendre
F,Foy_tys.. . i, eloszlasiak. Az 1.3.3. Megjegyzés szerint 1étezik olyan valosziniiségi
mez6, melyen 7,...,n; a feltételeknek megfelelden definidlhatd. Jelolje Fi, 4, ¢ az

(7717771+772,-~-7771+7]2+~"+T]k)

eloszlasfiiggvényét. Belatjuk, hogy teljestil a kompatibilitasi feltétel. Azt kell megmutatni,
hogy ha 1< <19 < ... < 1y <k egészek, akkor a fenti vektor iy,is,...,%, sorszamu
koordinatainak egyiittes eloszlasa megegyezik egy olyan

(ﬁimﬁh +ﬁ$’27"'7ﬁi1 +7712++771e)

vektor eloszlasaval, ahol (7,7, ..., 7;,) olyan vektor, melynek koordinatai fiiggetlenek és

rendre Fy, ,Fy, 4 ..., Fy 4 eloszlasiuak. (Hasonléan az el6z6khoz olyan valdszintiségi
1 12 1 e -1

mez0 is 1étezik, amin az 7);-k definidlva vannak. Ez mds, mint az el6z6 valdszintiségi mezo,

de ez nem baj, mert minket gy is csak az eloszldsuk érdekel a valdszintiségi valtozdknak.)

Ekkor a feltételek alapjan

77i]-+1+77ij+2+"'+77ij+17 j:O7"'7l_]‘7
eloszlasfiiggvénye

Fti]-+1_tij * Ftij+2_tij+1 koooee Ftij+1_tij+1—l = Ftij+1_tij’ ] = 07 ey l — 1,

ami éppen 7)., eloszlasfiiggvénye. (Itt az ip := 0 és o := 0 jelolésekkel éliink.) Ezt
felhasznélva a kompatibilitds konnyen kovetkezik, ugyanis j = 0-ra kapjuk, hogy 7, +1+- -+
Migyr = M+ +m;, eloszlasfiiggvénye Fy, , ésigy az eloszldsa megegyezik 7);, eloszlaséval.
A j =1 vélasztassal kapjuk, hogy m;,+1+ -+~ +m;, eloszlasfiiggvénye Fy, — Fi, , és gy

eloszlasa megegyezik 7);, eloszlasaval. Felhasznalva azt, hogy nq,...,n;, fiiggetlenek és
azt, hogy n;, és n;, is fuggetlenek kapjuk, hogy ny +---+n;, +ni,41 + -+ +1n;, eloszlasa
megegyezik 7;, +1;, eloszlasdval. A j =2,.-. [ —1 vélasztassal hasonl6 gondolatmenetet

hasznalva addédik a kompatibilitasi feltétel.

Tehét lehet alkalmazni Kolmogorov-alaptételét. A kapott {& : ¢ >0} folyamatra tel-
jesiil, hogy F£t17._.7&k = F, 4 minden £ € N, t,....4 € T, 0<t; < -+ <
esetén. Specidlisan, F¢, = F;, t>0. Legyen k € N tetszilegesen rogzitett, ekkor a
konstrukei6 alapjan 0 <ty <t < ... <t esetén (&,,&,,...,&,) eloszlasa megegyezik az
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(M, +m2y...ym +m2+ -+ 1) vektor eloszldsaval, ezért (&, &, — &y oy & — &t y)
eloszldsa megegyezik (n1,ms,...,nx) eloszlasaval. Ugyanis (1.3.1) alapjan

-1 10 0 0
ftl ]' 0 e 0 gtl _1 1 0 0 §t1
— 11
(1.3.2) s _ S| 0 5’? —lo -1 1 0 5’?
gtk - gtk_l 1 1 T 1 gtk O 0 . : . _1 1 gtk

Mivel (&,,&,,...,&,) eloszlasa megegyezik az (01, m + 12, ..., + 02 + -+ + 1) vektor
eloszldsdval, (1.3.2) jobboldala eloszldsban megegyezik az alabbi valdsziniiségi vektor valtozo

eloszlasaval:
1 0 0 0
1 1 0 0 11 n
0 -1 1 0 e ™
6 0 _i 1 m+ne+-+n Nk

Ezért a folyamat valéban fiiggetlen, stacionarius névekményt, hiszen az n;-k fiiggetlenek és

n; eloszlasa Fy,_4 ami a konstrukcié miatt megegyezik &, , eloszlasaval, ill. a fentiek

i—17

miatt &, — &, , eloszlasaval is, és csak ¢; —¢;_1-tdl fugg. O

1.4. Wiener-folyamat és Gauss-folyamatok

1.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {W; : t >0} folyamat (m,oc?)-paraméteri
Wiener-folyamat (Brown-mozgds), ahol m € R és o >0, ha

(i) figgetlen, staciondrius novekményi,
(ii) tetszéleges 0< s <t iddpontok esetén Wy — Wy~ N (m(t — s),02%(t — s)),
(iii) P-m.m. w € Q esetén a t € [0,+00) — Wi(w) trajektoria folytonos.
A (0,1)-paraméterti Wiener-folyamatot standard Wiener-folyamatnak nevezziik.

1.4.2. Megjegyzés. Mivel a fiiggetlen névekménytiség definicidjaba beleértettiik, hogy az
illets folyamat a 0-bdl indul ki, ha {W; : t >0} egy (m,o?)-paraméterti Wiener-folyamat,
akkor Wy = 0. [

Az 1.3.6. Allitas alapjan létezik olyan fiiggetlen, stacionérius novekménytt {W, : ¢ >0}

folyamat, melynek novekményeire teljesiil, hogy W; — W, ~ N (m(t —s),0%(t —s)), ugyanis
csak azt kell ellenérizni, hogy az {N(mt,c?t) : t > 0} eloszldsok egyparaméteres konvolicids
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félesoportot alkotnak. (Itt N(0,0) alatt azt az eloszldst értjiik, mely a 0 pontra kon-
centralodik.) Ez pedig azért igaz, mert fliggetlen normalis eloszldst valészintiségi valtozok
Osszege is normalis eloszlasi és a paraméterek is osszeadddnak.

Az, hogy a harmadik, folytonossagi feltétel is kielégitheté a Wiener-folyamat definicio-

jaban, a kovetkez6 tétel alapjan bizonyithato.

1.4.3. Tétel. (Kolmogorov-kritérium) Ha {& :t € T}, T C R olyan valds fdzisterd
sztochasztikus folyamat, hogy léteznek olyan o >0, 3 >0 és c¢>0 szamok, hogy

El& — & < |t — "7
teljesiil tetszoleges s,t € T esetén, akkor a folyamatnak létezik olyan modifikacidja, melynek

minden trajektoridja folytonos.

1.4.4. Kovetkezmény. Ha {& :t € T}, T C R olyan valds fazisteri sztochasztikus
folyamat, mely teljesiti a Kolmogorov-kritérium feltételeit, akkor sztochasztikusan folytonos,
azaz ha t € T és (tp)nen olyan T-beli sorozat, hogy lim, . t, = t, akkor &, tart
sztochasztikusan &-hez, ha n — oc.

Bizonyitas. Legyen t € T és (t,)neny olyan t, € T-beli sorozat, hogy lim, .. t, =
t. Ekkor a Markov-egyenlétlenség alapjén, felhaszndlva a Kolmogorov-kritériumot kapjuk,
hogy 1éteznek olyan a >0, >0 és ¢ >0 szamok, hogy

1 c
P(&, — &l =€) = P(|&, — &|" > e%) < S—QE@” =& < €—a|tn — |7,
amibodl adddik az allitas. O

1.4.5. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasbol latszik, hogy egy {& : t € T'} valds fazister(i sz-
tochasztikus folyamat sztochasztikus folytonossaga a véges dimenzids eloszlassereg ismerete
alapjan eldontheto.

Az aldbbiakban megfogalmazunk egy allitast, melybol kovetkezik, hogy elegendd a stan-
dard Wiener-folyamat 1étezését belatni.

1.4.6. Allitds. Ha {W, : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor {Wt =mt+ oW, :
t>0} egy (m,o?)-paramétert Wiener-folyamat, ahol m € R, o > 0.

Bizonyitas. Az 1.4.1. Definicié (i),(ii) és (iii) feltételeit kell leellendrizni a {Wt 1t >0}
folyamatra. A (iii) feltétel automatikusan teljesiil. Tetsz6leges 0<t; < to esetén

W, — Wy, = (mts + oWy,) — (mty + oWy,) = m(ts — t1) + o(Wy, — W,,).

Ennek eloszldsa N (m(ty—t1),0%(ta—t1)), ésigy (ii) is teljesiil. Mivel Wy = m0+0Wy = 0,
ezért (i) belatdasdhoz csak azt kell megmutatni, hogy tetszéleges k € N, 0<t; < ty <
<o <t esetén a

| N | N A
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novekmények fiiggetlenek. Mivel {W, : ¢ > 0} standard Wiener-folyamat, ezért a W, , Wy, —
Wy, o, Wy, — Wy, novekmények fiiggetlenek. Felhasznalva azt, hogy Wti o /_thi =
m(tiyr — t;) + oWy, = We), @ = 1,...,k —1 és azt az éllitast, hogy ha §&,...,&
fiiggetlen valoszintiségi valtozok és g¢i,...,¢g, : R — R Borel-mérhet6 fliggvények, akkor az
m = g1(&1), ..., nn = gn(&,) valdszintliségi valtozok is fiiggetlenek, kapjuk a {Wt 1t >0}

folyamatra vonatkozé novekmények fliggetlenségét.

Megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-kritérium feltételei teljesiilnek az 1.3.6. Allitas alapjan
létez6 fliggetlen, staciondrius névekményt {W; : t > 0} folyamatra, melynek névekményeire
fenndll, hogy W; — W, ~ N(m(t — s),0%(t — s)), ha 0<s < t. Felhaszndlva, hogy ha ¢
standard normélis eloszldst valdszintiségi valtozd, akkor EE* = 1.3-5- - (2k—1) = (2k—1)!!,
k € N, kapjuk, hogy

BW, - W.)* =E(VIE— sV, 1))4 30— s)2,

ha s,t>0. fgy teljestil a Kolmogorov-kritérium feltétele o = 4, g =1, ¢ = 3
vélasztasokkal. Ezért létezik olyan folytonos trajektéridgju {W; : ¢t >0} folyamat, hogy
P(W, = Wt) =1, Vt>=0. fgy a {W,:t>0} folyamat kielégiti az 1.4.1. Definici6 (i),(ii)

és (iil) feltételeit.

A kovetkezo allitas fliggetlen standard Wiener-folyamatok ,,0sszeragasztasaval” kapcso-
latos.

1.4.7. Allitas. Legyenek {VVt(l) :te[0,1]} és {Wt@) :t €[0,1]} ugyanazon a valdszindségi
mezon értelmezett fiiggetlen standard Wiener-folyamatok. Ekkor a

w ha te(0,1],
Wt =
w4+ w®  ha te(1,2],

mddon definidlt {Wt 1t €[0,2]} folyamat standard Wiener-folyamat.

Bizonyitas. Az1.4.1. Definicié (i),(ii) és (iii) feltételeit kell leellenériznia {W, : ¢ € [0,2]}
folyamatra. A (iii) feltétel automatikusan igaz W, definfciéja és a standard Wiener-
folyamat folytonossdga miatt. A fiiggetlen novekménytiséghez azt kell leellenérizni, hogy
tetszoleges k € N és 0<t; <ty <--- <t <2 esetén a

| e | N A

novekmények fiiggetlenek. Legyen i az az index (feltéve, ha létezik), melyre ¢, 1 <1 < t;
teljesiil. Mivel egy standard Wiener-folyamat fiiggetlen novekményti, az alapul vett Wiener-
folyamatok fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy a

W,

(1.4.1) Wiy, Wiy = Wiy oo, Woy = W, Wy s Wy =W,

i—2) 141

novekmények fliggetlenek. Azt kell tehat csak ellendrizni, hogy a Wt Wt _, novekmény
fiiggetlen az (1.4.1)-ban szereplé névekményektsl. Mivel Wt Wt = W1 +Wt(i2_)1 — th?l

25



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

és Wt(f_)l a VVt(f_)1 — WO(Z) novekménynek tekintheto egy, az elobbihez hasonld érveléssel
kapjuk a dolgot. (Amikor nem létezik a fenti tulajdonsdgi ¢ index, akkor azonnal kapjuk
a dolgot.)

Végezetiil azt kell még belatni, hogy tetszoleges 0 < s <t <2 esetén Wt — ﬁ//s normalis
eloszldsi 0 varhaté értékkel és ¢ — s szérasnégyzettel. Ha s,t € [0,1], akkor

W, — W, =W —w,

s

mely N (0,t —s) eloszldst.
Ha s,t € (1,2], akkor

We =Wy =W+ W2 - W - w2 =W - w2,

mely N(0,t—1—(s—1)) =N(0,t —s) eloszldsu.
Ha 0<s<1<t<2, akkor

W,—W,=w +w® —wo,

Mivel Wl(l) — WY eloszlésa N(0,1—5s) és Wt(f)l eloszldsa N(0,t — 1), felhaszndlva
fliggetlenségiiket kapjuk, hogy W; — W, eloszldsa N (0,1—s)*N(0,t—1) = N(0,t—s). O
A {W;:tel0,1]} standard Wiener-folyamatot kozelithetjiik a kovetkezé médon.

1.4.8. Allitas. Legyenek {n, : n € N} figgetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozdk,
En =0, D% = 1. Definidljuk minden n € N esetén a {€™ :t € [0,1]} sztochasztikus
folyamatot a kovetkezéd modon:

[nt]

1

(n) .

.:—§ . telo1].
gt \/ﬁi:17) [ ]

Ekkor a {&Fn) ct € [0,1]}, n=1,2,... folyamatok véges dimenzids eloszldsai gyengén
konvergdlnak a {W; :t € [0,1]} standard Wiener-folyamat véges dimenzios eloszldsaihoz.

Bizonyitas. A véges dimenzids eloszldsok gyenge konvergenciajahoz azt kell belatni, hogy
tetszolegesen rogzitett k€ N és 0<ty <ty <--- <t <1 esetén fenndll, hogy

lim P(ﬁt(ln) < Ti,... ,575(:) <) =PWy <xp,..., Wy, <uxp),

n—oo

minden xq,...,z; € R esetén. (Itt felhasznaltuk azt is, hogy a késobb szerepl6 1.4.14.
Allitas alapjan (Wi, ..., W) k-dimenziés normalis eloszldst, és igy eloszlasfiiggvényének
minden (x1,...,7;) € R* folytonossagi pontja.) Megmutatjuk, hogy elegendd azt beldtni,
hogy tetszéleges 0 < s <t esetén

(1.4.2) € — e 2w, — W, ~ N(0,t — s).
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A {ft(") :t€[0,1]}, n=1,2,... folyamatok fiiggetlen ndvekménytiek, hiszen 0<s <t

esetén
[nt]

gt(n) sn \/— Z 7717

i=[ns]+1

Tovébba, felhasznalva az (1.3.1) dsszefiiggést kapjuk, hogy

PE <21, 60 < )

10 0 0 -
ft(ln) 1 11 0 5 tl T
=P <] =P 11 1 -+ 0 fa 1
(n) S 1
&, Tk Do .o f(n) B 5(") T
11 --- 1 1 23 lg—1
(n) 1 0 0\
t
£ _1 £ 0 0 )
=P 2 oh 1 0 7
gt gtk 1 1 1 . 1 1
és 1gy (1.3.2) alapjan
f(”) T
Ty — X1
(n) (n) gtg 51&1) B
P& <m,....& <zp)=P < | 23— 129
€ — g
k k—1 Tp — Thy

Felhasznalva azt, hogy a {515") :t €[0,1]} folyamat fiiggetlen névekményti kapjuk, hogy

P( (n)<$17~--7§t(:)<xk>:P( (n)<$ 1) P( ff)—£§?)<:cz—x1)-~P(£§k ftk , < T — Tpa).

Hasonlé szamolas adja, hogy
P(th < T1,..., Wtk < l’k) = P(th < Il)P(Wt2—th < Ig—Il) <o P(Wtk_Wtk,l < xk—xk_l).
fgy kapjuk, hogy elegend6 belatnunk, hogy tetszoleges 0 <s <t <1 esetén

lim P(E™ — ¢ < 2) = PW, - W, < z),
minden z € R esetén. Ez pedig definici6 szerint azt jelenti, hogy &™ —¢l™ tart eloszldsban
(W; — Ws)-hez, ha n — co.
Rétériink most (1.4.2) bizonyitdsdra. A folytonosséagi tétel alapjan ehhez elég azt beldtni,
hogy

_ (tf.s)'Lu2

Peim_gom (W) = pwi-w, (W) = yp-s(w) =™ 2, weR
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(Itt @ a & valdszinlségi valtozé karakterisztikus fiiggvényét jeloli.) Felhaszndlva, hogy
nn, 1 € N, fliggetlen, azonos eloszlasiak, barmilyen w € R esetén

[nt] [nt]—[ns]—1
o2 (o) o (2) (o ()

j=lns)+1

Ismert, hogy a centralis hatareloszlas tétel szerint

1 < "o —ES
TR = iz ! nD;?—ln) 5 N(0,1).
i=1 V 1

Ezért a folytonossagi tétel alapjan

(gom (i)) — e_wTQ, w € R.
Jn

fgy
n [nt]—[ns]—1 )
w " _ (t=s)w
‘péﬁ”)—fgm( ) = Ksﬁm (%)) } —e z , weR,
hiszen . .
lim nt] — [ns] — =t—3s
n—0o00 n

O

1.4.9. Megjegyzés. Az 1.4.8. Allitdsban definialt {{t(n) :t € [0,1]} folyamatot a kovetkezd
modon konstrualhatjuk meg. Tekintsiik a szamegyenes egész koordinataju pontjain a 0-bél
kiindul6 szimmetrikus véletlen bolyongast, azaz az 1.4.8. Allitasbeli Mn, N € N valoszintiségi
valtozok legyenek szimmetrikus Bernoulli eloszlasiak. Figyeljiik a bolyongé részecske mozga-
sat az n idOpontig és készitsiik el a részecske mozgasat leir6 id6—it grafikont. Az idotengelyen
1/n-szeres, az tttengelyen 1/./n-szeres zsugoritast végrehajtva kaphatjuk az 1.4.8. Allftds-
ban definialt §§n) valészintiségi valtozét. Az eredeti id6—ut grafikon esetében egységnyi idé
alatt +1-et 1épiink el6lre, az dttranszformalt idé—it grafikon esetében 1/n idd alatt +1/y/n-
et 1épiink elSlre, {gy a két meredekség =+1, illetve ++/n. Az utébbi n — oo esetén +oo-
hez tart, ami el6lre vetiti, hogy a Wiener-folyamat trajektoridi egy valésziniiséggel seholsem
differencialhatok. (l

Az alabbiakban megadjuk a Gauss-folyamatok fogalmat, utana pedig a Gauss-folyamatok
és a Wiener-folyamat kapcsolatat vizsgéljuk.

1.4.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} folyamat Gauss-folyamat, ha a
véges dimenzios eloszldsai normalisak.

Egy {& :t €T} Gauss-folyamat varhaté érték fliggvénye az m : T — R, m(t) = E¢&
fiiggvény, kovariancia-fiiggvénye pedig K : T x T — R, K(s,t) = cov(&s,&).  Egy
Gauss-folyamat varhato érték fliggvényének és kovariancia-fiiggvényének értékkészlete azért
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részhalmaza R-nek, mert egy normalis eloszldsu valdszintiségi valtozo elsd, masodik (és az
Osszes tobbi) momentuma véges. Nyilvan egy {& : ¢t € T} Gauss-folyamat véges dimenzids
eloszlasait meghatarozza a varhaté érték fliggvénye és a kovariancia-fiiggvénye. Ugyanis egy
tobbdimenzios normalis eloszlast egyértelmilen meghatarozza a karakterisztikus fiiggvénye,
ezt pedig a szébanforgd normalis eloszlas varhatd érték vektora és a szérasmaétrixa.

Az aldbbiakban felidéziink egy, a tobbdimenzids normalis eloszlas ekvivalens definicijara
lehetoséget ado allitéast.

1.4.11. Allitas. Egy £ : Q — R¥ waldsziniiséqi vektorvdltozd k-dimenzids normdlis eloszldsi
akkor és csak akkor, ha tetszoleges aq,...,ar € R esetén Zle ;& Q) — R 1-dimenzios
normdalis eloszlasu valosziniségi valtozo.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy & k-dimenzids normalis eloszlasu valészintiségi vektorvaltozo.
Ekkor létezik olyan A (k x k)-s valés matrix és m € R¥ valds vektor, hogy ¢ eloszldsa
megegyezik An+ m eloszlasaval, ahol 7 k-dimenzids standard normalis eloszlasu.

Legyen ¢ € R*, ekkor azt kell bizonyitani, hogy Zle c:i& = (¢, &) mnormélis eloszlasu.
Felhasznalva, hogy ¢ karakterisztikus fliggvénye

pe(t) = exp {i{m. 1) - %(AATt,t)}, t € R,
kapjuk, hogy (c,&) karakterisztikus fiiggvénye az u € R helyen
Pl (1) = Ee™) = e (uc) = exp {i(m, ucy — %(AATUC, uc)}
= exp {z’(m, chu — %<AATC, c)uQ}.

Felhasznalva a karakterisztikus fliggvények és az eloszlasok kozotti kolesonosen egyértelmii
kapcsolatot kapjuk, hogy (c,&) 1-dimenziés normadlis eloszldsi (m,c) varhat6 értékkel és
(AATc, c) szérasnégyzettel.

Megforditva tegyiik fel, hogy ¢ : Q@ — R k-dimenzids valdszinfiségi vektorvaltozé és
tetszbleges ¢ € R esetén (c, &) normalis eloszlasi. Ekkor (c, &) karakterisztikus fiiggvénye
az u € R helyen

Plegy (u) = B8 — exp {ife, E)u - %<cov(§, §e,chu .
hiszen E{c,€) = (¢, E€) és
D*((¢.€)) =E((c,€) - (¢, E&))* = (e (¢ — BE))* = E(c (€ ~ E&)( ~ E)e)
= ¢'E(¢ — E)(€ — &) e = cleov(¢,§)e = (cov(§, €)e, o).
fgy
preg (1) = B9 = ge(c) = exp {ife BE) — L {cov(€,E)e, o)}

ami adja, hogy ¢ k-dimenziés normalis eloszlasu. U
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1.4.12. Kovetkezmény. Ha &i,...,& figgetlen normdlis eloszldsiak, akkor (&1, ..., &)
k-dimenzios normdalis eloszlasi.

1.4.13. Allitas. Legyen m : T — R tetszoleges fiigguény, és legyen K : T xT — R
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit figgvény. Ekkor létezik (L2, A, P) walészintdségi mezd
és rajta {& : t € T} Gauss-folyamat, melynek vdrhato érték figgvénye és kovariancia-
fuigguénye az adott m, illetve K fiigguény.

Bizonyitas. Legyen k € N rogzitett. Legyen t1,t0,...,tx € T, t1 < to < ... <

tr esetén Iy 4, 1 az a k-dimenzids normalis eloszlas, melynek varhaté érték vektora

k
(m(t1),...,m(tx)), kovariancia-métrixa pedig (K (¢;, t”))j,nzl,...7k'

a Kolmogorov-féle kompatibilitdsi feltétel. Azt kell megmutatni, hogy ha 1< < is <

Belatjuk, hogy teljesiil

- < < k egészek, akkor egy, a fenti tobbdimenzids normaélis eloszlasu vektor iy, s, ...,
sorszamu koordinatdinak egyiittes eloszldsa megegyezik egy (m(t;),...,m(t;,)) varhaté
érték vektoru és (K (tiwtin))jn:1 _, kovariancia-métrixt normalis eloszldssal.

Ha (&,,...,&,) k-dimenzids normalis eloszlasu, akkor az 1.4.11. Allités kapjuk, hogy tetszo-
leges 1<iy <y <...<ig<k egészek esetén (&, ... ,ftw) (-dimenzids normalis eloszlasu
lesz. Ekkor (&, ... ’ftie) véarhaté érték vektorat tigy kaphatjuk meg, hogy (&;,...,&,)
t
(&iys -+ &r,) kovariancia-métrixdt Ggy kapjuk, hogy (&, ..,&,) kovariancia-mdtrixdbol

varhato érték vektorabdl a ¢ t;,-tol eltérd indexti sorokat toroljik. Hasonléan

i1y bigy o+ oy
a ti,ti,,...,t;,~tol eltéré sorokat és oszlopokat toroljik. fgy a kompatibilitasi kritérium
teljesiil, ezért alkalmazhaté Kolmogorov-alaptétele. 0

1.4.14. Allitas. Egy {& :t >0} folyamat akkor és csak akkor standard Wiener-folyamat,
ha

(i) Gauss-folyamat,
(ii) tetszdleges s,t >0 idbpontok esetén E& =0, cov(s, &) = min{s, t},
(ili) P-m.m. w € Q esetén a t € [0,400) — &(w) trajektoria folytonos.

1.4.15. Megjegyzés. A (ii) feltételben az s = ¢t = 0 valasztédssal élve kapjuk, hogy
E& =0 és D?*¢, =0, igy EE =0, amib8l P(§ =0) = 1. O

Bizonyitas. Ha {¢& : t>0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges 0<t; <
to < ... <t esetén a &, &, — &y 56, — &, nOvekmények fliggetlenek és normélis
closzldstiak. Igy az 1.4.12. Kovetkezmény miatt a (&, &, — &y, - - - & — &) vektor
normdlis eloszlast. Felhaszndlva az (1.3.1) eldéllitast és azt az &llitast, hogy ha 7 egy
k-dimenzids normaélis eloszlasi valdszintiségi vektorvaltozd és B egy (¢ X k)-s valés matrix,
akkor Bn egy (-dimenziés normalis eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozé, kapjuk, hogy a
(&1, &ty - - -, &, ) vektor is normélis eloszlast. Ezért a {& : ¢ >0} folyamat Gauss-folyamat.
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Mivel & ~ N(0,t), {fgy E§ =0. Ha 0<s <t, akkor &—¢&, és &—& = &, fiiggetlensége

alapjan
cov(&s, &) = cov(&s, (& — &) +&s) = cov(&s, & — &s) + cov(&s, &s) = ]D)Qgs = S.

A (iii) feltétel automatikusan teljestil.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a {& : t > 0} folyamatra teljesiilnek az dllitasbeli feltételek.
Ekkor tetszéleges 0 <t <ty < ... <ty esetén (1.3.2) alapjan

&, 1 0 -+ 0 O &
&2 - gtl -1 1 - 0 0 5152
étk,1 - é-tk72 0 0 1 0 gtkfl
gtk - Stk_l 0 0 _]- ]- étk
Hasonléan az eléz6ekhez kapjuk, hogy a (&,,&, — &y --0 &, — &,_,) vektor normalis

eloszlasu. Megmutatjuk, hogy ezen vektor koordindtai korreldlatlanok. Ha 2 <17 < j <k,
akkor ¢, <t;<t;_; <t; alapjan, felhasznalva a (ii) feltételt kapjuk, hogy

cov (&, — &uys &t — &tya) = cov(&e, &) — cov(&hy &by y) — cov(Enys ) +cov(&e oy, &)
- t, - tz - tz’—l + tz’—l - 0

Felhasznélva azt, hogy egy tobbdimenzids normalis eloszlds koordinatainak korrelalatlansa-
gabol kovetkezik azok fiiggetlensége kapjuk, hogy a (&,,&, — & -5 &, — &,_,) vektor
koordinatai fiiggetlenek, ezért a folyamat fliggetlen novekményt. Mivel 0 < s <t esetén a
(&s,& — &) vektor normalis eloszlési, az 1.4.11. Allftas alapjan & — & normélis eloszlasu.
A (i) feltétel alapjan E(& — &) = E& — E& = 0, tovabba

D2(€t_€8) :COV(ft—fsaft_gs) :t_S_S+S:t_Sa
tehdt & — & ~ N(0,¢ — s). Az 1.4.15. Megjegyzés miatt P(§ = 0) =1, ezért a folyamat
fiiggetlen, stacionarius novekményti. U

Az, hogy a K : [0,00) X [0,00) — R, K(s,t) := min{s,t} fiiggvény szimmetrikus
és pozitiv szemidefinit, kozvetleniil is belathatd, de kovetkezik a bizonyitas elso részébdl is,
hiszen belattuk azt, hogy létezik olyan Gauss-folyamat, melynek ez a kovariancia-fliggvénye.

Az aldabbiakban a Wiener-folyamatra vonatkozé tovabbi eredményeket targyalunk.

1.4.16. Allit4s. (Wiener-folyamatra vonatkozé nagy szamok erds torvénye) Legyen
{W,:t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor

P <{w Q| lim th(“’) - o}) ~1.

(Megjegyezziik, hogy a limy_oWi(w)/t hatdrérték 1 waldsziniséggel nem létezik, ldisd az
1.4.51. Allitdst.)
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Bizonyitas. Felhaszndlva a (kés6bb térgyalandd) 1.6.8. Allitast kapjuk, hogy {|W;| : t >0}
szubmartingdl az FV := o(W,,s<t), t >0, un. standard (természetes) filtraciéra nézve.
Legyenek o és 7 olyan valés szamok, hogy 0 < o < 7. A Doob-féle maximal egyenlétlenség
szerint (1.6.10. Tétel (iii)) alapjén ( p = 2-vel) kapjuk, hogy

AN | 1 2
E | sup (—t> ] < 5E [ sup Wf} = E [ sup |Wt|}
oSIST g o<t<T o o<t<T
1/ 2\ 4 At
< (— ) EW,]? = SEW? = —.
o2 (2 — 1> W] o2 T o2

Legyen o := 2" 7 := 20 = 2""!, n € N, {igy a Markov-egyenl6tlenség alapjan minden
e >0 és n € N-re adédik, hogy
n+1
P( |W| - 5) o 42 8

sup
2n<t<2n+l t

= 22no2 o g29on’

Mivel >, 2% < 00, a Borel-Cantelli-lemma alapjan létezik olyan A € A esemény, hogy

P(A) =1 és minden w € A esetén létezik olyan N(w) € N, hogy ha n> N(w), akkor

L]

2n<t<2n+l t

Le.

Igy minden w € A esetén |[Wi(w)|/t<e, ha t>2V®  azaz W,/t tart a 0-hoz
1-valészintiséggel, amint t — oo. U

1.4.17. Megjegyzés. Az a gyengébb allitas, hogy W,/t tart a 0-hoz sztochasztikusan,
amint ¢ — oo pusztan ,,elemi” eszkozokkel is bizonyithato.

1. Indoklas. Legyen ¢ > 0. Ekkor
Wy EWE t

> s) = P(|Wi| = |t|le) = P(W}? > t°¢%) <

fgy a sztochasztikus konvergencia definicidja alapjan készen vagyunk.
2. Indoklas. A nagy szamok erds torvénye alapjan
W,
P(hm —:0> —1,
n—oo MM
ugyanis

W Wit (Wa = Wi) + -+ (W = W)

Y

n n
és Wy, Wy — Wy, ..., W,, — W,y fliggetlen, azonos eloszlastak és E(W; — W;_;) = 0,
t=1,...,n. Ebbdl az is kovetkezik, hogy

(1.4.3) P( lim 1 _ 0) ~ 1.
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Megmutatjuk, hogy W/t —W/[t] tart 0-hoz sztochasztikusan, ha ¢ — co. Legyen & > 0
tetszoleges. A Csebisev-egyenlotlenség felhasznaldsaval kapjuk, hogy

Wi Wiy ¢ DOV W),
[t] g2
Itt
D? %_% — D2 K W_ — 9oy Wt W[t]
t [t t 1] ]
1 1 1 t— [t]
— _ _ 2 _td
= ot + it~ 2 = g
igy minden ¢ > O-ra
limP(‘%—% 25):0,
e\ T

azaz Wi/t — Wyy/[t] tart 0-hoz sztochasztikusan, ha ¢ — oo. A Szluckij-tétel (miszerint,
ha X, tart X-hez eloszlasban, illetve Y, tart c € R-hez eloszlasban, akkor X, +Y, tart
(X + ¢)-hez eloszlasban) és (1.4.3) alapjan kapjuk, hogy W,/t tart 0-hoz eloszlasban, ha
t — 0o. Mivel a hatédr valészintiségi valtozd kontans 0, igy W, /t tart 0-hoz sztochasztikusan
is, ha t — oo. Pusztan az eddigiekb6él még nem kovetkezik, hogy W, /t 1-valdsziniiséggel is
tart 0-hoz. Ugyanis az nem igaz, hogy ha &, — & P-m.m. és n, tart 0-hoz sztochasztikusan,
akkor &, +1m, — £ P-m.m. Ellenpélddként legyen ¢, = 0, n € N, & =0 és n,,
n € N olyan sorozat, hogy tart sztochasztikusan 0-hoz. Ekkor altaldban nem teljesiil,
hogy 7, =0+mn, - 0=0+0 P-m.m. Ugyanis ez azt jelentené, hogy a sztochasztikus
konvergenciabdl kovetkezne a P-m.m.-i konvergencia, ami nem igaz. 0

1.4.18. Allitas. Ha {Wy : t =20} standard Wiener-folyamat, akkor tetszdleges X\ > 0

esetén a -
{i t> 0}
VA

folyamat is standard Wiener-folyamat.

(Ezért azt mondjak, hogy a standard Wiener-folyamat 2 exponensii erésen 6nhasonld
folyamat. Azért 2 exponens(i, mert a A skalaparaméter 1/2-edik hatvanyaval kell
normalni. Az onhasonlésdg kapcsolatban van azzal, hogy egy standard Wiener-folyamat
trajektériai 1-valdszintiséggel nem differencidlhatéak a 0-ban.)

1.4.19. Allitas. Ha {W, : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor a {—W, : t >0}
folyamat is standard Wiener-folyamat.

1.4.20. Allitas. Ha {Wy : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszbleges T > 0
esetén a
{W(T —t)—W(T):te|0,T)}

folyamat is standard Wiener-folyamat.
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1.4.21. Allitds. Ha {W,:t>0} standard Wiener-folyamat, akkor a

N tW(3) ha t>0,
Wt =
0 ha t=0.

folyamat is standard Wiener-folyamat.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy az 1.4.14. Allitas (i),(ii) és (iii) feltételei teljesiilnek
a {Wt :t >0} folyamatra. Legyen k € N és 0<t) <ty < -+ <t} tetszOlegesek. Az
(i) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy (th, mQ, . ,Wtk) normadlis eloszlas.
Elegend6 azt az esetet targyalni, amikor 0 < t; < to < --+ < tg, mert ha (&,...,&)
tobbdimenzids normalis eloszlasu, akkor (0,&q,...,&) is tobbdimenzids normélis eloszlast
(csak elfajuld). Mivel {W, :t>0} standard Wiener-folyamat, ezért (Wis,,...,Wis,)
tobbdimenziés normalis eloszlasd az 1.4.14. Allitds alapjan. Legyen

O R
0 ty -~ 0
0 O tr
igy
Wi, Wi,
=8| |
Wi, Wi,

ami adja, hogy (t1Wi/e,, taWijty, ..., tsWiys,) is k-dimenzi6s normalis eloszlasi. (Ez utébbi
dolog az 1.4.11. Allités alapjan azonnal kovetkezik, igy elkeriilheté a B matrix felirdsa.)
Tetszbleges t > 0-ra EW, = 0, ugyanis ha ¢ > 0, akkor EW, = E(tWi,) = 0; ha pedig
t =0, akkor EWO =[E0 = 0.

Tovabba tetszoleges 0 < s <t esetén
— (11
cov(Ws, W) = cov(sWy s, tWy ) = tsmin  —, (= s=sAt,
s

és tetszoleges t > O-ra
COV(WO, Wt) =cov(0,tWy,) =0=0AL.

A (iii) feltétel a standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossaga és az 1.4.16. Allitas
alapjan kovetkezik. O

1.4.22. Allitas. Ha {Wy : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges T >0
esetén a

(W(T +1) — W(T): t>0}

folyamat is standard Wiener-folyamat.
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Bizonyités. Legyen W, := W(T +t)—W(T) minden t > 0-ra. Azt mutatjuk meg, hogy
az 1.4.1. Definicié (i),(ii) és (iii) feltételei teljesiilnek a {Wt :t >0} folyamatra. Mivel
W, = W(T +0) — W(T) = 0, a fiiggetlen névekményiiséghez azt kell leellendrizni, hogy
tetszoleges ne€ N és 0<t; <ty <---<t, <400 esetén a

(144) th 9 Wt2 - th? st 7th - th,1
novekmények fiiggetlenek. A ty:= 0 jeloléssel kapjuk, hogy

W, =Wy |, =WI(T+1t;) — W(T) = W(T + t;_1) + W(T)

Mivel {W;:t>0} standard Wiener-folyamat, ezért a
WT+t1 - WT7 WT+t2 - WT+t17 ceey WT+tn - WT+tn—1

novekmények fiiggetlenek. fgy kapjuk, hogy az (1.4.4)-beli novekmények fliggetlenek.
Mivel tetszéleges 0<s <t esetén W(T +t)— W(T +s) eloszlasa W (T +t) — W (T + s)

eloszldsdval egyezik meg, ami csak T+t —T —s = t — s-tél fiigg, kapjuk, hogy a {W, : ¢t >0}
folyamat fliggetlen, staciondrius novekményt. A (iii) feltétel a standard Wiener-folyamat
trajektéridinak folytonossaga miatt automatikusan teljesiil. U

Legyen a tovdbbiakban {W; :t >0} egy standard Wiener-folyamat az (2, A, P) teljes
valészintiségi mezén. A késébbiekben (lasd példdul az 1.4.23. Megjegyzést) fontos lesz a
kovetkezd konstrukeié. Jelolje N az in. nullhalmazok halmazat

N::{Ngma GeFV.NCG, P(G):o},
ahol
FV = o(W,:0< s < o0).

Képezziik a kovetkez6 filtraciét (augmented filtration)

Fr=o(FYUN), t=0, ]'_OOIZU<U~7'—t>7

ahol
FV i=oc(W,:0<s<t), t=0.

Az {FV t>0} filtraciét a {W; : t > 0}-hoz tartozé standard filtraciénak neveziink.
A {W, : t >0} standard Wiener-folyamatot (gyakran) az (9, A, (F)i=0, P) filtralt
valdszinliségi mezén tekintjiikk. Mivel (9,4, P) teljes valoszinliségi mezs, N C A és
igy minden ¢ >0 esetén F; C A. Tehdt (Fi)i>o tényleg filtracié (€, A)-n (a filtracié
definiciéjaban benne van, hogy F; rész-c-algebrdja A-nak minden ¢ > 0-ra).

Vezessiuk be az

M; = max{W; : 0 < s < t},
M; =min{W,:0<s<
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folyamatokat. Ezek 1-valészintiséggel jol definidltak, mert a standard Wiener-folyamat tra-
jektoriai 1-valdszintiséggel folytonosak és egy folytonos fiiggvény kompakt halmazon felveszi
maximumat és minimumat.

1.4.23. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy minden ¢ > 0-ra M; F,-mérhet6 valoszintiségi
véltozé. Ehhez elég azt belatni, hogy {M, > a} € F; minden a € R esetén. Ugyanis
definicié szerint azt kell megmutatni, hogy R Borel-halmazainak M, altali inverzképei
benne vannak az F; o-algebraban. Azt tudjuk, hogy a {(—o00,a) : @ € R} halmazrendszer
altal generalt o-algebra egybeesik R Borel-halmazainak o-algebrajaval. Végiggondoljuk,
hogy az {(a,+o00) : a € R} halmazrendszer altal generdlt o-algebra is egybeesik R
Borel-halmazainak o-algebrajaval. Mivel minden a,b € R esetén

(b, +00) = U[b+%,+oo): U (R\(—oo,b—l—%))

* (—00, a) ZTZLGJI\I(_OQG_%] :%(R\(G_%7+m)> |

kapjuk, hogy a {(—oc0,a) : a € R} és {(b,+o0) : b € R} halmazrendszerek &ltal
generdlt o-algebrdak egybeesnek, igy mindkettdo megegyezik R Borel-halmazainak o-
algebrajaval, B(R)-rel. Tovdbbd mértékelméletbdl tudjuk, hogy ha B(R) = o(H), ahol
H R részhalmazaibdl all6 halmazrendszer, akkor az M, valdszinliségi valtozé akkor és
csak akkor F-mérheté, ha M, '(H) € F; minden H € H esetén. Ezért elegendd az
{(a,+0) : a € R} halmazrendszer M, altali inverzképét vizsgalni. Mivel egy standard
Wiener-folyamat trajektoriai 1-valdszintiséggel folytonosak kapjuk, hogy

(1.4.5) An{M,>a}=An | {W.>a},

{s€Q,0<s<t}

ahol A azon w € -k halmaza, melyekre a t € [0, +00) — W;(w) trajektéria folytonos,
és Q a racionalis szamok halmazat jeloli. Ekkor P(A) =1. Mivel Q megszamlalhaté, az
(1.4.5)-beli uni6 megszamlalhat6. Felhasznélva, hogy minden 0 < s <t-reaz AN{W, > a}
események benne vannak az F; o-algebrdban kapjuk, hogy AN{M; > a} € F;, hiszen egy
o-algebra zart a megszamlalhaté uniéképzésre. (Az, hogy AN{Ws > a}, 0 < s<t benne
van az JF; o-algebrdban abbdl kovetkezik, hogy P(Q\ A) =0 miatt Q\ A € N, ésigy
A € F;, valamint {W, >a} € FY, ha 0<s<t.) fgy

(M, > a} = (AN {M, > a}) U (Q\ A) N {M, > a}),

és mivel (Q\ A)N{M, >a} CQ\ A, PQ\A) =0, felhaszndlva F; konstrukcidjit
kapjuk, hogy (2\ A)N{M; > a} € F. Ezért {M, >a} € F; minden a € R esetén. [

Az 1.4.19. Allit4s alapjdn {=W,:t>0} isstandard Wiener-folyamat, igy M; és —M,
eloszldsa ugyanaz minden ¢ > 0-ra. Ugyanis a Wy(w), s € [0,t] trajektoridt kicserélve a
tiikrozottjére, —Wi(w), s € [0,¢]-re a max-b6l (—1)min, a min-bdl pedig (—1)max lesz.
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Az 1.4.18. Allitds maga utdn von egy, az {M, : >0} tn. maximum folyamatra
vonatkozé onhasonldsagi tulajdonsagot. Legyen a > 0 rogzitett és legyen W) := aW(a%),
t > 0. Ekkor

t
M} := max W) = max aWW <i> =aM | = |.
0<s<t °  0<s<t a? a?
Az 1.4.18. Allitds alapjan {W; :t >0} standard Wiener-folyamat, igy M;-nak megegyezik

az eloszldsa M; eloszldsaval. Ezért M-nek és aM,/,2-nek ugyanaz az eloszlasa.

Az 1.4.22. Allités szerint tetszOleges T > O-ra a Wy := W(T +t) — W(T), t>0
folyamat standard Wiener-folyamat. Azonban ennél t6bb is igaz.

1.4.24. Allitas. (Markov-tulajdonsig) Legyen {W, :t >0} egy standard Wiener-folya-
mat, (FYV)i=o a hozzditartozé standard filtracio. Tetszéleges T > 0 esetén vezessiik be a
{Wr =W (T+t)—=W(T),t >0} folyamatot (ez az 1.4.22. Allitds alapjin standard Wiener-
folyamat), jeldlje tovdabbd (F}¥" )i=o a hozzdtartozd standard filtraciét. Ekkor minden t > 0-
ra az FY és FV o-algebrdk figgetlenek. (Az is igaz, hogy FYV és FV  figgetienek
tetszileges t € [0,T] esetén.)

Bizonyitas. A t = 0-ra vonatkozé allitas trividlis. Legyenek 7' > 0 és t > 0 tetszOlegesek.
Legyenek tovabba n,m € N, 0<s1 <859 <+ <5, <T és 0<ty <tg< - <t, <t
tetszoOlegesek. Vezessiik be tetszoleges x1,...,Tn,y1,...,Ym € R esetén az

A= ﬂ{W(s]) — Wi(sj—1) <z},

Bi=(W{W(t; +T) = W(t;-1+T) <y;}
j=1
eseményeket (s = to := 0). Ekkor A € F)Y é B e FY'. Mivel a {W, : t>0}
standard Wiener-folyamat fliggetlen névekményti, A és B fiiggetlen események. Az A-
tipusi események az F)¥, a B-tipusi események az FV o-algebrat generdljik. Ugyanis
megmutatjuk, hogy altaléban igaz az, hogy ha {& : ¢t >0} egy sztochasztikus folyamat,
akkor minden s > O-ra

(1.4.6) A=0(,0<u<s)=0 U o(&ys.. &) | =K,
0t <<t <s,keEN

és

(147) IC =0 U U(Stlvftz - 51517 cee 7€tk - gtk_l)

0<ty <<t <s,kEN
Mivel minden s > 0-ra
0(6,0<u<s) =06 (B): BeBR),0<u<s),
o0(€) ={&,'(B) : B € B(R)}

37



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

és minden 0 <u<sre (k=1 és t; =u valasztassal)

(&) € U o(Ens- - E0) S K,

0t <<t < s,keEN

kapjuk, hogy
U {&'(B):BeB®)} k.

ou<ss
A generédlt o-algebra definicidja alapjan kapjuk, hogy A C K. Mivel minden k € N,
0<t; < <t <s esetén

&y -5 &) Co(&u,0<u<s),

kapjuk, hogy
LJ O(f“,.,,7§%) g;¢4

0t <<t <s,keN
A generdlt o-algebra definiciéja alapjan kapjuk, hogy K C A. fgy adddik (1.4.6).

Az (1.4.7) egyenléség bizonyitdsdhoz vezessiikk be tetszOleges k € N esetén a ( :=
&ty &) s az m o= (&, &, — &y &y — &y )  jeloléseket. Ekkor léteznek olyan
g:RF - RF h:RF - RF Borel-mérhetd fiiggvények, hogy 7= g(¢) és ¢ =h(n). (A g
és h figgvények valaszthatok linedris transzforméciéknak, s mivel a linedris transzformaciok
folytonosak, igy Borel-mérhetéek is.) Ezért

o(Q) = {¢(B), B € BRY)} = {{w € Q: ((w) € B}, B € BR")}
—{{weQihmw) € BY, B e BRY} = {{w e Qinw) e n(B)}, B € BRY) |
~{{weQiwen (7 (B)}L B € BRY | = {7 (b7 (B)), B € BR)} C o(n),
hiszen h Borel-mérhetésége miatt h~'(B) € B(RF) ésmivel 1 valészintiségi vektorvaltozo,

igy 7' (h"1(B)) benne van az n altal generalt o-algebraban. Igy ¢(¢) C o(n) és hasonléan
lathat6 be, hogy o(n) C o((). [gy kapjuk (1.4.7)-et.

Osszefoglalva, az A-tipusi események Osszessége az

U o(Ws,,Ws, = Wy, ..., Wy — W, ) halmazalgebra,

0<s1<<sp LT, neEN
mely az FW o-algebrat generilja, illetve a B-tipust események Osszessége az
y T )

LJ U(VVi,LVZ _'vaa"'apv;n'_

W ) halmazalgebra,

0<t1 <<t <t,meN

mely az F}V" o-algebrat generélja. (Az, hogy tényleg halmazalgebrakat kapunk kénnyen
ellendrizheto, az pedig, hogy a szobanforgd halmazalgebrak a fenti alakiak annak a kovetkezménye,
hogy tetszbleges & : Q — R* valdszinliségi valtozd esetén () = {(7Y(B) : B €
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B(R*)}.) Felhasznélva, hogy a szébanforgd halmazalgebrak fiiggetlenek, a Carathéodory-
tételt hasznélva belathatd, hogy az dltaluk generdlt o-algebrak F)Y és FV™ is fiiggetlenek.

Megjegyezziik, abbdl, hogy G; és Gy fiiggetlen eseményrendszerek altalaban még nem
kovetkezik, hogy az dltaluk generdlt o-algebrdk o(G;) és o(Gy) is fiiggetlenek. Tekintsiik
ugyanis a kovetkezd példat. Legyen € := {1,2,3,4}, A:=2% P({i}):= ;11, i=1,2,3,4.
Legyen tovabbd Gy := {{1,2}} és G, := {{2,3},{2,4}}. Ekkor G, és G, fiiggetlenck,
ugyanis

L P2} = PUL2IN{2.3)) = PUL2DPU2.3)) = 22 = 1,
L P2y = P12 N (2.4) = PUL2) P2 = 2 = L
Azonban {2,3} N{2,4} = {2} € 0(G>) nem fiiggetlen {1,2} € o(G;)-t6l. n

1.4.25. Kovetkezmény. Minden T > 0,t>0-ra az My és M; = maxocs<t Wi
valosziniiséqgi valtozok filiggetlenek.

Bizonyitas. Legyen

A ={weQ|se0,T] —» W(w) folytonos},
Ay ={weQ|se0,T]— W}(w) folytonos}.

Mivel (Wi)i>0, (Wi)i>0 standard Wiener-folyamatok, P(A;) = P(Ay) = 1. [gy kapjuk,
hogy tetszbleges = >0, y >0 esetén

Ain{Mr <z} =AN{sup Wy<z}= ﬂ AN {W, <z}

s€[0,T7] s€[0,T]

= ) An{W<ztc () (W<sper,
s€[0,T],5€Q s€[0,T],5€Q

és

AN {M; <y} = Agﬂ{supW* y}—ﬂAgﬂ{W* y}

s€(0.¢] s€[0,4]

= (] An{W<ytc () Wr<yer”

s€[0,t],s€Q s€[0,t],s€Q

Az 1.4.24. Allités alapjén kapjuk, hogy Ay N{Mp <z} és AyN{M; <y} fiiggetlenck, igy
{Mr <z} é {M; <y} is figgetlenek. Ugyanis P(A; N Ay) =1 miatt

P({My <z} n{M;<y}) =P({Mr<z}nAN{M <y}NA,)
= P(Ar N {My <a})P(Ay N {M; <y}) = P({Mr < z}) P{M; <y}).
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1.4.26. Definicié. Azt mondjuk, hogy a 7 : Q — [0,+00] (kiterjesztett valds értékii)
valdszintségi viltozé megdllitdsi idbépillanat a {& :t >0} folyamatra nézve, ha

{fweQ:r(w) <t} eo(&, 0<u<E)

teljesil tetszoleges t >0 esetén.

A kovetkez6kben a {W;:t >0} standard Wiener-folyamatot olyan (2, A, P)
valésziniliségi mezén értelmezziik, hogy minden w € Q-ra a ¢ € [0,+00) —
Wi(w) trajektéria folytonos. Azaz az alapul vett valdsziniiségi mez6bdl a ,rossz” w-kat
eltavolitjuk. Ekkor az 1.4.23. Megjegyzésben azt lehet bizonyitani, hogy minden ¢ > 0-ra
M, F}¥V-mérhet6 valésziniiségi valtozo.

1.4.27. Definicié. Legyen {W; : t >0} egy standard Wiener-folyamat. Legyen a > 0
rogzitett. Ekkor a 7, :Q — [0, +00],

inf{t>0: Wy =a} ha It=0: W, =aq,

+00 eqyébként,
valosziniségi valtozot az a-szint elsd elérési idejének hivjuk.
1.4.28. Megjegyzés. A 7, megallitasi idépillanat lesz {W; : t > 0}-ra nézve. Ugya-
nis, a standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossaga miatt {7, <t} = {M; > a}

tetszOleges t>0 és a > 0 esetén. Az 1.4.23. Megjegyzés szerint {M; >a} € F)V, gy
rendben vagyunk. O

1.4.29. Definicié. Legyen {W;:t >0} egy standard Wiener-folyamat és jelolje (F}¥ )i=o
a hozzdtartozd standard filtraciot. Legyen tovdbbd 1 : Q — [0, +o0] megdllitdsi iddpillanat
{W; : t > 0}-ra nézve. Ekkor a T megdllitasi iddpillanathoz tartozé o-algebra alatt azt az
F. o-algebrat értjik, mely azon A események osszessége, melyekre

An{r<tleF", Yt=0 esetén.

Azaz

F o= {AeA:Am{weQ;r(w)gt}ea(Wu,ogugt), w>o}.

Leellendrizhetd, hogy F, tényleg o-algebra.

A Wiener-folyamatokkal kapcsolatos vizsgalatokban fontos szerepet jatszik a Markov-
tulajdonsag dltalanositasa, az in. er6s Markov-tulajdonsag. Miszerint a Markov-tulaj-
donsag érvényes akkor is, ha a T' idopontot kicseréljiik bizonyos véletlen idépontra, mely
nem fligg a folyamat jovGjétol.

1.4.30. Allitas. (Erés Markov-tulajdonsag) Legyen {W, : ¢t >0} egy standard Wiener-
folyamat, jelolje (F}V)i=o a hozzdtartozé standard filtrdciét. Legyen tovdbbd T : Q0 —
[0, +00] megdllitdsi idépillanat {W; : t > 0}-ra nézve. Vezessiik be a

Wi (w) = Wryn(w) = Wewy(w), 20
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folyamatot és jelslie (F}V )i=o a hozzdtartozo standard filtrdcidt.

Ekkor

(i) {W; :t >0} standard Wiener-folyamat,
(i) minden t>0-ra az FV" o-algebra figgetlen az F, o-algebrdtdl.

1.4.31. Megjegyzés. Az 1.4.30. Allitasban fontos kitétel, hogy 7 megéllitasi idoépillanat
legyen {W, :t > 0}-ra nézve. Tekintsiik ugyanis a kovetkezd példat. Legyen

T:=inf{t>0: W, = M},

azaz T az els6 elérési ideje egy standard Wiener-folyamat [0, 1]-en vett maximuménak. A
standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossdga miatt 7' j6l definidlt és {t <1 :
W, = My} egy nemiires, zart halmaz, tovdbba P(T <1) = 1. Vezessikk be a W} :=
Wryy — Wy, t >0 folyamatot. Mivel Wy = My, M; értelmezése alapjan kapjuk, hogy
ha 0<t<1 -1, akkor Wy < M;, tehdt W7 <0, ha 0<t<1 —T. Masszoval a
{W; :t>0} folyamat a [0,1— 7] id6intervallumban nem tud pozitiv értéket felvenni.

Megmutatjuk, hogy P(T < 1) = 1. Mivel P(T'<1) =1, elég azt beldtnunk, hogy
P(T =1)=0. Ekkor

P(T=1)=PW,<W, Vse[0,1)=PW,_,—W; <0, Vte (0,1]).

Felhasznalva, hogy az 1.4.20. Allités alapjan W, :== Wi, — Wi, t € [0,1], standard
Wiener-folyamat, kapjuk, hogy

P(T=1)=PW,<0,Vte(0,1)=PW, <0, Vte (0,1]).
Tovabbé az 1.4.21. Allitds alapjan fennall, hogy

P(W, <0, ¥te (0,1]) = P(tWy), <0, Vte(0,1]) = P(Wiy, <0, Vte(01])
=P(W, <0, Vtell,+00)) < P(limsup W, <0).

n—oo

Ekkor a {limsup,,_ . W, <0} esemény benne van a o(W,, — W,,_1), n € N, fluggetlen
o-algebrakhoz tartozo farok o-algebraban. fgy a Kolmogorov 0-1 torvény alapjan

(1.4.8) P(limsup W, <0) € {0,1}.

n—oo

Az iterélt-logaritmus tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy P(limsup,, . W, = +o00) =
1. Mivel W, eléédllithaté W, = > (W), —Wj_1) alakban, azaz n darab fliggetlen stan-
dard normalis eloszlasu valészintliségi valtozo osszegeként, az iteralt-logaritmus tétel alapjan

P(limsupL = 1) =1.
n—oo V/2nloglogn
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Mivel lim,, .. v/2nloglogn = 400, kapjuk, hogy P(limsup,_,. W, = +o0) = 1. Ezért
P(limsup,,_,., W, <0) nem lehet 1-el egyenld. Ebb6l (1.4.8) felhasznaldsdval adédik, hogy
P(limsup, .. W, <0) =0. Igy korabbi becsléseink alapjan P(T =1) = 0.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy T megallitasi idépillanat {W; : t > 0}-ra nézve. Ekkor
az er6s Markov-tulajdonsag alapjan {W; : ¢ > 0} standard Wiener-folyamat. fgy az elozoek
alapjan azt kapjuk, hogy a {W; :t >0} standard Wiener-folyamat 1-valdsziniiséggel nem
vesz fel ,,azonnal” pozitiv értéket. Az 1.4.19. Allitds alapjdn {=W} : t>0} is standard
Wiener-folyamat, igy a {W/ : ¢t >0} standard Wiener-folyamat 1-val6sziniiséggel nem vesz
fel ,,azonnal” negativ értéket sem. Ezért

P(Wy=0, Vte[0,1-T)) =1,
ahol P(T < 1)=1. Ez azonban lehetetlen, mert
P(W:+#£0, VseQt) =1,

ahol Qt := {s € Q : s>0}. Ugyanis minden « >0, u € R esetén W} ~ N(0,u),
ezért Vo € Rre P(W) =1x) =0, igy P(W} # x) = 1. Felhaszndlva azt, hogy QT
megszamlalhato és megszamlalhatd sok 1-valdszintiségli esemény metszete is 1-valdszintiségii
esemény kapjuk a dolgot. fgy ellentmondésra jutottunk, azaz T nem megallitasi idépont,
ezért nem alkalmazhato ra az erés Markov-tulajdonsag. 0

1.4.32. Allitas. Legyen {W, : t >0} egy standard Wiener-folyamat. Ekkor a kordbban
bevezetett jelolésekkel minden t > 0-ra

(1.4.9) P(M;>a) = P(1, <t) = 2P(W; > a) = 2 — 2&(a/V1).

Bizonyitas. A bizonyitas kulcsa D. André francia matematikus tiikrozési elvként is-
mertté valt észrevétele, melyet szavakban tgy fogalmazhatunk meg, hogy ha t > 7,, akkor
W, ugyanolyan valészintiséggel van az a szint felett, mint az a szint alatt. A pontos
matematikai indoklds a kovetkezd. Legyenek 0<s <t tetszélegesen rogzitettek. Ekkor
7, megallitdsi idépont lesz {W; : t > 0}-ra nézve az 1.4.28. Megjegyzés szerint. Az erds
Markov-tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy {W; := W, ,, — W, :u >0} standard Wiener-
folyamat és tetszéleges u >0 esetén az FV~ és F,, o-algebrdk fiiggetlenek. (Specidlisan
FW" és 1, is fiiggetlenek lesznek, gondoljunk F, —definiciéjara.) Megmutatjuk, hogy
minden y € R esetén

= [

feltételes eloszlasa a 7, = s feltételre nézve 0 varhaté

PW,—W,, <y|1a=s

azaz ha 0< s <t, akkor W;—W.,

a

értéki és t — s szorasnégyzetlt normalis eloszlas.
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Mivel Wt - WT

a

=W az1.5.10. Allftés bizonyitdsaban alkalmazott gondolatmenethez
hasonléan kapjuk, hogy

P(Wt -W., <y ‘ Ta = 3) = P(Wt*—Ta/\t <y | To = 3) = H{S}(S)P(W;%M <y | To = 3)
= ]E<]I{S}(Ta)]l(foo,y)(wt*—m/\t) | Ta = 3) = P(1, = s, Wt*—raAt <Y|Te = 5)
=PW! . <y, mo=8|1a=5)=PW,<y|1.=5).

Mivel W; . és 7, fiiggetlenek, kapjuk, hogy

PW, <y|ma=s)=PW;, <vy),
és igy
PW, =W, <yl|1a=35)=PW;,<y)=PWN(O,t—s) <vy).
gy
(1.4.10) P(W, =W, > 0|70 = s) = P(W, =W, < 0|70 —s) = %

Integrélva 0-tél t-ig Fy, (s) szerint (1.4.10) bal- és jobboldalat kapjuk, hogy

1dFTa(s).

t t
(14.11) / P(W, =W, > 0|, = s)dF.,(s) :/ -
0 0

A teljes varhaté érték tétele segitségével megmutatjuk, hogy (1.4.11) baloldala
¢
/ PW, =W, >0|1,=3s)dF, (s) = P(W, —W,, > 0,7, <t).
0

Ugyanis,

+oo
PWy =W, >0,1,<t)= / PWy =W, >0,7, <t|1,=s)dF(s)

—00

t
:/ PW, =W, >0]|1, =s)dF, (s).
0

Mivel (1.4.11) jobboldala
‘1 1
~dF, (s) = =P(r, < ),
| 5P = 5P <
igy
P(r, <t)=2P(W, =W, > 0,7, <t).

Megmutatjuk, hogy a {W; — W,, > 0} N {7, < t} esemény egybeesik a {W; > a}
eseménnyel. Ugyanis, ha valamilyen w € Q-ra 7,(w) <t é Wi(w) — Wi, (w(w) > 0,
akkor mivel W, (y(w) = a kovetkezik, hogy Wi(w) > a. Megforditva, ha w € © olyan,
hogy Wi(w) > a, akkor az s+— W,(w) trajektéria folytonossdga és a Bolzano-tétel miatt
T,(w) < t. Ezért

P(r, < t) = 2P(W, > a) = 2(1 — P(N(0,1) < a)) = 2(1 — ®(a/v1)).
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Mivel ezen egyenlet jobboldala t-nek folytonos fliggvénye (0,+00)-en, ezért a baloldal is
folytonos fliggvénye t-nek, igy

P(1, <t)=P(1, < 1).
Mivel {7, <t} ={M,; >a} kapjuk, hogy
P(1,<t) = P(M; > a).
U

1.4.33. Kovetkezmény. Legyen {W,:t >0} standard Wiener-folyamat. Jeldlje 7, az a

szint elso elérési idejét. Fkkor 1, abszoliut folytonos valdsziniiségi valtozo, siriségfiggvénye
0 ha x <0,

Jra(@) = § ge—a?/(20)

V2ma3/?

tovabbd P(1, < o0) =1 és Er, = +o0.

ha x>0,

Bizonyitas. Az 1.4.32. Allités alapjén minden z > O-ra P(7, < z) = 2(1—®(a//)), |

P(r, < ) —2—/
22 /\f

Végrehajtva az u = a/\/z helyettesitést kapjuk, hogy

P(r, < x) -5 dz.

\/ 2 / 23/2

fgy adddik, hogy 7, abszolut folytonos és stirtiségfliggvénye az allitasban megadott alaku.
Mivel

hgl P(r, <x)= lim 2(1 — ®(a/\x)) =2(1—-1/2) =
és {1, < +oo} =~ {7, <n}, avaldsziniliség folytonossdga miatt kapjuk, hogy
P(1, < +00) = lim P(r, <n)=1.

(Az, hogy P(1, < +00) = 1 nem 6nmagétdl értetdds, ugyanis 7,-t nemnegativ, bévitett
valds értékii valdszintiségi valtozoként definidltuk.) Felhasznalva az f,,-ra vonatkozo képletet

ETG,:/OO a e~/ (%) 4.
0

kapjuk, hogy

Nyilvan
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Mivel infyep o) e~ @) = g=a*/2 5 () g3

T——+00

+o0 1
—dr = lim 2y —2 = 400,
[
adodik, hogy Er, = 400. O

1.4.34. Megjegyzés. Az el6z6 kovetkezménybeli allitas szemléletesen azt jelenti, hogy tetszoleges
a szintet 1-valdszinliséggel elér egy standard Wiener-folyamat, de az a szint elso elérési
idejének varhato értéke +oo tetszolegesen kicsi a-ra is. 0

Az 1.4.32. Allités bizonyitasaban szereplo tiikrozési elvnek van egy kifinomultabb formaja
is, ami igen hasznos a Wiener-folyamatokkal kapcsolatos szamolasok soran. Tekintsiink egy
{W; : t >0} standard Wiener-folyamatot, legyen a > 0 rogzitett, és jeldlje 7, az a
szint els6 elérési idejét. Ekkor 7, megallitdsi idépont {W; : ¢ > 0}-ra vonatkozdan és az
1.4.33. Kovetkezmény alapjan P(7, < +00) = 1. Az erés Markov-tulajdonsig alapjan azt
is tudjuk, hogy a {W} := W, .+ — W, :¢t>0} folyamat is standard Wiener-folyamat és
ugymond fliggetlen az F,, o-algebratél. Ekkor a {—W; : t>0} folyamat is standard
Wiener-folyamat, s 6 is fiiggetlen az F,, o-algebratol. A tiikrozési elv kifinomultabb forméja
a kovetkez6t jelenti heurisztikusan. Futassuk az eredeti standard Wiener-folyamatot (W-t)
az a szint els6 eléréséig, s ehhez ne W*-t, hanem —W™*-t ragasszuk hozza, igy is standard
Wiener-folyamatot fogunk kapni. Formalisan, vezessiik be a

N Wi(w) ha t<7(w),
Wt(w) =
2a — Wi(w) ha t>71,(w)

modon definialt {Wt :t >0} folyamatot. (Ekkor fennall, hogy W, = Wene— (W —=Wont),
£>0.)

1.4.35. Allitas. (TiikrSzési elv) Ha {W, : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor
{W, :t >0} is standard Wiener-folyamat.

Bizonyitas. (Vazlat, Kallenberg [2], 206. old. alapjan) Vezessik be a W/* :=
W(ra At), t20 ésa W/ :=W(r,+1t) —W(r), t=0 jeloléseket. Az erés Markov-
tulajdonsdg alapjan {W; : t >0} standard Wiener-folyamat és fliggetlen az F,, o-
algebratdl, igy specidlisan fliggetlen 7,-t6l és a {W/* : ¢t >0} folyamattol. Mivel {—W; :
t >0} is standard Wiener-folyamat, kapjuk, hogy a (7, (W/*)i=0, (W )i>0) hérmas és a
(Tay (W) t>0, (=W )t>0) hdrmas ugyanazon fiiggvényeinek ugyanaz az eloszlasa.

Vegyiik észre, hogy minden ¢ > 0-ra

Wy =W/ +W*((t —1,) V0),
W, = W/ — W*((t — 7,) V0).
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Ugyanis, ha 0<t < 7,, akkor
Wre + WH((t — 1) VO) = W, + Wi =W,
Wi — W*((t—12) V0) = W, — Wi =W, = W,.
Ha t>r1,, akkor
Wi+ W*((t—7) VO) = Wy, + W =W, + W — W, = W,
Wie —WH((t = 1) VO0) = Wy, — Wi =W, — Wy + Wy, =2W,, — W, =W,

Legyen
¢ :[0,400) x C([0,+00)) x C([0,400)) — C([0, +0)),

melyre tetszbleges s € [0,400), z,y € C([0,+00)) esetén ¢(s,z,y) definicié szerint az a
z € C([0,+00)) fiiggvény, melyre

z(t) = x(t) +y((t—s)V0), te]0,+00).
Az el6bbiek alapjan

¢(Ta7 (Wt t>o Wt t>0,
¢(Ta7(WtT“)t>o ( )t>0) (Wt)t>0

Ebbdl mar kovetkezik, hogy (Wt)t>0 is standard Wiener-folyamat. Ennek pontos indoklasa
meghaladja a jegyzet kereteit. 0

A tiikrozési elv segitségével meghatarozhatjuk M, és W, egylittes eloszlasat is.

1.4.36. Kovetkezmény. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat és M, := maxo<s<¢ W,
t>0. FEkkor minden a,b> 0 esetén

P(Mt>a,Wt<a—b):P(Wt>a+b>

Bizonyitias. Mivel Wi(w) = W( ), ha 0<s<7,(w), ezért {M, >a} = {]\Z >a}, ahol
M, := maxo<s<t Ws. Felhasznélva, hogy ha Mt( ) > a, akkor t>7,(w), ésigy

(My>a,W,<a—b} ={M,>a,2a—W,<a—b}
= {M,za,W,>a+b} ={W,>a+b}.
Az 1.4.35. Allftés alapjn P(Wt >a+0b)=P(W,>a+0b), igy adédik a dolog. O

1.4.37. Kovetkezmény. Tetszbleges t >0 esetén (W, M) egyiittes siriségfiigguénye

2(2y—x) (2y—=x)? )
B #exp{—yT} ha <y és y>0,
f(Wt,Mt)(xJ y) -
0 eqyébként.
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Bizonyitas. Legyen az 1.4.36. Kovetkezményben a =y és a—0b = z. Ekkor a =y,
b=y—x; és a>0, b>0 miatt y >0 és y > x, valamint

minden y >0 és y > x esetén. fgy tetszoleges y > 0 és y > & esetén

P(My <y, Wy <x)=P(M, <y Wy <xz)=PW,<x)—-P(M; >y, Wy <x)

Ezért tetszoleges y >0 és y > x esetén

S (zy) =~ <P(W< )+P(W<2—)—1>ﬁ(2f (2—))
(Wt7Mt) {L‘,y - 8xay t X t y X - ax Wy y €
0 1 _eyo? 1 2y—o _@u—o?
=2— | —— 2t =92 2t
ax(\/ZWte ) V2rnt ¢

22y — ) | (2y —x)?
= 7 Cexpl ———t .
V2rt3 P 2t

Ha x>y, akkor P(M, <y W, <x)=P(M; <vy), igy fow,m)(z,y) =0, ha z>y.
Ha y <0, akkor M; definicidja alapjan P(M; < y,W; < z) < P(M; < y) = 0, igy
f(Wt,Mt)(ma y) = 07 ha Yy <0. U

1.4.38. Kovetkezmény. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor a t —

Wi(w) (folytonos) trajektorianak 1 valdsziniséggel van zérushelye a (0,x] intervallumban
tetszoleges x > 0 esetén.

Bizonyitas. Ugyanis tetszleges a > 0 esetén, az 1.4.32. Allitds alapjdn
P(M, > 0) :P( sup W, >0> >P( sup Wt>a) = P(M, >a) =2P(W, > a),
o<tz 0<t<
amibol a | 0 esetén azt kapjuk, hogy
P<sup Wt>0):1.
o<t
Mivel {—W,:t>0} is standard Wiener-folyamat
o<tz

Ezért
P(W,>0,Vte(0,2])=PW,<0,Vte(0,z]) =0,

ugyanis

{W, <0,Vte(0,z]} C{sup W, <0},

o<tz

{Wt > O,Vt € (O,.T]} g {Oinf Wt>O}

A
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és

P(sup Wt<0):1—P(sup Wt>0>:0,

o<tz o<tz

P( inf Wt20):1—P( inf Wt<0>:0.

0t 0tz
fgy a standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossiga alapjan kapjuk, hogy

PAte (0,2] : W, =0)=1—P(W, #0,¥ ¢t € (0,2])
=1-P(W,>0,Yte (0,z]) —P(W,<0,Yte(0,z]) =1

Megjegyezziik, hogy mivel

{sup Wi > 0, ‘v’x>0}:ﬂ{ sup VVt>0},
=1

<tz n 0<t<1/n

és megszamlalhato sok 1 valdszintiségi esemény metszete is 1 valoszintiségii esemény, kapjuk,

hogy
P(supI/Vt>0,‘v’x>0):P<ﬂ{ sup Wt>0}):1.
o<tz n—1 0<t<1/n

U

1.4.39. Kovetkezmény. Legyen {W, :t>0} standard Wiener-folyamat. Ekkor a t —
Wi(w) trajektoridnak 1 valdszindiséggel végtelen sok zérushelye van a (0,z] intervallumban
tetszoleges x > 0 esetén.

Bizonyitas. Legyen = > 0 tetszolegesen rogzitett. Legyen
N = {w €Q: ate (0,z] —» Wy(w) trajektoridnak csak véges sok zérushelye van}.
Ekkor minden w € N esetén létezik olyan n(w) € N, hogy a
t € (0,1/n(w)] — Wy(w)

trajektorianak nincs zérushelye. Az el6z6 kovetkezmény miatt azonban ez w € Q2-knak csak
egy nullmértékii halmazén teljesiilhet, ezért P(N) = 0. O
Vezessiik be a
Z(w) = {t> 0 Wi(w) = o}, weQn
jelolést. (Ekkor Z(w) nem més, mint a t € [0,4+00) — Wy(w) trajektéria zérushelyeinek
a halmaza.)

Felidézziik a perfekt halmaz fogalmat.
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1.4.40. Definicié. Legyen (X,d) egy metrikus tér. Eqy H C X halmaz torldddsi pont-
jainak halmazdt H derivalt halmazanak nevezzik és H'-vel jeloljik. A H U H' halmazt
pedig H burkold halmazdnak nevezzik. Ha H' C H, akkor a H halmazt zdrtnak; ha
H C H', akkor a H halmazt onmagaban stirinek; ha H = H', akkor a H halmazt
perfektnek mondjuk. A H halmaz eqy x pontjat izoldlt pontnak nevezzik, ha x mnem
torloddsi pontja H-nak. A H halmazt seholsem strinek hivjuk X-ben, ha lezdrtjanak
nincs belsé pontja. A H halmazt sirinek nevezzik, ha lezdrtja az egész tér.

1.4.41. Megjegyzés. Ha H perfekt halmaz, akkor zart.

1.4.42. Allitas. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor Z(w) perfekt hal-
maz P-m.m. w € Q esetén. (Azaz egy standard Wiener-folyamat trajektoridi zérushelyeinek
halmaza 1-valésziniséggel perfekt halmaz.) (Ezen dllitds sordn megint a standard Wiener-
folyamat trajektoridit 1-valdszinidséggel tekintjik folytonosaknak.)

Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy P-m.m. w € Q esetén Z(w) zart halmaz
és azt, hogy minden ¢ € Z(w) esetén létezik olyan paronként kiilénbozé elemekbél allé
(tw)nen, tn € Z(w), m € N, sorozat, hogy lim, . t, = t. Mivel egy standard Wiener-
folyamat trajektoridi 1-valészintiséggel folytonosak, Z(w) zart halmaz P-m.m. w €
esetén. Rogzitslink egy ¢ > 0 raciondlis szdmot. Tekintsiikk a v, : Q — [0, 400],

_Jinf{t>¢q|W; =0} ha Jt>q:W;=0,

|+ egyébként
elérési id6t. A standard Wiener-folyamat trajektéridinak P-m.m.-i folytonossaga miatt v,
jol definidlt és mivel P(W, =0) =0, kapjuk, hogy P(v, >¢q) =1. Ekkor v, megallitasi
pillanat {W, : t > 0}-ra, igy az 1.4.30. Allités (erés Markov-tulajdonsag) alapjén a {W; :=
Wyyrt—W,, : t >0} folyamat is standard Wiener-folyamat, és ezért az 1.4.39. Kévetkezmény

miatt minden ¢ > 0-ra 1-valdsziniiséggel végtelen sok zérushelye van a (0,¢) intervallumban.
Mivel P(W,, =0) =1, az elézéekbdl kapjuk, hogy minden ¢ >0 és ¢ > 0,q € Q esetén

P({w € Q|te(0,e) = Wy, w+t(w) trajektéridinak végtelen sok zérushelye V&Il}) =1.

Mivel @Q megszamlalhaté és megszamlalhaté sok 1-valdszinliségli esemény metszete is 1-
valészintiségli esemény, adddik, hogy minden ¢ > 0 esetén

P( ﬂ {t € (0,e) — W, 4+ trajektoridinak végtelen sok zérushelye V&H}) =1.
7>0,q€Q

Ezt az osszefliggést gy is irhatjuk, hogy minden & > 0 esetén

P( ﬂ {t € (vg, vy +¢) — W, trajektoriainak végtelen sok zérushelye Van}> =1.
¢>0,g€Q
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Mivel

ﬂ ﬂ {t € (vg, vy +¢) — W, trajektoridainak végtelen sok zérushelye van}
0<e<1 ¢>0,qeQ
= ﬂ ﬂ {t € (Vg vy +1/n) — W, trajektéridinak végtelen sok zérushelye Van}
neN ¢>0,qeQ

kapjuk, hogy

(1.4.12)

P ﬂ ﬂ {t € (vg, vy +¢) — W, trajektoriainak végtelen sok zérushelye Van} =1
0<e<1 ¢>0,qeQ

Legyen w € Q az (1.4.12)-beli 1-valdsziniliségii halmazbdl valé és legyen t € Z(w)
tetszéleges. Ekkor két eset lehetséges, vagy létezik olyan (t,)nen, tn € Z(w) sorozat,
hogy t, szigorian monoton novekvéen tart t-hez (ekkor készen vagyunk), vagy létezik
olyan 0 < e <t szam, hogy a (¢t —¢,t) intervallumban nincs Z(w)-nak eleme. Az utébbi
esetben létezik olyan ¢ € (t —¢,t) raciondlis szam, hogy ¢ = v,. Ekkor (1.4.12) alapjan
létezik olyan (g,)nen sorozat, hogy e, szigortian monoton cstkkenéen tart 0-hoz és min-
den n € Nreaz s € (v,(w),v,(w) +¢e,) = (t,t+¢&,) — Wi(w) trajektéridnak végtelen sok
zérushelye van. fgy létezik olyan (;n>neN; t,eZ (w) sorozat, hogy t, szigordan monoton
csokkenden tart v,(w) = t-hez. O

1.4.43. Megjegyzés. Legyen {W,:t>0} standard Wiener-folyamat. Ekkor
P ({w € Q| Z(w) Lebesgue-mértéke 0}) = 1.

(Az 1.4.42. Allités alapjan P-mm. w € Q esetén Z(w) Lebesgue-mérhetd, mert P-m.m.
w € Qra Z(w) zart halmaz, igy P-m.m. w € Q-ra beszélhetiink a Lebesgue-mértékérél.)
Ugyanis, A(Z(w))-val jelolve Z(w) Lebesgue-mértékét, a Fubini-tétel felhasznalasival

// ]I{O} (Wi(w)) dtdP(w / /H{O} (Wi(w)) dP(w)dt

_/0 P(W,;=0)dt =0.

kapjuk, hogy

Felhasznalva azt, hogy ha £ >0 valdsziniiségi véltozé és EE = 0, akkor P(§ = 0) = 1,
kapjuk a dolgot.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén Z(w)N[0,1] homeomorf a
(triadikus) Cantor-halmazzal. (Mint majd latjuk a Cantor-halmaz egy kompakt, Lebesgue-
szerint nullmértéki perfekt halmaz.)

El6szor felidézziik a mértékelméletbdl (nem)tanult Cantor-halmaz fogalmét (Székefalvi-
Nagy Béla [9], 45-46. old.).
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Osszuk fel a [0,1] zéart intervallumot az 1/3 és 2/3 pontokkal hdrom részre, és
hagyjuk el beldle az (1/3,2/3) nyilt intervallumot. A megmaradt [0,1/3] és [2/3,1] zart
intervallumok mindegyikébél hagyjuk el k6zépsé nyitott harmadrésziiket, azaz az (1/9,2/9)
és (7/9,8/9) intervallumokat. Ezutdn a megmaradt négy zart intervallumbdl hagyjuk el a
kozépso nyitott harmadrésziiket, s folytassuk ezt az eljarast minden hatéron tul.

A [0,1] intervallumbdl az eljaras folyamén mindig nyilt intervallumokat hagytunk el, a
megmaradt pontok C' halmaza, az in. Cantor-halmaz tehat zart halmaz. S mivel kompakt
halmaz zart részhalmaza kompakt, kapjuk, hogy C kompakt is. Megmutatjuk, hogy C
perfekt halmaz.

Evégbol jellemezziik elobb a €' halmaz pontjait aritmetikailag. frjuk fel a [0,1] inter-
vallum szdmait a 3-as (triadikus) szamrendszerben:

Tr = [0,(11(12&3 .. .]3, ajp — 0, 1, 2, k € N.

Ez az el6allités az 1-re is lehetséges: 1 = [0,222...]5. Bizonyos szamokra (az in. triadikusan
raciondlis szamokra) kétféle kifejezés is lehetséges, pl. [0,100...]3 =[0,022...]35. Azok az x-
ek, amelyek kifejezésében a; = 1, nyilvan az [1/3,2/3] zart intervallumba esnek. Azonban
mig ennek az intervallumnak a belsejébe es6é x-re sziikségképpen a; = 1, addig a végpontok
eléallithaték olyan alakban is, amelyben a; # 1, ugyanis

= [O, 100 . .]3 == [O, 022 . .]3,

=10,122.. ]5 = [0,200.. ]s.

WIN W -

Igy tehat a [0,1]-b6l az (1/3,2/3) elhagydsa utdn pontosan azok az 2 pontok maradnak
meg, amelyeket lehet tgy triadikus tortbefejteni, hogy a; # 1. Folytatva ezt a meggon-
dolast, arra az eredményre jutunk, hogy a C halmaz pontosan azokbdl a pontokbdl all,
amelyek triadikusan el6allithaték az 1 szamjegy felhasznédlasa nélkiil, tehdt csupan a 0 és
a 2 szamjegyek felhasznalasaval.

A C halmaz perfektsége most mar konnyen beldthaté. Legyen
x=[0,a1a0a3...]3, (axg =0 vagy ap=2)

a C' halmaz egy tetszoleges pontja. Legyen =z, az a pont, amelynek a triadikus kifejtése az
x-6t6l csak az n-edik jegyben kiilonbozik: ha ez az x-nél 0 volt, itt legyen 2, és forditva.
Az igy kapott xq,x9,...,2,,... pontsorozat nyilvin C' csupa kiilonb6zo pontjaibdl all és
x-hez tart, ha n — oo. Tehat x C-nek torlédasi pontja. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a C'
halmaz, az in. Cantor-féle triadikus halmaz, perfekt.

Az konnyen addédik, hogy C Lebesgue-szerint nullmértékii halmaz. Ugyanis, C' kons-
trukciéja sordn a [0,1] intervallumbdl elhagyott (nyilt) intervallumok hosszainak Gsszege
i A VL B
3 1-2/3 7

n=1

Megmutathaté az is, hogy C' szamossaga kontinuum.
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1.4.44. Definicié. Legyen X egqy topologikus tér. Ekkor X egqy maximdlis dsszefiggd
alterét (vagyis olyan dsszefiiggd alteret, mely nem wvalddi része eqyetlen bévebb dsszefiiggd
altérnek sem) a tér komponensének neveziink. Ismert, hogy tetszéleges X topologikus tér
esetén minden pont X -nek pontosan eqy komponensében van benne. Amennyiben minden
pont esetén ez a (pontot tartalmazd) komponens csak magabdl a pontbdl allé 1-elemd halmaz,
igy a teret teljesen szétes6nek nevezzik (angolul: totally disconnected).

1.4.45. Allitas. Legyen {W, : t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor P-m.m. w € Q
esetén Z(w)N[0,1] = {t € [0,1] : Wi(w) = 0} teljesen szétesd (mint topoldgikus altér) és
seholsem siri R-ben.

Bizonyitas. Mindkét dolog arra vezethetd vissza, hogy P-mm. w € Q esetén Z(w)
Lebesgue-szerint nullmértékii halmaz (1dsd az 1.4.43. Megjegyzést).

A teljesen szétesOség bizonyitasahoz tekintsiik az aldbbiakat. Tegytik fel, hogy egy
pont esetén az Ot tartalmazé (egyértelmiien létezd) komponens tartalmaz egy mésik, téle
kiilonboz6 pontot is. Ekkor a komponensnek tartalmaznia kell az oket O0sszekotd interval-
lumot is, ugyanis R-ben az 6sszefliggé halmazok éppen az intervallumok. FEz azonban a
Lebesgue-szerint nullmértékiiség miatt nem lehetséges.

A seholsem siirtiséghez, mivel Z(w) 1-valészinliséggel zart, elég azt bizonyitani, hogy
Z(w)-nak nincs belsé pontja. Ha lenne, akkor Z(w)-ban lenne valédi, nyilt intervallum, ami
a Lebesgue-szerint nullmértékiiség miatt ellentmondas. U

Ismertek az aldbbi eredmények topoldgiabdl.

1.4.46. Allitas. Legyen (X, d) egy teljesen szétesd, perfekt és kompakt metrikus tér. Ekkor
X homeomorf a (triadikus) Cantor-halmazzal.

Bizonyitas. Lasd, Corollary 2-98, Hocking, Young: Topology. U

1.4.47. Allit4s. Eqgy teljes metrikus tér barmely nemiires, perfekt részhalmaza tartalmaz a
Cantor-halmazzal homeomorf részhalmazt. (Lasd, Jarai Antal: Mértékelmélet, 161. old.)

(Az el6z6 két éllitas az in. Cantor-Bendixson tétel felhasznaldsaval bizonyithaté, mi-
szerint minden teljes szeparabilis metrikus tér egy perfekt halmaz és egy megszamlalhaté
halmaz unidja.)

1.4.48. Kovetkezmény. Legyen {W; :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor P-m.m.
we N esetén Z(w)N[0,1] homeomorf a Cantor-halmazzal.

Bizonyitas. Az 1.4.42. Allitds és az 1.4.45. Megjegyzés miatt P-mm. w € Q esetén
Z(w)N[0,1] teljesen szétesd, perfekt és kompakt metrikus tér az R-t6l 6rokolt metrikéval.
fgy az 1.4.46. Allitds szerint homeomorf a Cantor-halmazzal. U
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1.4.49. Megjegyzés. Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy R minden kompakt,
Lebesgue-szerint nullmértéki perfekt részhalmaza homeomorf a Cantor-halmazzal. Ez azon-
ban két (és tobb) dimenziéban nem igaz. Hiszen vegyiink a sikban egy zéart szakaszt. Fz
kompakt, perfekt és 2-dimenziés Lebesgue-mértéke 0. Azonban nem lehet homeomorf a
Cantor-halmazzal, mert az nem 0Osszefliggd, zart szakaszunk azonban Osszefliggo. O

A kovetkez6 allitds kedvéért felidézziik a korlatos valtozas definicigjat. Legyenek —oo <
a < b < oo adott valés szamok. Azt mondjuk, hogy f:[a,b] — R korldtos valtozdsi, ha

np—1

sup > |f(win1) — fla:)] < oo,
0

pep

ahol
P::{P:{xo,...,xnp}:CI/:.CC0<.CC1<-"<an:b’ nPGN}

1.4.50. Allitas. Legyen {W, : t >0} standard Wiener-folyamat és T > 0 tetszdlegesen
rogzitett. Ekkor a t € [0,T)] — Wi(w) trajektoria 1 valésziniséggel nem korldtos vdltozdsi.
(Az is adddik, hogy a trajektoridk 1 wvaldsziniiséggel nem korldtos vdltozdsiak semmilyen
intervallumon sem.)

Bizonyitas. Elegendé a 7' =1 esetet targyalni, azaz azt belatni, hogy a t € [0, 1] — W (w)
trajektoria 1 valoszintiséggel nem korlatos valtozasi. Ugyanis, ha T > 0 tetszoleges, akkor
az 1.4.18. Allitds alapjan az {\/LTWTt :t>0} folyamat is standard Wiener-folyamat. gy
ha belatjuk, hogy egy standard Wiener-folyamat trajektériai 1-valészintiséggel nem korlatos
véltozastak a [0,1] intervallumon, akkor kapjuk, hogy a ¢ € [0,1] — ﬁWTt(w) tra-
jektéridk 1-valészintiséggel nem korlatos valtozastak. Ez pedig mar maga utan vonja, hogy
a te[0,T] — Wiyw) trajektéridk is 1-valdsziniiséggel nem korldtos valtozasuak.

Ahhoz, hogy a t € [0,1] — Wi(w) trajektéridk 1 valdsziniiséggel nem korlatos valtozasiuak
azt kell megmutatni, hogy

n

P(sup{Z]ka— mk1|:0:x0<x1<---<xn_1<xn:1,n€N}:+oo):1.

k=1
Legyen
2”
M = Z |Wk/2n — W(k,l)/2n|.
k=1
Nyilvan 7 <no < .... Legyen 7 :=lim, . 7n,. Ekkor n:Q — [0,+00] valdsziniiségi

valtoz6. Elegendd azt megmutatni, hogy P(n = +o0) = 1. (Gondoljunk az xz; = k/2,
k=0,1,...,2" vélasztasra.) Mivel Wy on — Wi_1y2n ~ N(0,1/2"), igy

¢ = 2" (Wijan = Winyjan) ~ N(0,1).

2 2
Bl =2 =n DA -1-2 i,
™ ™
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ugyanis
“+o00 1 5 +o0 1 5 2 ) 2
E|C] = $—67I/2d$:2 x—e*x/de: 4 _e,x/g N =
= [ el e 2[_ )y 2
Ezért ;
c
EWeon — Wie—1)2n| = n/2 D2’Wk/2" — Wik—1yjon| = on
amibol

En, = 2"/?b, D%*n, = c.
A Csebisev-egyenl6tlenség szerint

D?n, 4c

1
(In M| 2 5B ) T )2/A 2

Mivel lim, ., En, = oo, tetszoleges K > 0 esetén elegendden nagy n € N-re %Enn > K.
Ezért

1
P(n > K) = P(n, > K) = P(1, > 5En)
1 1
=P ('nn - Enn| < EEnn) =1-P (|77n - Enn| P §Enn> )
hiszen

1 1 1 1 3
M — Eny| < 5B == =SB <o — Enp < SEn, = B <o < 5B

fgy
C

P(TI>K)>1—W7

amib6l n — oo esetén kapjuk, hogy P(n> K)=1. Mivel

{n=+oo} = ({n>n}
n=1
és megszamlalhato sok 1-valészinliségli esemény metszete is 1-valdszinliségli esemény, kapjuk,
hogy P(n=+4o0) = 1. O

1.4.51. Allitas. Legyen {W, : t >0} standard Wiener-folyamat és T >0 tetszélegesen
rogzitett. Ekkor

P({w €Q:te|0,+00)— Wi(w) trajektoria nem differencidlhatd T—ben}) = 1.

Bizonyitas. Az 1.4.22. Allités alapjan elegendd a T'= 0 esetet targyalni, hiszen tetszdleges
T >0 esetén {W; :=Wrpy —Wrp:t >0} is standard Wiener-folyamat és minden ¢ > 0-ra
Wy — Wy _ Wrye — Wr

t T+t-T"
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igy a jobboldal hatarértéke t | 0 esetén pontosan akkor létezik, amikor a baloldalé ¢ | 0
esetén. Tegyiik fel, hogy létezik a lim, o W;(w)/t hatérérték, ekkor 1étezik olyan e(w) > 0
és A(w) € R, hogy Wi(w) < A(w)t, ha 0<t < g(w). Ekkor minden 0<t < e(w)-ra
M,(w) < A(w)t. Legyen K € N tetszbleges természetes szam. Ekkor az 1.4.32. Allitds
alapjan minden t > O-ra

P(M, > Kt) = 2P(W, > Kt) = 2 — 20(K V1),

igy limyjo P(M; > Kt) =1 minden K € N-re. Mivel

o0 o 1
{w€Q|E|5(w) >0: Wy(w) <Kt,v0<t<z—:(w)} gHg{weQ|Ml/k(w)<KE}’
és mivel
o0 o0 1 . 0o 1
P(gg{w € Q| Myyk(w) <KE}) IRh_{EOP <kon{w € Q| M p(w) gKE}>

1
< limsup P ({w € Q| M p(w) <K—}) :
n

n—oo

kapjuk, hogy

PweQ|Fe(w) >0: Wi(w) < Kt,V0<t<e(w)}) < limsup P ({w € Q| M p(w) <Kl}) :

n—oo n

Mivel lim; o P(M,; > Kt) = 1, kapjuk, hogy a fenti egyenlStlenség jobboldalan szerepld
limsup nulla, és igy

PlweQ|TFe(w)>0:W(w) < Kt,V0<t<e(w)}) =0

minden K € N esetén. Mivel
Wi(w)

{w€Q|EI lim }g{weQ\Ela(w)>0,3A(w)eR:Wt(w)<A(w)t,V0<t<a(w)}
C (J{weQ]Te(w)>0: Wy(w) < Kt,V0<t<e(w)},
K=1

felhasznalva azt is, hogy megszamlalhaté sok nullmértékii halmaz unidja is nullmértéki

adodik, hogy
P({w € Q|3 lim th(w) }) ~0.

O

Az 1.4.51. Allitasban foglaltaknél sokkal tobb is igaz. Vezessiik be az tgynevezett Dini-
derivéltakat.
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1.4.52. Definicié. Legyen f:[0,+00) — R egy folytonos figgvény. Ekkor a

D*f(t) := limsup ft+h) — £(1)
h—0+ h

mennyiségeket az f  figguény t-beli felsé (jobb- ill. baloldali) Dini-derivdltjdinak hivjuk.

Hasonldan a FEEn) — f0)
.. +h)—
Daf(t) =hmint ===

mennyiségeket az f  fligguény t-beli alsé (jobb- ill. baloldali) Dini-derivdltjdinak hivjuk.
Azt mondjuk, hogy az f  figgvény jobbrél (ill. balrél) (Dini-)differencidlhato t-ben, ha
DT f(t) és Dyf(t) (ill. D f(t) és D_f(t)) végesek és egyenlbek. Azt mondjuk, hogy az
f figgvény (Dini-)differencidlhaté t > 0-ban, ha jobbrdl és balrdl is (Dini-)differencidlhatd
t > 0-ban és a négy Dini-derivdlt egyenld. A t = 0-ban valé (Dini-)differencidlhatdsagon
t = 0-beli jobboldali (Dini-)differencidlhatésdgot értink.

1.4.53. Tétel. (Paley—Wiener—Zygmund, 1933) Legyen {W; :t >0} standard Wiener-
folyamat. Ekkor P-m.m. w € Q-ra a t € [0,400) — Wi(w) trajektoria seholsem (Dini-
)differencidlhato. Pontosabban, a

{weQ|Vte(0,+00) esetén vagy DTWi(w) =+oo wvagy DyWy(w)= —oo}
halmaz tartalmaz eqy 1-valosziniségi eseményt.

1.4.54. Allitas. (Wiener-folyamatra vonatkozé Wald-azonossagok) Legyen {W, :
t >0} standard Wiener-folyamat és T korlatos megdallitdsi idépont {W; :t > 0}-ra nézve.
Ekkor

(i
(ii

(iii

EW, =0,

EW? = Er,

T

)
)
) Eexp{0W, —0*r/2} =1 minden 0 € R esetén,
)

(iv) Eexp{i0W, + 0*t/2} =1 minden 6 € R esetén.
(Mivel T korldtos, ezért Etr létezik és véges.)

Bizonyitdas. Ha 7 = t, ahol ¢t € R eldre adott (azaz 7 nem véletlen megallitasi
id6pont), akkor (i) és (ii) kozvetleniil adodik a standard Wiener-folyamat definicidjabol.

—0°t/2 Lapjuk

Felhaszndlva, hogy N(0,t) karakterisztikus fliggvénye a 6 € R helyen e
(iv)-et is. A (iii) rész annak a kovetkezménye, hogy N (0,t) momentumgenerals fliggvénye

a 6 €R helyen /2.

Legyen most 7 tetszOleges korlatos megallitasi idopont {W; : t > 0}-ra nézve. Ekkor
létezik olyan N valés szdm, hogy P(r < N) = 1. Az 1.4.30. Allitds (er6s Markov-
tulajdonsédg) alapjan a {W; := W, — W, : t >0} folyamat is standard Wiener-folyamat
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és minden t > O-ra az F)V = o(W:,0<s<t) o-algebra fiiggetlen az F, oc-algebratdl.
Felhasznalva F, definici6jat, specidlisan az is igaz, hogy minden t > 0-ra F)V" fiiggetlen
a (7,W,) valdszintliségi vektorvaltozétol. fgy az 1.4.32. Allités bizonyitasaban latottak
alapjan, Wy — W, feltételes eloszlasa a 7 = s feltételre nézve normalis eloszlasi 0
varhaté értékkel és N — s szérasnégyzettel minden 0<s < N esetén. Ezért

EWx—-W.|7)=0 P-mm.,
E(Wy —W,)?*|7) =N -7 P-mm.
fgy
0=E[EWy—W,|7)] =E(Wx —W,) =EWy —EW, =0 - EW,,
tehat EW,. = 0. Illetve
N —Er =E(N —7) =E[E(Wy — W,)*|7)] = E(Wy — W,;)? = EW3 + EW? — 2E(WyW,),
amibol kovetkezik, hogy

EW? = 2E(WyW,) — Er = 2E((Wy — W,)W,) + 2EW? — Er
= 2E(Wy — W,)EW, + 2EW? — ET = 2EW? — Er,

ahol az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy Wy — W, és W, fiiggetlenek. Igy EW? = Er.
A korabbiak alapjan fennéll az is, hogy

E (exp{0 Wy — W;) —6*(N —7)/2}|7) =1, P-m.m.,
és végiggondolhatd az is, hogy W, és FV" (t > 0) fiiggetlensége miatt teljesiil az is, hogy

E (exp{0(Wx — W;) — *(N —7)/2} |W,,7) =1, P-m.m.

Ezért
RefWr—027/2 _ E<€6WT 027/2 )
_ E<69 /2 R (exp{0(Wy — W) — 02(N — 7)/2} | W, 7) )
—E (B (™02 expl0(Wy — Wy) = 63(N = 7)/2} | Wy, 7))
:E< ( oW — 9N/2|WT77_>)
— EefWn— —02N/2 _ — 1
Ezzel (iii)-t bebizonyitottuk, (iv) bizonyitdsa hasonlé. O

1.4.55. Allitas. Legyen {W,:t>0} standard Wiener-folyamat és legyenek a > 0,b > 0
adott valds szamok. Vezessik be a T_,p : Q@ — [0, +00]

o inf{t>0|W,=—-a wvagy Wy=05b} ha FJt=0: W, =—a vagy Wy =0,
o ~+00 eqyébként,
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kiterjesztett valos értékid valosziniiségi valtozot. Ekkor T_,;, 1-valdsziniséggel véges, de nem
korlatos megdllitasi idépillanat {Wy : t > 0}-ra nézve és
b a

P<WT—a,b = —a) = at b, P(WT,a,b == b) == o+ b, ET—a,b = ab.

Bizonyitas. Legyen T = T_,;. Megmutatjuk, hogy T 1-valészinliséggel véges, nem
korlatos megallitdsi id6pillanat {W; : ¢ >0}-ra nézve. Az, hogy T megallitdsi pil-
lanat, T definiciéjabdl trivialis modon kovetkezik. Az, hogy T 1-valdszintiséggel véges az
iterdlt-logaritmus tétel felhasznalasaval egyszertien adédik. Valéban, mivel W, el6allithatd
W, = > (W, — Wji_1) alakban, azaz n darab fiiggetlen, standard normélis eloszldst
valoszintiségi valtozd Osszegeként, az iteralt-logaritmus tétel alapjan

P(limsu S — 1) - P(liminfL - —1) ~1
ol /21 loglogn  / n—co /2nloglogn -

Mivel lim,,_, o, v/2nloglogn = 400,

(1.4.13) P(limsup W, = +o0) = P(liminf W, = —o0) = 1.

n—oo n—oo

Tovabba a standard Wiener-folyamat trajektoridinak folytonossdga miatt
P(T = +o00) = P(W; € (—a,b), Yt =0).

Ezért (1.4.13) alapjan P(W; € (—a,b), Vt>0) =0, ésigy P(T =+o0) = 1.

A kovetkezokben annak bizonyitdsaval foglalkozunk, hogy T  1-valdszintiséggel nem
korlatos megallitasi pillanat. Ha T korlatos lenne, akkor 1étezne olyan 0 < N € R, hogy
W, N-ig 1-valésziniiséggel kilépne a (—a,b) sdvbdl. Tegyiik fel, hogy a = min(a,b). (Ha
b =min(a,b) teljesiilne, ugyanigy kéne folytatni.) Ekkor

P( s Wi a) =1

te[0,N]
és igy
(1.4.14) P(ragN vagy T,agN) =1,

ahol 7_,, a —a szint els6 elérési ideje, hasonléan definialhaté 7,-hoz. A tiikrozési elv
segitségével belathato, hogy

P(TagNaT—agN) :P(T3G<N vagy T—3a<N>'

[gy (1.4.14) alapjén
P(Ta/g g N,T_a/g § N) =1.
Ezért 1< P(r,3 < N), azaz P(7,3 <N)=1. Ez azt jelenti, hogy 7,/3 eloszldsa a [0, N]

intervallumra koncentralodik, ami az 1.4.33. Kovetkezmény alapjan elletmondas.
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Mivel T nem korlatos megallitasi idopillanat, ezért a Wald-azonossagokat nem alka-
lmazhatjuk ra. Azonban minden n > 1, n € N esetén T'An korlatos megallitasi idopillanat
{W, : t > 0}-ra nézve, igy az 1.4.54. Allitds (i) és (ii) része alapjan

EWrpn, =0,  EWZ, =E(T An).

Megmutatjuk, hogy minden n € N-re és P-m.m. w € Q esetén |Wrpan(w)| < max(a,b) < at
b. Mivel

Wrw(w) ha T(w)<n,

Wi (w) ha T(w) > n,

és P(T < 4o00) = 1, tovdbbd a T (véletlen) id6pontig a standard Wiener-folyamat
trajektoriai 1-valdszintiséggel —a és +b kozott vannak (felhaszndlva a standard Wiener-

Wran(w) = {

folyamat trajektéridinak folytonossdgat is), kapjuk a dolgot. Szintén a standard Wiener-
folyamat trajektoridinak folytonossdga miatt (felhaszndlva azt is, hogy P(T < +oo) = 1)
P-mm. w € Q esetén lim, .oc Wrian(w) = Wr)(w). Igy a dominalt konvergencia tétel
szerint

EWy = E( lim Wm> — lim EWy, = 0.

n—oo

Azonban T =T_,; értelmezése miatt
EWr = —aP(Wp = —a) + bP(Wr = ).
fgy
0= —CLP(WT = —a) + bP(WT = b)
Mivel P(Wr = —a)+ P(Wp =b) =1, kapjuk, hogy

a a
P(Wr =) = SP(Wy = —a) = 41— P(W; = 1),
amibé]
P(Wy=b) = — P(Wy = —a) =
T T+ T T At

Hasonl6an, a domindlt konvergencia tétel alapjan lim,, .., EW2, = EWZ illetve a monoton
konvergencia tételt haszndlva lim, ., E(T An) =ET. Igy

EW} = lim EW2,, = lim E(T An) = ET.

Mivel
EWZ — (—a)2P(Wr — —a) + BP(Wy = b) — a?—— + 12— =~ (44 p) — ab,
a+b a+b a+b
kapjuk, hogy ET = ab. U

1.4.56. Megjegyzés. Legyen {W, :t>0} standard Wiener-folyamat és legyenek a >
0,b > 0 adott szdmok. Az eléz6 allitas alapjan konnyen kiszamithatjuk annak a valdszini-
ségét, hogy egy {W;:t >0} standard Wiener-folyamat hamarabb éri el a b > 0 szintet,
mint a —a < 0 szintet. Az el6zo allitas jeloléseivel élve arra keressiik a valaszt, hogy mennyi
P(Wp =), ami pedig a/(a+ D). O
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1.4.57. Allitis. (Arkuszkoszinusz tSrvény) Legyen {W, : t >0} standard Wiener-
folyamat és 0 < a <b. FEkkor

P ({w € ’ It € la,b] : Wi(w) = 0}> = zarccos\/%,

™

ahol arccos jeloli a cos figguény [0, 7]|-re vald leszikitésének inverzét. (Jelen eset-
ben megint ugy tekintjik, hogy a standard Wiener-folyamat trajektoridi 1-valosziniiséggel
folytonosak és a kordbban bevezetett filtrdalt valdsziniségi mezdt vesszik alapul.)

Bizonyitas. (Stromberg [8], Theorem 8.23 bizonyitiasa alapjan) Ha a = 0, akkor
P(3te[0,0]: Wy =0)=P(Q) =1, hiszen Wy(w) =0, w € Q. Mésrészt arccos0 = /2,
igy az a = 0 esetben trividlis az &llitas. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy 0 < a < b.
El6szor megmutatjuk, hogy

A= {weQ|Itelab]: Wiw) =0}

esemény. Kiemeljiik, hogy mivel a Wiener-folyamat trajektéridi (csak) 1-valdszintiséggel
folytonosak, ezt csak azon feltételezés mellett tudjuk megmutatni, hogy az alapul vett
(Q, A, P) valdszintiségi mez6 teljes, azaz ha C € A, P(C) =0 é D C C, akkor
D e A (és ekkor persze P(D) =0). Az altalunk tekintett filtralt valészintiségi mez6 teljes.
Legyen

F:={we|tel0,+00)— Wy w) folytonos}.

Tudjuk, a standard Wiener-folyamat definicidja alapjan, hogy F esemény és P(F) = 1.
Elég azt megmutatni, hogy A := Q\ A esemény. Mivel A = (ANF)U(ANF) és
ANFCF, P(F)=0, F € A miatt (felhasznélva a teljességet) ANF € A, kapjuk, hogy
elég azt megmutatni, hogy AN F € A. Felhasznélva, hogy kompakt halmazon folytonos
fiiggvény felveszi az infimumat és a szuprémumat adodik, hogy

_ 1
AﬂF:{wEQ‘Hn )eN:Vte[a,b]: [Wyw)| = ﬂ}mrr.
Szintén a standard Wiener-folyamat folytonossaga miatt
1
> -
{wEQ‘EIn( )eN:Vtelab: ]Wt(w)\/n(w)}ﬂF
1
:{ EQ‘Hn yeN:Vte [a,bnQ: [W(w)| > ﬂ}mF
1
:U{weQ)Vte[a,b]ﬂ@:|Wt(w)]>E}ﬂF
neN

ﬂ [wea|wiw) 2%}HF.

t€fa,blNQ

m

n

Mivel [a,b]NQ megszamlalhaté és minden ¢ >0, n € N-re {w €N ’ [Wi(w)| = l} esemény

U N {weQ“Wt }mFeA

neN tefa,bNQ

kapjuk, hogy
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Ezzel megmutattuk, hogy A esemény. Legyen U : [0,4+00) x Q@ — R,
(1) = Ut w) = Uplw) 1= Wa(w) = Wapa(w).

Legyen [ :=[0,b—a] é X :Q — R, w+— X(w) := sup,;Us(w). Annak indokldsa,
hogy X wvaldszintiségi valtozo az 1.4.23. Megjegyzésben latottakhoz hasonléan torténhet.
Most egy masik, mértékelméleti ismeretekre tamaszkodd indoklast kozliink. Felhaszndlva a
standard Wiener-folyamat trajektoridinak P-m.m.-i folytonossagat, kapjuk, hogy

X(w) = sup Us(w), P-mm.w e
selINQ
Mivel minden t>0-ra U; valdsziniségi valtozo, felhasznalva azt, hogy megszamlalhaté
sok val6sziniiségi valtozo szuprémuma ujra valoszintiségi valtozo, kapjuk, hogy supe;qg Us
valoszintiségi valtozo. Felidézziik az alabbi mértékelméleti tételt.

Tétel: Ha (X, A, u) egy teljes mértéktér, f,g: X — R fuggvények, hogy f (A, B(R))-
mérhet6 és f(z) = g(x) p-mm. z € X, akkor ¢ is (A, B(R))-mérheté.

Mivel az alapul vett (2, A, P) valészintiségi mez6 teljes, f = sup,c;noUs és g = X
valasztassal kapjuk, hogy X valdszintiségi valtozo.

Felhasznélva, hogy egy standard Wiener-folyamat (—1)-szerese is standard Wiener-
folyamat, az 1.4.24. Allitds (Markov-tulajdonsdg) alapjan kapjuk, hogy {U;:t >0} stan-
dard Wiener-folyamat, mely fiiggetlen az F)V = o(W, : 0 <u < a) o-algebratdl, specidlisan
W,-tél is. Megmutatjuk X is fiiggetlen W,-t6l. Val6ban, mivel o(U;,t>0) fliggetlen
oc(W,)-t6l, {U, : t>0} barmilyen mérhet8 fiiggvénye is fiiggetlen lesz  W,-t6l.  Igy
SUpyerno Us  fiiggetlen  Wi-tél.  (Azt direktben nem tudjuk koévetkeztetni, hogy X =
supye; Us flggetlen W,-t6l, mert még az sem biztos, hogy a w € Q +— sup,; Us(w)

leképezés mérhetd.) Bevezetve az

A={weQ: X(w)= sup Uy(w)}

seINQ

jelolést, A€ A és P(A) =1. Legyenek B € o(X) és C € a(W,) tetszblegesek. Ekkor
létezik olyan B* € B(R), hogy B = X"Y(B*). igy

P(BNC)=PBNCNA) =P{XeB}InNANC)=P({sup U;e B'}NANC)

selINQ
= P({ supQUs e B'INC) = P( supQ Us € B*)P(C)
=P({ sup@ Us € B'}NA)P(C) = P({X € B*} N A)P(C) = P(B)P(C),

ahol felhasznaltuk, hogy P(A) =1, és sup,c;oU, fliggetlen W, -tol.
Az 1.4.32. Allitds miatt minden o >0 esetén
(1.4.15)

P(X>a)= P<ser[%%}—(a} Us>a)=P(My_,>a)=2PU,_, > a)=2PN(0,b—a) > «a).
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Legyen Y (w) :=sup,e;(—Us(w)), w € Q. Mivel {-U, : t >0} is standard Wiener-folyamat
kapjuk, hogy Y-nak és X-nek az eloszlasa megegyezik.

Megmutatjuk, hogy
{we|Ttelab]: Wi(w) =0} ={weQ|Ise[0,b—a]:Us(w) =W,(w)}

Ugyanis, ha w € Q olyan, hogy 3t € [a,b], melyre W;(w) =0, akkor s:=t—a € [0,b—a]
és

Us(w) = Wo(w) — Weys(w) = We(w) — Wi(w) = W, (w).

Ha pedig w € Q olyan, hogy 3s € [0,b—a], melyre Us(w) = W, (w), akkor ¢ := a+s € [a, b]
és Wy(w) — Weys(w) = Wy(w) miatt Wiy(w) = Wers(w) = 0. Ezért

P(Ht e [a,b]: W, :0) - P(Els €l0,b—a]: U, = Wa).
Mivel P(W, =0) =0 minden a € R esetén
P(Els cl0,b—al:U, = Wa) - P(Els cl0,b—al:U, =W, W, > 0)
+P<35 €l0,b—a]: U, =W, W, < o).
A standard Wiener-folyamat trajektéridinak P-m.m.-i folytonossidga miatt

{Is€[0,b—a]:Us=W,,W,>0}NF = {mGaIXUS2Wa,Wa >0} NE,

{35 €10,b—a]: Uy = W, Wy < 0} N F = {min Uy < Wy, W, < 0} N F,
Ugyanis, ha w € F-re Js € [0,b —a] : Us(w) = Wy(w) é W,y(w) > 0, akkor
maxges Us(w) = W, (w). Forditva, ha W,(w) > 0 és maxses Us(w) = W, (w), akkor abban
az esetben, ha maxgcy Us(w) > W, (w) kapjuk, hogy Is € [0,b—a] : Us(w) > W,(w) >0 és
mivel Up(w) =0, a Bolzano-tétel miatt Jso € [0,s] C I : Uy, (w) = W,y(w). Abban az es-

etben, ha maxge; Us(w) = W, (w) kihasznélva, hogy kompakt halmazon folytonos fiiggvény
felveszi maximumat adédik, hogy Jsg € I : Uy (w) = We(w).

A
{3s€(0.b—a): Uy =W, W, <0} N F = {min U, < W, W, <0} N F

egyenldség hasonléan igazolhat6. Mivel P(F) =1,
P<as €[0,b—a]:U, = Wa> = P(W, > 0,max U, > W,) + P(W, < 0,min U, < ;)
s€ se
=PO<W,<X)+P(W, < 0,—mi}1Us > —W,)
se
=PO<W,<X)+P(O<-W,<Y).
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Mivel (W,,X) és (—W,,Y) egyiittes eloszldsa megegyezik, valamint W, és X, ill.
és Y fiiggetlenek, kapjuk, hogy

P(Hte la,0] : W, = ) —2P(0 < W, < X)

I
[\)
c\
+
8
—
Q
+
8
KH
5
=
o
S
~
k"o
S
2
o
Q

2
o
e 2 da

2ma

1 1 +o00 +o00 22 W2
=4 20— dg ) e 2a da.
\/QWG\/QW(Z)—CL)/U </a ‘ x)e “

Bevezetve az x?/(b—a) = y?, majd az o?/a =t* helyettesitést adédik, hogy

+o0

2 +oo
m/a(b—a)/o </a/m
2 +oo +oo 42 o2

e 2d )e‘ﬁ do
7T\/a/o </a/\/m Y
9 +o0 +o00 2 2
= —/ </ e 2 dy)e‘7 dit
™ Jo Vat/Vb—a

+oo +oo
St 7 R G B ) E
T Jo Vat/v/b—a

Attérve polarkoordinata-rendszerre (y=rcosf, t=rsind)

2 +00 w/2 2
P(Hte[a,b]:Wt:O) :—/ (/ 1d0>7’e’7dr
™ Jo arc cos(v/b—a/+/b)

= %/0%0 <g - arccos(\/li/t?»rerj dr

= (%arccos(T) — 1) /0+°° —Te*é dr

P(EItG la, b] :Wt:0> 6_%\/de>e_%z da

W,

= (%arccos(?) — 1) [ef]:w =1- %arecos(a /1 — %)

Azt kell mar csak megmutatni, hogy minden 0 < a < b esetén

2 b—a 2 a
1 — —arc cos( ) = —arc cos( —>,
s b s b

63



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

g = arccos(,/l — %) +arccos<\/%).

Mindkét oldal koszinuszat véve

0= o i (arecon (1~ £)) s (snccos(y[2)).

0 \/a(b—a)_\/l_b—a ¢

b b b’

ami pedig a 0 =0 igaz egyenloségre vezet. A 0 =0 igaz Osszefiiggésbdl, a fenti ekvivalens

azaz

azaz

atalakitasokat végezve a

s (5) = oo (1 ) s 3)

osszefliggéshez jutunk. Mivel arc cos(,/ — %) + arc cos<\/%> € [0,7), kapjuk, hogy

g = arccos(,/l — %) +arccos<\/%).

1.5. Markov-folyamatok

1.5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} folyamat Markov-folyamat, ha
tetszoleges 0 <ty <ty < ...<tp <t idopontok és tetszoleges y € R esetén

P(§t<y|§t1 :l’l,...,ftk:Qik)zp<§t<y|€tk:$k), Pgtl 77777 &, "ML (Il,...,l’k)ERk.
(Itt P e, @ (&1s---58y) valdszindségi vektorvdltozo eloszldsdt jeloli az (R*, B(R¥))

.....

mérhetd téren.)

1.5.2. Megjegyzés. Tobb konyv, és a fogalmazas egyszertiisitése véget sok esetben mi is
eltekintiink a Markov-folyamat 1.5.1. Definiciéjdban a Py, ¢, -m.m. (z1,...,7%) € R* (ill.

77777

mas esetekben a feltételben szerepld eloszlds szerinti m.m.) kifrasatol. O

1.5.3. Megjegyzés. Az 1.5.1. Definicié heurisztikusan azt mondja, hogy egy sztochasztikus
folyamat akkor Markov-folyamat, ha elfelejti a multjat. Az 1.5.1. Definicioban o-algebrara
vonatkozo feltételes valoszintiségek szerepelnek, azaz

P(ft < y|£t17 s 7§tk> = E(H{€t<y} | 0-(&17 s ’ftk)) = h(&u s 7&1@)7

ahol h : R¥ — R megfelelé tulajdonsdgokkal biré Borel-mérheté fiiggvény. Ezzel a h
fiiggvénnyel

P& <yl& =x1,..., &, =xr) = Mar, ..., xx), Py, -mm. (T1,...,7%) € R*.

Ha a &-k diszkrétek, akkor a feltételes valdszintiség definicidja szerint is szamolhatok a fenti
feltételes valoszintiségek. O
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1.5.4. Megjegyzés. Legyen {& :t >0} Markov-folyamat. Vezessiik be tetszéleges 0 < s <
t ésx,y € R esetén az
F(s,z,t,y) = P(& < ylé&s =)

figgvényt. (Megjegyezziik, hogy adott 0<s <t és y € R esetén F(s,z,t,y) csak
Pe-mm. z € R esetén jol definidlt.) Ekkor F-et a {& : t>0} Markov-folyamat
atmenetvaldszintiiségi eloszlasfiiggvényének hivjuk. Be lehet latni, hogy &, eloszlasa
(azaz a kezdeti eloszlds) és F  egyértelmiilen meghatdrozza a {& : t>0} Markov-
folyamat végesdimenzids eloszlasait. (Fz annak az analégja, hogy egy diszkrét idejiit Markov-
lancnal a végesdimenzios eloszlasokat egyértelmiien meghatarozza a kezdeti eloszlas és az
atmenetvalésziniiségek.) Egy (részben) heurisztikus gondolatmenet a kovetkez6. Azt kell
megmutatni, hogy tetszoleges k € N és 0<t; <ty < - - <t esetén &, eloszlisa és F
egyértelmiien meghatdrozza a (&,,...,&,) vektor eloszlasat. Felhasznélva, hogy minden
EeN, 0<t, <ty <---<t, esetén tetszleges g : R¥ — R Borel-mérhetd fiiggvényre
fennall, hogy

Eg(gtla cee 7€tk) = /k g(mla e axk)F(tk—hxk—l)tk’a d[L'k) cee F(Oalhatla dffl)F&)(de),
Rk+1
a g(z) = Lz <tr, ap<tr}, © € RF vélasztéssal kapjuk a dolgot. O

1.5.5. Allitas. A {& : t =0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor Markov—folya-
mat, ha tetszoleges 0< s <t idopontok és tetszoleges y € R esetén

P& <yl|é, 0<u<s) =P <y|&), P-mm.

A bizonyitashoz sziikség van a monoton osztély tételre.

Legyen () egy tetszoleges halmaz és tetszoleges A, A, C Q, n € N, részhalmazok
esetén vezessiik be az

A, 1A == AcAhc, [JA =4
n=1

A A &= ADAD-, (A=A,
n=1

jeloléseket.

1.5.6. Definicié. Legyen $2 egy nemiires halmaz. FEkkor € részhalmazainak eqy C
rendszerét monoton osztdlynak nevezziik, ha zart a monoton hatarértékképzésre, azaz ha
A, As, .. €C, és Ay T A wvagy A, | A, akkor A €C.

1.5.7. Megjegyzés. Minden o-algebra monoton osztaly, megforditva azonban nem igaz.

1.5.8. Tétel. (Monoton osztaly tétel) Legyen 2 egy nemiires halmaz. Legyen H az
Q  részhalmazainak egy halmazalgebraja. Legyen C az ) részhalmazainak egy monoton
osztalya, melyre H C C. Ekkor o(H) C C. (Azis igaz, hogy o(H) megegyezik a H
halmazalgebrdt tartalmazé monoton osztalyok metszetével.)
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Bizonyitas. Elészor belatjuk, hogy monoton osztalyok tetszoleges szamossdgu metszete is
monoton osztaly. Legyen [ egy tetszoleges index halmaz és minden ¢ € I esetén C; _egy,
az () részhalmazaibdl all6 monoton osztaly. Legyen C:= MNic;Ci- Ha A, Ay, ... € C, és
A, T A vagy A, | A, akkor minden n € N és i €[ esetén A, € C;. Mivel C; monoton
osztaly A € C; minden i € [ esetén, igy A € C. Ezért C monoton osztaly. Tekintsiik a
‘H halmazalgebrat tartalmazé monoton osztélyok M metszetét. (Ez a legsziikebb monoton
osztaly, mely tartalmazza a H halmazalgebrat.) Mivel H C C és C monoton osztaly, igy
M létezik. Be fogjuk latni, hogy M = o(H). Ez elegendd, hiszen H C C és C monoton
osztély, igy M C C és ezért o(H) C C.

Rogzitett A € M esetén legyen
My = {B eM:ANB, AmE,ZmBeM}.

Felhaszndlva, hogy a H halmazalgebra része M-nek és () € H, kapjuk, hogy ) € M és
igy A€ My Kovetkezésképpen, {0, A} C Ma.

Megmutatjuk, hogy minden A € M esetén M, monoton osztaly. Legyen B, € My,
n € N, olyan, hogy B, T B vagy B, | B. Ekkor M, definiciéja miatt B,, AN B,,
ANB,, ANB, € M,n €N. Mivel M monoton osztély, kapjuk, hogy B € M,
ANUZ, By =", ANB, € M ha B, 1B,
AN, B, =N_,ANB,eM ha B,]| B,

ANB =

AnE AN =N, ANB, €M ha B,1B,
AﬂUnlen:UnzlAmBneM ha B, | B,

és hasonléan AN B € M. fgy B € M4, amibol kovetkezik, hogy M4 monoton osztaly.

Megmutatjuk, hogy My = M. Az M,y C M tartalmazdas My, definicidja miatt
azonnal addédik. A masik irdnyu tartalmazast elészor A € H esetén latjuk be. Belatjuk
el6szor, hogy H C My. Ehhez azt kell belatni, hogy ha B € H, akkor B € M és
ANBEM, ANB & M valamint AN B € M is fennall. Mivel M definiciéja folytén
HC M, igy BEM teljesiil. Mivel H halmazalgebra és A, B € H ezért ANB, ANB
és AN B is benne van H-ban és H C M miatt kapjuk, hogy H C My. Mivel My
monoton osztaly és tartalmazza H-t, M definiciéja alapjan kapjuk, hogy M C M, igy
MA = M, ha A cH.

Tetszoleges B € M  esetén a kovetkezoképpen jarunk el. Megmutatjuk, hogy ekkor is
fennall, hogy H C Mp. Legyen A € H tetszOleges. Ekkor egyrészt H C M miatt
A € M, masrészt az

MB:{ceMzBmO,BmU,EmCEM}

definicié alapjan azt kell még belatni, hogy BNA BNA és BNA benne vannak M-ben.
Mivel A € 'H, az el6z6ek miatt M = M, igy mivel B € M kapjuk, hogy B € M.
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Ezért My definicidja alapjan ANB € M, ANB &€ M é ANB € M. Ezért 'H C M.
Mivel Mp monoton osztaly és tartalmazza H-t, M definicidéja alapjan M C Mp.
Belattuk tehat, hogy minden A € M esetén M,y = M.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy M halmazalgebra, hiszen ha A, B € M, gy M = M4
és Be M =M, miatt ANB, ANB, ANB €M ésnyilvin Q € M hiszen H C M
és H halmazalgebra. (AN B € M-b8l B = Q vélasztéssal kovetkezik, hogy M tényleg
zért a komplementer képzésre.) Mivel M monoton osztaly és a most bizonyitottak alapjén
halmazalgebra is, kapjuk, hogy M o-algebra is, hiszen egy megszamlalhat6 uniot fel lehet
frni megszdmlélhat6, névekvé unidként. Mivel H C M, igy o(H) C M. Mivel a o(H)
o-algebra is monoton osztédly, melyre H C o(H), kapjuk, hogy M C o(H), tehat valéban
teljesiil, hogy M = o(H). O
Az 1.5.5. Allitas bizonyitdsa. Ha {& : t >0} Markov-folyamat, akkor tetszéleges
0t <ta<...<tp, <s<t és yeR esetén

P(€t<y|€t1>"'a€tkafs):P(£t<y‘fs), P-m.m.

Ezért tetszleges A € 0(&y, ..., &, &) esetén (a feltételes varhaté érték definicidja alapjén)
(1.5.1) E (Lig,<ppla) = E [E(Lie, <y | &y -+, &0 E) 1] = B [E(Lig,<yy | €)1a] -

Ez az Osszefiiggés nyilvan fennall az

(1.5.2) U (& & &)

0t <to<--<tp<s,keN

halmazalgebrara is. Az, hogy a fenti unié halmazalgebrat alkot a kovetkezOképpen lathatd
be. Az ) benne van a fenti uniéban, mert minden o-algebrdban benne van. Ha A eleme a
fenti uniénak, akkor 3k €N és 3 0<t; <to <--- <ty <s, hogy A€ o(&y,....&,,E),
és mivel egy o-algebra zart a komplementerképzésre, Q\ A € o(&,,...,&,, &), s ezért
Q\ A is eleme a fenti uniénak. Azt kell még leellenérizni, hogy a fenti unié zart a
véges unidképzésre (elég csak azt megmutatni, hogy ha két halmaz benne van, akkor a
két halmaz uni6jat is tartalmazza). Ha A; és As eleme a fenti uniénak, akkor 3
ki,ko € N és 3 0<t; <ty < -+ < g, <5, 0<p; < py < -+ < pi, <5, hogy
A € 0(&yy 5 &y &) 68 Ax € 0(&pyy- 1€y, &) A generdlt  o-algebra definiciGja
alapjan Ay U Ay € o(&y5- -5 & & -+ 56y » 6s)s €8 fgy A1 U Ay is benne van a fenti
unioban.

A monoton konvergencia tétel felhasznaldsaval megmutatjuk, hogy azok az A események,
melyekre (1.5.1) teljesiil monoton osztélyt alkotnak. Tegyiik fel, hogy Aj, As,... olyan
események, melyekre

(]‘53) E(H{ft<y}]114n> =E [E(H{§t<y} | §S>HAni| ) n = ]-7 27 LRI

és A, T A vagy A, | A. Azt kell megmutatni, hogy
E(lig,<pyla) = E [E(H{a@} | &)HA} :
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Tekintsiik az A, T A esetet. Ekkor minden w € () esetén

L =0, (&t (W))La, (@) T Li—o0) (& (w))La(w),
E(Lg<yy | §)(W)la, (W) T E(Lg, <y [§5)(w)La(w).

Mivel [(_ooy)(&(w))la,(w) <1 minden w € Q esetén, kapjuk, hogy E(I,<,nl4,) <1
és E(E(]I{&@} |§S)]1An) < 1. Felhasznalva azt is, hogy a kérdéses valészintiségi véltozok

nemnegativak a monoton konvergencia tétel segitségével kapjuk, hogy n — +oo esetén

Bl <ypla,) T EIg<yyla),
E(E( i<y 1 €)1, ) TE(EIig<y [€)14).

Igy (1.5.3) alapjén
E(H{§t<y}ﬂA> - E<E(H{5t<y} | SS)HA>'

Az A, | A eset hasonldan kezelhetd. Ezért a monoton osztaly tétel szerint az (1.5.1)
Osszefliggés fenndll az (1.5.2) halmazalgebra dltal generdlt o-algebrara is. Megmutatjuk,
hogy ez a o-algebra éppen o(&, : 0 <u < s).

Ugyanis megmutatjuk, hogy éltaldban igaz az, ha {& :t >0} egy sztochasztikus folya-
mat, akkor minden s > O-ra

(1.5.4) A=0(,0<u<s)=0 U o(&yy-0&) | =K.

0t <<t < s,keN
Mivel minden s > O-ra

(€, 0<u<s) =0(& ' (B): BeB(R),0<
o(&) =1{&(B): BEBR)}, 0

és minden 0 <u<sre (k=1 és t; =u valasztédssal)

U(gu) g U J(gtm"'agtk) g ’C7
0t <<t <s,keN
kapjuk, hogy
U {5;1(3) . Be B(R)} C K.

o<u<s
A generdlt o-algebra definicidja alapjan kapjuk, hogy A C K. Mivel minden £ € N,
0<t; <-- <t <s esetén

J(ftn ce 7€tk.) g 0(51”0 < U < 3)7

kapjuk, hogy
U O-(gtl?"':gtk) QA

0<t1 <<t <s,keN
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A generdlt o-algebra definiciéja alapjén kapjuk, hogy K C A. Igy adédik (1.5.4). Ezért a
feltételes varhato érték definiciéja alapjan valoban teljesiil, hogy

E(Lig <y | &ur 0 < u < s) = E(Le, <y | &)

Megforditva, ha {& :t >0} olyan folyamat, melyre teljesiil az allitasbeli feltétel, akkor
tetszOleges 0<t; <ty < ... <t <t és y € R esetén

O-(é-tk) g U(§t17§t27 R 7§tk) g U(é-u; 0 <u<tk)

és
(1.5.5) P& <y|&, 0<u<ty) =P <yl&,) P-mm.
Ez utébbi egyenldség két oldaldn 4116 valdszintiségi valtozdknak vegyik a o(&,,...,&,) o-

algebrara vonatkozo feltételes varhato értékét. Emlékeztetiink itt egy valdszintiségszamitas
2.-bél tanult allitasra miszerint, ha 7 olyan valészintiségi véaltozd, hogy E|n| < +oo, akkor
minden F; C F, C A rész-o-algebrék esetén

E(E(n | F2) | F1) = E(E(n | F1) | F2) = E(n | Fr).

Felhaszndlva, hogy (1.5.5) alapjén

E(E(H{§t<y} |£u7 0<u< tk) | §t17 ce 7€tk> = E<E(H{Et<y} | gtk) |€t1a s 7&1&)7

kapjuk az elobb idézett valség 2-es allitast hasznalva, hogy

E(H{§t<y} | 51517 B 75%) = E(H{§t<y} | ftk)

Ebbdl kovetkezik, hogy

P(§t<y|€t1 :xla"w&tk:xk>:P(£t<y|€tk:xk)v Pitl ,,,,, &k_m'm' (:Clv-“axk)ERk'

1.5.9. Allitas. A {& : t >0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor Markov-folya-
mat, ha tetszoleges 0 < s <t iddpontok és tetszoleges g: R — R korlatos, Borel-mérheto
figguény esetén

E(g(&) [&u, 0<u<s) =E(g(&) &),  P-m.m.

Bizonyitas. Ha {& :t >0} olyan sztochasztikus folyamat, mely rendelkezik az &llitdsban
megfogalmazott tulajdonsaggal, akkor tetszoleges y € R esetén tekintsik a g : R — R,
9(z) == Loy (z), € R fliggvényt. Erre alkalmazva a feltételt

P& <yl 0Su<s) =E(9(&) [6u, 0Su<s) = E(9(&) &) = P(& <yl&), P-mm,

ami az 1.5.5. Allitds szerint azzal ekvivalens, hogy {& : ¢ >0} Markov-folyamat.
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Forditva, legyen {& :t >0} Markov-folyamat. Az tn. j6 halmazok médszerét hasznélva,
a Markov-tulajdonsig miatt az &llitasbeli Osszefiiggés teljesiil az 6sszes g = Ig, B € B(R)
indikdtorra. A feltételes varhaté érték linearitdsa miatt kapjuk, hogy az allitasbeli Ossze-
fiiggés teljestil minden Borel-mérhetd egyszerti (véges szamossagu értékkészletil) fliggvényre.
(Ugyanis, ha g : R — R Borel-mérhet6 egyszerii fiiggvény, akkor 3n € N, Ay, ... A, €
B(R) diszjunkt felbontdsa R-nek és wyi,...,y, € R 1gy, hogy ¢ = >0 yla,.) A
monoton konvergencia tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy az allitasbeli Osszefiiggés
teljestil minden nemnegativ, korlatos Borel-mérheté fiiggvényre. Fel kell haszndlnunk az
aldbbi mértékelméletbdl tanult eredményt, miszerint, ha (X, A) egy mérhetd tér és ¢ :
X — R korldtos, Borel-mérheté fiiggvény, hogy g¢(z) >0,z € X, akkor léteznek olyan
on: X = R, neN egyszerli, Borel-mérhet6 fliggvények, hogy

(i) g(z) = limp o pn(z), 2 € X,
(i) len(2)] <g(z), z€X, neN,
(iii) 0 < pn(z) < @pii(x), € X, neN,
(iv) Timp, oo sup,ex{len(2) — g(2)[} = 0

Legyen tehdat ¢ : R — R korlatos, nemnegativ Borel-mérheté fiiggvény, ekkor léteznek
on : R = R, n €N egyszerli, Borel-mérheto fiiggvények az el6z6 tulajdonsidgokkal. fgy
minden w € Q esetén v, (&(w)) T 9(&(w)) és 0< p,(&(w)) < g(&(w)). Mivel g korlétos,
igy E|e,(&)] < 400, n e N és Elg(&)| < +oo. Mindezek alapjan a feltételes varhaté
értékre vonatkozo monoton konvergencia tétel alkalmazhaté és kapjuk, hogy

E(pn(&) [0, 0 <u<s) TE(9(E)|u, 0 < u< s) P-m.m.,
E(@n(&t) ‘ 55) T E(Q(St) ‘ 65) P-m.m.

Mivel minden n € N-re E(¢,(&)|&u, 0 <u<s) =E(p,(&)|€s) P-mm., és megszamlalhaté
sok 1-valdszintiségii esemény metszete is 1-valdszintiségli esemény kapjuk, hogy

E(g(&) €0, 0 <u<s) =E(g(&)] &) P-mm.

Ha ¢ tetszdleges korldtos, Borel-mérhetd fliggvény, akkor a g = g™ — ¢~ felbontést tekintve
(ahol ¢t ill. g~ a g figgvény pozitiv ill. negativ része) kapjuk a dolgot, hiszen ¢t és
g~ mar korlatos, nemnegativ Borel-mérhet6 fiiggvények. O

1.5.10. Allitas. Legyen {& : t >0} egy figgetlen novekményi sztochasztikus folyamat.
Ekkor {& :t >0} Markov-folyamat és az dtmenetvalosziniségek a kévetkezé6 médon szd-
molhatok, barmilyen 0 <s <t és y € R esetén

P& <ylés=2)=P&—&<y—x), DPo-mm xeR
(Azaz a figgetlen névekményi sztochasztikus folyamatok Markov-folyamatok.)
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Bizonyitas. Eldszor belatjuk, hogy tetszoleges 0 <t <ty < ... <t <t esetén

(1-5'6) U(§t17§t27 cee 7§tk) = U(§t17§t2 - 51:17 s ’gtk - gtk—l)'

Vezessiik be tetszéleges k € N esetén a ¢ := (&,,...,&,) ésaz n:= (&, &, — &y -5 &y —
&, ,) jeloléseket. Ekkor léteznek olyan g : R¥ — RF h : R®* — R* Borel-mérhetd
figgvények, hogy n = g¢g(¢) és ¢ =h(n). (A g és h fliggvények vilaszthatdk linedris
transzformécidknak, s mivel a linedris transzformaciék folytonosak, igy Borel-mérhetdek is.)
Ezért

o(Q) = {¢(B), B € BRY)} = {{w € Q: ((w) € B}, B € BR")}
- {{w €Q:h(nw)) € B}, B e B(Rk)} - {{w €Q:nw) eh (B} Be B(Rk)}
~{{wenwen (B}, B e BRY} = {n7 (h7\(B)), B € BR)} C o),

hiszen h Borel-mérhetésége miatt h=1(B) € B(R*) és mivel n valdsziniiségi vektorvaltozo,
igy n71(h~!(B)) benne van az n &ltal generdlt o-algebraban. [gy 0(¢) C o(n) éshasonléan
lathat6 be, hogy o(n) C o(().

Most megmutatjuk, hogy tetszdleges 0 < s <t és y € R esetén
P& <ylés=a2)=P&G—&<y—x), P-mm zeR

Mivel {& :t >0} fliggetlen novekményii folyamat, & — & és & — & = &, fiiggetlenek.
Felhasznaljuk azt a valdszinliségszamitas 2-bdl tanult &llitast, hogy ha &n @ Q@ — R
valészintiségi véltozdk és g : R — R olyan Borel-mérhetd fiiggvény, hogy E|{g(n)| < +oo,
akkor

E(€g(n)|n=2) =g(x)E(|n=2), Prmm. xecR.

Tovabba, ha & és n fiiggetlenek és f: R x R — R olyan Borel-mérheté fiiggvény, hogy
E|f(&,m)| < 400, akkor

E(f(€n)|[n=12)=Ef(§2), Prmm xecR.

Ez alapjan a g: R — R, g(z) = I{;)(2) vélasztdssal kapjuk, hogy Pe-m.m. x € R esetén
fennall, hogy
P& <yl& =) =Ty (2)P(& <y & =)
= Ly (2) B, <y [ € = 2) = E(Izy (§5)l(—o0,) (&) [ & = 2).
Mivel minden w € 2 esetén
1 ha &(w) =2 és &(w) <,
0 egyébként,

]I{m} (gs(W))]I(,oo’y) (ft(w)) _ {

kapjuk, hogy Pe-m.m. z € R esetén fenndll, hogy

P(Et<y|€5:x):P(ft<y,§szx|§5:$):P(§t—fs<y—m,§5:x|fszx)
= E(H{m}(gsm(—ooay—m) (& — &) & =)
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Mivel & —¢&; fiiggetlen {,-t6l, az el6bb idézett allitas alapjan kapjuk, hogy P -m.m. z € R
esetén fennall, hogy

E(Tzy (€)oo y—) (& — &) [ & = ) = By (2)[(—ooy—a) (& — &)
= E(H(—m,y—x)<£t - 58)) = P(gt —&<y-— x)

Tekintstink tetszoleges 0<t; <ty < ... < t, < t id6pontokat és y,zq,...,x € R
szamokat. Mivel {& : ¢t >0} flggetlen névekményt folyamat, (1.5.6) alapjan & — &,
és 0(&,, &, .-, &) figgetlenek. Az el6z6héz hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy
g . (T, ,2g) € R* esetén fennall, hogy

-----

P(£t<y‘£t1:$17-~-7€tk:xk):P(£t_£tk<y—xk7£tk:xk|£t1:x17---7£tk:xk>
=P —&, <y—axp) =P& <yl&, =),

ahol az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy P(&§ < y|& =) = P(& — & < y — x)-et mér
belattuk. Igy kapjuk, hogy {& : ¢ >0} Markov-folyamat. O

1.5.11. Allitas. A fuggetlen, staciondrius novekményi sztochasztikus folyamatok Markov-
folyamatok és az dtmenetvalosziniségek a kovetkezé modon szamolhatok: barmilyen 0 < s <
t és yeR esetén

P& <ylé&=2)=P&_s<y—=z), PFP,-mm. xzeR
(Ilyenkor azt is mondjdk, hogy az dtmenetvaldsziniiségek idéhomogének, staciondriusak.)

Bizonyitas. Az 1.5.10. Allités és a staciondrius novekménytliség alapjan FP;-m.m. z € R
esetén fennall, hogy

P <ylés=2)=P—&<y—x)=P s —&<y—x)=P s <y—1).

4

Tehat példaul egy {W; : t >0} standard Wiener-folyamat Markov-folyamat, hiszen
fiiggetlen, stacionarius novekményt. Es igy az atmenetvaldszintiségi fiiggvénye tetszoleges
0<s<t, yeR ésa Lebesgue-mérték szerint m.m. x € R esetén

PWy<y|[Ws=2z)=PWi s <y—az)=Pl+W,..<y)

= PN (z,t— ) <y) = M} du.

ﬁ/;“p{‘w—s)

Ezért minden 0<s <t,y € R és a Lebesgue-mérték szerint m.m. x € R esetén fennall,
hogy

1 (y — )
fwow.(y|x) = mexp{—m},
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hiszen fuw, w, egy olyan fiiggvény, amire barmilyen y € R és a Lebesgue-mérték szerint
m.m. x € R esetén fenndll, hogy

Yy
P(W, < y|W, =) =/ Jwoyw, (u|z) du.

Azaz W (t) feltételes eloszldsa a W (s) = x feltételre nézve N (x,t—s). (Ez dsszhangban
van azzal, hogy a W (t) —W (s) névekmény feltételes eloszldsa a W(s) = = feltételre nézve
N(0,t — s), amely nem fiigg z-tdl.)

1.6. Martingalok

1.6.1. Definicié. Legyen (2, F) egy mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy F rész-o-algebrdinak
egy {Fi,t =0} serege filtracic (2, F)-en, ha Fs C Fp minden 0<s <t < +oo esetén
(monotonitds). Vezessiik be az Fuoo := 0 (U5 Ft) Jelolést.

1.6.2. Definicié. Legyen {& :t >0} egy sztochasztikus folyamat (2, F)-en, legyen tovdbbd
tetszoleges t >0 esetén

Ffi=0(&,0<s<1).
Megmutathatd, hogy {F&,t >0} filtrdcié (Q, F)-en (ldsd a kévetkezd megjegyzés (i) részét).
Ezt a filtrdciot a {& :t >0} folyamat dltal generdlt filtrdcionak nevezziik.

1.6.3. Megjegyzés. (i): Végiggondoljuk, hogy {F:,t >0} valban filtracié. Tetszoleges
0<s <t esetén, (1.5.4) alapjan,

Ff=o0(6,0<u<t) =0 U ol &),

0<t <<t <t,kEN

FE=0(6,0<u<s) =0 U (TN

0 < <vp < s,LEN

Mivel
U 0(Enys. . E) C U o0&, 6,

0<v1 < <vp<s,0eN 0t <<t <t,keN
kapjuk, hogy F¢ C .7-",55, ha 0<s<t.
(ii): Konnyen lathat6, hogy F& az a legsziikebb o-algebra, melyre nézve &, mérhetd

minden 0< s <t esetén. O

1.6.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} sztochasztikus folyamat adaptdlt az
{Fi,t =20} filtraciora nézve, ha & Fy;-mérhetd valdszindiségi vdltozé minden t >0 esetén.

A kovetkezékben legyen {& : ¢t >0} egy valds értéki, az {F;,t >0} filtraciéra nézve
adaptalt sztochasztikus folyamat egy (€2, F, P) valdsziniiségi mez6n, melyre E|&| < +oo
minden ¢ > 0-ra. Ezt a tovdbbiakban {&,F; : ¢ >0} mddon fogjuk jelolni.
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1.6.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {&,F; : t >0} sztochasztikus folyamat szubmar-
tingal (szupermartingdl), ha minden 0<s <t < 400 esetén

E(& | Fs) =& P-mm. (E(&|Fs) <& P-mam.).

Azt mondjuk, hogy a {&,F; : t >0} sztochasztikus folyamat martingdl, ha szubmartingdl
és szupermartingdl 1s, azaz minden 0< s <t < 400 esetén

(1.6.1) E(& | F) =& P-m.m.

1.6.6. Megjegyzés. (i): A martingél az ,,igazsdgos jaték” egy modellje.

(ii): A martingdl eredetileg a l6nak az a szija, ami a szdja és a hasa kozott van, és meg-
akadalyozza, hogy tul magasra tudja emelni a fejét (felagaskodjon). (Ezenkiviil allitélag,
ha lentebb tartja a fejét a 16, akkor gyorsabban tud menni.) Az 1.6.10. Tétel (iii) allitasa

heurisztikusan a fent mondottakat szimbolizalja, innen ered allitélag a martingél elnevezés.
O

Ha {&,F; : t>0} martingdl, akkor az (1.6.1) egyenlet mindkét oldaldnak vérhatd
értékét véve kapjuk, hogy tetszoleges 0 < s <t esetén E& = EE,, gy E& =E&, ¢ > 0.

1.6.7. Megjegyzés. Tekintsiink egy {&,F; : t >0} szubmartingalt és legyen &, egy
Foo-mérhetd valdszintliségi valtozé, melyre E|{.| < +oo. Ha tetszéleges 0<t < 400
esetén

IE(foo | E) 2 ft P-m.m.,

akkor heurisztikusan mondhatjuk azt, hogy {&,F : 0<t< oo} is egy szubmartingal
¢oo Un. végso elemmel. Hasonlé konvenciéval élhetiink szupermartingalok, ill. martingalok
esetén is. O

1.6.8. Allitas. Legyen {& = (ft(l), . ,ﬁt(d)), Fi:t >0} martingdlok d-dimenzids vektora és
¢ :RY = R konvex fiigguény, melyre E|p(&)| < oo minden t > 0-ra. Ekkor {¢(&),F; :
t >0} szubmartingdl, specidlisan {||&||, F¢ : t =0} szubmartingdl.

A 2.3.2. Feladatban d =1 esetben igazoljuk az 1.6.8. Allft4st.

1.6.9. Allitas. Haa {& :t >0} folyamat fiiggetlen novekményd és Bl&| < +oo tetszbleges
t >0 esetén, akkor {& — E&, .7-",55 :t >0} martingdl.

Bizonyitas. Nyilvan {& — E&,: t >0} is fliggetlen novekményti, ezért elegendé azt az
esetet vizsgalni, amikor [E& =0 tetszoleges ¢ >0 esetén.

Az 1.5.10. Allités bizonyitasaban belattuk, hogy tetszoleges 0 <t <t < ... <tp <5<
t esetén & — & és 0(&y, &, ..., &,) figgetlenek, ezért (1.5.4) alapjan & — & és
(&, 0<u < s) is fiiggetlenek (a 2.3.3. Feladat (i) részének megolddsédban ezt részletesebben
is kifejtjiik standard Wiener-folyamat esetén). [gy P-mm. w € Q esetén

E(ftléuuogugs):E(ft_fs‘gmogugs)+E(§S|£u70<u<3):E<€t_55>+£s:§s-
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Fontosak a szubmartingalokra vonatkozé un. alap-egyenlotlenségek.

1.6.10. Tétel. Legyen {&,F; : t=0} egy szubmartingdl, melynek minden trajektoridja
Jobbrdl folytonos. Legyen tovdbbd [o,7] részintervalluma [0,400)-nek és XA > 0 wvalds
szam. Ekkor igazak a kévetkezok:

(i) Els6 szubmartingal egyenlGtlenség:

AP( sup &> \) <EE,

o<t<T
ahol & :=max{{,,0} & pozitiv részét jeloli,
(i) Masodik szubmartingdl egyenl6tlenség:

AP( inf &< - \) <E& - E&,

o<t<T

(iii) Doob-féle maximal-egyenl6tlenség: Ha még az is igaz, hogy minden t >0 esetén
& >0 P-mom., akkor minden olyan p > 1-re, melyre EEP < +oo teljesil, kapjuk,

hogy ) )
E( sup a) < (L) EEr.
o<t<T D — 1

(iv) A trajektéridk regularitdsa: P-m.m. w € Q-ra a {&(w),t >0} trajektoridk kom-
pakt intervallumokon korldtosak és (0,00)-en léteznek a baloldali hatdrértékek (a jobb-
oldali hatarértékek nyilvan léteznek, hiszen feltételunk alapjan a trajektoriak jobbrol
folytonosak).

1.7. Poisson-folyamat

1.7.1. Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy a {& :t>0} sztochasztikus folyamat szamlalé
folyamat, ha & interpretalhaté igy, mint a ¢t idépontig bekovetkezo bizonyos ,,események”
szama valamilyen kisérletben.

1.7.2. Példa. Az aldbbiakban példakat mutatunk szamlal6 folyamatra.

(i) Jeldlje & a t idOpontig egy adott druhdzba betérd emberek szamat. Ekkor {&, : ¢ > 0}
szamlalé folyamat, ahol egy vasarlonak az aruhazba torténo belépése felel meg egy
eseménynek. Ha & a t idopontban az aruhdzban levé emberek szamat jelolné, akkor
{& :t >0} nem lenne szamlal6 folyamat.

(i) Jelolje & a t id6pontig egy adott meccsen a taldlatok szdmat. Ekkor {& : ¢ >0}
szamlalo folyamat, ahol az felel meg egy eseménynek, mikor gél sziiletik.
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Az egyik legfontosabb szamlalé folyamat az in. Poisson-folyamat.

1.7.3. Definicid. Legyen X\ > 0 és legyenek ny,n9, ... fliggetlen, X\ paraméteri expo-
nencialis eloszlasu valosziniségi valtozok. Legyen Ty :=ny + -+ n, k € N, és Ty := 0.
Legyen

& = max{k € Z; : T), < t}, t>0.

Ekkor azt mondjuk, hogy {& :t>0} A paraméteri Poisson-folyamat. (Itt 7, =

0,1,2,...}.)

1.7.4. Megjegyzés. Nyilvan, P(§ = 0) =1, hiszen To =0 és k>1 esetén P(T} =
0) =0, ugyanis k>1 esetén T} abszolut folytonos eloszlasu. O

1.7.5. Allitas. A {& : t >0} folyamat akkor és csak akkor X paraméterd Poisson-
folyamat, ha

(i) figgetlen, staciondrius névekményi,
(i) tetszdleges 0 < s <t iddpontok esetén & — & ~ Poiss(A(t — s)),
(iii) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

Bizonyitas. Ha {{ : t>0} X\ paraméterii Poisson-folyamat, akkor ny,79,..., 7051
fiiggetlensége miatt

P&G=k)=Pm+-+n <t <m+-+n+ k1)
= / / Netle= M@t dant@on) gy day dagys .

14 Fxp <t<w1+ T+ TR
T15esTh41 20

Kiintegralva az xp; valtozo szerint (az integréaldsi tartomanyon t —xp — -+ — x5 = 0):
oo
/ )\ef)‘zlw%l dxk+1 — e*/\(tfxlf...ka)’
t—x1——xp
igy
P& =k) = /--~/Ake—” dry . .. dzy,.
T1+Fxp <t
xl,...,mkEO
Ha bevezetjik az y; := a1 +---+x;, j=1,...,k 1j valtozokat, akkor a transzformacié
Jacobi-determinansa 1. Ugyanis,
U1 10 0 T
Y2 11 0 T
. = . )
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és igy
. 1 0 0
! 1 1 0 ol [~
x
l=fo -1 1 o *
o 0 0 1 1) W
Ezért a transzformacié Jacobi-determinansa
1 0 0 0
-1 1 0 0
0 0 -1 1
Igy
/---/dzl...dxk: // dyy . .. dyy.
z1+Fap <t 0<y1<y2 <. Syp St
1., 20
Nyilvan az 1,2,...,k szamok tetszoleges 1i1,1s,...,1; permutacidja esetén
0SYiy S¥ip S-Sy, S 0Sy1Sy2 S Sy St
Ugyanis, vezessiik be az
Uy (A
U
2 _ 4 3{2
U, Yk

helyettesitést, ahol A olyan matrix, melynek /¢-edik soraban az i,-edik elem 1, a tébbi
pedig 0 ((=1,...,k). Mivel iy,...,i egy permuticidja az 1,...,k szdmoknak, kapjuk,
hogy A determindnsa (—1)/Cv-) ahol [I(iy,...,i;) az 4y,...,i; permutéacié dsszes
inverzidinak a szamat jeloli. gy a transzformécié Jacobi-determindnsénak abszolutértéke
1 és az integralasi tartomany is megfelelden alakul. Tekintve az 1,...,k szamok Osszes
i1,...,1, permutacidjat, az ezekre vonatkozo, fenti tipusu integraloknak az osszege éppen
a t élhosszusagi k-dimenzios kocka térfogata, s mivel minden ilyen integral egymaéassal

tk
// dyl...dyk:E.

0Ky <y <. Syp <t

egyenlo adddik, hogy

Tehat végiilis

Plg =k = O,
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azaz & ~ Poiss(At).
Tetszlleges 0<t; < tp < ... < t, é 0<k <hky< ... <k, esetén, ny,m,...
fliggetlensége alapjan
P(&, =k, &y = ko, o &, = kn) = P(Ty, <t; <Ty,11,i=1,...,n)
=Pm+-+n<ti<m+-+nN,0i=1,...,n)
= // NenFle= Mzt 42hnt1) doy - day L.

xl+---+xki <ti<x1+---+mki+1, i=1,...,n
T1yees Ty +120

Kiintegralva az xy, 1 véltozd szerint (az integréldsi tartoményon ¢, —xy — -+ —xp, = 0):
+o00
/ )\e_AxknJrl dxkn+1 = B_A(t"_xl_m_xkn)7
tn—21—"—Tg,
és igy
kn ,—Atn
P(éﬁ:k17€t2:k27--'7£tn:kn): // Ae dxldq;kn

1+t og, S <z1+ T, 41, 0=1,,n—1
T1+ T, Stn, Ty, Thy, 20

(Ha k, 1 =k,, akkor i =n—1-re t, 1 <x1+---+x), 41 nem feltétel az eléz6 integralasi
tartomédnyban, mert nincs integralds zy, .1 szerint.)

Az el6z6hoz hasonlé gondolatmenettel megmutatjuk, hogy

P<§t1 = kla £t2 = k27'-'7€tn = kn)

(1.7.1) ) )
Tl (K — k) - (o — Fony)!

Tekintsiik csak az n = 2 esetet. Vezessik be ekkor az y; =21 +---4+x;, 1 =1,..., ko
helyettesitést. Hasonléan az elézdekhez a transzformécié Jacobi-determinansa 1, igy

T1t+ g St <T1t+ T 41 0<ypy St1<yrq+1
T1+ o+ Thy St2, T1,00, Ty 20 Yk St2, 0Sy1 SY2 < SYky

0Sy1Sy2 <K Sy Sty
01 <Ykq +1SYky +2 8 SYky St2
Kiilon csindlva permutaciot az els6 k; darab valtozéra, majd a maradék ko — k; darab
valtozoéra kijon, hogy

1 (ty — )2

0Sy1 Sy Sy St
01 <Ykq +1 S Yky +2 S SYky St2
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Ezért tetszoleges 0 <t <ty <...<t, és {0, ..., 0, nemnegativ egészek esetén
P(ftl = gla th - 51‘/1 = 627 o 7£tn - gtn_1 = gn)
=P(& =01,&, =0+ lo,.... &, =li+l+- - +1,)

l
_ tll (tQ - tl)e2 e (tn - tnfl)en )\£1+€2+"'+Ene_>\tn
B 0105 1) '

Specidlisan tetszéleges 0<s <t esetén & — & ~ Poiss(A(t — s)), hiszen a

t(ta — )"
P(&, =101, &, — &, =) = M}fﬂr@ze*/\tz
04 105!

egyenloség mindkét oldalat szummazva ¢ szerint 1-t6l +oo-ig kapjuk, hogy

2 +0oo 1 2
P(&z — &y = 62) = —(tz — tl)e Nzp—At2 Z <>\t1)£ _ <)‘(t2 — tl))e e~ At2—t1)

) e Y

Ezért

P(ftl = gla £t2 - 6751 = 627 s agtn - gtn_1 = gn)
= P&, =0L)P(&, — &, =10) - P&, — &, . =1).

Ebbol kovetkezik, hogy a folyamat valéban fiiggetlen, staciondrius névekményti.
A trajektoriak jobbrdl folytonossaga rajz alapjan konnyen lathato.

Forditva, ha {& : t >0} olyan folyamat, mely rendelkezik az &llitasban leirt tulaj-
donsdgokkal, akkor a trajektoriai nemnegativ egész értékli fliggvények, hiszen s = 0-val
(ii)-bél 1atjuk, hogy & ~ Poiss(At). Méasrészt a trajektéridk monoton névekvé fiiggvények,
mert (ii) alapjan a novekmények is Poisson eloszlasiak. Legyen

T :=inf{t >0:& >k}, k=0,1,...,

és my =Ty —Tp_1, k=1,2,.... Ekkor (i) alapjan T, = 0 és a trajektéridk monoton
novekvosége miatt np >0, k= 1,2,.... Megmutatjuk, hogy tetszéleges t >0 és k & N
esetén

(1.7.2) {weQ: Ti(w) <t} ={weQ:&w) =k}

Egyrészt, T definicija alapjan adodik, hogy
{weQ:Ti(w) <t} D{w e N : &(w) =k}

Masrészt, ha w € Q olyan, hogy Ty(w) < t, akkor mivel Tp(w) = inf{s>0: &(w) >k}
adddik, hogy létezik olyan t; >0, hogy Ti(w) <t; <t és &, (w) = k. Mivel a trajektoridk
monoton noévekvé figgvények & (w) > &, (w), gy &(w) >k, Ha w € Q olyan, hogy
Ty(w) = t, akkor létezik olyan (t,)neny sorozat, hogy t, | t, tgy, hogy &, (w)>k, neN.
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Mivel a trajektoridk jobbrdl folytonosak lim, . &, (w) = &(w). gy &(w) =k Mivel &
egész értékl, igy az is teljestl, hogy

&(w) = max{k € Z, : Tp(w) < t},

ugyanis

max{k € Zy : Ti(w) <t} =max{k € Z; : &(w) 2 k} = &(w).
Azt kell még belatni, hogy ny,10,... fiiggetlen M\ paraméterii exponencidlis eloszlasu
valészintiségi véltozdk. ElGszor megmutatjuk, hogy (74,7, ..., Ty) stirtiségfiiggvénye

Meem™ M ha 0 <uy <up < ...<uy,
le,TQ,...,Tk (Uh Uz, . . - ,Uk) =

0 egyébként.
Tetszbleges 0 =1ty <t; <o < ... <ty esetén, (1.7.2) alapjan

P(T t T t27“'7Tk<tk):P(gh217€t2>2a"'7€tk>k)
(173) = Z P(6y = i1, & =iz, &, = in),

0<i iz < ik
g =l 0=1, k’

és az (i),(ii) tulajdonsdgok alapjan

P(£t1:i1,£t2:’i2,...,£ Ilk)

= P(ftl = i1, §t2 §t1 =y — 1y« 7€tk ftk_l =1 — ik—l)
=P(&, =01)P(&y — & =ta— 1) - P(&, — &y = U — k1)
_ th(te — )27 oo (b — gy ) > k1 it

1.74 —— , . -
( ) i1 (ig — i) (g — ig—1)!
Leellenérizziik, hogy
(1.7.5)
Z tlll (t2 - tl)w_ll tr (tk - tk 1>Zk e )\zk —Atp / / )\k —Aug du o duk
il!(ig—il)' (’lk—Zk 1)'

0<4y glzé élk

0
i >0 = ok <ui<ug<-- <“k

Ul K1, U <

Ha k=1, ugy (1.7.5) baloldala:

—~

D G I
11

i1=1

illetve (1.7.5) jobboldala:

t1
_ _ i1 _
/ e M dyy = [—e ’\“1}0 =1—e M,
0
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Ha k=2, ugy (1.7.5) baloldala:

L CHEY

i1!(ig — 17)!
0aziy 02— )
i1221,1222
+oo +oo z
_ E tl t2 - tll )\’LQ —At2 4 § E 2 — t]- AiQG_)\tQ
/L — p—
10=2 2 i1=210=11 22 Zl

+oo +o0o z

_ Z t t2 - tl T2 T M el g + Z Z leZQ )\%24—21 —At2

i9=1 i1=212=0
— Ao )\(tQ—tl) tl —)\tQ )\(tg—tl)
=t e "2 (e )+ E e
11=2
— At 7/\t2 tl 7)\t1
:tl)\<€ - ‘|’ E
i1=2

= tl/\(e”\tl — e*m) +e M (e’\tl —1- )\tl) =1—e M — \tye N2,
lletve k=2 esetén (1.7.5) jobboldala:

t1 to t1 ug =t
// )\26—)\ug duldu2 — / / )\26—)\u2 duldUQ — / [— )\B_Auz}uz;;l dUl
0 ul 0

O<ui <uz
uy St1,u2 <t

t1
_ _ — — u1=t1
:/ AMe™ —e M) duy = [— e — huje 2]
u1=0
0
=1—e M — \ye N2,

A k>3 esetben az alabbi médon ellendrizheté le (1.7.5). A kdvetkez6 gondolatmenet Igloi
Endrétél szarmazik. Jeldljik az (1.7.5)-beli baloldali 6sszeget Sy-val, a jobboldali integralt
pedig [p-val. Ekkor Sy és I is tq,...,t,-t6l fiigg. Tovabba

I, = \F / / / / e M dugdug_y . . . dugduy
U —2
tre—1
=\ 1/ / / e M1 duy ... dugdug
0 uy Uk —2

t1  pto tk—1
— e MR / / e / 1 duy_; ... dugdu;.
0 ul Uk 2
t1 pta te—1
Jk_liz/ / / 1duk_1...du2du1, k:2,3,...,
0 U1 U —2

jelolést kapjuk, hogy

Bevezetve a

(1.7.6) =Ty —e N ) keN,
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frjuk fel Sk-t is olyan alakban, mint az [j-t, azaz gy, hogy az iy (azaz a -t tartalmazé
tényez0) szerinti Osszegzés legyen a legbelsé. Bevezetve a max(a,b) := m(a,b) jelolést,

00 e8] tzll (tg - t1>i2—7,’1 . (tk:fl o tk72>ik_l_ik_2
S-y Y 2. > iz — i) (ips — ino)!
11=145=m(i1,2) ik—1=m(ig—2,k—1) ix=m(ir_1,k)
(ty — tk—1)ik_ik_1 \ik o=t
(ik — ik,l)!
= i i i t1(ty — 1) e (bgg — o)1 2
i (70 — 7Y oot (g — 3 |
’Ll:l z2=m(1,1,2) lk 1:m(ik,2,k71) Zl(Z2 Zl) <Zk71 Zk72)
i (t, — tg_q)* "t ik oM
. o . ‘ N
i=m(ix_1,k) (Zk Zk_l).
Bevezetve az
> t, —t 1)1
A= Y (b ok .1) Nk jeldlést,
. - (Zk - @k:—l)!
tg=m(ig—1,k)
kapjuk, hogy
A= i (A<tk - tk—l))ik_ik_l )\ikfl — i (A<tk — tk—l))j )\ikfl
A . (i — 1g—1)! - . J!
ip—ig_1=m(0,k—ir_1) J=m(0,k—ix_1)
o, Bl N ha gy =k 1,
Z;io Myk ' ha i >k,
(eXt—t-1) — )Xt ha dpg =k — 1,
| Mty ha i >k
Igy
o v (76 — 7)Y oo i (g —_ |
i1=1 Z’Q:m(i172) ikflzm(’ikfg,k—l) ZI(ZZ Zl) (lk_l Zk_2)

« (e—/\tk,l)\ik,1 ﬂ{ik71>k} + (67)\”“1 _ efAtk))\l'k—l ﬂ{ik—lzk_l}).
Felhasznalva, hogy

—Atg_1 \ik—1 —Atg_1 —>\tk ip—1
e R B e - I gy —k-1)
-t i —Atp \1
— e~ AMk—1 \ik— 11{% Sko1} — € k \ Uk 11{% —k—1}s

kapjuk, hogy

k=1 k-1 k—1 ; . o
Sk:Sk - ei)‘tkkkil Z Z o tzll (t2 — tl)ZQ L2 R (tk—l — tk—g)““*l Tk—2
- W50 — g4 ) e (4 — 3 |
11:(2 1) Uk— 1k—2):
i1=Lig=m(i1,2) ix—2=m(ix_3,k—2) iz = 1) (k-1 = ik—2)
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Bevezetve minden k£ =2,3,..., esetén a
k—1

k-1 - i . o
t 1(252 — tl)m ., (tk—l _ tk—Q)”“’l lk—2

T _ 1

k=1 Z Z Z i\(ig — iy)l - (i ; ’

Tpoq1 — lgp_2)!
i1=1i9=m(i1,2) ix_o=m(ir_3,k—2) (k 1 k 2)

jelolést, kapjuk, hogy

(177) Sp = SiL_1 — G_AtkAk_lTk_l, k € N.

Ha megmutatjuk, hogy J, = Ty, k € N, 1gy (1.7.6) és (1.7.7) alapjan teljes indukciéval
befejezhet6 a bizonyitas. Az aldbbiakban J, = Ty, k € N, igazolasaval foglalkozunk. Is-

mert, hogy ha X;,..., X, figgetlen, a [0,¢] intervallumon egyenletes eloszlast valészinﬁségi
valtozok, ugy az X7, ..., X} rendezett mintdra vonatkozodan, tetszéleges 0 <t; <to < --- <ty
esetén

P(X{<t1,X;<t2,.. X*<t tn// / 1dzy ..

(Ez utébbi tényt az 1.7.15. Tétel bizonyitasaban mi is megmutatjuk.) gy, ha 0<t; <ty <
<ty gy 0SB <R o <B 2 6

k= el 1<t1,...,Xk<tk,
ahol  Xj,..., X} fiiggetlen, a [0,%;] intervallumon egyenletes eloszldsi valészintiségi
valtozdk. Mivel i{—;, cey f—: fliggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valszinii-

ségi valtozok,

t ty 1)k t Ly
oo G (o < i < Bt <) = G (0 < i < ),
k k :

k! Tk Ly
ahol Uy,...,Ux_1,U; fliggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlastu valészintiségi
valtozok. Tovabba megmutatjuk, hogy az Uy, ..., U, mintat alapul véve
(t)" k—1 .
T, =+ p ﬂ 0, — |-ba legaldbb ¢ mintaelem esik p | .
k! i t

Felhasznélva, hogy
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kapjuk, hogy (gondoljunk a polinomiélis eloszlasra)

k—1
P ﬂ { [0, E)—ba legalabb ¢ mintaelem esik}
i=1 b

k

=2 2 2 il (iz — i)l (ip1 — in2)!(k — i51)!

=lig=m(i1,2) ip_1= m(lk Q,k 1)

o 1y ty  t 2" R P S 1 thoy )T
tk tk tk tk tk; tk:

k

tlf (tz _ tl)iz—il . (tk—l _ tk72>ik—l_ik—2 (tk _ tkil)k_ik—l
kz Z Z 2'1](2'2_2’1)!... ; ]

_ |
11=1lio=m(i1,2) ix_1=m(ix—2,k—1) (Zkil Zk72).
k!
= —T.
(te)E "

Felhasznalva, hogy az
t t Nt
P(U{k <2, Ui < E) =P ﬂ { {O, —Z)-ba legaldbb ¢ mintaelem esik}
173 122 i 173

egyenldség trividlis mddon igaz, kapjuk, hogy Jy, = Ty, k € N. Tehat (71,7z,...,Ty)
strtiségfiiggvénye valéban a megadott alaku.

Megjegyezziik (bar nem fogjuk felhasznalni), fenndll az is, hogy
P(Sh = ilv §t2 €t1 - 22 1y 7§tk gtk_1 = Zk: - Z‘k‘—l)
= P(T,, t<THg—me)
Ugyanis, példaul k = 2-re, (1.7.2) alapjan és felhasznélva azt, hogy &, egész értékii

P(El < tl < ﬂ1+17ﬂ2 < t2 < ,—Ti2+1> = P(£t1 2 ilagh < il + 17£t2 2 i27£t2 < Z.2 + 1)
- P(gtl == i17§t2 = 22) = P(ftl = il?ftz - gtl = 7;2 - Z]_)

Ezért tetszoleges x1,...,x, >0 esetén

Plm <xy,m<zo,....m <) =P(Ty <z, To — Ty <oy ..., Tjp — T < )

= / e / Nee 2 dyydys . . . dyg.

0<y1 <y2<...<yg
Y1<x1, Y2 —Y1<x2,.., Yk —Yk—1 <Lk

Végrehajtva az y; =u; +---+wu;, ©=1,...,k helyettesitést kapjuk, hogy

Pl < @1, m0 < To,y ..oy < 1) / / NeemAwmtuattun) go duy .. duy,

O<u] <zj,j=1,.. Kk

—H [ 2 Ta-e),

J=1
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amibol kovetkezik, hogy 7,ms,... valoban fliggetlen, A\ paraméterii exponencidlis eloszlasu
valoszintiségi valtozok. 0

Az aldbbiakban az 1.7.5. Allitds egy részére teljesen fiiggetlen bizonyitast adunk.

1.7.6. Allitas. (Karatzas-Shreve [3], Problem 1.3.2) Az 1.7.3. Definicid jeloléseivel
élve,

(i) ha 0<s <t, akkor

P(Te, 1 > t| F8) =e M9 Pomum.

(ii) ha 0<s < t, akkor & — & Poisson eloszlisi At — s) paraméterrel és figgetlen
FE-tbl. (It F&F = 0(€,0<s<1), t>0.)

Bizonyitds. (i) Legyen s>0 és n € N tetszblegesen rogzitett. Tekintsiik az F¢ o-
algebra nyomat a {{s = n} halmazon, ezen azt a G o-algebrat értjik, mely az Gsszes
ANn{&, = n}, A e FSooalaki eseménybdl dll. Hasonléan tekintsik a  o(ny,...,n,)
o-algebra nyomat a {& = n} halmazon, ezt H-val fogjuk jeldlni. A G o-algebra
szaméra generdtorrendszert alkotnak a {&, <mny,...,&, <ng, & = n} alakd események,
ahol 0<t; <t < ... <t <sésny,...,ng €Zy,ny < -+ <ng < n. Felhasznalva (1.7.2)-
t és T;-k definiciéjat, kapjuk, hogy minden ilyen halmaz benne van H-ban. A H oc-algebra
szamdra generatorrendszert alkotnak a {717 <ty,...,T,_1 <t,_1,& = n} alakd események,
ahol 0<t; <ty< ... <t,_1<s. Felhasznalva (1.7.2)-t kapjuk, hogy minden ilyen halmaz
benne van §-ben. fgy Gg="H.

Ezért minden A € F& esetén létezik olyan A € a(n1,...,1n,) esemény, hogy
An{& =nt=An{s =n}.
A feltételes varhato érték definicidja, &, értelmezése és s <t miatt kapjuk, hogy
| P>t 74P = PTin > 0 AN (g = n))
An{&s=n}
=P{T1>t}nAn{&=n}) = PH{Ths >t}NAN{T, <s<Thu1})
= P{Tn+ 1 >t} NANA{T, < s}).
Mivel 7,1 fliggetlen T,-t6l és 14-tdl is, a teljes valoszintiség tétele alapjan kapjuk, hogy

PUT, + s > Y NAN{T, < 5})

_ /Oo P{T, > t = u} VAN T, < 5} [ Mass = ) o, (1) du

[e.9]

— /OO P{T, >t —u} NAN{T, < s})fynp (w) du

[e.9]

= / P{T, >t —u}nAN{T, <s}Hre Mdu
t

—S

= e Mt=9) / PH{T, +u>synAN{T, <s})re du,
0
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és igy
PHT, + nns1 > t} NAN {T s})
= M- S)P({T + g1 > spNAN{T, < s})
= P(A N {T s < Tn+1})
= P(Aﬂ{fszn}):e ts (Aﬂ{fs_n})
fgy

/~ P(Tyor > t| FE)dP = e M= (A 0 {&, = n}),
Am{gs—”}
minden 0<s<t, neN és Ae F¢ esetén. Mivel Y 7 P(AN{& =n}) = P(A) és

Z/ P(Tpy1 > t| F)dP = ZP{Tn+1>t}ﬂAﬂ{£S—n})
Am{fs n}

n=0

=N P({Te,1 >t} NAN{& =n}) = P({Te1 > t} N A)

n=0
- / P({Tesy > 1| F5)dP
A

igy adddik, hogy
/ P(Te i1 > t| FE AP = e X9 P(A),
A
minden A € F¢ esetén. Ebbdl pedig a feltételes varhaté érték definiciéja alapjan mar
kovetkezik (i).

(ii) Legyen minden k>1 esetén

n+k+1
Y = Thskr1 — Thr = Z 15 -
Jj=n+2
Ekkor Y} fiiggetlena o(n,...,n,11) o-algebratdl és gamma-eloszlasu k és A paraméterekkel

minden k > l-re, azaz Y} surtségfiiggvénye

)\kuk—le—)\u
fY (u) _ W ha w > 0,
’ 0 ha u <0.

Megmutatjuk, hogy minden 6 >0 és k>1 esetén

k—1 -
(1.7.8) P(Y, > 0) = ( - )
§=0 J:

Ugyanis k = 1-re,

P(Yy>0)= P2 >0)=1—-F,

NIn+2

0)=1—(1—eM)=e?.

86



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Tegyiik fel, hogy (1.7.8) igaz 1,2,..., k-ra, és mutassuk meg, hogy fennall &+ 1-re is. Mivel
Yi és nuipio figgetlenek, a teljes varhato érték tétele alapjan kapjuk, hogy

o0

P(Yiy1 > 0) = P(Yy 4+ npigeo > 0) = / P(Yi+u> 0| Npgrge = w) fr, 0y (u) du

o0
[e.e]

Il
S~ T

0 00
P(Yy>0—u)fy .., (u)du= / P(Yy > 0 — u)de ™ du + / e du
0 0

—00

o k-1 k=1l i+t 0 )
A Ne M dy 4 e = Z S [ (0 —u)dute N
. J! 0
Jj=0 7=0
k—1 k
_Soem L,
— (j+ 1)!

J J=0

Legyen Ae F¢, ekkor létezik olyan A € o(ny,...,n,) esemény, hogy
An{& =nt=An{s =n}.

Hasonléan az (i) rész megolddsédban latottakhoz kapjuk, hogy

/A{5 }P(Et—£s<k|f§)dp—P({gt—gsgk}mAm{gs—n})

=P{&<n+kINnAN{E =n))
= P({Tpin1 >t} NAN{E =n)).

Felhasznalva Y, definiciéjat és azt, hogy Y figgetlen T, ,1-t6l és [4-t0l is, kapjuk, hogy
P({Tusxer > 1} N AN € = n}) = PUToer + Yy > 0 AN {&, = n})
- /OOO P({Tus +u >t} 0 AN{E = n}) fr (u) du
Ha uw>t—s, akkor

{Thir+u>t}nAn{&=nt={Tha>t—utNAN{T, <s < T}
—AN{T,<s<Tp}=ANn{& =n}=AN{E =n},

ezért (1.7.8) alapjan
/OO P{Tpr +u>t}NAN{E =n)) fy,(u)du= P(AN{& =n})P(Ye >t — s)

- A= 9))
J! '

??‘

-1

P(AN{&=n})D e

J

I\
o

Mivel AN {&,=n} € FS, (i) alapjan kapjuk, hogy
P({Te1 >y} NAN{& =n}) =e*IP(AN{E =n}), 0<s<y.
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Ezért
/O —s P({TnJrl +u> t} NAN {gs = n})fYk(U) du
= [ PUT > 1w 0 AN = ) d
0

. t—s
— P(An{&, = n}) / N5 £ () du
0
Ezért

/OOOP({Tn+1 +u>t}NAN{E =n})fy, (u) du

k—1

_ P(Avﬂ {& =n)) (Z e—A(t—S)M n /t—S e_/\(t_s_U)fYk (u) du> .

=0 7t

Mivel

t—s l—s MNeyk—le—Au 2\F t—s
—A(t—s—u) du = —A(t—s—u) du = —A(t—s) / k—1 d
/o e fv,,(u) du /0 e = u (k_1>!e i u u

At =3)" s

= —FF—F € s

k!

kapjuk, hogy

k )
P(& — & <k|FEHdP=PAN{E, = ts>—3))J
[ PGS RIF 4P = PN oh e

minden 0<s <t, ne€ Z, é A e F& esetén. Hasonléan az (i) rész megoldésaban
latottakhoz, Gsszegezve ezen egyenlet mindkét oldaldt n-re adddik, hogy

/ 3 i (At —s))
P& — & <k|FEAP = P(A)Y e A —9))
A

|

j=0 J:
minden A € F& és k € N esetén. Ebbdl pedig a feltételes varhaté érték definicidja alapjan
mar kovetkezik (ii). O

Az aldbbiakban a Poisson-folyamat egy jabb (sorrendben a harmadik) definidlasara
lehetGséget add allitdst targyalunk. Sziikségiink lesz arra a fogalomra, hogy egy f(x)
figgvény o(z) tulajdonsdgd, amint z — 0.

1.7.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy f:R — R figguény o(x) tulajdonsdgi, amint
xr— 0, ha

x—0 X

1.7.8. Megjegyzés. Tekintstink egy-két példat.
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(i) Az f(z) =2* figgvény o(z) tulajdonsigd, amint x — 0, mert

limM =limz =0.
z—0 x—0

(ii) Az f(z) =« fiiggvény nem o(z) tulajdonsdgi, amint = — 0, mert

limmzlimlzl#().
x—0 x—0
(iii) Ha fés g o(z) tulajdonsdguak, amint = — 0, akkor f+g és c¢f (c€R) is o(x)
tulajdonsagi, amint x — 0.

(Az a tény, hogy az f flggvény o(x) tulajdonsigd, amint x — 0 heurisztikusan azt
jelenti, hogy f(x) gyorsabban tart a 0-hoz, mint az z fiiggvény, ha x — 0.)

1.7.9. Tétel. Legyen {& : t>=0} egy valds értéki sztochasztikus folyamat. Ekkor a
kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(i) {&:t>0} X paraméterd Poisson-folyamat,

(i) (a) figgetlen, staciondrius novekményt,

s,

(b) nemnegativ egész értéki, valamint tetszbleges t >0 esetén P(& >2) = o(t) és
P& =1)=M+o(t) amint t |0,

(¢) a [0,00) Dt & trajektdridk jobbrol folytonosak.

1.7.10. Megjegyzés. Az el6zo tétel (ii)/(b) részében a P(§ >2) =o(t) és P& =1) =
At +o(t) amint ¢t | 0 feltételek részletesebben kiirva azt jelentik, hogy
P& >2) P =1)

lim———+> =0 és lim
10 t t]0 t

=\
U

1.7.11. Allitas. Legyen {& : t>=0} X paraméteri Poisson-folyamat. Ekkor az 1.7.5.
Definicioban bevezetett T,, n € N waldszintiségi valtozok n-edrendi, A paraméteri gamma
eloszlasuak. A T, walosziniségi vdaltozot az n-edik esemény varakozasi idejének szokds
nevezni.

Bizonyitas. (Ross [7], 216. old. alapjan) Az &llitds rogton kovetkezik abbdl, hogy
T, =m+--+n, n €N, ahol n,...,n, flggetlen, N paraméterii exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozok; tudva azt, hogy n darab fliggetlen, A paraméteri ex-
ponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozd osszegének eloszldsa n-edrendii, A\ paraméterii
gamma eloszlas.
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Az érdekesség kedvéért adunk egy ,elemibb” bizonyitast is. Felhasznalva &, definicidjat,
kapjuk, hogy minden n € N esetén

{gt > TL} = {Tn < t}'

Tudva azt, hogy T),, n € N, eloszlasa abszolut folytonos, hiszen abszolut folytonos eloszldsok
konvolicidja, kapjuk, hogy T, eloszlasfiiggvénye a t > 0 helyen

Fr.(t)= P(T, <t) = P(T, <t) = P(& >n).

(Ha t<0, akkor Fr,(t) =0, hiszen 7, nemnegativ.) Mivel ¢ Poisson eloszlasi At
paraméterrel

J

Fr,(t) = Z ()\t!)j e M.

Felhasznalva, hogy egy hatvanysor a konvergencia tartomanyan beliil ”tagonként” differen-
cialhatd, a t valtozo szerint differencialva kapjuk, hogy ha ¢ > 0, akkor

an (t) — f: ()\ ()\t)j_l e—At + Me—kt<_A)>

(j— 1) j!

j=n

— /\e—At SOO ()\t)j_l o )\6—)\1& Eoo (Aty_l — /\e—At ()‘t)n_l

) — | ) — | —1)!

o (j—1)! Pl (j—1)! (n—1)!
/\ntnflefz\t

 (n—1)

ami pontosan egy mn-edrendd, A paraméterii gamma eloszlasu valdszintiségi véaltozé stri-
ségfiiggvénye a t > 0 helyen. U

Legyen {& :t>0} X paraméter(i Poisson-folyamat és legyen 0 < p < 1 rogzitett. Gon-
doljunk a Poisson-folyamat szamlalo-folyamatos megkozelitésére. Tegytik fel, hogy minden
alkalommal, mikor egy ,,esemény” bekovetkezik azt vagy I-es tipusinak vagy Il-es tipustnak
minositjiikk. Feltételezziik, hogy egy eseményt I-es tipusinak p, Il-es tipusinak 1 —p
valoszintiséggel mindsitiink és ezek a mindsitések egymastol teljesen fiiggetleniil torténnek.
Tekintsiik példdul az 1.7.2. Példa (i) részét. Tegyiik fel, hogy egy eseményt, azaz egy vasarlé
érkezését aszerint mindésitjiik, osztélyozzuk, hogy & férfi vagy né. Jelen esetben p = 1/2
természetes vélasztds. (A p # 1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az aruhazat kicseréljitk
példdul egy (n6i) fodrasz szalonra.) A tovabbiakban ujra az dltaldnos konstrukeidt tekintjiik.
Tetszoleges t > 0 esetén jelolje §t(1) a t idopontig I-tipustinak mindsitett események, §t(2)
pedig a II-tipustnak mindsitett események szaméat. Nyilvan & = t(l) + ft(z) minden ¢t >0
esetén.

1.7.12. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitdsa, Ross [7], Chapter 5, Proposition 3.2)
Ekkor {&(1) 1t >0} A\p paraméterd, {6,5(2) 1t >0} M1—p) paramétert, eqgymdstdl fiiggetlen
Poisson-folyamatok.
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Bizonyitas. Felhasznalva ft(l) és ft(z) konstrukcidjat az konnyen adédik, hogy {ft(l) :t >0}
és {f,@ 1t >0} fiiggetlen névekményti folyamatok, és a trajektéridk jobbrdl folytonossiga
is nyilvanvalé. A kovetkezokben meghatérozzuk §t(1) és §t(2) egyiittes eloszlasat, azaz a

P =ng” =m), nmez,

valészintiségeket. A teljes valoszintiség tétele alapjan kapjuk, hogy
P =n.g? =m) => P& =n. & =m|& =k)P(& = k).
k=0

Ahhoz, hogy a t idépontig n darab I-tipust és m darab II-tipusu esemény kovetkezzen
be sziikséges, hogy Osszesen n 4+ m esemény kovetkezzen be a ¢ idépontig, igy

PEY =ne® =m|& =k) =0, ha k#n+m

Ezért, felhasznalva, hogy & Poisson eloszlasi At paraméterrel, kapjuk, hogy minden
n,m € Z, esetén

P = n,e? =m) = P = n, &7 = m|& =n+m)P(& = n+m)
B0

= P& =ng” =m|& =n+mm—

Mivel minden eseményt p valdszintiséggel I-tipustnak, (1—p) valdsziniiséggel II-tipustinak
osztalyozunk, feltételezve, hogy Osszesen n + m esemény kovetkezett be, az I-tipusu
események szdma (n-+m)-edrenddi és p-paramétert binomidlis eloszlast kovet. Ezért annak
a valosziniisége, hogy n+m eseménybdl n-et I-tipusinak, m-et II-tipusinak osztalyozunk

(”*m)pm o

n
fgy
W _ @y (nEm) g m A"
P(t _n7£t _m>_ < n )p (1_]7) (n+m)|€
(179) — ()\tp)nef)\tp ()\t(l — p))mef)\t(lfp).
n! m!
Osszegezve ezen egyenlet két oldaldt m szerint
P&V =n) =3 P =ng” =m)
m=0
AD)" o s~ ML =p))™ ey (D)
B i
Hasonléan 2i(1 .
P(@@) _ m) _ ( ( _p)) G_M(l_p), meZ.,.
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Ezért (1.7.9) alapjan
(1L7.10)  PEY =ng? =m)=PEY =n)PE” =m), t>0, n,mez,.

Hasonléan belathatjuk, hogy 0<s <t, n, m € Z,, esetén

) = (At = S>p)n€—/\(t—s)p (At —s)(1 = p))me—A(t—s)(l—p)
n! m! '

PG €D =n.g? — 6P =m

(Az s id6pont utdn a ¢ idépontig bekovetkezé I-tipusi, illetve II-tipusi eseményeket kell
figyelni.) Ebb6l az is kovetkezik, hogy tetszéleges 0 < s <t esetén

¢ — W~ e~ Poiss(A(t — s)p),
¢ ™ L ¢® < Poiss(A(t — 5)(1 - p)).

Azaz {&(1) :t >0} és {ft@ :t >0} stacionarius névekményii folyamatok is és a névekmények
eloszldsa a 1.7.5. Allitas (i) részében megkivant. A 1.7.5. Allitds alapjan {€”) : ¢ >0} Ap
paraméterii Poisson-folyamat, {§t(2) :t >0} pedig A(1—p) paraméterii Poisson-folyamat.

A kovetkezékben, felhasznalva (1.7.9)-t, megmutatjuk, hogy a {§t(1) :t>0} és {ft(z) :
t >0} Poisson-folyamatok fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a a(ft(l), t>0) ésa
0’(5752), t > 0) o-algebrak fiiggetlenek. Elészor megmutatjuk, hogy tetszéleges s,t > 0 esetén

M g ft@) fiiggetlenek. Felteheto, hogy 0<s < t. Ekkor tetszoleges n,m € Z, esetén

PEW = n, e = k,e? = m)

NE

P(EW =n, e =m) =

i
=)

P = n, & = k&P — P =m —k).

I
NE

i
o

Felhasznalva (1.7.10)-t, azt, hogy az s id&pontig bekovetkezd I-es, illetve Il-es tipusi
események szama fiiggetlen az s id6pont utéan a ¢ id6pontig bekovetkezo I-es, illetve
[I-es tipust események szamatol, és azt is, hogy {ft(l) :t>0} és {St@) :t>0} fiiggetlen
novekményti folyamatok, kapjuk, hogy

P =n,&? =m) =Y P(W =n. P = k)P — ¢ =m — k)

k=0

= 30 P = P = HP(ED — € = m— )
k=0

= zm:P(ggl) = n)P({ =k 5(2) §(2 =m — k)
k=0

=3 PIE = PR = kP = m)
k=0

= P(ED =n)P(E” = m)
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Tehat St(l) és 552) fiiggetlenek tetszoleges s,t >0 esetén. Ebbdol mar kovetkezik, hogy
a szébanforgé o-algebrak is fiiggetlenek (a pontos bizonyitds a Kolmogorov 0-1 torvény
bizonyitdsandal latottaknak megfeleléen torténhet).

Megjegyezziik, hogy Daley—Vere-Jones [1], Exercise 2.3.2 (b) alapjén, ha ¢ eléallithatd
E=¢ 4+ ¢ alakban, ahol ¢ és £” nemtrividlis, fliggetlen pont folyamatok, akkor &' és
&" is Poisson-folyamat. O

1.7.13. Megjegyzés. Nem az a meglepd, hogy {ﬁt(l) :t >0} és {ft(z) : t >0} Poisson-

folyamatok, hanem az, hogy fliggetlenek. Jelolje példaul & a t idépontig egy bankba
érkez6 tigyfelek szamat (az id6t mérjitk éraban). Tegyiik fel, hogy {& : ¢ >0} 1 paramétert
Poisson-folyamat. Tételezziik fel tovabba azt is, hogy minden egyes tigyfél 1/2 valdsziniiséggel
férfi, ill. n6. Tudjuk, hogy a bank nyitasa utani 10 o6raban 100 férfi érkezett. Varhatéan
mennyi no érkezett ez ido alatt a bankba? Egy téves érvelés a kovetkezd, mivel 100 férfi
érkezett és minden érkez6 1/2 valdszintliséggel férfi, varhatéan Osszesen 200-an érkeztek,
ezért varhatéan 100 no érkezett ez id6 alatt. Azonban ez hibas érvelés. A helyes gondo-
latmenet a kovetkezé. Az 1.7.12. Allitss alapjén, ha &2 jeloli a ¢ idSpontig a bankba
érkezo6 néi tigyfelek szamét, akkor {@m :t>0} 1/2 paraméterii Poisson-folyamat. Igy az
els6 10 ordban érkez6 néi tigyfelek szama Poisson eloszlasa 10 -1/2 =5 paraméterrel. S
mivel a Poisson eloszlas varhato értéke megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy varhatéan
5 né érkezik a bankba az els6 10 O6rdban (s ez fiiggetlen az ez id6 alatt a bankba érkezé
férfi igyfelek szamatol). O

1.7.14. Megjegyzés. (Fiiggetlen Poisson-folyamatokra vonatkozé varakozasi id6k)
Legyenek {ft(l) :t >0} és {{t@) :t>0} fiiggetlen Ay, ill. Xy paraméteri Poisson-
folyamatok. Jeldlje T,E”, ill. T, ,EQ), n € N az elso, ill. masodik folyamatra vonatkozé
varakozési idéket. A P(T\" < T'2), n,m € N valészinfiség kiszdmitaséval foglalkozunk.
(Azaz arra keressiik a vélaszt, mi annak a valdsziniisége, hogy egy Poisson-folyamatban
hamarabb kovetkezik be n darab esemény, mint egy masik, tole fliggetlen Poisson-folyamatban
m darab esemény.) Tekintsiik el6szor az n = m =1 esetet. Ekkor T; 1(1) A1 paraméterti
exponencialis eloszlasi valdszintliségi valtozo, Tl(z) pedig tole fiiggetlen Ay paraméterii ex-

ponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo. fgy a teljes varhato érték tétele alapjan kapjuk,
hogy
+oo
P(rY < 1) = / P < TP T = 2) fyo(2) da.
0

Felhasznélva azt, ha & és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok és g : R x R — R olyan
mérheté fiiggvény, hogy Elg(£,n)| < +oo, akkor E(g(£,n)|n =y) = E(g(§,y)), Prmm.
y € R, kapjuk, hogy

(1.7.11) PV <11 =2) = P(T{Y <2), Poo-mm. zeR.
1

Felhasznélva, hogy P, abszolut folytonos az R-en értelmezett Lebesgue-mértékre nézve,
1
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kapjuk, hogy
1 9 +o0 +o0o
P(T! ) < ) / P(T ) < T) e 2" dy = / (1 —e M) Age 2" da
0 0

/+OO -1 d /+OO )\ —()\1+/\2)x d 1 )\ 1 )\1
xXr — e xr = — = .
0 0 ? 2)\1 + Ay AL+ Ao

fgy
A1
Mt A

(1.7.12) P(TY < 1) =

Hatarozzuk meg most annak a valdszinliségét, hogy a {Et(l) :t >0} Poisson-folyamatban
2 esemény is bekovetkezik, miel6tt a {5,5(2) : t>0} Poisson-folyamatban egy esemény
is bekovetkezne, azaz a P(Tz(l) < T1(2)) valoszintiségre vagyunk kivancsiak. Tekintsiik
az alabbi (kicsit heurisztikus) gondolatmenetet. Ahhoz, hogy a {gt(” : t >0} Poisson-
folyamatban 2 esemény is azelétt kovetkezzen be, hogy a {5(2) :t > 0} Poisson-folyamatban
egy esemény is bekovetkezne sziikséges, hogy az elsé esemény a {f(l) : t >0} Poisson-
folyamatbdl kovetkezzen be, ennek valészintisége (1.7.12) alapjan A1 /(A1 +A2). Feltételezve,
hogy az els6 esemény a {5,5(1) : t >0} Poisson-folyamatbdl kovetkezik be, ahhoz, hogy
TQ(I) < T 1(2) legyen sziikséges és elégséges, hogy a mésodik esemény is a {§t(1) ct>0}
folyamatbol kovetkezzen be. Azonban az elsé esemény bekovetkezésekor mindkét folyamat
ujjasziiletik (memoryless property), igy ez a feltételes valoszintiség is A1 /(A1 + A2). gy a

2
P(TY <T?) = ( al )
A+ Ao

A pontos indoklas a kovetkezd. A teljes varhaté érték tétele alapjan

keresett valoszintiség

+oo
P(1y") <1 = / P(Ty) < TP | TP = 2)dge 2% da
0

“+00 “+00
B / / P(1" < TP T = 2, TV = y) A dge ™% da dy
0 0

+oo x
= Ao / < / P(TV < TP | TP = 2, T = y)e dy) e 4y
0 0

hiszen, ha x <y, akkor P(T2(1) < Tl(z) |T1(2) = x,Tl(l) =y) =0, mert Tl(l) < T2(1).
Ha x>y >0, akkor

P(TY = TW <T@ —y|T? = 2,7 =)
() =1 < T —y |1 =)

(TQ(I) — Tl( )< g — y) =1—e M@y,

P < TP T =2, T =)

P
P

ahol felhasznaltuk, hogy T fuggetlen T( )_t81 (az alapul vett Poisson-folyamatok fiiggetlensége

(1) _

miatt), azt, hogy T, —T; 0 fiiggetlen Tl( )—tdl, ill. T1(2)—t61 (hiszen az 1.7.3. Definicié alapjan
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T fiiggetlen novekményti folyamat, ill. az alapul vett Poisson-folyamatok fiiggetlenek),
. L 1) (1) 1 (L . z
valamint a legvégén azt, hogy 7, T} exponencidlis eloszlasi \; paraméterrel. Igy

+oo T
P(T2(1) < T1(2)) = )\1)\2/ </ (1— e—)q(z—y))e—)qy dy) 2T
0 0

+o0 “ANMYqzx r
= )\1)\2/ <|:6 h\ :| — 6)\1513/ 1 dy) 67)‘21 dx
0 —A1 40 0

= A\ oo o 1 ( -z 1) — -1z —Agxd
= A2 e )—e x)e x.
0 1

Innen egyszerli szamolds mutatja, hogy

Altalaban megmutathatd, hogy tetszoleges n,m € Z, esetén

n+m—1 k n+m—1—k
n+m-—1 A A
PTG <) = Z ( k ) (Al—:)w) ()\1—1-2)\2) .

O

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlas és az exponencialis eloszlas all kapcso-
latban. Megmutatjuk, hogyan jon itt el6 az egyenletes és a binomidlis eloszlas.

1.7.15. Tétel. Legyen {& :t >0} X paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor minden n € N

és t >0 esetén (11,Ty,...,T,) feltételes eloszlasa a {& = n} feltételre vonatkozéan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsi valdsziniiségi vdltozok n  elemd
rendezett mintdjanak eloszldsdval. Azaz minden n € N, t >0 és 0<t; <to < --- <t, <t
esetén

|
P(T1gtl,ngtz,...,Tngtnm:n):% // 1dz, ... dz,.

T4 4T <t
z; 20,i=1,....,n

Bizonyitas. A feltételes varhaté érték definicidja alapjan és felhasznélva, hogy &; Poisson
eloszlasi At paraméterrel kapjuk, hogy

P(Ty <t1,Ta<ty, ... T, <tp, & =
P <t Ty <ty Ty <t & =) = LIS TS ) & =n)

P =n
o P(Tl étl,Tg <t27---7Tn<tn7§t :TL)
B A" Xt '

n!

Felhasznalva a {& : t >0} Poisson-folyamat definici6jét és azt, hogy a definidlasaban
szereplé np,m9, ... valdszinliségi valtozdk fiiggetlen, \ paraméterii exponencialis eloszlasiak
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kapjuk, hogy

P(Tl Stl,TgétQ,...,Tngtn,ft :n)
=Pm<t,m+m <ty oo,mt 00 <ty i+ A+ Npga > 8)
:/ E{wlgtl T1+w2 Kty T+ T Stp,T1 4 +In+1>t}f ----- 77n+1)<x17 S 7In+1) dry - dzng
0,-+00)™

to—x1 th—x1— " —Tn-1 +o00
/ / / / )\n+1€7)\($1+---+1'n+1) da:1 .. dxn+1
t—x1——Tn
ta—x1 tpn—T1— " —Tp—1 — AU 4 =
_ e u=too
— \nf! e~ M@1ttwn) [_} dzy - - dz,,
—)\ U=t—T1——Tp
to—x1 tn—T1— " —Tnp—1
=\ At/ / / 1dzy - - - dz,,.
0 0 0
Igy

to—x1 tn—T1——Tn—1
P(TlStl,TQQtQ,...,Tngtﬂé}:n) / / / 1d$1d$n
= / 1dx;...dz,.
tn

1+t <t

z; 20,i=1,....,n
Végrehajtvaaz x1+4---+x; =1y;, 1 =1,...,n helyettesitést, a helyettesités Jacobi-métrixa
determinansanak abszolut értéke 1, ésaz x1+---+x; <t;, z; >0, i =1,...,n integralasi
tartomany az y; <t;, 1 =1,...,n, 0<y; <ys < --- <y, integralasi tartomanyba megy

at. fgy
n' t1 to tn
0

Azt kell még megmutatni, hogy a (1.7.13) formula jobb oldala megegyezik a (0,t) inter-
vallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozok n elemii rendezett mintdjanak eloszlas-
figgvényének a (t1,...,t,) helyen felvett értékével. Legyenek Xj,..., X, figgetlen, a (0,t)
intervallumon egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozok. Meghatarozzuk az X §"), Xén), e ,Xén)
rendezett minta elemeinek egyiittes stirtiségfliggvényét. Elészor az egytittes eloszlasfiiggvényiiket
hatarozzuk meg:

Fan),Xén),-~.7X7<z") (X1, ..., Tp) = P(Xl(n) < x1, Xén) < Zg,... ,XT(Ln) < Tp).

Csak olyan xq,...,x,-ekre vizsgalodunk, melyekre 0<x; <o < -+ <z, <t. Az, hogy
€ (0,t) azért van, mert a mintdnk (0,¢)-n egyenletes eloszlasra van. A novekvé sorrend

pedig azért, mert ha példaul z; > x5, akkor X{n) < Xén) < 9 < x7 miatt Xl(n) < xy, 1gy

PXM™ <oy, X\ < mg, X < ) = P(XSY < ag, 0 X0 < ).
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Ezért amikor az egyiittes struségfiiggvényt hatarozzuk meg derivédlassal, az x; valtozd
szerint konstans fiiggvényt kell derivélni, igy az ilyen helyeken a stiriiségfiiggvény nulla.

Tehat

P(Xl(n)<x]_,X2(n)<x'2,,X <£Bn = / / _dyl

yl) ’yn
y <, i= 17 n

1
=n/! // t—ndyl...dyn,

(y17’yn)€(0»t)n
Y1 SYn, ¥i <z, i=1,..n
ugyanis P(Xl(n) < xl,Xén) < a9, X < x,) az Xi,...,X, minta egy fiiggvényének
varhaté értékeként irhaté fel, és az Xq,..., X,, minta egyiittes stirtiségfiiggvénye:

L ha 5 €(0,t), i=1,...,n,

tn
le ----- Xn(ylﬂ"’7yn):
0 egyébként,

az utolso 1épésben pedig az integrandus 1y, ..., y,-ben valé szimmetriajat, illetve azt hasz-
naltuk fel, hogy egy permutacié matrix determinansédnak abszoltutértéke 1-el egyenlo.

Ezért
#oha 0<oi <o < <a, <U,
P (@111 0) = .
0 egyébként.

Valoban, minden n € N és 0<t; <ty < --- <t, <t esetén

PX™ <4y, X5 < ¢ X<n)<t)_g! o tde

1 L, A2 2500y n—tn 1...42,
i <tii=1,...,n
0z < San Kt

| t1 to tn
:n_n/ / / ldz;...dz
t 0 T Tpn—1

Ez utébbi pedig megegyezik (1.7.13) jobboldaldval. O

1.7.16. Kovetkezmény. Legyen {& : t >0} X\ paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor
minden n € N és t >0 esetén Ty,...,T,_1 egyittes eloszlasa a {T, =t} feltételre
vonatkozéan megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsbol vett n — 1  elemd
rendezett minta egyuttes eloszlasaval.

Bizonyitas. Hasonléan bizonyithat6, mint az 1.7.15. Tétel. Ross [7], 230. oldalan taldlunk

egy heurisztikus gondolatmenetet arra vonatkozoan, hogyan vezetheté vissza ez az allitas az
1.7.15. Tételre. O

1.7.17. Megjegyzés. Ha példdul & = 3, és arra vagyunk kivéncsiak, hogy a (0,1)
idointervallumban varhatéan milyen idépontokban kovetkezett be a & = 3 Aaltal jelzett 3
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darab esemény, akkor azt mondhatjuk, hogy a bekdvetkezési idopontok egyiittes eloszlasa a
(0,1) intervallumon egyenletes eloszlasra vett 3 elemi rendezett minta eloszlasaval egyezik

meg. Jelolje X7, X35, X3 aszoébanforgé rendezett mintat. Ismert, hogy EX; = i, 1=1,2,3.
Igy a szébanforgs 3 darab esemény varhatéan az 1/4, 2/4 és 3/4 idépontokban kovetkezett
be. O

Az alabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan jon be a Poisson-folyamatnal a binomialis
eloszlas.

1.7.18. Allit4s. Legyen {& :t >0} X paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor minden 0 <
u<t és neN esetén &, feltételes eloszlasa a & = n  feltételre vonatkozoan n-edrendi,
u/t paramétert binomidlis eloszlds. Azaz minden 0 <u <t és k<n, k,n €N esetén

Pl =klg=n = (1) (5) (1-4)" = (1)

Bizonyitas. Ugyanis a Poisson-folyamat tulajdonsagai alapjan

fu:k7£t:n)_P<€u:k7§t_§u:n_k>

P&, =kl =n) =

P(ft:”) B P(ft:”)
_ P =KPE & =n—k)
P(& = n)
- (/\;L!)’“ o u (A(I(f;ﬁ;))’!‘*’“ e~ A(t—u)
N QO™ ot

n!

_ (Z) uk(t ;nu)”—k‘

Poisson-folyamat ritkitasa

Az 1.7.12. Allitas szerint, ha egy A paraméteri Poisson-folyamat minden egyes ,,esemé-
nyét” egymastol fiiggetleniil 1. vagy II. tipusunak osztdlyozzuk p, ill. 1—p valdszintiséggel,
akkor az I-tipusu, ill. II-tipust események szamlalo-folyamatai egyméastol fliggetlen Ap,
ill. A(1 —p) paraméterii Poisson-folyamatok.

Vizsgaljunk most egy kicsit osszetettebb helyzetet. Tegyiik fel, hogy a bekovetkezd esemé-
nyeket k darab, egymastdl kiilonbozo tipusinak osztalyozhatjuk és az, hogy egy eseményt
milyen tipustinak mindsitiink fligg attdl is, hogy mikor kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy ha egy
esemény az y iddpontban kovetkezik be, akkor 6t p;(y) valdszintliséggel minésitjik i-edik
tipustinak (i = 1,...,k), minden olyan eseménytél (és annak mindsitésétol) fiiggetleniil,
ami elOtte kovetkezett be. (Nyilvan Zlepi(y) =1 minden y >0 esetén.) Az 1.7.12.
Allitas alapjan bizonyithaté a kovetkezd allités.

1.7.19. Allités. (Ross [7], Chapter 5, Proposition 3.3) Legyen {& : t>0} X
paraméteri Poisson-folyamat és tekintsik az el6zd konstrukciot. Jelolje &;(t), i =1,....k
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a t >0 iddpontig bekovetkezo i-edik tipusi események szamat. Ekkor mmden t>0 eseten
&(t), i=1,...,k figgetlen Poisson eloszlasi valdsziniségi valtozok E(&(t)) = A fo pi(s
pamméterekkel.

Az alabbiakban megfogalmazunk még két érdekes allitdst.

1.7.20. Allitas. (Poisson-folyamatra vonatkozé nagy szamok erds torvénye) Legyen
{& :t >0} A >0 paraméteri Poisson-folyamat. Ekkor

P({wGQ Emft(ttx})ﬂ

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszllegesen rogzitett. Ekkor & definicidja miatt T, <t <
Tev1. Ha w e Q olyan, hogy & (w) >0, ugy

Toww) _ ¢t _ Tewn(@) _ Tawn (@) &lw) +
Gw) T &w) & (w) §i(w )+1 ét()

Megmutatjuk, hogy P(lim; .. & = 4+00) = 1. Tudjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén a
€ [0,400) — &(w) trajektéria monoton novekvs. Tegylik fel, hogy valamely w € Q
esetén a t € [0,400) — &(w) trajektoria korldtos. Ekkor létezik olyan ny € N és
€ [0,+00), hogy &,(w) =ng és &(w)<ne barmilyen t € [0,400) esetén. Igy &
definicidja alapjan T,y +1(w) > ¢, ha ¢ € [0,+00). Felhasznalva, hogy

(1.7.14)

P(Thys1 > t, Vit €[0,400)) < P(Tng41 > 1), t€[0,+00),

és limy .o, P(Tp,o1 > t) = 0, kapjuk, hogy P(T,,11 > t,V ¢t € [0,400)) = 0. Ezért
P-mm. w € Q esetén a t € [0,+00) — &(w) trajektéria nem korldtos. Felhasznalva,
hogy egy monoton névekvé, nem korlatos (valés) sorozat -+oo-hez konvergdl, kapjuk, hogy
P(limy .o & = +00) = 1. A nagy szamok er6s torvénye alapjan tudjuk, hogy

E — —Zkzl nk — Enl = l, P—m.m.
n n A

Mivel P(limy & = 400) =1 és & nemnegativ értékii, kapjuk, hogy

., 1
1.7.15 —t — —,  P-m.m.
( ) & o

Mivel P(limy . & = 4+00) =1, az is kovetkezik, hogy
P({we O3ty >0:&(w) >O,Vt>t0}> ~1.
Igy (1.7.14) és (1.7.15) alapjan P-m.m. w € Q esetén

1 <l bt t <1 t < 1
1m1n 111 Su Nt
2SR ) S TP ) S

Ezért P-m.m. w € () esetén létezik a limt_,w% hatarérték és %—Val egyenl6. Ebbdl
mar kovetkezik a bizonyitandé allitas. U
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1.7.21. Allitas. Legyen A >0 és (X,)n>1 nemnegativ egész értéki valdsziniségi valtozdk
sorozata. Ekkor X, akkor és csak akkor konvergdl eloszldsban a X paraméterii Poisson
eloszlashoz, amint n — +oo, ha minden ¢ :Z, — R korldtos fiigguényre

lim |E(X,0(X,,)) — AEp(X, +1)| = 0.

n—oQ

Bizonyitas. Lasd, L. H. Y. Chen: Poisson approximation for dependent trials, Ann.
Probab. 3 (1975), 534-545, illetve Barbour, Holst, Janson: Poisson approximation, Oxford
Studies in Probability, vol. 2, 1992. 0

1.8. Nemstacionarius Poisson-folyamat, 6sszetett Poisson-folyamat

1.8.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy {& :t>0} nemstacionarius (mas néven inho-
mogén) Poisson-folyamat A(¢), ¢ >0 intenzitasfiiggvénnyel (ahol A(t), t >0, egy
nemnegativ, lokdlisan integrdalhato fiigguény), ha

(i) & =0 és nemnegativ egész értéki,

(i) fiiggetlen novekményi,
(ili) tetszdleges t >0 esetén P(&ip—& >2) =o0(h) és P(&n—& =1) = At)h+o(h),
(iv) a t— & trajektoridak jobbrdl folytonosak.

(Azon, hogy A(t), t >0, lokdlisan integralhaté azt értjik, hogy [0,4+00) minden véges
részintervallumdn integrdlhatd fligguény.)

Vezessiikk be az m(t) := fot A(s)ds, t>=0 jelolést. Mivel A(t), ¢t >0, lokélisan in-
tegrdlhatd, m(t) € [0,400), t > 0. Megmutathatd, hogy minden n € N és s,t >0 esetén

(m(t +5) = m()" _(n(e+s)-mie))
n!

(1.8.1) P(&ps —&=n) =

Tehat &5 — & Poisson eloszldsi m(t + s) — m(t) paraméterrel. Specidlisan &, Poisson
eloszldsi m(t) vérhaté értékkel, ezért az m(t) fiiggvényt a folyamat varhaté érték
fliggvényének is szokds hivni. Abban a specidlis esetben mikor A(¢) = A (azaz {& :
t >0} A\ paramétert Poisson-folyamat), m(t) = At. A nemstaciondrius Poisson-folyamat
jelentoségére az alabbi példa mutat ra.

1.8.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {X; :t > 0} sztochasztikus folyamat X paraméterti

V4

osszetett Poisson-folyamat, ha elddllithato

&t
(1.8.2) X;=>Y, t>0

i=1
alakban, ahol {& : t>0} X paraméteri Poisson-folyamat, Y1,Ys,...,Y,, ... figgetlen,
azonos eloszldsu valdszintiségi vdltozok, melyek figgetlenek a {& :t >0} Poisson-folyamat-
tol 1s.
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1.8.3. Megjegyzés. (i) Az Y, =1, n € N vélasztassal X; = ¢, t >0, igy visszakapjuk
a szokasos Poisson-folyamatot.

(ii) Tegyiik fel, hogy egy sporteseményre buszok szallitjak a nézéket. Jeldlje & a ¢
id6pontig indulé buszok szamat és tegyiik fel, hogy {& : t >0} Poisson-folyamat.
Tegyiik fel tovabba, hogy az egyes buszok altal szallitott utasok szamét leird valészini-
ségi véaltozdk egymastol fliggetlenek és azonos eloszlastak. Jelolje X; a t idépontig
a rendezvényre megérkezett nézok szamak. Ekkor {X; : ¢ >0} 0Osszetett Poisson-
folyamat, az (1.8.2) reprezentaciéban Y, jelenti az n-edik busszal érkezé utasok
szamat.

1.8.4. Definicié. Legyenek X és Y waldszintségi vdltozok, hogy EX? < +oo. Ekkor
X-nek Y-ra vonatkozo feltételes varianciajan a

Var(X | V) := E((X CE(X|Y))? Y)
valosziniséqgi valtozot értyik.

1.8.5. Lemma. (Teljes szérasnégyzet tétele) Legyenek X és Y waldszindségi vdltozok,
hogy EX? < +oco. Ekkor

Var(X) = E(Var(X | Y)) + Var(E(X | Y)).
Bizonyitas. Felhaszndlva Var(X |Y) definicidjt és azt, hogy EE = E(E(€]n)), (El¢| <
+oo) kapjuk, hogy

E(Var(X |Y)) =E(X —E(X |Y))? =EX? —2E(XE(X|Y)) + E(E(X |Y)?).
Mivel D% = E€2 — (E€)2, adédik, hogy
Var(E(X | Y)) = E(E(X |Y)?) — (E(E(X | Y))) = E(E(X| Y)?) — (EX)2
fgy
E(Var(X | V) + Var(E(X | Y)) = EX? — (EX)? + 2E(E(X | Y)?) — 2E(XE(X | Y))
— DX + QE(E(X YV)(E(X|Y) — X)).
Azt kell esak megmutatnunk, hogy
E(E(X V) E(X|Y) - X)> ~0.

Felhaszndlva djra, hogy E{ = E(E(S[n)), (E[¢] < +o00) és, hogy E(f(n)&|n) = f(n)E(E|n)
kapjuk, hogy

IE(IE(X\Y)( (X|Y) X)) [( X\Y)(E(X|Y)—X>‘Y>}
[X]YIE(EX]Y X‘ )} [E(Xm(E(E(XyY)w)—E(X|Y))}

_ [ (X|Y) <]EX|Y X|Y)>] E(E(X|Y)-0) = 0.
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Megjegyezziik, hogy masként is bizonyithattunk volna. Tekintsiik az X = (X—E(X |Y))+
E(X|Y) felbontast. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy

E(E(X 1Y) <E(X 1Y) - X>> —0,

igy

VarX = Var(X —E(X |Y)) 4+ Var(E(X | Y)).
Mivel Var(X —E(X|Y)) = E(X —E(X|Y))? é E(Var(X|Y)) = E(X — E(X|Y))?
kapjuk a bizonyitando allitast. U
1.8.6. Allitas. Legyen {X;:t>0} X paraméterd dsszetett Poisson-folyamat. Ekkor
(1.8.3) E(X;) = E(E(X: &) = EGEY) = MEY),
(1.8.4) VarX, = E(§VarY?) + Var(§EY;) = MEY?.

Bizonyitas. Hatarozzuk meg el6szor az E(X;|&) feltételes varhato értéket. Tetsz6leges
n € N esetén, mivel & és Y1,Y,, ....Y,, ... figgetlenek, kapjuk, hogy

E(X,|& = n) =E(£ZYZ-|& =n) =E()_¥il&=n) =E(D_¥) =nEv.
i=1 i=1 i=1
fgy
(1.8.5) E(X¢|&) = &E(Y1),
amibsl E(X,) = E(E(X,|&)) = EGEY; = MEY,.
Alkalmazva az 1.8.5. Lemmat Y = &;-vel kapjuk, hogy
VarX; = E(Var(X; | &)) + Var(E(X; | &)).

Tetszoleges n € N esetén, felhasznalva, hogy & és Yi,Ys, ..., Y, ... fliggetlenek és azt,
hOgy E(Xt | ft) = é.tE}/la adédlk? hOgy

Var(X, | & = n) = E((Xt —E(Xt|§t)>2|§t - n) - E((Xt —EY;)’ |6 = n>

= Var( z”: Yi> = nVarY],
i=1
fgy
(1.8.6) Var(X; | &) = &VarY).
Ezért (1.8.5) és (1.8.6) alapjan
VarX; = E(&VarY)) + Var(§EY;) = AtVarY; + (EY;)? Mt
= Mt (VarY; + (EY;)?) = MEY?,

ahol felhasznaltuk, hogy Var§, = A\t, mivel & Poisson eloszlasi At paraméterrel. U
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1.9. Ornstein—Uhlenbeck-folyamat

Az alabbiakban felidézziik a karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozé Hincsin—Bochner-tételt,
és a Cauchy-eloszlassal kapcsolatos szamunkra lényeges tudnivaldkat.

1.9.1. Tétel. (Hincsin—Bochner-tétel) Egy ¢ : R — C fiiggvény akkor és csak akkor
karakterisztikus figguénye valamely valosziniségi vdltozonak, ha folytonos, pozitiv szemidefinit
és p(0) = 1.

Megjegyezziik, hogy ¢ pozitiv szemidefinitsége azt jelenti, hogy minden n € N,

ti,...,t, € R esetén a (¢(t; — t))ji=1,..» matrix pozitiv szemidefinit, azaz minden
21,...,2p € C esetén
n n
D) ety —t)zE = 0.
j=1 1=1

1.9.2. Definicié. Az X waldsziniiségi valtozot (5, ) paraméteri Cauchy-eloszldsinak
nevezziik, ahol o >0, f € R tetszdleges valos szimok, ha eloszldsfiiggvénye

1 — 1
FX(x):;arctan <xaﬁ) —1-5, x €R.

fgy X striségfigguénye

1 o

_— R.
ray@—pp C

Ix(z) =

Megmutathatd, hogy ha Y (0, 1) paraméter(i Cauchy-eloszlast, akkor X := aY+/4, ahol
a> 0, R, (8,a) paraméterti Cauchy-eloszldsi. Ismert az is, hogy Y karakterisztikus
fiiggvénye oy (t) =e ! t € R. Igy

ox(t) = E(e“(awrm) =Bl ¢ e R.

A tovébbiakban legyen ¢ (0, ) paraméterti Cauchy-eloszlasti. Ekkor ¢¢(t) = e~ ¢t € R.
Igy a Hincsin-Bochner-tétel szerint minden ¢ > 0O-ra a

K :[0,+00) x [0, +00) — R, K(s,t) := cpe(t — 5) = ce” I~

fiiggvény szimmetrikus és pozitiv szemidefinit. fgy az 1.4.13. Allitds szerint létezik olyan
{& : t >0} Gauss-folyamat (valamilyen (9,4, P) valdszinliségi mezén), melynek 0 a
varhato érték fiiggvénye és K a kovariancia-fliggvénye.

Megmutatjuk, hogy ennek a Gauss-folyamatnak van folytonos modifikaciéja. Az igy definialt
sztochasztikus folyamatot ¢ és a paraméterti Ornstein—Uhlenbeck-folyamatnak hivjuk
(OU-process). A Kolmogorov-kritérium alapjan elég azt belatni, hogy 1éteznek olyan ~, d, € >
0 szamok, hogy

El& — & <d|t —s|'Te, ¥ s,t2>0.
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(A modifikécié definiciéja miatt a modifikdcid is ugyanazon a valésziniiségi mezén lesz
értelmezve, mint az alapul vett Gauss-folyamat.)

Az aldbbiakban {& :t >0} véges dimenziés eloszldsait vizsgdljuk. Az nem igaz, hogy
{& :t >0} fuggetlen novekményti lenne, ugyanis tetszéleges 0 <t <ty < t3 <ty esetén

E| (6 — &) (€1 — )| = cov(Ears ) — cov(€a, &) = cov(§irs ) + coV(&ir, i)

— C[e—a(t3—t2) _ ] — e—alts=t1) + e—a(tg—tl)]

Aty =1/, ty:=2/a, t3:=3/a vélasztassal kapjuk, hogy

E[(&Q = &) (&, — &2)} = c[e*1 —1—e?+ e*l} ~ —c-0,399 # 0.

Fennall azonban, hogy tetszoleges 0<t; < ty < t3 < ty esetén az alabbi, modositott
novekmények fiiggetlenek

&2 - eia(hitl)&u £t4 - eia(m‘itg)gts'

Valéban, mivel E& =0,¢ >0 kapjuk, hogy

E [(f@ — e g (&, — e g,

- COV(&% &4) - e_a(t4_t3)cov(§t27£t3) - e_a(t2_t1)cov<€t1a §t4) + e_a(tQ_tl)e_a(t4_t3)cov(§t175753)

_ C[efa(mftz) . efoz(t4*t3)€fa(t3*t2) _ e*a(tzftl)e*a(ﬁftl) + e*a(t2*t1)€*a(t4*t3)e*a(t?’*tl)] =0.

gy a megfelelden médositott névekmények mér korreldlatlanok. Ekkor a

(1.9.1) <§t2 _ e—a(tz—tl)gtl, &, — e_o‘(t4_t3)§t3>

vektor normalis eloszldsd, ugyanis (&, &, &, &) normélis eloszlastd, mivel {& : ¢ >0}
Gauss-folyamat, és ezen vektor egy specidlis linedris kombinaciéjaként megkaphaté (1.9.1)
tetszoleges linedris kombinacidja (lasd az 1.4.11. Alh’tést). [gy adédik, hogy a szébanforgd
moédositott névekmények fliggetlenek.

Tetszbleges 0<s <t esetén meghatdrozzuk az fe ¢, stlriségfiggvényt. Mivel {& :
t >0} Gauss-folyamat, kapjuk, hogy (&s,&) 2-dimenzids normalis eloszldsi, varhaté érték
vektora (0,0), kovariancia-métrixa

~ (cov(és, &) cov(&s, &) c cea(t=s)
“(oiers) vere) = (s “7)
fgy

_ 1 L
ffsﬁt(g) - ffsft(xlvxé) - 27’(\/@ eXp{ 2<D £, £>}

104



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Itt det D = ¢ — Pe20(79) = (1 — ¢720(=9)) | ég

D1— 1 C —ce—t=s) _ 1 1 _e—olt=s)
= 62(1 _ e—Za(t—s)) —ce—ol(t=s) c - C(l _ €—2a(t—s)) —e—alt—s) 1 )

valamint

<D_1x,$> =2 Dz = L

2 _ —a(t—s) 2
o =T (1 — e20(t-9)) <$1 2z 100 + %).

fgy minden xp,z € R esetén

feve(wr,2) = 1 { :
b\ PLT2) = eatw P LT 2¢(1 — e2a(t-))

1.9.3. Megjegyzés. Az E|& — &|7 varhato értéket szamolhatnénk az

(xf — 2pymee ) 4 33%)}

BlG — & = [ o=l feus (o) dady
R

képlettel, azonban az integralas nem konnyen végezheto el. fgy mas modszert keresiink a
meghatarozasara. 0

1.9.4. Megjegyzés. (OU-folyamat el6allitasa Wiener-folyamat segitségével) Az aldbbiakban
az Ornstein—Uhlenbeck-folyamathoz kiinduldsul szolgdlé {& : t >0} Gauss-folyamatot
,atirjuk egy kicsit mas alakban.” Legyen

77t = \/Ee_atWEQQt, t 2 0,

ahol {W;:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Ezt hivjak Lamperti-transzforméciénak
(az n és W kozotti kapcsolatot). Megmutatjuk, hogy {n; : t >0} is Gauss-folyamat és
ugyanolyan véges dimenziés eloszldsokkal rendelkezik, mint a {& : ¢ >0} Gauss-folyamat.
Ekkor tetszoleges n € N, 0<t; <ty <---<t, esetén

(ntl = \/Ee_atl We2at1, ey My, = \/Ee_at"Wezatn>
Ve 0 . 0 W 200,
0 et ... 0 W 2t
0 0 o et ) \ Wi,

Mivel {W; :t >0} Gauss-folyamat és e < ... < e kapjuk, hogy (W.zaty, ..., Weat,)
n-dimenziés normadlis eloszlasu, és igy (my,,...,m,,) is n-dimenziés normalis eloszldsu.
Tudva azt, hogy Gauss-folyamatokkal allunk szemben, ahhoz, hogy a véges dimenzids eloszldsok
megegyezzenek elegendd azt ellendrizni, hogy a két folyamat varhaté érték fliggvénye és
kovariancia-fliggvénye megegyezik. (Gondoljunk arra, hogy egy tobbdimenziés normélis
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eloszlas karakterisztikus fliggvényét varhato érték vektora és kovariancia-matrixa egyértelmi-
en meghatarozza.) Ekkor

]E'f]t = \/E@iatE(W@at) == 0,
és

—a(s—t) >
COV(T]Sv/r/t) _ Ce_a(t+s)COV(Wezas, Wezat) _ Ce—a(t+s)e2a(t/\5) _ ce ha s>t,

ce =) ha s <t
= ce =3l = cov(&s, &)-
O

Igy kapjuk, hogy E|&,—&,|" = E|n,—n,|". Megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-kritériumban
v = 2 valasztas még nem elég, ugyanis csak azt tudjuk igazolni, hogy

(1.9.2) E(& — &) = 2¢(1 — e~ 1) < 2calt — 5.
(Az lenne a jo, ha |t —s| 1-nél nagyobb kitevén szerepelne.) Valéban, mivel E¢, = E¢, = 0,
kapjuk, hogy
E(gt - 58)2 = Dz(ﬁt - gs) = COV(&E’ ft) - 2COV(§t7 gs) + COV(€S7 53)
= ce 0 — 2ce™ 8l e = 9¢(1 — el < 2calt — s,

T

ugyanis 1 —e <z minden x € R esetén. Az r = 3 valasztds azért nem tinik jonak,

mert megmarad az abszolut érték. Legyen most v =4 és 0<s <t. Ekkor
4
E(& — &) = E(n — n.)" = E(vee ™ W — v/ee ™ W )
4
- 02674QSE <eia(tis)W€2at - W62a5> .

Ezen varhato érték egyszeriien kiszamolhaté, de az aldbbi modszerrel még egyszertibben
kiszamolhaté E(& — &)*.

Felhasznélva, hogy (&,&) 2-dimenziés normélis eloszldsi, kapjuk, hogy & — & 1-
dimenziés normélis eloszlasu (linedris kombinéciéra gondolva). A korabbiak alapjan & — &
varhato értéke 0, szérasnégyzete pedig 2c(1 — e @l=2l), és igy

& — &g~ N(O, 2¢(1 — e*a“*s‘)),

azaz

& — & ~ \/26(1 — el (0,1).
Ezért

2
R(& — &)* = (20(1 — e*aiHl)) EN(0, 1)* = 4c3(1 — e~@lt=sh)2 . 3,
és felhasznalva (1.9.2)-at kapjuk, hogy
E(& — &) <3(2calt — s])? = 12c%%(t — s)2.

Azaz a Kolmogorov-kritérium teljesiil v =4, e =1 és d = 12c2a? valasztasokkal.
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2. Feladatok

2.1. Alapfogalmak, fiiggetlen novekményu folyamatok

2.1.1. Feladat. Igaz-e, hogy az Osszes valds értéki sztochasztikus folyamat halmazan nem
vezetheto be olyan miivelet, amelyre nézve az csoport?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: + legyen a miivelet. O

2.1.2. Feladat. Létezik-e olyan {X; : t >0} sztochasztikus folyamat, hogy tetszéleges
t,s >0 esetén X;X, értelmezheto és léteznek olyan tq,ts,t3 >0 szamok, hogy

(th Xt2>Xt3 7é Xt1 (XtQXt3>?

Megoldas. A vélasz: Igen. Indoklds: Legyen {X;:t >0} egy olyan sztochasztikus folya-
mat, melynek fazistere a Cayley-gytiri. A Cayley-gytlri definicidja a kovetkezd. Tekintsiik
a kovetkezo 8 dimenzids, R feletti vektorteret

{a1—|—a2i—|—a3j+a4k:—|—a5l—|—a6ie—|—a7jl—|—a8kl a; 6R,i=1,...,8},

ahol a bazis elemek szorzasa a kovetkezéképpen van megadva:

1 i j k e ie je ke
1 1 i j k e ie je ke
i i -1 k -] ie -e -ke je
j j -k -1 i je ke -e -ie
k k j -i -1 ke -je ie -e
e e -ie -je -ke -1 i j k
ie ie e -ke je -i -1 -k j
je je ke e -ie -] k -1 -i
ke ke -je ie e -k -] i -1
A Cayley-gytirii egy nem asszociativ gytirti, mivel (ij)e = ke és i(je) = —ke. O

2.1.3. Feladat. Igaz-e, hogy ekvivalens folyamatok modifikaciéi is ekvivalensek?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Egy folyamat ekvivalens a modifikacidival, és folyam-
atok ekvivalencidja ekvivalencia-relacié. 0

2.1.4. Feladat. Legyenek {X;:t>0} és {Y;:t>0} stacionérius, fiiggetlen névekményii
sztochasztikus folyamatok. Igaz-e, hogy ekkor véges dimenzids eloszlasaik megegyeznek?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklds: Legyen {W; :t >0} egy standard Wiener-folyamat.
Ekkor a {2W; :t >0} folyamat is stacionérius, fiiggetlen névekményt. De a véges dimenzids
eloszlasaik nem egyeznek meg. O
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2.1.5. Feladat. Legyen {X,:¢>0} egy olyan sztochasztikus folyamat, melyre
E(|Xepn — Xe[) <h, 20, h>0.
[gaz-e, hogy ekkor 1étezik folytonos modifikacidja a folyamatnak?

Megoldas. A véalasz: Nem. Indoklds: Ellenpélddt adunk. Legyen {X; : t>0} 1-
paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor X;,, — X; eloszldsa megegyezik X, eloszlasaval,
tehat h-paraméterii Poisson eloszlds. [gy E|Xiyn — X¢| = h, t=0, h > 0. Viszont a
folyamatnak nem létezik folytonos modifikaci6ja, mert ha {Y; : ¢t > 0} folytonos modifikacié
volna, akkor P(X; € Z,)=1,t>0, miatt P(Y; €Z,)=1,t>0, volna. Ezért

(2.1.1) P(Y,€Zy:Vte R, NQ) =1 teljesiilne.
Nyilvan
{Y;ez+ :WGR+OQ}H{Y:R+Q@—>R folytonos} c {Yt:YO:wGRm@}.
Felhaszndalva, hogy P(Y; =Y, :Vt € R, NQ) =0, (2.1.1) alapjan kapjuk, hogy
P(Y R,NQ—-R folytonos) =0,
és igy P(Y Ry — R folytonos) = 0. Azaz ellentmondasra jutottunk. U

2.1.6. Feladat. Igaz-e, hogy ha {X; : t >0} és {Y; : ¢t >0} olyan fiiggetlen, sta-
ciondrius novekménytl sztochasztikus folyamatok, hogy véges dimenzids eloszlasaik mege-
gyeznek, akkor P(X; =Y;) =1 minden ¢ > 0-ra?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: Legyenek X és Y olyan valdszintiségi valtozok,
hogy Fx(z) = Fy(z), x € R, azaz ugyanolyan eloszlasuak, de P(X =Y) < 1. (Erre
példa: X ~N(0,1), YV :=—-X.) Legyen X;:=X,t>0 és YV, =Y, t>0.

Megadunk egy masik ellenpéldat is. Legyen {W;:t >0} egy standard Wiener-folyamat és
¢ egy olyan standard normélis eloszlasu valdszintiségi véltozd, mely fliggetlen a o(W, : t > 0)
o-algebratél. Legyen Xy =&+ Wy, t >0, és Y, = -6+ Wy, t > 0. Ekkor nyilvan

P(X,=Y,)=PWN(0,1)=0)=0, t>0.

Tovabbéa, minden ¢ >0 esetén X; és Y; eloszlasa megegyezik, hiszen karakterisztikus
fliggvényeik megegyeznek:

u2t2

. . u2
EeXt = Ee™¥t = ¢~ 2¢ 2, u € R.
Mivel az trividlisan adédik, hogy {X; : t >0} és {Y; : t >0} fiiggetlen, stacionarius

novekményl folyamatok, az egydimenzids eloszlasaik egyezésébdl kovetkezik a véges di-
menzios eloszlasaik azonossaga is. 0
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2.1.7. Feladat. Legyen {X;:t € [0,1]} egy sztochasztikus folyamat. Igaz-e, hogy {X; :
t €[0,1]} véges dimenzids eloszldsai egyértelmtien meghatarozzak sup,cp ;) X; eloszldsdt?

Megoldas. A vialasz: Nem. Indoklds: Legyen € :=[0,1], A := B([0,1]), P a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mérték. Legyen minden ¢ € [0,1] esetén

Xt(w) = Il{t}(w), w € Q.

Ekkor {X;:t € [0,1]} sztochasztikus folyamat. Legyen tovabbd minden t € [0,1] esetén
Y; =0, és tekintsiik az {Y; : ¢ € [0,1]} sztochasztikus folyamatot. Ekkor sup,cpq Y: =
0 és supypoX¢ = 1. Azt kell még belatni, hogy a két sztochasztikus folyamat véges
dimenzids eloszlasai megegyeznek. Legyenek 0<t; < to < --- < t,<1 és iq,...,1, €
{0,1} tetszblegesek. Azt kell belatni, hogy Xy, Xi,,..., Xy, egylittes eloszldsa megegyezik
(Y, ..., Y:,) = (0,...,0) eloszlasaval. Mivel minden X;, a 0 vagy az 1 értéket
veheti fel, ez azzal ekvivalens, hogy ha létezik olyan j € {1,...,n}, hogy i; =1, akkor
P(Xi, =i1,...,Xy, =1,) =0, egyébként pedig P(Xy, =0,...,X;, =0)=1. Ekkor

n

P(Xy, =0,...,X,, =0)=P([0, 1]\ {t1,...,ta}) =1-0=1,

n

mert véges halmaz Lebesgue-mértéke 0. A mésik esetben pedig

P(Xy, =iy,.... Xy, =in) SP{oeQ:w=1t}) =0,

n

ésfgy P(Xy, =iy,..., X, =in) =0. 0

n

2.1.8. Feladat. Legyen {X, :n > 1} egy olyan sztochasztikus folyamat, melynek fazistere
7. lgaz-e, hogy ekkor

sup{n >0: X, (w)>1} ha In>0:X,(w)>1,
T(w) =
+00 egyébként
megallitasi idépont az F,, := o(Xy, 1 <k <n), n €N filtraciéra nézve?
Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: A {7 = n} esemény nem csak az X, Xs,..., X,
valoszintiségi valtozoktol fiigg, hanem az Gsszes tobbitol is. O

2.2. Wiener-folyamat és Gauss-folyamatok

2.2.1. Feladat. Igaz-e, hogy egy standard Wiener-folyamat trajektoridinak egy valdszinii-
séggel megszamlalhatoan végtelen sok szakaddsi pontja van?

Megoldas. A valasz: Igen. O

2.2.2. Feladat. Legyen (W;);>o egy standard Wiener-folyamat. Igaz-e, hogy a {W; :
t >0} rendszer egyenletesen integralhaté?

109



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Megoldas. A valasz: Nem.
1. Indoklds (Definicié alapjan): Azt kell ellenérizni, hogy

lim  sup E[[W,| 1w, >r)] = 0.

R—004€(0,400)

Ekkor

E[Wi Lyw,1>m] 2 BE[Lgwy > r)] = RP((Wi| 2 R) = R[1 — P(=R < W; < R)]
-afo-o(-Hcston< B)]-al-(o(5) -o(-5)

i o (5) )] (o (5)

sup E[’Wt’l{|Wz|2R}] > 2R sup | (1 —d (

te[0,+00) tel0,+o00

=2R (1 — inf @ (
te[0,4-00)

hiszen ®(+o0) =1 és ®(0) =1/2. Ezért

Ezért

lim sup E[|[Wi 1gw,>r] > liminf R = 400 # 0.
R=00 te[0,4-00) R—oo

2. Indoklas: Tegyiik fel, hogy igaz az allitds. Mivel egy standard Wiener-folyamat
folytonos martingal is, a Doob-tétel miatt létezne olyan W, valdszinliségi valtozo, hogy
W, — W L'-ben, ha t — oo. Igy specidlisan E|[W;| — E|[W.|, ha t — co és
E|W.| < +0o. Azonban E|W;| = EV#AN(0,1)] — oo, ha t — oo, igy ellentmondasra
jutunk. [

2.2.3. Feladat. Legyen {W, :t>0} egy standard Wiener-folyamat. Igaz-e, hogy ekkor
létezik olyan A valdszinfiségi valtozo, hogy E|A| < +oo és Wy — A L'-ben, ha t — o0o?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: az eloz6 feladat 2. Indoklasanal mar szerepelt. [

2.2.4. Feladat. (Ross [7], Example 2a, page 457 alapjan) Jézsi kapott az apukdjatél
karacsonyra 1 darab MOL-részvényt (legyen ez a t = 0 id6pont). Jeldlje Jozsi részvényének
értékét a t >0 id6pontban az X; valdsziniiségi véaltozo. Tegytik fel, hogy Jézsi makacsul
abban hisz, hogy {log X; : t >0} standard Wiener-folyamat. Elmulvén az tinnepek mar
szilveszter van (legyen ez a ty > 0 id6pont) és tudjuk, hogy Jo6zsi részvénye ekkor éri
el el6szor az xg > 1 forintot. Mi a valdszinlisége, hogy Jézsi részvénye hamarabb éri el
szilveszter utdn az axy értéket, mint az xo/5 értéket, ahol a > 1,5 > 1 eldre adott valés
szamok?
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Megoldas. Legyen {W,:t>0} standard Wiener-folyamat. Jelolje 7 := T4, a logxg
szint els6 elérési idejét. Ekkor {W} = W,y — W, : t >0} is standard Wiener-folyamat
és minden t > O-ra az F}V = o(W;,0<s<t) o-algebra fiiggetlen az F, o-algebratdl
(specidlisan 7-tdl is).

Legyen tetszbleges a > 0,b >0 esetén T, ,:Q — [0, ],

T* —

—a,b T

inf{t >0|W;=—-a vagy Wi =0} ha It>0: W =—a vagy W/ =0,
~+00 egyébként.

Legyen tovabba b = loga és a = log 8. Ezen jeloléseket hasznalva azt kell kiszamolni,
hogy mennyi
P(W;:ia,b =b|T =1).

Ugyanis,
{W;ja,b =0b} = {WTia,ﬁT — W, =loga} = {WTia,ﬁT = loga +logxzo} = {XTja’bJrT = axp}.

Mivel T7,, csak W*-tdl fiigg, ami fiiggetlen T = Tioq4,-t0l, kapjuk, hogy 7 fiiggetlen
17,y tol is, igy figgetlen Wr. b—t(’)l is. Ezért

P(Wi. ~=b|7r=t)=P(Wj.  =b).

—a,b

Az 1.4.55. Allitds alapjén kapjuk, hogy

a log (3
a+b loga+logp’

P(Wi.  =b|T=t) =
]

2.2.5. Feladat. (Stromberg [8], Exercise 11, page 263) Legyen {W;:¢ >0} standard
Wiener-folyamat. Rogzitsiink egy ¢ > 0 szamot. Legyen « : Q — [0,400), £ :Q —
[0, +o0],

a(w) :=sup{s € [0,c] : Ws(w) =0}, weQ,

inf{s € [¢,+00) : Ws(w) =0} ha Ts € [c,+00): Wy(w) =0,
flw) = .y
400 egyébként.

Mutassuk meg, hogy
(i) a és [ valdszintiségi valtozok.
(ii) § megallitasi idépillanat {W; : ¢t > 0}-ra nézve, « viszont nem.

(iii) ha t € [0,c|, akkor

Pla<t)=" '\/?—1/t L
« = Warcsm c = Ty \/m u.

(Itt arcsin jeloli a sin figgvény [—7/2,7/2]-re val6 lesziikitésének inverzét.)
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(iv) ha t € [¢,4+00), akkor
t—c

2
P(B<t) = - arctan .

(Itt arctan jeloli a tan fluggvény (—m/2,m/2)-re val lesziikitésének inverzét.)
(v) Ea=c¢/2, Ef = +o0.

(vi) tetszbleges 0 < t; <c¢ és ty >c esetén

2 t
Pla<ty,0>t) = ;arcsinw / t_l
2

(vil) a és [ nem fiiggetlenek.

Megoldas.

(i) Elég azt megmutatni, hogy minden ¢ € R esetén {a <t} € A é {§ >t} € A
Az {a <t} eseményt vizsgalva elég csak a 0 < t <c¢ esetet tekinteni. Felhaszndlva o
definicidjat kapjuk, hogy

{a<ty={Psct,c] W, =0} =Q\{Is€[t,d: W, =0}

Azt pedig, hogy Q\ {3s € [t,d : W, = 0} esemény mar beldttuk az 1.4.57. Allitds
bizonyitasaban.
A {B > t} eseményt vizsgilva elég csak a t>c esetet tekinteni. Felhasznédlva g
definicigjat kapjuk, hogy
(B>t} ={Psecc,t]: Wy =0} =Q\ {Is € [c, 1] : W, = 0}.

(ii) Ahhoz, hogy [ megallitasi idopillanat {W; : t > 0}-ra nézve azt kell beldtni, hogy
minden ¢t € R esetén {f<t} e FV =o(W,:0<s<t). Ha t <c, tigy {3<t} =0, ha
pedig t>c, ugy

{B<t} =Q\{B >t} ={3s € e, t] : Wy =0},

ezért kapjuk a dolgot. Ahhoz, hogy « nem megéllitasi idopillanat {W; : ¢ > 0}-ra nézve,
elég azt megmutatni, hogy létezik olyan ¢ € R, hogy {a <t} ¢ FV. Ha t e (0,c), akkor

{a<t} =0\ {Is e (t,c: Ws;=0}.

Azonban {3s € (t,c] : Wy, = 0} nincs benne az F}¥ o-algebraban.
(iii) Legyen ¢ € [0,¢]. Ekkor az 1.4.57. Allitds alapjn
m

2 \/? 2 ) \/?
1 — —arccos4/ - = —arcsiny/ —.
T c T c
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Ez pedig azért igaz, mert minden x € [—1,1] esetén
, s
(2.2.1) arccosT + arcsinx = 5

Ennek rovid indokldsa a kovetkezd. Mivel a —sin és a cos fiiggvény egymasnak Z-vel

valé x tengely irdnyu eltoltja, az inverzeik, azaz az y = = egyenesre vald tiikorképeik

egymdsnak Z-vel valé y tengely irdnyt eltoltjai, azaz a —arcsin és az arccos fliggvény

T_

egymasnak

vel valo y tengely iranyu eltoltjai.

(iv) Legyen ¢ € [¢,+00). Ekkor az 1.4.57. Allités alapjan

PB<t)y=1-P(B>t)=1—-(1-P(3s€[ct]: W, =0)) = zarccos\/g

Azt kell még belatni, hogy ha ¢ > ¢, akkor

c t—c

(2.2.2) arc cos\/; = arctan .
c

Mivel t>c¢ > 0, igy arc cos\/g € [0,7/2) és arctan,/=¢ € [0,7/2), és felhasznélva,
hogy a tan figgvény a [0,7/2) intervallumon szigortian monoton névekvé kapjuk, hogy
(2.2.2) akkor és csak akkor all fenn, ha

c t—c
tan (arc cos\/;> = tan (arctan ),
c

: C
sin (arc cos\/;) t—c
_ - .
Vi ¢

Mivel sin(z) >0, ha z € [0,7/2), kapjuk, hogy (2.2.2) akkor és csak akkor igaz, ha

\/1—- t—c

azaz

ez pedig igaz egyenloség.
(v) Felhasznélva (iii)-t kapjuk, hogy minden t € (0,¢) esetén

2d .t 1 1 1 1 1
fa(t) = =— | arcsiny/- | = Lt _
mdt c T [1_to ftc T \/tlc—t)

12 ha t€(0,c¢),

| Do

7
=

fgy

0 egyébként.
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Tehdt « (folytonos) arkusz-szinusz eloszlasu. Ezért

E /ct L 1/C,/ Lo 1/\/E T 9rd
o= ———dt = — —dt = — ——=2zdx
0o my/tlc—1t) TJo Ve—t TJo Ve—a?

_2/0 ccos®u (—\/E)sinudu:§ /2 1 + cos(2u) duzg[u_i_sin(Qu)r/?

T Jxj2 Ve — ccos?u ™ Jo 2 T 0
c

T2

Felhasznédlva (iv)-t, kapjuk, hogy minden ¢ € (¢, +00) esetén

14(0) 2d( \f) 2 -1 1 —¢ ¢ 1
=——larccosy/- | =F—F—F————— = ————.
ST rdt t) wT—C2/8 7wt /e(t—o)
fgy

%,/ﬁ ha t € (¢, +00),

0 egyébként.

+oo 1 oo §
EB = /c ;\/Z dt = \/76/0 (t — c)*1/2 dt = % [2(75 _ 0)1/2}:'

2
:—\/_Clim\/t—c:—l—oo.
T

t—o00

fa(t) =

Ezért

(vi) Legyen tehdt 0 < t; <c és ty >c. Ekkor
{Oé < tl,ﬁ > tz}:{ﬂ s € [tl,C] W = O}ﬂ {ﬂ S € [C,tg] Wy = O}I{E S € [tl,tQ] W = O}

gy az 1.4.57. Allitds és (2.2.1) alapjén

2 t 2 t
Pla<ty,f>ty) = P(ﬂ s € [ty,ta] : Wy = 0) =1- —arccos\/—l = —arcsinw—l.
s tz ™ tQ

(vii) Megmutatjuk elészor, hogy « és [ egylittes eloszlasa abszolit folytonos és meg is
hatarozzuk az egytittes striségfiiggvényiiket. Jelolje a tovabbiakban « és [ egylittes
strtségfiiggvényét f, 3. A kordbbiak alapjan, ha 0 < #; <c<ty, akkor

2 t 2 t
Pla<t,B <ty) = Pla <t)) — Pla <t, > 1) = —arcsiny/ <L — Zarcsiny / t—l
7r c 2

fgy, ha 0 <ty <c<ty, akkor

9 2 1 11 d 1 1
wp(ty,te) = = | falty) = = . :_(__—)
Jap(ty, ta) Oty Jalth) T [1_ by i_ltg Oty T\/ti(ta — 1)
1 1
= (tz - tl)_3/2 - :
27V, 2m(ty — t1)\/t1(t2 — 1)
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Ha 0 <t; <c<ty nem all fenn, gy fag(t1,t2) = 0.

Tegyiik fel a tovabbiakban indirekt médon, hogy o és [ fiiggetlenek. Ekkor felhasznélva,
hogy egyiittes eloszlasuk abszolut folytonos, fennall, hogy

fa,ﬁ(t17t2) = fa(tl)fﬂ(t2)7 t1,t € R.

Ha 0 <t <c <y, tgy annak kell fenndllnia, hogy

1 1 1 / c
27T(t2—t1>\/t1(t2—t1) B W\/tl(c—t1> 7Tt2 t2_c'

Legyen példaul t; :=c¢/2, ty := 2c. [gy fenn kell 4llnia annak, hogy

1 1 c

1
271'%0\/362/4_71' c2/42mc c’

azaz annak, hogy

2 21
= - <~ 2r=3V3
3v3c2  ¢2me T V3,

ez pedig nyilvan nem teljesiil. fgy ellentmondésra jutottunk, tehat o és [ nem fliggetlenek.
OJ

2.2.6. Feladat. Jozsi és Misi irtak egy szamitégépes programot, mely egy standard Wiener-
folyamat trajektoridit tudja abrazolni. Rogzitenek egy ¢ > 0 szamot. Azt jatsszak, hogy
lefutattjak a programot, mely kirajzol egy trajektériat a [0,2¢| intervallumon, és megmérik,
hogy a trajektérianak balrél vagy jobbrél van c-hez kozelebb zérushelye. Ha balrél, akkor
Jozsi ad Misinek 1 forintot, ha jobbrdl, akkor forditva. Abban az esetben, ha a legktzelebbi
zérushelyek egyenlé tavolsagra vannak c-t6l vagy c-t6l se balra (a 0-t leszamitva), se jobbra
nincs zérushely senki nem ad senkinek semmit. (A trajektéridnak 0-ban biztosan zérushelye
van, mert standard Wiener-folyamatrél van szé.) Kinek elényosebb a jaték?

Megoldas. Heurisztikusan Misinek lesz elényosebb a jaték (ami, mint kiderill igaz is),
ugyanis az 1.4.39. Kovetkezmény alapjan barmilyen ¢ > 0 esetén a [0,e) intervallumban
1-valdszintiséggel végtelen sok zérushelye van egy standard Wiener-folyamatnak. A pontos
indoklas a kovetkezd. Az elozo feladat jeloléseivel élve Misi nyerési valdszintisége

Plc—a<e¢,f>2c)+Plc—a<f—ec [<2).

Az el6z6 Osszeg els6 tagja annak felel meg, hogy [c,2¢|-n nincs zérushely, de (0, ¢]-n van.
A masodik tag pedig annak, hogy [c,2¢]-n és (0, c|-n is van, de baloldalrél kézelebb van
zérushely c-hez, mint jobboldalrél. Ha ez a kifejezés nagyobb, mint 1/2, akkor Misinek
elényosebb a jaték. Vilagos, hogy

Plc—a<c¢,(>2c)=P(f>2c),
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és

Plc—a<f—c,p<2c)=P2c<f+a,p<2)= // fap(x,y)dzdy,

2c<y+x,cLy<2c
0<z<e

ahol f,p az a és [ egyiittes stirliségfiiggvényét jeloli. Felhaszndlva f, 5 alakjat (lasd
az 2.2.5. Feladat (vii) részének bizonyitasat), kapjuk, hogy

Plc—a<f—¢c[B<20)

1 C 1
/ /. 9= g, (/ dy)
—at2e 2m(y — )\ /2 (y — T) Va \J- +2c

" 1
[ oy —a) 2 xr = dx
T on 0 VT [ (y ) L”_”QC 27r 0 ZB V2e—x  2c—22

_ L 1 ! x
([ovesn (5]~ 55 e (557)] L)

Lo+ m2) - \i[(w/z L n/2)) = \/52_ L

Igy Misi nyerési valdsziniisége

P(6>20)+P(C—a<ﬂ—c,ﬁ<2c):%arcsin(\/;)+\/§2—1
2 <ﬂ>+ﬁ—1_gg+ﬂ—1_\/§

Gle e

~ 0.2071.

2

= = — =~ 0.7071
7Talrcsm 5 ~1 5 5 0.7071,

tehat Misi /2/2-valdszintiséggel megnyeri a jatékot. fgy Misinek elonyosebb a jaték.

Ha azt a feladatot tekintenénk, hogy nincs a [0,2¢] korldtozds, azaz a trajektéridkat a
nemnegativ félegyenesen rajzoljuk ki, akkor Misi nyerési valdszintisége P(c—a <  — ¢)
lenne. Hasonlban eljarva, mint az el6zoekben kaphatjuk, hogy

Plc—a<pf—c¢c)= / fagxy)dxdy—

2c<y+x, c<
Oéxéc

tehat Misi nyerési valészintisége ez esetben is v/2/2. fgy ez esetben is Misinek elényosebb
a jaték. O

2.2.7. Feladat. (Ross [7], Exercise 7, page 470) Legyen {W; : t >0} standard Wiener-
folyamat. Jelolje 7, az a € R szint els6 elérési idejét. Hatdrozzuk meg a P(1 < 7_1 < 7»)
valdszintiséget!
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Megoldas. Mivel P(r; < 13) =1, kapjuk, hogy

P(Tl<7'_1<T2):1—P(T_1<7'1<T2)—P(T1<7'2<T_1)
:1—P<T,1<7'1)—P<T2<T,1).

Az 1.4.55. Allftés alapjdn (a=1,b=1, ill. a=1,b=2 vélasztédssal)

1
P o = —
(7'1<71) 111
1
P <T_1) = ——=
(72 7'1) 1+2
'8y 1 1 1
P(7-1<T_1<72):1—§—§:6

0

2.2.8. Feladat. Legyen {W; :t>0} egy standard Wiener-folyamat és 0 < t; < ¢y <
... <tp,n €N adott valés szdmok. Hatdrozzuk meg (W,,,..., W, ) siirliségfiiggvényét!

1. Megoldas. Mivel egy standard Wiener-folyamat Gauss-folyamat, a véges dimenzids

eloszldsai tobbdimenziés normélisak. Ezért (Wy,,..., W, ) n-dimenziés normélis eloszlas,
és akkor és csak akkor van siirtiségfiiggvénye, ha kovariancia-matrixa invertalhato. Ekkor
(Wi, ..., Wy,) varhato érték vektora m :=0 € R", és kovariancia-métrixa
thh 1 4 31
t1 ta to to
D= |t t2 13 t3
th 12 13 tn

Vegyiik észre, hogy

100 ...0 Wy, Wy,
110 ...0 W,, — Wy, Wi,
111 ...0 Wi, =Wy | = | Wiy | ~ N0, D).
111 ...1) \W, —W,_, W,

A tovébbiakban B-vel jeloljiik az eléz6 egyenléség baloldaldn szerepld (n x n)-es métrixot.
Felhasznalva, hogy W, W, — Wy,... ., W, — W, | fiiggetlenek, kapjuk, hogy

Wy,
Wy, — Wy,
Wi, = Wiy | ~ N(0,D" = diag(ti, ta — t1, ..., ty — tu_1)).

th - th7 1
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lgy D= BD'BT és ezért
det D = (det B)(det D')(det BT) = det D" = ty(ty — t1) - (tn — tu_1)

H t; —ti—1) ahol tg:=0.

Ezért det D > 0, ésigy tényleg létezik (W, ..., W, )-nek stirtiségfiiggvénye, s a kovetkezd
alaku

1 1,
flors ) =5 £(@) = s e { = 5 (D7 e = m).z = m) .
Ekkor

(D™ z —m),z—m)=((B") ' (D)'Bz,z) = (D')"'B 'z, B'z) = (D") 'y, ),

ahol y:= B~'z. Mivel z = By, kapjuk, hogy

T 1 00 0 Y1 (1
T 1 1 0 . 0 Y2 Y1+ Y2
x|l =111 ...0 Ysl=|1wnt+y2t+ys |,
Ty 11 1 Yn yit+ -+ Yn
és igy
N =21, Yo2=T2—T1, Y3=2T3— T2, **° Ynp==TLp — Tn-1-

Felhaszndlva, hogy (D')~' = diag(1/t1,1/(ta —t1),...,1/(t, — ta_1)), kapjuk, hogy

n

B 1 1 (x; —xiq)
0= U, v P e

1=

1 1 ( €T; 1)2
(-4
. 27T<t1 — tz‘—l) 2 t - tz 1

= HfN(O,ti—ti_l)(aji - 951'71),

i=1

ahol z(:=0.

2. Megoldas. (Vazlat) Megmutathat6, hogy

th1 Wy, (T1yen) = th1 (901)th2 | We, ($2 | 5701) ce thn |We, (wn | $n—1);

,,,,,

ahol
fo\Wg(x‘y) MW? xayERa 0<3<t7
és belathato az is, hogy
(z —y)? }
w. (@ = —expy ————,, T,yeR, 0<s<t.
i (w19) = e { = 55 L n
Ezeket felhasznalva kijon a dolog. O
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2.2.9. Feladat. Legyen {W;:t>0} egy standard Wiener-folyamat és 0 < t; < s < ts.
Tetszoleges a,b,x € R esetén fejezziik ki & segitségével a

P(WS<$|Wt1 = a, Wt2:b>
feltételes valoszintiséget! (Itt @ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli.)

Megoldas. Mivel
P(WS<I‘|Wt1:a, WtQZb):/ st\th,WtQ(y|aab)dy7

elészor az fw, \w,, w,, feltételes stirliségfiggvényt hatdrozzuk meg. Az el6z6 feladat nyoman

fWS,th,Wt2 (97 a, b) o fwtl,ws,wt2 (a, Y, b)
th1 Wi, ((I b) th1 Wiy (CL b)

_ (—y)?
_ \/27T(S t1) p{ (s— tl }\/2vr(t exp{ 2(t2—s)}

Nerenta =
e )
1 A

(—t1)(t2—)
2T t;f tf

st | Wey W, (y | a, b) =

Elvégezve a megfelel6 atalakitasokat kapjuk, hogy

1 1 (s —t1)(ta — 9) 1 1 a b
A== [ ‘-2
2 (s—t1)(t2—s) ty — 1 s—1 i ty — s Y s—t " la —s Y

to—t1
a? b? (b— a)2]
S — tl tg — S tg — tl

11 < _a(tg—s)%—b(s—tl))Q.

T T 5 (5—t1)(t2—9) _
2 —t;t? to — 11
Legyen

a<t2—8)+b(3—t1) S—tl
— — bh—aq)—1
to — 1y at( a>t2—t1’

p2. s=t)(ta—s)

to —t

Ezekkel a jelolésekkel

st\th,Wt2 (yla,b) = f/\f(m,ﬂ)(y)a y €R,

119



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

azaz Wsnek (W, W,,)-re vonatkozé feltételes eloszlasa (0 < ¢; < s < t3) normalis
eloszlas. Ekkor

PW, <z |Wy, =a, Wy, =b) = P(N(m,o?) < )
— P(oN(0,1) +m < ) :P<N(O,1) < x_m) :@(x_m>.

2.2.10. Feladat. (Ross [7], Exercise 5, page 470) Legyen {W; : t>0} standard
Wiener-folyamat és 0 < t; < to < t3 tetszOlegesen rogzitettek. Hatarozzuk meg az
E(Wy, Wi, Ws,) varhato értéket.

Megoldas. Mivel (W, Wy,, W;,) hiromdimenzids normalis eloszldsi valészintiségi valtozo
0 vérhato értekkel stirtiségfliggvényére fennall, hogy (szérasmatrixat D-vel jeldlve)

1 I, _
f(th’Wt?WtS)(.’L'l, o, $3) = (27‘_)3/2\/@ €xXp { - §<D 13:7 x>} = f(th,WtQ,Wt3)<_$l7 —T2, _333)'
fgy az y = —x helyettesitésel kapjuk, hogy

—+o0 —+o0 —+o0
E(Wy, Wi,W,,) = / / / 12973 f(wy, Wiy Way) (T1, T, T3) Aoy dzg dy

= _E(thwtzwts)a
ezért E(Wy, W, W,,) = 0. A helyettesités sordn a transzformdcié Jacobi-matrixa deter-
mindnsénak abszolut értéke 1 lesz, ugyanis y(r) = —x Jacobi-métrixa
-1 0 0
0o -1 0|,
0 0 -1
és ennek determindnsa —1. 0

2.2.11. Feladat. Legyen {W; :t>0} egy standard Wiener-folyamat és a, := d(n)/n,
n € N, ahol d(n) jeloli az n € N természetes szam pozitiv osztéinak szamat. Mutassuk

P <{w € Q| im W, (w) = 0}) =1

Megoldas. Mivel egy standard Wiener-folyamat trajektériai 1-valdszintiséggel folytonosak
és P(Wy=0) =1, kapjuk, hogy

meg, hogy

P ({w e QlimWi(w) =0}) = 1.

[gy elég azt megmutatni, hogy lim,_, a, = 0. Végiggondoljuk, hogy d(n) <2y/n, n € N.
Ha ny|n, Ugy n = niny valamilyen ny € N-re és ny </n vagy no </n teljesiil
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(ellenkezd esetben a szorzatuk nagyobb lenne, mint n). Ezért azon (ni,ny) parok szama,
melyekre nin, =n teljesiil legfeljebb 2y/n. fgy a rendor-szabaly és

d(n) _2y/n 2
O n = — < _—
S noon NZD
alapjan kapjuk, hogy lim, ., a, = 0. 0
2.2.12. Feladat. Legyenek XY, Z wvalds értékii valészinliségi valtozok ugyanazon a va-

16szintiségi mezén. Hatdrozzuk meg a kovetkezd esetekben az E(X |Y) feltételes varhato
értéket:

(i) X = f(Y)+Z, ahol f:R — R L;-integralhaté fliggvény és Z 1 paraméterti Poisson
eloszlasu valdszintiségi valtozo, mely fiiggetlen Y'-t6l,

(i) X =W, Y =1 400)(Ws), ahol t > s> 0 és {W;:t >0} standard Wiener-folyamat,

(iii) EX? < 400, EZ? < 400 és létezik olyan h : R — R Borel-mérhetd fiiggvény, melyre
Z = h(Y) é E[Xg(Y) = E[Zg(Y)] minden olyan ¢ : R — R Borel-mérhet6
fliggvényre, melyre E(g(Y))? < +oo.

Megoldas.
(i) Ekkor

EX[Y)=E(f(Y)+ Z2|Y)=E(f(WM)[Y)+EZ|Y)=fYV) +EZ = f(Y) +1,

mivel f(Y) o(Y)-mérhet6 és Z fiiggetlen Y-t6l.
(ii) 1. Megoldas. Ekkor

E(X|Y) = E(W:|Lo+00)(Ws)) = E(We = Ws + Wi | Lg,4+00) (W)
- E(Wt — Wi | ]I(O,+OO)(WS)) + E(Ws | ]I(O,JrOO)(WS))-

Mivel a (g 4o0) (W) valdszinliségi valtozo dltal generdlt o-algebra benne van az F)V =

o(W,,0<u<s) o-algebraban és W, — W, fiiggetlen az FYV c-algebratdl kapjuk, hogy

E(We = W [ L0400 (W5)) = E (E(W — Wi [ Tio,400) (W5)) | F)
=E (E(W: = Wo | F) [ T0,100) (Ws)) = E(0] Lo 400) (W) = 0.

fgy
E(X|Y) = E(W; | Lo, 100)(Ws))-
Itt
E(Ws | T0,400) (W) = E(Ws [ 0(L(0,100) (W) = E(W; | F),
ahol

F 1= 0(lip,400(W5)) = {0,2,{W, > 0} {W, <0} }.

Ekkor E(W |F) aza &7 :Q — R (P-mam. egyértelmiien meghatarozott) valosziniiségi
valtozo, melyre

121



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

(i) & F-mérhetd, E|{xr| < 400,

(ii) minden A € F esetén E({£14) = E(W,).

Felhasznalva, hogy &r JF-mérhetd, megmutatjuk, hogy léteznek olyan c¢i,co € R valds
szamok, hogy

6.7: = Cl]I(foo,O}(Ws) + CQI[(O,Jroo) (Ws)
Tegyiik fel, hogy wq,ws €  olyanok, hogy Wi(w;) <0, Wi(ws) <0 és
ar = Ep(wi) # Er(w2) =: as.

Az F o-algebra eléallitdsa alapjan, felhasznalva, hogy a; # as, kapjuk, hogy

&' ({ar}) = {W, <0} = &' ({az}).

Ekkor azonban a; = as, ami ellentmondéas. Igy & a {Ws <0} halmazon konstans.
Hasonléan beldthaté, hogy £ a {W, > 0} halmazon is konstans.

Az E(&xla) = E(Wly), A € F feltétel részletesen kiirva azt jelenti, hogy
(1) E¢r = EW,,
(2) E(€rL(0,100)(Ws)) = E(Wl(0 400 (W5)),
(3) E(Erl(-c0,0/(W5)) = E(WIl(—o001(W5))-

Felhasznalva &£z eléallitdasat, (1) alapjan kapjuk, hogy

Cc1 + Co
2 Y

0=EW, = P(W;<0)+ c2P(W; >0) =
igy o = —cy. Hasonléan, (2) alapjan,
caP(Wy > 0) = E(W L0100 (W5)),

igy
Cy = QE(WSH(07+OO) (WS))

Valamint (3) alapjén,
arP(W <0) = E(Wl(—0,0/(W5)),

és igy
C1 = QE(WS]I(_OQQ}(WS))

Mivel W, normalis eloszlasi 0 varhato értékkel és s szorasnégyzettel, kapjuk, hogy

2/00 1 24 2 [ —frm JEO—1)= /%
Cy = T e = dr = —se” 2 =/ —(0—=1) =4/ —.
? 0 \V2Ts \V27Ss =0 T T
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Ezért

/25 /2s 2s
57-' = E(Ws | ]I(07+OO)(WS>) - ?H(O,-i-OO)(WS) - ?H(—OO,O](WS) = (_1)1_H(0’+00>(W3) —_

™
2. Megoldas. Ekkor

E(X|Y) = E(W:|Lo+00)(Ws)) = E(We = Wi + Wi | L9, +00) (W)
= E(Wt — Wi | ]I(O,+OO)(WS)) + E(Ws | ]I(O,JrOO)(WS))-

Mivel a (g o) (W) valdszintiségi valtozo dltal generdlt o-algebra benne van az F)V =

o(W,,0<u<s) o-algebraban és W, — W, fiiggetlen az F, o-algebratdl kapjuk, hogy
E(Wt - W ’ H(0,+oo)(m/s)) =K (E(Wt — Wi ’ ]I(O,+00)<WS)) "st)
=K (E(VVt — Wi | ]:;/V) | I[(O,JrOO)(VVS)) = E(O | ]I(O,JrOO)(WS)) = 0.
fgy
E(X 1Y) = E(Ws | Lo 400) (W)
Megmutatjuk, hogy tetszéleges s > 0 esetén W, eloszldsa megegyezik (—1)Y 1]
eloszlaséval, ahol Y = Iy 1)(n), tovdbbd & és n fiiggetlen, N (0, s)-eloszldst valészintiségi

valtozok. Ekkor & és Y is fiiggetlenek. Kiszamoljuk (—1)Y*1|¢] sfirfiségfiiggvényét.
El6szor az eloszlasfiiggvényét szamolva

Fyyog(2) = P((=1) el < 2) = P((=1)" ¢l < 2 [n > 0) P(n > 0)
+ P((-1)"*'¢| < z|n < 0)P(n < 0).

Mivel ¢ és n fiiggetlenek,

1 1
F_qyv+(2) = 513((—1)215\ <zlnp>0)+ 513((—1)\51 <z|n<0)
1 1
= §P(|§| <z)+ 5P(|§| > —2)
1 2 11 2
=3P <|N(0,1)] < %) +35-5P (W(o,1)| < —%> :
Ezért
s +3P(INO, D] < %) ha 220,
Frorag(e) =9
s —3sP(N(O, )| <—-2%) ha z2<0
foy

%f‘/\/(m)‘ <\/i§> \/Lg ha 220,

Fonyrg () =
z 1
§f‘/\/(0,1)‘ <—75> 7§ ha z < 0.
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Mivel, ha z > 0
Flvop|(?) = P(=2 < N(0.1) < 2) = 20(2) — 1,

és 0, ha z<0, kapjuk, hogy

2fxon(z) ha z>0,

f‘N(O’l)‘<Z) N 0 ha 2z <0.

Ezek miatt, ha z >0, kapjuk, hogy

f (2) = —=2f (2) L L3 oL -8
_ny+e(2) = —= — | = —F= e )= e 2,
GO o 5 TNOD s s/2m Vs

ha pedig z <0, ugy

f ( ) 1 o f ( z > 1 1 _l<_%>2 1 7.;72
_1\Y+1 ) = —— _— = — (& 2 s = [ s,
(=D *g 2,/5 N(0,1) Vs s /o foms

fgy minden z € R esetén

1 e
Jeyrag(z) = \/%6? = fw.(2).

Ezért

E(X|Y) = E(Ws|Lo.400) (Ws)) = E((=1)" €] [ L0400 (1) = (1) T E(€] [ Lo,400) (1)
= (=D E(E).

Felhasznélva, hogy

B(e) = VARV, 1| = vay 2

kapjuk, hogy
2 2
E(X|Y) = || 2D = (<17 =
s T
A fentiekbdl specidlisan az is adddik, hogy ha {Wt(l) ct>0} és {Wt@) 1t >0} fiiggetlen
standard Wiener-folyamatok, akkor minden s > O-ra WY eloszlésa megegyezik

(—1)H(0,+oo> Wit (—1) ‘ WS(Z) | eloszlasaval.

(iii) Legyen F =o(Y). Ekkor Z = h(Y) miatt Z F-mérhetd és az EZ? < +oo feltételt
is figyelembe véve Z € L?(Q2,F,P). Valamint szintén a feltételek miatt, felhasznalva azt
is, hogy L2(2,F, P) minden eleme el6all g(Y) alakban, ahol g:R — R megfelelé Borel-
mérheté fliggvény (ugyanis F = o(Y) miatt, az F-mérhetd fiiggvények az Y mérhetd
fliggvényei), kapjuk, hogy E((X —Z)V) =0 minden V € L*(Q,F, P) esetén. A feltételes
varhaté érték ortogonalis projekcids definiciéja miatt ez pontosan azt jelenti, hogy

E(X|Y)=E(X|F)=Z=h(Y).
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2.2.13. Feladat. Legyen {X; : t >0} egy olyan nulla varhaté értékii Gauss-folyamat,
hogy tetszbleges 0 < s <t esetén E(X,X,) csak (t—s)-tdl fiigg. Igaz-e, hogy {X;:t¢ >0}
erosen staciondrius folyamat?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: FEgy Gauss-folyamat véges dimenzids eloszlasai
normalisak, igy ezeket a karakterisztikus fiiggvényiikre gondolva egyértelmiien meghatarozza
a varhato érték vektoruk és a kovariancia matrixuk. Jelen esetben a varhato érték 0, és
a feladatbeli feltétel pont azt adja, hogy a kovariancia matrix is jol viselkedik eltolassal
szemben. O

2.3. Martingalok

2.3.1. Feladat. Legyenek X,, n € N fiiggetlen, nemnegativ val6szintiségi valtozok, melyek
ugyanazon a valdszintiségi mezén vannak definidlva és EX, = 1, n € N. Igaz-e, hogy
M, =1[, Xi, n €N martingdl az F, :=o(X;,i=1,...,n), n €N filtrdciéra nézve?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas:
E(Mp1 | Fn) = E(Xpi 1 M, | Fr) = MpE(X 1 | Fn) = Mo EX, 1 = M,.
O

2.3.2. Feladat. Legyen {&,F; :t>0} egy martingdl, ¢g: R — R pedig olyan konvex
figgvény, melyre E|g(&)| < +oo minden ¢ > 0-ra. Mutassuk meg, hogy {g(&),F; : ¢t >0}
szubmartingdl. Specidlisan, {|&], F; :t >0} szubmartingél.

Megoldas. Az 1.6.5. Definicio feltételeit kell leellendrizni.

(i):  g(&) Fi-mérhetd, mert & Fi-mérhetd és 1-dimenziéban minden konvex fiiggvény
folytonos (és igy mérheté is). Részletesebben kifrva, minden B € B(R) Borel-halmazra
fennall, hogy

{weQig(Gw) eB={weQ: 4w eg (B} ={weQ:we(f og )(B)}

Igy, mivel ¢ folytonos, ¢~'(B) € B(R), és ezért & (g Y(B)) € F,.
(ii): E|g(&)] < +o0, t >0 a feladat feltételei miatt teljestil.

(iii): Mivel E|&| < 400 minden ¢ > O-ra, a feltételes Jensen-egyenlStlenség szerint minden
0<s<t< 400 esetén

g(E(& | Fs)) <E(g(&) | Fs) P-mm.

Megjegyezziik, hogy ez nem mas, mint az alabbi Jensen-egyenlGtlenség feltételes alakja

g(ES) <Eg(&), t=0.
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Mivel {&,F;:t>0} martingdl, E(& |F,) =& P-m.m., és igy

9(&) <E(g(&) | Fs) P-mm.

Felhasznalva, hogy ¢(z) := |z|, z € R konvex, {|&|,F::t>0} szubmartingdlsdga mér
kovetkezik. U

2.3.3. Feladat. Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Mutassuk meg, hogy
(i) {W;:t>0} martingal,
(i) {W2—+¢:t>0} martingdl,
(i) {e®V+=%*/2 . ¢ >0} martingdl, ahol 6 € R tetszéleges valds szam,
(iv) {fg W,du — W32 :t >0} martingdl,

az {F}V :t >0} filtraciéra nézve.

Megoldas. Az 1.6.5. Definicio feltételeit kell leellenérizni mind a négy esetben.
(i): Nyilvan W; FV-mérhets és E|W;| < +o0o, mert W; ~ N(0,t). Legyen a tovdbbiakban
0<s <t < +oo. Ekkor

E(W, | FV) = B(W, = Wy + W | FV) = B(W, — W, | FV) + E(W, | FY).

Megmutatjuk, hogy W;—W, fiiggetlen FV-tél minden 0 < s <t esetén. Valdban, (1.5.4)
és (1.5.6) alapjan minden s > O-ra

fW:a(Wu:O<u<5)20< U O'(th,...,Wtk)>
0t <<t <s,keN
és
U(th, tha Ce 7Wtk) = U(th,Wt2 — th, ey Wtk — Wtk—l)‘
Mivel {W, :t >0} fliggetlen névekményt, W, —Wj fiiggetlen a Wy, Wi, — W, ..., Wy, —
Wi, novekményektdl, igy a fenti eléllitds miatt a o(Wy,, Wiy, ..., W, ) o-algebratdl is.
Tehat W, — W, figgetlen az

U oWy, ...,Wy,) uniotdl is.
0<ty <<ty <s,keN
A j6 halmazok mddszerével pedig konnyen belathatd, hogy fliggetlen a fenti unié altal
generalt o-algebratdl, azaz F)V-t6l is.
Ty
EW, | FV)=EW, - W)+ W, =W,  P-mm.

Megjegyezziik, hogy a 1.6.9. Allités alapjdn az (i) rész allitdsa kozvetleniil is adédik,
hiszen egy standard Wiener-folyamat fiiggetlen névekményti és azonosan 0 a varhatoé érték
fiiggvénye.
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(ii): Nyilvdn W2 —t¢ FV-mérhet§ és
EW? —t| <EW2+t=t+t< +o0.
Tovabbd minden 0< s <t esetén, W; — W, és FY fiiggetlensége alapjin

E(W? —t|F) =EW2 | FY) =t =E(W, = W, + W)* | FY) —t

(We = Wo)? 4+ 2(W, = W)W, + W2 | FY) —t

(W, — W) | FVY + 2W,E(W, — W, | FV) + W2 — ¢

W, = W2+ 2WEW, — W) + W2 —t =EWN(0,t —5))* + W2 — ¢
=t—s+W2—t=W2—5s P-m.m.

. , _ 102 , "oz
(iii): Nyilvan e®":=%0"/2 FW_mérhet6 és

_ Eeewﬁtfﬂ/z _ eftHQ/QEeQWt _ eftHQ/QEeN(O,BQt) 67t92/2et92/2 —1 < 4+00.

E‘ IWi—t62/2

0,0%t) t02/2

Ugyanis, az alabbi szdmolasokbdl (is) kovetkezik, hogy EeMN( . Tovabba minden

0<s <t esetén, Wy, — W, és FIV fiiggetlensége alapjan

=€

E(eewt—w?/z ‘ ]_—W) _ €_t02/2E(60Wt |]_—W) _ e—tGQ/QE(ee(Wt—WS)eGWS fw)

_ €—t02/266W3E(€9(Wt—W5) |F;/V) _ e—t02/260W5E(69(Wt—W3)>‘

+o0 1
E(eé’(Wt—Ws)) o Ox

. ‘ 27 (t — s)

1 1
\/m/_oo {_2(75—3)

:;/_:oexp{_2(%_8)[(35—(t—s)9)2_(t—s)2ez]}dx

= e (U [T - E I,

22
e 2(t—s) dr

(2% —2(t — S)GI)} dx

fgy

192 — 62 —5)62 —s6°
R(efWe—t0°/2 | FW) = g t07/20Ws o (t=8)07/2 — (OWa=s67/2 P-m.m.

(iv): Nyilvan [ W, du — W} FV-mérhets és

t 1 ¢ 1 t 1
]E(/ Wudu—gwt?’) gE(/ |Wu|du—|—§|Wt|3) :/ E[W,| du + ZE[W|* < +oo.
0 0 0
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Tovabba minden 0<s <t esetén

t 1 S t 1
E(/ WudU—gl/Vf’ }“SW> :E(/ Wudu—i—/ W“du_g(Wt_Ws-i-Ws)S‘FZV)
0 0 s

s t
:/ Wudu+E</ Wudu‘fsw)
0 s

1
= SE((We = W) + 3(W, = W Wa+ 3(W, = WOW? + W7 | 7).

Felhaszndlva, hogy 0<s <t esetén W, — W, és FV fiiggetlen, kapjuk, hogy

t t t
E(/ Wudu‘]-"sw):]E(/ (Wu—Ws)dqu/ Wsdu‘ffv)

—E (/:(Wu —W,) du) +E ((t—s)WS

7
= /tE(Wu —Wy)du+ (t — s)Ws = (t — s)Ws.

fgy

t
]E(/ Wudu—le’ fsW)
0 3

: 1
_ / Wadu -+ (¢ = )WV, — 5 (EOV, = W.)* + 3W,E(W, — W,)? + 3W2E(W, — W) + W)
0

1

W3,
3 s

S 1 S
:/ Wudu+(t—s)W5—g(S(t—s)Ws—l—Wf):/ W, du —
0 0
O

2.3.4. Feladat. Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Mutassuk meg, hogy
{e+=t/2 .4 > 0} olyan Li-ben korldtos martingél, mely egy valészintiséggel konvergens, ha
t — 400!

Megoldas. Az 2.3.3. Feladat (iii) része alapjan kapjuk, hogy tetszéleges 6 € R esetén
{eowﬁe%/z’ t> O}
martingdl. Specidlisan, @ = l-el kapjuk, hogy {e"*="/2 ¢ >0} martingal.
Ahhoz, hogy Lj-ben korlatos azt kell megmutatni, hogy

’ewt—t/Z

sup E ’ < +00.

t=0

Mivel az exponencialis fiiggvény nemnegativ és a martingalsag miatt minden ¢ > 0-ra

Eet=t2 = Re0=0/2 — el = 1,
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kapjuk, hogy
€Wt—t/2

sup E =1<+4o00.

t=0

A Wiener-folyamatra vonatkoz6 nagy szamok erés torvénye alapjan (lésd az 1.4.16. Alh’tést)

P({oenlm B =of) <1

eWt—t/z = e%%fé)

Mivel

)

kapjuk, hogy a fenti kifejezés kitevije 1-valészintiséggel —oo-hez tart, ha t — +oc. fgy
kapjuk, hogy a megadott martingal 1-valészintiséggel 0-hoz konvergal. O

2.4. Poisson-folyamat

2.4.1. Feladat. Legyen {N; :t>0} egy M-paraméterii Poisson-folyamat. Igaz-e, hogy
ekkor azon t-k halmazanak Lebesgue-mértéke, melyekre EN; = At teljestil 1-el egyenld?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: a helyes valasz +o0. O

2.4.2. Feladat. (Ross [7], 216. old) Jeldlje & a t id6pontig egy adott teriiletre
bevandorlé emberek szamét (az id6t mérjik napban). Tegyiik fel, hogy {& : t >0} 1
paraméteri Poisson-folyamat.

(1) Varhatéan mennyi id6 telik el a 10. bevandorlé érkezéséig?

(2) Mi a valészintisége, hogy a 10. és 11. bevandorld érkezése kozott eltelt id6 legaldbb
2 nap?

Megoldas.

(1) Az [E(Tyy) varhat6 értéket kell kiszdmolni. Mivel egy p-edrendii, A paraméteri
gamma eloszlds varhaté értéke p/\ és Tig ~ I'(10,1), kapjuk, hogy E(Tio) = 10.
Tehat 10 nap a valasz.

(2) Py >2) = e 2~ —0.1333.
O

2.4.3. Feladat. (Ross [7], 220. old) Jeldlje & a t idépontigegy A orszagba bevandorld
emberek szaméat (az idét mérjiikk hetekben). Tegytik fel, hogy {& : ¢t >0} 10 paraméterti
Poisson-folyamat. Feltételezve, hogy minden bevandorlé 1/12 valdszintiséggel orosz, mi
a valdszintisége, hogy februar folyaman egyetlen orosz szarmazasi bevandorlot sem reg-
isztralnak az A orszagban?
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Megoldas. Az 1.7.12. Allftés alapjan az A orszagba februarban bevandorlé orosz szarma-
zésuak szama Poisson eloszlasu 4-10-1/12 = 10/3 paraméterrel, mert februdr 4 hétbol all.

fgy a keresett valoszintliség
(10/3° 105 _ 1o

0!
U

2.4.4. Feladat. Péter készitett egy gépet, mely két egymastol fiiggetleniil miikodo egység-
bol all, nevezziik ezeket A és B egységnek. Az A egység élettartama exponencidlis
eloszlasu 1000 ora varhaté értékkel, a B egység élettartama exponencialis eloszlasu
500 ora véarhatéd értékkel. Peti beinditja a gépét. Mi a valdszinlisége, hogy amikor az
meghibdsodik, akkor az az A egység hibaja miatt torténik?

Megoldas. Felhasznalva a (1.7.12) képletet A; = 1/1000 és Xy = 1/500 vélasztéssal,
kapjuk, hogy a keresett valdszintiség

/1000 1 1
1/1000 +1/500 1+2 3

O

2.4.5. Feladat. (M/G/oc tomegkiszolgalasi modell) Tekintsiink egy olyan benzinku-
tat, ahol végtelen sok helyen lehet tankolni. Jeldlje & a ¢ idopontig a kuthoz érkezd
tankoldk szamadt, feltételezziik, hogy {& : t >0} A paraméteri Poisson-folyamat. Egy
tankolé megérkezésekor azonnal megkezdddik a kiszolgdlasa valamelyik rendelkezésre 4llo
kutnal. Feltételezziik, hogy a kiszolgédlasi id6k egymastol fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi
valtozdk, G eloszlasfiiggvénnyel. Jelolje X; a ¢ iddpontig teljesen kiszolgalt tankolok
szamat, Y; pedig a t idopontban kiszolgalas alatt levo tankolok szamat. Hatarozzuk meg

X; és Y, eloszlasat!

Megoldas. (Ross [7], 225. old. alapjan) Legyen ¢t > 0 rogzitett. Nevezziink egy
tankolot I-tipusunak, ha kiszolgdlasa befejezodik a ¢ idOpontig, és nevezziik II-tipustinak,
ha kiszolgédldsa nem fejezédik be a ¢t id6pontig. Ha egy tankolé az s (0 < s <t) idépontban
tér be a benzinkuthoz, akkor akkor lesz I-tipusi, ha kiszolgalasi ideje kisebb, mint ¢ — s.
Mivel a kiszolgédlasi idé G eloszlasfliiggvényti, ennek a valdsziniisége G(t — s). Hasonldan,
ha egy tankolé az s (0<s<t) id6pontban tér be a benzinkuthoz, akkor 1 — G(t — s)
valészintiséggel lesz Il-tipusi. Legyen az 1.7.19. Allitdsban k = 2, pi(s) = G(t — s),
pa(s) =1—G(t—s), 0<s<t, igy kapjuk, hogy X; Poisson eloszlasi, melynek paramétere

E(Xt)—)\/Otpl(s)ds—)\/OtG(t—s)ds—)\/tOG(y)(—l)dy—)\/OtG(y)dy.

Hasonlbéan Y; is Poisson eloszlasi, melynek paramétere

IEY}:)\/O(1—G(t—s))ds:)\/0(1—G(y))dy.
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2.4.6. Feladat. Ebben a feladatban az autébalesetek szamat vizsgaljuk. Tegytik fel, ha
valakinek még nem volt autobalesete, akkor az altala elszenvedett autébalesetek szaméat az
id6 fiiggvényében [ paraméteri Poisson-folyamat irja le. Abban az esetben, ha mar volt
autdbalesete, akkor azt feltételezziik, hogy az altala elszenvedett autobalesetek szaméat az
id6 fiiggvényében « paraméteri Poisson-folyamat irja le. (Ugy gondoljuk, hogy 3 < a.)
Viarhatéan hany balesete lesz az egyénnek az elkovetkezo ¢ iddintervallumban?

Megoldas. Jelolje & az egyén altal a ¢ idopontig elszenvedett autdbalesetek szamat,
X pedig az egyén els6 autobalesetének idépontjat. Mivel az els6 baleset bekovetkezéséig
eltelt id6 nem més, mint a [ paraméterii Poisson-folyamat esetén a T} varakozasi ido,
ami pedig [ paraméterii exponencialis eloszlasu, igy a teljes varhato érték tétele alapjan
kapjuk, hogy

+o00 +oo
Bo = [ EGIX = s)fs(ds = [ B(e|X =)0 ds

Ha s >t, akkor E(&|X =s) =0, igy

E& = / (6| X = 5 ds.
0

Felhasznalva azt, hogy az els6 baleset bekovetkezése utan a balesetek mar « paraméterii
Poisson-folyamat szerint kovetkeznek be, megmutatjuk, hogy az E(& | X = s), 0<s<t
feltételes varhato érték megegyezik az « paramétertt Poisson-folyamatban ¢ — s id6 alatt
bekdvetkezd balesetek dtlagos szaménak eggyel novelt értékével. (Heurisztiusan azért kell
eggyel novelni, mert a feltétel azt mondja, hogy 1 baleset mar volt.) A pontos indoklas
a kovetkezo. Legyen {ft(a) :t>0} egy « paraméterti Poisson-folyamat, mely fiiggetlen
X-t6l. Ha 0<s<t, ugy

E(&|X =5)=E(&|X =5) +E(& —&| X =5) =E(1| X =) +E(§) | X = 5)
—14+EEY) =14 a(t —s).

Ezért

— t _ —Bs _ e ot t_ —Bs
E¢, /0(1+a(t s))Be " ds 6(14—0415)[_6]04—504/0 se " ds
= —(1+at)(e ™ —1)+ate™? — a/ e P ds.
0

Innen egyszerli szamolds mutatja, hogy

Egt_1+at—%+eﬂt<%—1>.
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2.4.7. Feladat. A Lazbérci viztarozoban a viz mennyisége naponta atlagosan 1000 egy-
séggel csokken. A véletlenszertien el6forduld esézések folyamatosan ujratoltik a viztarozot.
Jelolje & a t id6pontig az esézések szaméat (az idét napban mérjik), feltételezziik, hogy
{& :t >0} 0,2 paraméterii Poisson-folyamat. Egy es6zés alkalmaval a viztarozéban levé
viz mennyisége vagy 5000, vagy 8000 egységgel novekszik, ezek valdsziniisége legyen rendre
0,8 ill. 0,2. Tudjuk, hogy a jelenlegi vizmennyiség 5000 egység.

(1) Mi a valdszintiisége, hogy a viztdrozé 5 napon beliil kitiril?

(2) Mi a valdszintisége, hogy a viztarozé az elkdvetkezendd 10 napban valamikor {ires
lesz?

Megoldas.

(i) Az adatok figyelembevételével kapjuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy a viztdrozé 5
napon beliil kitiriill egyenlé annak a valdszintiségével, hogy 5 napig nincs esd, amit ugy is
fogalmazhatunk, hogy a 0,2 paraméterii Poisson-folyamatban az elsé varakozasi id6, T3
nagyobb, mint 5 nap. Mivel T} exponencialis eloszlasi 0,2 paraméterrel

P(Ty >5) =e %% =¢ 1,

(ii) Az 1.7.12. Allités alapjén dolgozunk. Egy esézést mindsitsiink I-tipusinak, ha az 5000
egységgel noveli a viztarozo vizkészletét (ennek valésziniisége 0,8), és II-tipusunak, ha 8000
egységgel (ennek valdszintisége 0,2). Jelolje ft(l) a t idopontig az I-tipusi esOzések szamat,
§t(2) pedig a ¢ idépontig a II-tipusi esézések szamat. Az 1.7.12. Allftds szerint {ft(l) (1 >0}
0,2-0,8=0,16 paraméterii Poisson-folyamat, {£® :¢>0} 0,2-0,2=0,04 paraméterti
Poisson-folyamat és egymastdl fliggetlenek. Az adatok figyelembevételével kapjuk, hogy 10
napon beliil gy lehet valamikor iires a viztarozé, ha nincs es6é az els6 5 napban; vagy 1
darab I-tipusi, 0 darab II-tipusi es6 van Osszesen, és ez az 1 darab I-tipusu esé az elso
5 nap valamelyikén kovetkezik be. Kihasznalva a két Poisson-folyamat fliggetlenségét és
(i)-t, kapjuk, hogy a keresett valészintiség

e+ P<{1 db I-tipusi esé és 0 db II-tipusi es6 az elsé 5 napban}
N {nincs es6 az utolsé 5 napban}) =e !+ P(Tl(l) < 5,T2(1) > 10,T1(2) > 10)
=e '+ P(TY <57 > 10)P(T? > 10).

Mivel T ~ Exp(0,04), TV ~ Exp(0,16) és Ti" ~ I'(2:0,16) kapjuk, hogy a keresett
val6szintliség
et + P(m <5,m +n > 10)6_0’04'10,
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ahol ny,ny fliggetlen 0,16 paramétert exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozdk. Ekkor

5 +oo
P(n < 5,m +m2 > 10) = / / 0,162 %1@+) drdy = / ( / 0, 162016 +y) dy) dz
0 1

0—zx
{z<5,2+y>10}
z,y >0,

5 +oo 5
= 0’ 162/ (/ 6—0,163/ dy) e—O,lGxdx — 0’ 16/ 6—0,16(10—1‘)6—0,1690 dr
0 10—z 0
=5-0,16e 9.

Igy a keresett val6szinfiség e™! + 0, 8¢702.

Megjegyezziik, hogy a (ii) rész esetén gyorsabban is célhoz érhetiink. A Poisson-folyamat
memoryless tulajdonsiga folytdn (az egymast koveto esézések kozti id6k fiiggetlenek)

e PV <5, 130 > 10,717 > 10) = et + P(&Y = 1)P(&Y = 0)P(& = 0)

(0, 16 - 5)16—0,165 (O, 04 - 5)06—0,045 (0> 2- 5)06—0,25 _

-1 ~0,2
1 0! 0l ¢ +0,8¢7

:€—1+
U

2.4.8. Feladat. Tegytik fel, hogy minden nap egyméstol fliggetleniil elvégziink egy kisérle-
tet, melyben megfigyeliink egy p (0 < p < 1) valdszinliségli A eseményt. Jeldlje &, az
els6 n nap folyaman A bekdvetkezéseinek szamat, T, pedig azt a napot, mikor az A
esemény r-edszerre kovetkezik be, r € N.

(1) Milesz &, eloszlasa?
(2) Milesz T eloszlésa?

(3) Milesz T, eloszldsa?
Megoldas.

(1) n-edrendd, p paraméterti binomidlis eloszlds,
(2) p paraméterii geometriai eloszlas,

(3) r-edrendii, p paraméter(i negativ binomidlis eloszlés. O

2.4.9. Feladat. Gyula és Jézsi készitettek egy jegyzetet, melyben a hibdk szama A\ paraméterti
Poisson eloszlast kovet. Mindketten, egymastél fliggetleniil ellenorizték jegyzetiiket. Gyula
minden hibat egymastdl fliggetleniil p;, mig Jézsi minden hibat egymastol fiiggetleniil ps
valdszintiséggel taldl meg (0 < py,p2 < 1). Jeldlje

(1) X; a Gyula &ltal igen, de Jézsi dltal meg nem taldlt hibdk szamét,

(2) Xy a Jozsi altal igen, de Gyula altal meg nem taldlt hibdk szamaét,
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(3) X3 azon hibdk szaméat, melyet mindketten megtalaltak,

(4) X, azon hibdk szamat, melyet egyikiik sem talalt meg.
Feladataink a kovetkezok:

(1) Hatdrozzuk meg Xi, Xo, X3, Xy egylittes eloszlasat!

(2) Természetes azt feltételezni, hogy A, p1 és p, nem ismertek. Hatdrozzuk mega A, p;
és py paraméterek azon A, p; és P becsléseit, melyekre

Xi=Mi(1=p),  Xo=A(1—p),  Xs=\piDo

(3) Adjunk becslést EX,-re!

(4) Meg tudjuk-e mondani, hogy p; vagy ps a nagyobb?

Megoldas.

(i) Minden egyes hibat mindsitsiink I.-IL-III.-, ill. IV.-tipusinak, aszerint, hogy azt
X1, Xo, Xs-hoz, ill.  Xy-hez szdmoljuk. Igy egy hiba (1 — p2), pa(l —p1), pipe,
il (1 —p)(1 —po) valdszinfiséggel lesz 1-I1-IIL-, ill. IV.-tipusi. Az 1.7.12. Allitds
alapjan X7, X5, X3 és X, fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok a kovetkezd
paraméterekkel:

EXl = /\pl(]- —pg), ]EX2 = )\]?2(1 —pl), EXg = )\]?1]927 EX4 = /\(1 _pl)(]- —pg)

(ii) Mivel
X, 1-p  Xi 1-P
Xs P Xs  pp
kapjuk, hogy
X, Xy
pl—m, p2_X1+X3’

amibél X3 = \pi1p» felhasznaldsaval

P X3 _ (X7 + X3) (X + X3)
DD X3 '

(iii) Mivel EXy; = A(1 —p1)(1 — p2), EXj-et becsiilhetjik a kévetkezé6 médon

—~ -~ N R (X2 + X3)(X7 + X35) ( X3 ) ( X3 ) X1X5
EX, = XM1-— 1-— = 1— — 1-— = .
4 ( p1)( P2) X5 X, + X5 X, + X5 X5
(iv) Még akkor sem, ha Pap Gyulardl és Gall Jézsef Mihalyrdl van szo. O
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2.4.10. Feladat. Tekintsiink egy n-tagu tarsasagot, akik mikrobuszt bérelve mentek egy
lagziba. Hazafele jovet a mikrobusz mindenkit majdnem hazaig visz. Feltételezziik, hogy
a mikrobusz egymast kovetd megallasai kozott eltelt idok fiiggetlen, A paraméterti expo-
nencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Minden egyes megallasnal pontosan egy ember
széll le és hazasétdl, (a leszallastol szamitott) hazaérkezésekig eltelt idék p paraméterti
egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok.

(1) Jeldlje S az utolsé utas leszallasanak id6pontjat. Mi S eloszlasa?

(2) Tegyiik fel, hogy az utolsé utas a t = 1 idépontban szall le a mikrobuszrél. Mi a
valoszintisége, hogy ekkor a tobbiek mar mind otthon vannak?

Megoldas.

(i) Mivel S egy A paraméterii Poisson-folyamatban az n-edik varakozési id6, igy S
n-edrendli, A\ paraméterii gamma-eloszlasu.

(ii) Az 1.7.16. Kovetkezmény alapjan, azon feltétel mellett, hogy S = 1, az els§ n —
1 leszdll6 utas leszallasi idopontjainak egyiittes eloszldsa megegyezik a (0,1) interval-
lumon egyenletes eloszlasbol vett n — 1  elemii rendezett minta egyiittes eloszlasaval.
Ezért a kiszdmoland feltételes valészinliség megegyezik a kovetkezd (,,feltétel nélkiili”)
valészintiséggel. Legyenek Xi,..., X, ; fiiggetlen, a (0,1) intervallumon egyenletes
eloszlasu valészintiségi valtozok, illetve tekintsiink &, ...,&,_ 1 figgetlen, p paraméreii ex-
ponencidlis eloszlasi valészinliségi valtozokat, melyek fiiggetlenek az X, ..., X,,_1 valészini-
ségi véaltozdktdl is. A kérdéses feltételes valosziniliség megegyezik a

PX;+¢&<1,i=1,...,n—1) valdésziniiséggel.

Ekkor
n—1
PX;+&<li=1...n-1)=][PXi+&<1)=PX +& <),
i=1
és
1 1-z 1
PXi+&<1)= // 1-Xe ™ dzdy = / (/ e M dy) dr = / [—e_’\y]zzé_x dx
r+y<l, 0 0 0
0<x<1,y>0

1 A=)t g
— [ Qe dr=1— [T | = (e 14N,
Ja=e) T T (R ERY

fgy a kérdésre a vélasz:
1

>\n—1

(e =14+ A" 1
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2.4.11. Feladat. Tekintstink egy biztositéd tarsasdgot és tegytlik fel, hogy a biztositéhoz
bejelentett balesetek (kéresetek) szdma A\ paraméterti Poisson-folyamatot kovet. A baleset

/////

valtozé eloszlasfiiggvénye legyen G.

(1) Mennyi annak a valésziniisége, hogy pontosan n darab mar bekovetkezett, de még

/////

/////

valdszintiségi véltozoé eloszlasfliiggvénye F, és a kért (nemnegativ) pénzosszeg fiiggetlen
a kar bekovetkezésétol eltelt idotol. Hatarozzuk meg az osszes mar bekovetkezett, de
még be nem jelentett (IBNR) kérigény &ltal kovetelt pénzmennyiség varhato értékét!

Megoldas.

(i) Gondoljunk vissza az 2.4.5. Példdban szereplé M /G /oo témegkiszolgaldsi modellre.
Egy baleset bekovetkezése fog megfelelni egy tankold érkezésének. A kiszolgalasi idonek
pedig a bejelentésig eltelt id6 felel meg, aminek eloszlasfiggvénye G. fgy, ha X; jelolia t
idopontban mar bekovetkezett, de még be nem jelentett IBNR esetek szamat, akkor X; nem
mé&s, mint a ¢ idépontban a rendszerben levo, még ki nem szolgdlt tankolok szama. Errdl
pedig az ottani levezetésbol tudjuk, hogy Poisson eloszlasu EX; = A f(f(l —G(t—3s))ds =
A[3(1—G(y))dy vérhaté értékkel.

fgy a keresett valdszintiség

A= Gly)) dy)
n!

(ii) Jeldlje Y; az bsszes, a t id6pontig mér bekdvetkezett, de még be nem jelentett karigény
altal kovetelt pénzmennyiség osszegét. Ekkor

Xy
Y=Y 7,
=1

ahol Z; jeloli az i-edik IBNR kérigény altal kért pénzosszeget. Mivel X; Poisson eloszlasu
és 21,2, ... egymastol és X;-tdl is fliggetlenek, kapjuk, hogy Y; Osszetett Poisson eloszlasi
valdszintliségli valtozo6 és az (1.8.3) képlet alapjén

t
EY; = EX,EZ; = A/ (1-G(y))dy-EZ,
0

:y[u—ewnw[fﬂl—mwmy

(Itt azt hasznaltuk fel, hogy ha £ >0 valésziniiségl véltozo, akkor

+oo
B = [ (- Rl

ahol F¢ jeloli ¢ eloszlastiiggvényét.) O
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2.4.12. Feladat. Miholdakat A paraméterti Poisson-folyamat szerint allitanak foldkorili
palyara. A kiilonb6z6 mitholdak &ltal vilagiirben eltoltott idék egymastdl fiiggetlen, G
eloszlasfiiggvényti valészintiségii valtozok. Mi annak a valdszintisége, hogy egy ¢ (¢t > 0)
id6pontban a vildgtirben levé miitholdak egyikét sem az s, (s <t) id6pont el6tt allitottak
palyara?

Megoldas. Nevezziink egy miitholdat I-tipustnak, ha az s idépont el6tt allitottak palyara,
de a t idépontban mar nem miikodik (azaz mér nincs a vilaglirben), és II-tipusinak, ha az
s id6pont el6tt allitottak palyara, és a ¢ idépontban még miikédik (azaz még a vilaglirben
van). Jelolje ¢ az s idSpont elétt palyara allitott miiholdak szdmat, ¢ az s idSpont
elétt palyara allitott I-tipusti mitholdak szamat és €@ az s idépont elétt palyara allitott
[1-tfpusi mitholdak szdmat. Ekkor ¢ = ¢W +¢@) és ¢ Poisson eloszlasi As paraméterrel.
Ha egy miholdat az y, y <s idépontban allitunk palyara, akkor ezt abban az esetben
minositjilk I-tipustinak, ha miikodési ideje kisebb, mint ¢ — y, ennek a valdszintisége
G(t — y). Akkor minésitjiik II-tipusunak, ha miikodési ideje nagyobb vagy egyenld, mint
t —y, aminek valdésziniisége 1 — G(t —y).

fgy az 1.7.19. Allités alapjan ¢@ Poisson eloszlast, melynek paramétere

Ee® = )\/05(1 — G(t —y))dy.

Ezért a keresett valoszintliség

p(§(2) =0)= e~ Mo (1=G(t—y))dy
d

2.4.13. Feladat. Vegyiik alapul az 2.4.5. Példdban bevezetett M /G /oo tomegkiszolgaldsi
modellt. A kiszolgalasi idék kozos eloszlasfiiggvénye G.

(1) Mi a valdszintisége, hogy az elsének érkezo ,,latogaté” hagyja el elsének a rendszert?

(2) Jelolje K; a t idépontban a rendszerben levé (teljesen még ki nem szolgélt) latogatdok
fennmarado kiszolgalasi idejének osszegét. Hatarozzuk meg K, varhaté értékét!

Megoldas.

(i) Legyen A az az esemény, hogy az els6nek érkezé latogaté elsének hagyja el a rendszert.
Jelolje Y az elso latogatd kiszolgaldsi idejét és X; a t idépontig a rendszert elhagyd tobbi
latogaté szémat. Az 1.7.19. Allités alapjan X, + L{y<y Poisson eloszldsi A f(f G(t—y)dy
paraméterrel. A teljes varhaté érték tétele alapjan

P(A) = /Om P(A|Y =) dG(2).
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Az {Y =t} feltétellel lesziikitett valsziniiségi mezén az az esemény, hogy az elsé latogatd
tavozik elsének megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a t ideig nem tavozik senki, azaz
Xy =0. fgy felhasznalva, hogy X; és Y fiiggetlenck, kapjuk, hogy

P(A|Y =)= P(X, =0|Y = t) = P(X, = 0).

Ezért P(A) = 0+°O P(X; = 0) dG(t). A tovabbiakban a P(X; = 0) valdsziniiség

kiszdmitasaval foglalkozunk. Mivel X; és 1yy.y fliggetlenek és X, + 1yyoy Poisson
eloszlasia A f(f G(t —y)dy paraméterrel, kapjuk, hogy (p¢-vel jelolve egy & valdszintiségi
valtozo karakterisztikus fliggvényét):

ox (1)1 -y (1) = exp { / Glt—y)dy- (1} ueR,
Mivel
Provay (W) =G +(1-G(t) =G(t)(e" ~1) +1, ueR,
kapjuk, hogy
exp {)\ fg G(t—y)dy - (e™ — 1)}
G(t)(ev —1)+1 ’

Felhasznélva, hogy X; nemnegativ egész értékii, a karakterisztikus fliggvényre nyert képlet

u € R.

X (u) =

alapjan kapjuk, hogy X, generatorfliggvénye

exp {/\f(f Gt—y)dy- (2 — 1)}

_. Xt _ _
Gx,(2) = Ez™t = GG -1 11 . ze[-11].
Felhaszndlva, hogy P(X; =0) = Gx,(0), kapjuk, hogy
exp{ - )\fg G(t —vy) dy}
P(X:=0) = 1—G(t) ‘
lgy
t
i +ooexp{—/\f0G(t—y)dy} .
- et ()

(ii) Legyen t > 0 rogzitett. Jelolje & a t idépontig érkezo latogatok szamat. Szamozzuk
meg a ¢ idépont elétt érkezd latogatdkat 1-t6l n-ig. (Az i-edik sorszamu latogatd nem
biztos, hogy az i-ediknek érkezett.) Jelolje tovabba A;, ill. S; (a ¢ idépont el6tt érkezd)
1-edik sorszamu latogatd érkezési idépontjat, ill. kiszolgalasi idejét. Ekkor

&t
K=Y (Ai+Si—t),

=1

ugyanis egy A; (A; <t) idépontban érkezd, S; kiszolgalasi idejii latogatd az A; + S,
idopontban hagyna el a rendszert. Igy, ha A; +.5; > t, akkor A; + S5; —t kiszolgalasi
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ideje maradt hatra, ha pedig A; +.5; <t, akkor mar nincs hatra kiszolgélasi ideje, de ekkor
(A; + S; —t)" =0, igy ez nem noveli az Gsszeget.

Az 1.7.15. Tétel alapjan, ha & adott, akkor a t id6pont el6tti érkezések idépontjai, A;-k
fiiggetlen, a (0,¢) intervallumon egyenletes eloszlasiak. Ezért, ha & adott, akkor az egyes,
t elotti érkezések jarulékai a teljes, fennmaradé varakozasi id6hoz egymastél fiiggetlenek.
Azaz (A;+S;—t)t, i =1,2,...,n figgetlenek a & = n feltételre vonatkozdan. Az 1.7.15.
Tétel alapjén azt is kapjuk, hogy minden a € (0,t), n € N esetén

a

P(Aiga\&:n):? i=1,...,n.

fgy minden n € N esetén

E(K:|& =n) :E(i(Ai+Si_t)+‘§t:n> :E<i(Ai+Si—t)+|ft=n>

=1 =1

=Y E((Ai+ S -t & =n) =nE((A + S —t)"|& =n).

i=1
Ekkor
E((Ai+ S —t)" & =n) = /2($+y—t)+FA17sl|st(dI,dy!n)>
R
és
FA1,51|Et(xay|n):FA1|€t(x|n)F51\ft(y|n):FAl\ft(x|n)F51(y)
0 ha <0 vagy y <0,
=4 7G(y) ha 0<z<t y>0,
G(y) ha x>t y>0.
Ezért
t “+o00 1
B((4+Si -0 6 =n)= [ [ (@sy—t)'}dndol)
0o Jo
1 t —+o00
_2/0 (/t_ (24— 1)dG(y) ) da.
fgy
1 t —+o00
Bir|&) = [ ([ @+y-0d60)dr-g P,
0 t—x

ebbol pedig mar kovetkezik, hogy

BK, = BE(K |6) = B&)} [ ([ @ry-0d6w) s

:/\/Ot</t+oo(x+y—t)dG(y)>dx.

—x

“+o00
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2.4.14. Feladat. Egy lizemben )\ paramétert Poisson-folyamat szerint fordulnak el6 tizemzavarok
és minden egyes lizemzavar, egymastdl fiiggetleniil p (0 < p < 1) valdszintiséggel okozza

az lzem lealldsat. Jelolje T az iizem ledllasanak idépontjat és N az ehhez sziikséges
lizemzavarok szamaét.

(1) Hatérozzuk meg T-nek az N = n feltételre vonatkozo feltételes eloszlasat!
(2) Hatdrozzuk meg N eloszlasat!

(3) Hatérozzuk meg N-nek T-re vonatkozo feltételes eloszlasat!

Megoldas.

(i) Feltéve, hogy N = n, T n darab fiiggetlen, A\ paraméterii exponencialis eloszldsti
valoszintiségi valtozé Osszege, igy mn-edrenddi, A\ paraméterii gamma eloszldsi, azaz T
closzldsa az N =n feltételre nézve I'(n, ).

(ii) Mivel az {N = n} esemény azt jelenti, hogy az els6 n —1 darab lizemzavar nem okoz
leallast és csak az utolso tizemzavar okoz leallast, kapjuk, hogy

P(N =n)=(1-p)"'p,

azaz N geometriai eloszldsi p paraméterrel.

(iii) Minden iizemzavart minésitsiink I-tipustinak, ill. II-tipusinak aszerint, hogy az az
tizem ledllasat okozza vagy nem. Annak a valdszintisége, hogy egy tizemzavart I-tipusunak
minositiink p, annak a valészinlisége, hogy egy tizemzavart II-tipusinak mindésitiink 1 — p.
Jelolje ft(l), ill. 5,5(2) a t id6pontig bekovetkezé I-tipusd, ill. II-tipusu lizemzavarok
szémét. Ekkor az 1.7.12. Allités alapjén {€” : t >0} Mp paraméterd, {2 :t>0}
A1 — p) paraméterti, egymastol fiiggetlen Poisson-folyamatok.

Nekiink a P(N =n|T =1t), n € N, t>0 valésziniiségekre van sziikségiink. Mivel T
nem mas, mint a {§t(1) : t >0} Poisson-folyamatra vonatkozé els6 varakozési idd, igy T
exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtoz6 Ap paraméterrel. Mivel a {T =t} esemény
megegyezik a {&(1) =1} eseménnyel

P(N=n|T=1)=P(N=n|g" =1) =P =n-1,¢"=1]¢" = 1)

=P =n-11¢" =) =E (T, 16" =1).

Mivel {ft(l) :t >0} és {&@ :t >0} figgetlen folyamatok

M1 =p)t)™t
PN =n|T =1t ZE(H{s,g?):n_l}) =P =n-1)= ( (<n_>1))! e NP,

0

2.4.15. Feladat. Tekintsiink egy rendszert, mely két egységhdl all, A és B egység. Rend-
szeriinket tamadasok érik, harom kilonbozo tipusd tamadast kiilonboztetiink meg, melyek
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egymastodl fiiggetlentil érik rendszeriinket. Az els6 tipusu tamadasok A; paramétert Poisson-
folyamat szerint jonnek, és csak az A egység ledllasat okozzak. A méasodik tipusu tamadésok
Ao paraméterit Poisson-folyamat szerint jonnek, és csak a B egység ledllasat okozzak. A
harmadik tipusi tdmadasok A3 paraméterti Poisson-folyamat szerint jonnek, és mindkét
egység leallasat okozzdk. Jelolje X; az A egység, Xo a B egység élettartamat.
Hatérozzuk meg X; és X, egylittes ,tilélési” fliggvényét, azaz a P(X; > s, Xy > t)
s,t >0 figgvényt.

Megoldas. Jelolje T;, i =1,2,3, az i-edik tipusu tamadas érkezési idopontjat. Megmu-
tatjuk, hogy
{Xl > S,XQ > t} = {Xl > 5,13 > S,TQ >t,13 > t}

Ugyanis, ha X; > s és Xy >t (azaz az A egység s-nél, a B egység t-nél tovdabb
él), akkor a harmadik tipusi tdmadds max(s,t)-nél nem johet hamarabb, azaz T3 > s és
T5 > t. Valamint mivel X, > ¢, a masodik tipusu tamadas nem johet ¢-nél hamarabb,
azaz 1y >t.

Ha pedig X; > 5,13 > 5,13 >t és Ty > t, akkor mivel mind a masodik, mind a harmadik
tipusu tamadas ¢ utdn jon, a B egység biztos, hogy t-nél tovabb él, igy X, > t. Igy
minden s> 0,t > 0 esetén

P(X;>s5Xyo>1t)=P(Xy>s,T35> 5,1y >t,T3 > t).
Hasonlbéan végiggondolhato, hogy
{X1>8,T3>s8Ty>t,Ty >ty ={T1 > s,T3 > s,T5 > t,T3 > t}.
Felhasznalva, hogy Ti,T% és T; fiiggetlenek minden s> 0,¢ > 0 esetén

P(X1 > S7X2 > t) = P(Tl > S,TQ > t,Tg > S,Tg > t) = P(Tl > S7T2 > t,Tg > max(s,t))
= P(Ty > s)P(Ty > t)P(T5 > max(s, t)).

Mivel T; exponencidlis eloszlasu A; paraméterrel i = 1,2,3, adddik, hogy
P(Xl > 5, X9 > t) — o AMisp— A2t ,—Azmax(s,t)
O

2.4.16. Feladat. Tegyiik fel, hogy az R? Euklideszi sikot befiivesitettiik és tetszdleges,
véges Lebesgue-mértékii A C R? halmaz esetén a rajta taldlhaté fliszdlak szdma Poisson
eloszlasi Am(A) paraméterrel, ahol m(A) jeloli A Lebesgue-mértékét. Feltételezziik
azt is, ha A, B C R? olyan halmazok, hogy AN B = (), akkor az A-n és B-n talalhaté
fliszalak szdma egymastdl fiiggetlen. Rogzitsiink egy tetszéleges P € R? pontot. Jelolje X
P-nek a hozza legkozelebb eso fliszaltol valo tavolsagat.

(1) Hatarozzuk meg X stiriiségfiiggvényét!

141



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

(2) Hatarozzuk meg X varhaté értékét!

(3) Kijeloljiik a sik egy masik ) pontjat is, melynek P-t6l valé tédvolsdga legyen d > 0.
Jelolje @-nak a hozza legkozelebb es6 fliszaltol vald tavolsagat Y. Mi a valdszintlisége,
hogy a P ponthoz kozelebb taldlunk fliszdlat, mint a ) ponthoz? Adjunk modszert
a P(X >t,Y >ty) val6sziniiségek meghatarozdséra, ahol tq,ts > 0.

Megoldas.
(i) Minden ¢ > O-ra kapjuk, hogy

P(X > t) = P({nincs fliszdl a P pont koriili ¢ sugaru korben})
= P(Poiss(A\t?w) = 0) = e,

Mivel minden y € R esetén P(X =y) =0, mert a P koézépponti y sugaru korvonal
2-dimenziés Lebesgue-mértéke 0, kapjuk, hogy

1—e™7™ ha t>0,
Fx(t) =
0 ha ¢ <0.
fgy
Arte ™M™ ha t>0,
fx(t) =
0 ha t<O0.

(ii) Mivel X nemnegativ valészintiségi valtozo

EX / m P(X >t)dt / T e gy / L ey !
e et e = e r = —=.
0 0 0 V2T 2v/\

(iii) A P(X <Y) valészintiséget kell kiszdmitani. Megmutatjuk, hogy X és Y egyiittes
eloszldsa megegyezik Y és X egyiittes eloszlasaval, aztdn pedig azt, hogy P(X =Y) = 0.
Ebbél mér kovetkezik, hogy P(X <Y) =1/2, ugyanis

1=PX<Y)+PY <X)+P(X=Y)=PX<Y)+PX<Y)+0=2P(X <Y).

Az X és Y egyiittes eloszlasa azért egyezik meg Y és X egyiittes eloszlasaval, mert
az egylittes eloszlasfiiggvényeik meghatarozasandl a P és () pont koriili korok szerepe
felcserélheto, hiszen a metszetiik teriilete valtozatlan marad. Tovabba a teljes varhato érték
tétele miatt

P(X:Y):/+OOP(X:Y\Y:t)fy(t) d.

Felhasznélva, hogy minden s> 0 esetén barmilyen A € o(Y) eseményre
/E(E{X:s} ‘Y) dP = / ﬂ{X:s} dP = P(Aﬂ {X = 8}) < P(X = 8) =0,
A A
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kapjuk, hogy minden s3>0 esetén P(X =s|Y)=0. Igy
PIX=Y|Y=t)=P(X=t|Y =t) =0, Pymm. tcR,
és ezért P(X =Y)=0.

A tovabbiakban a P(X > t1,Y > ty) valésziniiségek meghatarozasaval foglalkozunk.
Felteheto, hogy t; <t,. Ha t; +ty; < d, akkor a P kozéppontu, t; sugaru és a @)
kozéppontu, to sugard korok (legyenek ezek €y, és Cy,) nem fedik 4t egymadst. Igy az
{X >t} és {Y >ty} események fiiggetlenek. Ezért

P(X >t,Y > 1) = P(X > t)P(Y > ty) = e M),

Ha t; +ty>d és ty <d, akkor
P(X > t;,Y > ty) = P({nincs fiiszél a Cy, korben} N {nincs fiiszél a Cy, korben})

— P({nincs fiiszél C;, U C,-ben}) = ¢~ Am(CrnCt),

ahol m(Cy, UCy,) jeloli a Cp, és Cp, korok unidjanak Lebesgue-mértékét (tertiletét).
Ekkor

m(C’tl U Ot2) == m(Ctl) + m(C’tQ) — m(C’tl N CtQ) = t?’ﬂ' + t%’ﬂ' — m(C’tl N Ct2>.

Jelolje a Cy, és (', korok metszéspontjait M; és Ms. Tekintsiik az PQM; haromszoget.
Legyen M,PQ< := a3 és MiQP< := ay. Kiszamoljuk a PQM; haromszog teriletét
kétféleképpen is. Egyrészt a Heron-képlet alapjan

TPQMlA = \/S<S - t1)<8 - t2)(s - d)v
ahol s = (t; + t2 + d)/2. Masrészt, a P alaphoz tartozé magassiagot k-val jeldlve,
Troum s = (dk)/2, igy

2¢/s(s —t1)(s — t2)(s — d)
d Y
ahol s = (t; +t2 + d)/2. Tudjuk azt is, hogy sinay = k/t; és sinag = k/ty, ezért

oy = arcsin (2\/5(5 —t1)(s —ta)(s — d))

k=

tld
S (2\/5(5 — 1) (s —ta2)(s — d)) |

tod

Ezeket felhaszndlva mar explicite felirhatjuk (t;,t2 és d fliggvényében) az m(Cy, U Cy,)
teriiletet (fiiggvénytablas képlet). A tobbi eset is hasonldan kezelheté. O

2.4.17. Feladat. Tekintsiik események egy sorozatat. Jelolje X; a t>0 idopontig
bekovetkezd események szamét, és feltételezziik, hogy {X; : ¢ >0} A\ paraméterti Poisson-
folyamat. Legyen d > 0 egy rogzitett szam. Egy eseményt d-eseménynek neveziink, ha az
0t megel6z6 esemény és kozte kevesebb, mint d ido telik el. Példaul, ha d =1 és egymast
kovetden a 2,2.8,4,6,6.6,... idopontokban kovetkeznek be események, akkor a 2.8 és a
6.6 idopontokban bekovetkezd események 1-események.
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(1) Vérhatéan milyen id6kozoként kovetkeznek be d-események?

(2) Az események hanyad része d-esemény?

Megoldas.

(i) Jeldlje T egy d-esemény és a kovetkezd d-esemény bekovetkezése kozott eltelt idot,
Y pedig a szébanforgd d-eseményt kovetoen a kovetkezd esemény bekovetkezéséig eltelt
idét. Végiggondoljuk, hogy T, ill. Y jél definialt, abban az értelemben, hogy T és
Y egylttes eloszldsa nem fligg attél, hogy hanyadik d-eseményrol van szo. Nyilvan T
megallitasi id6pillanat {X; : t > 0}-ra nézve (ldsd az 1.4.26. Definicidt). Igy felhasznélva,
hogy az {X;:t >0} Poisson-folyamat erés Markov-folyamat (lasd példdul Karatzas—Shreve
[3], Problem 2.6.21.) kapjuk, hogy 7T, ill. Y jdl definidlt. Tovdbbd a Poisson-folyamat
definiciéja miatt Y exponencidlis eloszlasi A\ paraméterrel. A teljes varhaté érték tétele
alapjan

ET:/O+OOE(T|Y:s)fy(s)ds:/Odsfy(s)ds+/d+oo(s+]ET)fy(s)ds,

ugyanis, ha Y = s, 0<s < d, ugy egy d-eseményt kovetéen a kovetkezd esemény
bekovetkezéséig eltelt id6 s, és mivel s < d, igy ez az esemény d-esemény, igy 1T'= s. Ha
pedig s>d, ugy a d-esemény utan s id6 mulva bekovetkezé esemény nem d-esemény,
igy a kovetkezé d-eseményig atlagosan (s + ET')-t kell vérni, heurisztikusan olyan mintha
minden Ujra indulna. A pontos indoklas a kovetkez6. Mivel T megallitasi idopillanat
az {X; : t >0} er6s Markov-folyamatra nézve, egy tetszéleges esemény és a kovetkezd
d-esemény kozotti ido ugyanolyan eloszlast, mint 7. fgy

+oo +oo 1 o
ET = / sfris)ds + (ET) [ fy(s)ds =EY + (BT)P(Y > d) =  + ¢ MET,
0 d

ezért
1

(i) A P(Y < d) valdszintiséget kell kiszdmolni, ezért a vdlasz P(Y <d)=1—e . O

ET =

2.5. Nemstacionarius Poisson-folyamat, osszetett Poisson-folyamat

2.5.1. Feladat. (Ross [7], 235. old) Evi mér évek 6ta hot-dog-ot drul a véros egy for-
galmas pontjan reggel 8-t6l délutan 5-ig. Ugy tapasztalja, hogy a vasarlok atlagos szama
nyitastél 11-ig linedrisan novekszik, a kezdeti 5 vésarlé/éra intenzitésrdl elérve a 20
vésarl/ora intenzitdst. Délelétt 11-t61 délutan 1-ig a vasarlok atlagos szama nem véltozik,
marad a 20 vasarlg/dra intenzitds. Délutan 1-t6l zdrdsig viszont linedrisan csokken a
vésarlok atlagos széma, elérve a 12 vasarlg/ora intenzitést. Feltételezve, hogy a diszjunkt
idointervallumokban érkezé vasarlék szama egymastél fliggetlen adjunk valamilyen modellt
a fenti jelenségre. Mi a valdszintisége, hogy egy hiivos hétfoi reggelen 8 : 30-tél 9 : 30-ig nem
lesz vasarléja Evinek? Varhatéan hanyan vésarolnak majd ebben az iddintervallumban?
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Megoldas. Jelolje & Evi vésérloinak szdméat az els6 ¢ nyitvatartasi ora alatt. Esszert

feltételezni, hogy {& : t > 0} nemstacionérius Poisson-folyamat, melynek intenzitasfiiggvénye
)\ . R+ — R,

5+ 5t ha 0<t<3,
At) = < 20 ha 3<t<5,
20— 2(t—5) ha 5<t<9,

és A(t) =A(t—9), ha t>09.

Vegyiik észre, hogy a délutan 5 odra és reggel 8 oOra kozott eltelt idot nem szamoljuk.
Az (1.8.1) képlet szerint a reggel 8 :30 és 9 : 30 kozott érkezd vasarlok szama Poisson
eloszlast m(3/2) — m(1/2) paraméterrel, ahol m(t) = fg A(s)ds, ¢>0. Igy annak a
valészintisége, hogy nem érkezik vasarlé 8:30 és 9:30 kozott

3/2

0
(m(3/2) —m(1/2)) o (m(3/2-m(1/2)) _ ~(m(3/2-m(1/2) _ ~ I3

o!

(5+5s) ds

— o~ (5:1+5(9/4=1/4)/2) _ ,—10

Mivel a Poisson eloszlds varthaté értéke megegyezik a paraméterével, varhatéan m(3/2) —
m(1/2) = 10-en fognak érkezni 8 :30 és 9:30 kozott. O

2.5.2. Feladat. (Ross [7], 239. old) Tegyiik fel, hogy egy adott teriiletre bevandorld
csalddokat vizsgalunk. Feltételezziik, hogy erre a teriiletre bevéandorld csalddok szdmat (az
id6t hetekben mérjiik) egy {& :t >0} 2 paraméterii Poisson-folyamat irja le. Feltételezziik
tovabba azt is, hogy a kiilonbozé csaladok 1étszamat leird valdszintiségi valtozok fliggetlenek
és azonos aloszlasuak, és ez a kozos eloszlas az 1,2,3,4 pontokra koncentralodik rendre
1/6,1/3,1/3,1/6 valdszintiségekkel. Mennyi lesz egy rogzitett 5 hetes idGintervallum alatt
erre a teriiletre bevandorlé emberek szaméanak varhato értéke és szorasnégyzete?

Megoldas. Jelolje X; a t idopontig az adott teriiletre bevandorlt emberek szamat.
(Az id6t a rogzitett 5 hetes idészak kezdetétél mérjik.) Ekkor {X;:¢ >0} 2 paraméter
osszetett Poisson-folyamat, melyre

&
Xe=) Y, t>0,
i=1

ahol Y, jeloli az i-edik bevandorolt csalad létszaméat (i € N). Az EX; és VarXj

mennyiségeket keressiik. Ekkor Yi,Ys,,... fliggetlen és azonos eloszlasiak. Mivel
1 1 1 1 5
EYy=1-—+2.-4+3.-4+4.-=—
' 6 Sz 3TN T
1 1 1 1 43
EY2=12.-492.-432. - 442. - =2
! 6 T 3T 3TN TG

145



Barczy Matyés, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

kapjuk, hogy

EX;=2-5-EY; = 25,

215
VarX5:2-5-EY12:?.

O

2.5.3. Feladat. Legyen {& :t>0} nemstaciondrius Poisson-folyamat A(t), ¢ >0, in-
1

tenzitasfiiggvénnyel. Jelolje T;, 7 >1, a varakozasi idoket. Legyen n; =1, —T;_1, i > 1,

(T :==0) (interarrival times).

(1) Fuggetlenek-e az n;-k?

(2) Azonos eloszldstuak-e az n;-k?

Megoldas.

(i) Altaldban nem. Ugyanis, tetszéleges s,¢ >0 esetén
Py >tlm =s) = P(&s — & =0) = e~ (mtHe)=m(9) — = 77 MW) v,

ami altaldban fligg s-tol. Csak akkor nem fiigg s-t6l, ha a A fiiggvény konstans, azaz a
nemstacionarius Poisson-folyamat Poisson-folyamat.

(ii) Minden ¢ > 0O-ra
Pl >t) =P =0)=e ™0 = ¢~ Jo M)y,

fgy F,(t) =1—e" JA®Y ha t >0 és F, (t) =0, ha t<0. Ezért f, (t) = A(t)e” Jo M) dy,
ha ¢ >0, egyébként 0. Minden ¢ > 0O-ra

P >t)=E (H{n2>t}) = E<E(H{m>t} | 771)) =Ef(m),

ahol f:R — R olyan fiiggvény, hogy f(m) = E(Tps [m) = Pln > t[m), (f(s) =
P(ne >t|m =s), P,-mm.sécR). Igy az (i)-ben levd szamolds alapjén
+o0o +oo .
P>t =Ef(m)= |  fs)fu(s)ds= | f(s)A(s)e” Jo X% ds

- 0

oo 5 \(y)d S A(y)d e 5 A\ y) d
:/ e~ [ A\ (5)e o M) de:/ e~ o AW\ (5) ds
0 0

+oo
= / A(s)e ™) ds,
0

Ha példdul A(s) =s, s >0, akkor
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Igy P(p >t)=e /2 t>0, és

400 (t45)2 +o00 W2
P(ny>1t) = / se” 2z ds= / (u—t)e 2 du
0 ¢

= /m we™s du— tV32r(1 — B(t)) = e=F — V2mt(1 — B(1)).

Tegyiik fel, hogy 1, és my azonos eloszlastak. Ekkor P(n; >t) = P(ny > t), t > 0 miatt
t(1—®(t)) = 0, > 0 lenne, ami nyilvén elletmondés. Igy altaldban nem azonos eloszlastiak
az n;-k. U

2.5.4. Feladat. Legyen {N,:t>0} X\ =1 paraméter(i Poisson-folyamat. Legyen tovdbba
A:[0,4+00) — R egy nemnegativ, lokalisan integralhaté fiiggvény, és

Vezessiik be minden ¢ >0 esetén a

& = Ny

valészintiségi valtozét. Mutassuk meg, hogy {& : ¢t >0} nemstaciondrius Poisson-folyamat
A intenzités fiiggvénnyel.

Megoldas. Az 1.8.1. Definicié (i),(ii),(ili) és (iv) feltételeit kell leellenérizni, hogy

teljesiilnek a {& : t >0} folyamatra. Mivel & = Ny = No = 0, ezért (i) teljesiil.

Legyenek 0 <t <ty <t3 tetszolegesek. Mivel A nemnegativ fliggvény, igy m monoton

novekvo, ezért 0 = m(0) <m(ty) < m(ty) <m(ts). Kihaszndlva az {NV; : t >0} folyamat

figgetlen novekménytliségét kapjuk, hogy az Ny, (1) = Nim(ty) €8 Nin(rs) — Nim(tn) novekmények

fiiggetlenek, azaz a &, — &, és &, — &, novekmények fiiggetlenek, igy (ii) is teljesiil.
Ahhoz, hogy P(&4n — & >2) = o(h), amint h — 0 azt kell bizonyitani, hogy

i P(&n— & >2)
im
h—0 h

=0.
Az {N;:t>0} folyamat tulajdonsdgai alapjan

P(&in — & 2 2) = P(Npmgtn) — Ninge) 2 2) = P(Nm@th)—m@) = 2)
_ ] o (mltHh)—m() _ m(t +h) —m(t) o~ (m(t+h)—m (1))

1!
Mivel
lim m(t + h/) - m(t) e—(m(t+h)—m(t)) _ )\(t)e—o _ A(t),
h—0 h
és
ol o~ (m(t+h)—m(t)) . S N ds e JoT Ms) s fg My)dy _
oo h T h T h
__d (e— S Ma)ds i Aw) dy) ‘ A [\ (1)
dh h=t
= A1),
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kapjuk, hogy

lim P(&n — &2 2)

lim - = At) — \(t) = 0.
Azt kell még bizonyitani, hogy P(&n — & = 1) = A(t)h+ o(h), amint h — 0, azaz

lim P(ft+h - ft = 1)
h—0 h

— \(b).

Az {N;:t>0} folyamat tulajdonsdgai alapjan minden ¢ > O-ra
P& in—&=1)  P(Nuwin) — N =1)  P(Npmgtn)—m@) = 1)

h h h
_ ImE+h) = m) niern)-me)
B 1! '
w Pl == 1)
. t+h — St — o -0 __
}ILIL% : = At)e™” = A(t).
A (iv) feltétel automatikusan teljesiil. O

2.5.5. Feladat. Egy biztosité tarsasdg a hozza beérkezo karigényeket 5 paraméterti Poisson-
folyamat szerint fizeti ki. (Az id6t mérjiik hetekben.) Feltételezziik, hogy minden egyes
karigény esetén a biztosité altal kifizetett pénz 2000 varhato értékii exponencidlis eloszlasu
valoszintiségi valtozd. Mi a biztosito altal egy 4 hetes idoszakban kifizetett pénzmennyiség
varhaté értéke és szérasnégyzete?

Megoldas. Jelolje &; a biztosito kifizetéseinek szamat a ¢ idépontig, X; pedig a ¢
idopontig kifizetett 6sszpénzt. Ekkor

£t
Xe=) 7,
i=1

ahol Z; a t id6pontot megel6z6, i-edik kifizetéskor kifizetett pénz. A feltételezés miatt
7y, Zs, ... fliggetlen exponencidlis eloszlasiak 1/2000 paraméterrel. Loy {X; : t >0}
Osszetett Poisson-folyamat. Mi az EX, és VarX, mennyiségeket keressiik. Az (1.8.3) és
(1.8.4) képletek alapjan

EX, =5-4-2000 = 40000,
VarX, = 5-4-2(2000)* = 1,6 - 10°.
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