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A modell szerepe a kultira fejlodésében

AZ emberi kultura fejlédése soran a modellezés min-
dig fontos szerepet jatszott, hiszen a korai képzomiivészeti
alkotasokat (barlang rajzok) modelleknek is tekinthetjiik,
amik segitségével az emberek az 6ket koriilvevo vilag
dolgait akartak megérteni, modellezni. Modelleknek te-
kinthetjiik a kulturalis szokasokat, jatékokat is, mert veliik
valamilyen k6z0sségi szituaciot jatszanak el. A jatékok mint
targyak valamilyen valdsagos jelenségnek, targynak a
modelljei (baba, match-box stb). Modellnek tekinthetjiik
ameséket, regényeket, szindarabokat, stb. mert azok is

kiil nem mondhatok ki, a Newton torvények eredeti
megfogalmazasban a kor legfejlettebb matematikai esz-
kozeit (pl. a differencialszamitas) hasznaljak. Az altala-
nositott atfogalmazasok is j, éppen arra a célra kifej-
lesztett matematikai eszk6zokkel (pl. a variacioszami-
tas) torténnek. Ezekben a modellekben a matematikai
eszk0zok egyszeriisége tovabbi absztrakciokkal érhe-
t6 el, mint pl. a mechanikai pont fogalma. Ezeknek a
jelenségeknek a modellezésénél a kozonséges difteren-
cialegyenletek az a nagy teljesitd képességii matemati-
kai eszkoz, amelyet sikerrel alkalmazhatunk. Hosszu
1d6n keresztiil az analitikus elmélet nagyon szép sikere-

az ¢életlink torténéseit hivatottak
tomor formaban megfogalmazni.

Az emberi kultura fejlodése
soran a modellek hasznalata
mindig fellelhetd, a megismerd
és alkoto tevékenység elvalaszt-
hatatlan eszkoze. Kiilondsen
igaz ez a tudomany ¢és technika
fejlodésére. Itt Gjabb fontos és
nagyon hatékony eszkdzt kell

ket tudott produkalni a ko-
zonséges differencidlegyenle-
tekkel leirhato jelenségek
elemzésénél. Ezek a véges
szami mennyiség idobeli val-
tozéasat leir6 modellek. De
mar a XIX sz. masodik felé-
ben vilagossa valt, hogy az
analitikus elmélet nem elegen-
do, kiilondsen a gyakorlatbol

megemliteni: ez a matematikai
modell. Szokas mondani, hogy
egy szakteriilet annyira tudomanyos, amennyi matema-
tikat hasznal. Ez természetesen igy maradéktalanul nem
igaz, de jelzi a matematikai modellezés hatékonysagat.

A matematika, mint univerzalis modellezo eszkoz

A matematikai modell a tudomany fejlodése so-
ran el6szor mint a torvényszertiiségek megfogalmaza-
sanak hatékony eszkdze jelent meg. A fizikai tér fejlett
matematikai modellje az euklideszi geometria, a sza-
badesés torvénye matematikai képlettel van megfogal-
mazva, a Kepler torvények matematikai fogalmak nél-

2002. MARCIUS

Kupfogaskerék érintkezési analizisének
eredménye

szdrmaz0 problémak megol-
désanal. Ekkor azonban még
nem voltak szamitogépek, igy a numerikus szamitasi
modszerek is csak korlatozott bonyolultsagu feladatok
megoldasara voltak alkalmazhatok. Bar meg kell je-
gyezni, hogy ilyen eszkdzok alkalmazasaval fedezték
fel a Naprendszer legtavolabbi bolygojata Pluto-t.

A térbeli jelenségek modellezési lehetoségei

A felhasznalhat6é matematikai eszk6zoktol nagy
mértékben fligg az, milyen jelenséget tudunk matema-
tikai modellel leirni. Kiilondsen nagy feladatot jelen-
tett a térben és idében lejatszodo folyamatok kielégi-
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té pontossagu leirasa mint példaul a gaz aramlasok
(sz¢€l), a folyadékok aramlésa (folydk), testek rugal-
mas €s nem rugalmas deformacidja, anyagok diffuzi-
0ja, hdaramlas, az elektromagneses jelenségek (ho-
sugarzas, radiohullamok), stb. Ezeknek a folyamatok-
nak a matematikai modelljei csak a tobbvaltozos fligg-
vénykalkulus, a differencidlgeometria és a parcialis dif-
ferencialegyenletek elméletének megalkotasa utan fo-
galmazhatok meg. (A valosagban a matematikai esz-
ko6zok kidolgozéasa nem valt el a modellek készitésé-
t0l, ezek a munkalatok parhuzamosan egymassal szo-
ros kapcsolatban folytak). Ma mar 6riasi matematikai
apparatus all rendelkezéstinkre, felhasznalasukkal na-

megoldasara irdnyult (az iddjaras eldrejelzés ponto-
sabbad tétele a Csendes Ocean felett a haditengerészet
szamara).

A tudomanyos és technologiai feladatok megolda-
sa elemi erével kényszeriti ki a térbeli jelenségeket le-
ird modellek szamitogépekkel elvégezhetd numerikus
algoritmusok kidolgozasat, fejlesztését €s szamitoge-
peken torténd végrehajtasat. A feladat megoldasa azért
nagyon fontos, mert az emberi agy szamitasi teljesit-
ménye alkalmatlan ilyen feladatok megoldasara, hiszen
a kell6 pontossagu kozelité megoldas kiszamitasdhoz
egy haromdimenzios jelenség modelljénél annyi szami-
tasra lehet sziikség, amit a teljes emberiség, ha minden-

gyon Osszetett jelenségek matema-
tikai modelljeit is fel tudjuk irni, pl.
a levegOben torténd szennyezd
anyagok terjedése egy varos felett,
aviszkoelasztikus érben torténd vér
aramlas a sziv kornyékén, egy bel-
s6égésli motor belsejében lejatszo-
doé folyamatok, stb., de az analiti-
kus eszkdzokkel felirt matematikai
modellekhez tartozé megoldasok
meghatarozésa analitikus eszk6zok-
kel csak nagyon nagy egyszertisi-
tések aran hatarozhaté meg. Egy
bizonyos egyszertisités utan pedig
amodell szinte semmit sem tiikroz
amodellezett jelenségbdl, igy a gya-
korlati kérdések eldontésére hasz-
nalhatatlan lesz.

A szamitogépek szerepe a model-
lek megoldasaban

ki részt venne ezekben a szamita-
sokban, évezredek alatt sem tudna
elvégezni. A technologiai igény pe-
dig adott. P1. egy repiildgép konst-
rukci6 sem lenne kivitelezhetd nap-
jainkban ilyen szamitasok nélkiil, és
egy modern szamitogép processzo-
rat sem lehetne megtervezni. (Itt is
Osszekapcsolodik a szamitastechni-
ka fejlodése a matematikai model-
lezés fejlodésével.)

A XX. sz. mésodik felében a
matematikai modellezés, a numeri-
kus szamitogépes megoldo algorit-
musok és a szamitdgépek fejlodé-
sében Oridsi, egymasra utalt fejlodé-
sét tapasztaljuk. A megoldo algo-
ritmusok egyik leghatékonyabb csa-
ladjat véges elem modszereknek
nevezziik. Az elnevezés onnan ered,
hogy bonyolult alaku testek defor-

A térbeli folyamatokat leird
egyenletek, a gyakorlatban leg-
tobbszor parcialis differencialegyenletek. Ezek anali-
tikus megoldasa a legritkabb esetben adhat6 meg, és
a gyakorlatban érdekes esetek a nagy részét mar a
XX. sz. elso felében kideritették. Egyetlen lehetséges
ut maradt a megoldasok meghatarozasara — a nume-
rikus kozelitd algoritmusok kifejlesztése. Szerencsére
a szamitogépek kifejlesztésének kezdete is erre az id6-
szakra esik. Pontosabban fogalmazva a fenti igények
adtak nagy impulzust a szamitogépek fejlesztésének,
hiszen tudjuk, hogy a Neumann Janos altal vezetett
szamitogép fejlesztés éppen a fent sorolt problémak

Motorblokk hengerfejtomités-
hengerfej érintkezési vizsgalata

crer

hetséges eljaras az, hogy egyszert
alaku testekbol (véges elemekbdl)
kirakjuk a testet. Az egyszert test terhelés alatti defor-
macioit ki tudjuk szamitani és ezekbdl bizonyos egy-
mashoz vald illesztési feltételekkel kdvetkeztethetiink a
teljes test deformacioira. Ezt a megkozelitést el0szor
mérnokok alkalmaztak. Jelenleg a véges elem szamito-
gépes szoftvereknek csak nagyon kis része miikodik
ezen az elven, a véges elem elnevezés ma arra utal, hogy
az alkalmazott numerikus algoritmus ebbe a modszer-
csaladba tartozik. (Megjegyezziik, hogy tobb mas el-
ven miikddo algoritmus is megtalalhaté ma mar ezek-
ben a rendszerekben).



A véges elem modszerek a
mérnoki gyakorlatban

A végeselem-modszer nemcsak az eredetét €s el-
nevezését koszonheti a mérndkoknek, hanem egyben
Ok a legfobb felhasznaloi is ennek a kétség kiviil haté-
kony modszernek. Ha a ma tervezOmérnoke egy par-
cialis differencidlegyenlet (példaul egy rugalmassagta-
ni feladat) megoldasat geometriailag bonyolult tarto-
manyon keresi, akkor tobb mint valészinti, hogy a
végeselem-modszert fogja alkalmazni. Azt mondhat-
juk, hogy a végeselem-modszer, mint kozelito eljaras
talan a leghatékonyabb modszer a mérnoki gyakorlat
kontinuum-feladatainak numerikus megoldasa soran.
Bar mas numerikus eljarasok is, mint példaul a véges
differencia-modszer, vagy a joval fiatalabb un. perem-
elem-modszer (Boundary Element
Method) is emlithet6 a végeselem-
modszer alternativajaként, mégis ez
utobbi terjedt el nemcsak a hagyo-
manyos szerkezet-
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ritmusai segitségével a mémok parbeszédes (interaktiv)
formaban képes kezelni a geometriat, 1étre tudja hozni a
véges elemes modellt, meg tudja oldani az eldallitott al-
gebrai feladatot és végiil hatékonyan, szemléletes forma-
ban ki tudja értékelni az eredményeket. Mindez a szami-
togép virtualis vilagaban torténik, anélkiil, hogy egyalta-
lan késziilt volna valamiféle fizikailag megfoghato, mér-
het6 darab vagy prototipus. Rdadéasul az eredmények
birtokaban a folyamat jrakezdhet6 azokkal a modosi-
tasokkal, melyektol javulast reméliink. A termék virtua-
lisan keletkezik, ezzel egy idoben mas tervezési, konst-
rukcios teriiletekkel is kapcsolddni lehet, természetesen
ezt is digitalis, vagy népszeriibb nevén, virtudlis modelle-
ken keresztiil. Tehat az egész termék szimulacios folya-
mat egy még atfogobb folyamat része lehet, amely a ter-
mék korai, koncepcios fazisatol egészen a prototipus

mechanikai és rugal-
massagtani teriilete-
ken, hanem a folya-
dékok mechanikaja,
a hotan, a villamos-
sagtan és mas tudo-
manyteriileteken fel-
mertil6 feladatok nu-
merikus megoldasa
terén is. De vajon
miben rejlik a mod-

megepitéséig teljes egé-
sz¢ében digitalis, vagyis
csak a szamitdgépek
adattaroloin létezik, mint
virtudlis adat. Lassuk te-
hat a véges elemes fel-
dolgozasi folyamat 6 1¢-
péseit.

Eléfeldolgozas

Ebben a fazisban
torténik az un. disz-
kretizacio, vagyis a vé-

szer sikere?

A végeselem-modszer sikerének
atitka az, hogy a teljes numerikus folyamat implemental-
hato digitalis szamitogépre. Ezt, egyrészt az tette leheto-
vé, hogy miiveleti sebesség, memoria és hattértar tekin-
tetében olyan hardver eszk6zok allnak ma mar rendel-
kezésre, melyek nagy modellek feldolgozasat is lehetoveé
teszik, vagyis nincsenek méretbeli korlatok. Masrészt
olyan un. professzionalis szoftver termékek jelentek meg,
amelyek a szamitogéppel segitett miiszaki tervezés és
elemzés (CAD, CAE) fazisait komplex modon tartalmaz-
zak. Gyakorlatilag ezek a programok a mérnokot a vé-
ges elemes munkafolyamat minden egyes Iépésében se-
gitik, eszkozoket biztositanak szamara a kiilonbozo fel-
adatok megvalositasaban. Tehat a Iényeg a folyamat egyes
fazisainak automatizalhatésagaban van. A szoftver algo-
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daramlastani végeselemes modellje

ges elem halo generalasa. Nem vé-
letlen az elnevezés, hiszen a kész mo-
dell igy néz ki, mintha kicsi négyze-
tekbol €s haromszogekbdl raktak
volna ki az egész szerkezetet. Valojaban a mérnok szab-
vanyos un. véges elemekkel épiti fel magat az alkat-
részt (1, 2 vagy 3 dimenzios elemek), ugy, mint ahogy
egy hazat épitenek téglabol, sorrol-sorra. Ez a mémdki
munka legmunkaigényesebb része. Annak ellenére,
hogy szamos algoritmus segiti a mérnok munkajat, a
kivant halo el6allitasa sokszor emberfeletti munkat ki-
van, foleg 3 dimenzios és komplex geometriaju model-
lek esetén (példaul 6ntott vagy kovacsolt alkatrészek,
teljes jarmi, stb). Az egész véges elemes folyamatra
igaz, de talan a hal6zasra még fokozottabban érvényes
a gyakorlat igénye. A mérnoknek jo érzékkel kell elha-
nyagolnia az eredmények szempontjabol Iényegtelen ré-
szeket, s ily modon ritkabb halot hasznalni, viszont ki-

Szivocsatorna
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emelni a Iényegeseket, ahol a stirtibb, igy pontosabb
felosztast kell alkalmazni. A véges elemes hal6 mérete
€s mindsége (az elemek szabalyos geometriai alaktol
valo eltérése) alapvetden befolyasolja az eredmények
pontossagat, ugyanakkor a kiilonbdzo feladattipusok
(statika, dinamika, hétan, folyadékok aramlasa, crash,
stb) kiilonbozo atlag elemméretii halot kivannak. A gya-
korlott véges elemes mérnok tudja mikor milyen
diszkretizaciot alkalmazzon a kivant pontossag érde-

Az algebrai egyenlet megoldasa

Miutém kész a véges elem halo és megadtuk a
peremfeltételeket, a szoftver el6allitja az algebrai egyenlet
matrixait (merevségi, tomegmatrix, stb), vagyis felallitja
azt az algebrai egyenletet, amely az approximaci6 ered-
ménye, s melyet megoldva kozelité eredményeket kap-
hatunk az adott fizikai folyamatra. Talan ebben a fazis-
ban szolgéltatja a véges elem program a legjelentésebb

kében, azonban ehhez hosszu
évek tapasztalata sziikséges.
Akinyomon kovette a sza-
mitastechnika elmult 10-15 évi
valtozasat ezen a téren, tantja
lehetett ugrasszeru fejlodésé-
nek. Amig a 80-as évek végén
az elso hazai, ipari kornyezet-
ben installalt véges elem szoft-
verek szdmadra ezer-kétezer ele-
met, illetve csomopontot tartal-
maz6 modellek a szoftver ha-
tarat jelentették, addig mara
nem ritkak a tobb millio véges
elemet is hatékonyan kezelni és
feldolgozni tudo eléfeldolgozo
€s megoldo szoftverek, hozza-
téve, hogy ezek kezelése nem
igényel szuperszamitdgépet.
Egy, amai mérnoki gyakorlat-
ban hasznélatos un. munkaallo-
mas (SGI, HP, Sun, stb) képes
kielégiteni ezeket az igényeket.

Peremfeltételek definialasa

Fétengely kifaradasi analizise

segitséget amérnoknek, hiszen
: miiveletek millioit hajtja végre
j I olyan sebességgel, amelyre az
ember — a szamitogép megal-
-8 | kotdja—nem képes. Egy adott
szamitogépet tekintve a futas-
1d06 alapvetden a feladat tipusa-
tol és a véges elem modell mé-
retétdl (un. szabadsagfokok,
mint az algebrai egyenlet isme-
retlenjei szama) fligg. Elképzel-
het6 tobb oras, akar tobb na-
pos futasido is egy viszonylag
kisebb modell esetén, ha a fel-
adat 1d6fliggo €és szamos nem-
linearitast tartalmaz (nemlineé-
ris anyagjellemzok, kontakt-ke-
zelés, stb). A futasidokre és a
szamitogépes kapacitasok, il-
letve numerikus algoritmusok
fejlodésére lehet szemléletes
példa az el6z6ekben mar emli-
tett egy-két ezer csomopontot
tartalmazo rugalmassagtani mo-
dell. Ennek a modellnek a meg-

Ebben a szakaszban kell a szimuléci6 kiindulasi
adatait, feltételeit eldallitani. Itt adhatok meg azok a
paraméterek, melyeket mar az analizis inditasakor is-
mertnek tételezlink fel. Melyek lehetnek ezek?

Példaul a szerkezet egyes részeinek elmozdulésai
(megfogasok), vagy folyadék aramlas esetén a be-
aramlo keresztmetszet sebességeloszlasa. Meg kell
adni a szerkezet terhelését is. Definialhatok koncent-
ralt erdk, feliileti, illetve térfogati terhelések, idofliggd
terhelések, illetve gerjesztések. Egyszoval minden olyan
paraméter definidland6, amely a modell és az ered-
mények szempontjabol szamottevo.

oldasa tobb, mint 12 érat vett
igénybe egy 80-as évek végi szamitdgépen. Ma egy
atlagos felszereltségli munkaallomésnak, de az ottho-
nainkban hasznalt un. személyi szamitogépeknek is csak
par percre lenne sziikségiik ahhoz, hogy az emlitett
modellnél akar tobbszorosen nagyobb véges elemes fel-
adatot megoldjanak. Természetesen a szamitasi kapa-
citasok és algoritmusok fejlédésével parhuzamosan nd
amegoldani kivant feladatok mérete €s bonyolultsaga
is. Ma mar elmondhat6, hogy mindennaposak azok a
modellek, melyek tobb milli6 szabadsagfokuak, rend-
kiviil bonyolultak é¢s a megoldani kivant feladat tipusa is
a leheto legsulyosabb. Nagyon jo példak erre az un.
,»crash” alkalmazasok, melyek elsdsorban a személy-



gépkocsik szamara eldirt szabvanyos iitkozési teszte-
ket szimulalva vizsgaljak komplett jarmiivek viselkedé-
sét az litk6z¢s alatt. Ezekben az iitk6zés-analizisekben
a személygépkocsi véges elem modellje ritkan tartal-
maz 500.000 elemnél kevesebbet. A modellnek 1dd-
fliggd dinamikai folyamatot kell leirnia, ugyanakkor sza-
mos €rintkezési (kontakt) feltételt kell kezelnie. Az ana-
lizis végrehajtasdhoz nemlinearis anyagtorvényt kell al-
kalmazni, hiszen az litkzés soran az egyes alkatrészek,
lemezek képlékeny alakvaltozast szenvednek. Rdada-
sul a viszonylag nagy sebességgel lejatszodo folyamat
miatt az anyagjellemzok még az alakvaltozas sebessé-
gétol is fliggnek. Mindezek ismeretében nem meglepd,
hogy ezen alkalmazasok egyprocesszoros gépen akar
tobb napos futasidot is igényelnek és sikeres végrehaj-
tasuk jelentds eredménynek szamit.

Eredmények kiértékelése

végeselemes feldolgozasi folyamat utolsé 1épése
a szamitott eredmények kiértékelése. Szamitogépes ta-
mogatas nélkiil bizonyara sikertelen vallalkozas lenne azt
atomérdek adatot és informaciot feldolgozni, ami egy
numerikus modszer megoldasa soran keletkezik. Gon-
doljuk csak meg, a modell egyetlen csomdpontjahoz -
példaul rugalmassagtani vizsgalat esetén - legalabb 3 el-
mozdulas érték (x, y és ziranyu), valamint a fesziiltségi
tenzor 9 elemének értékei tartozhatnak. Lathato, hogy a
modell csomdpontjainak szamanal egy nagysagrenddel
nagyobb mennyiségli adat keletkezik, raadasul egyetlen
végeselemes futason beliil tobb terhelési eset is kezelhe-
t0, igy az adatok szama sokszorozdodik. Gondoljuk csak
meg, egy nagyobb modell akar tobb szazezer csomo-
pontot is tartalmazhat, igy szinte megoldhatatlan feladat
lenne manualisan, listakbol feldolgozni az adatokat. Ezen
okok miatt, a végeselemes szoftverek kiilon modulja tar-
talmazza azokat a funkciokat, amelyek az adatok gyors,
szemléletes és hatékony feldolgozasat teszik lehetove. Az
eredmények kiértékelésének az a leghatékonyabb mod-
ja, ha a szoftver magan a szamitogépes végeselem mo-
dellen jeleniti meg grafikusan azokat a jellemzdket (el-
mozdulas, fesziiltségek, sebesség, gyorsulas, stb), ame-
lyeket az algebrai egyenletrendszer megoldasa soran ered-
ményiil kapott. Ez a leggyorsabb mddja annak, hogy a
mérnok vizualisan lassa és értékelje az altala 6sszeallitott
modell ,,miikodését”, helyességét, vagy annak modosi-
tando, gyenge pontjait. A grafikus megjelenités sokféle
lehet, foleg attol fliggden, hogy milyen jellegii feladatot
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oldottunk meg. Az eredményiil kapott paraméter érték-
tartomanya feloszthaté egyenkoziien, minden tartomany-
hoz egy adott szint rendelve. Igy kapjuk azokat az abra-
kat, melyek a vizsgalt értékek eloszlasat (példaul fesziilt-
ség - eloszlas) egy szinskalanak feleltetik meg, és ezt a
szinskalat a szoftver a végeselem modell feliiletén megje-
leniti egytitt az egyes szinekhez tartozo értéktartomanyok-
kal. A felhasznal6 azonnal el tudja donteni, hogy az al-
katrész fesziiltség - eloszlasa milyen, megfelel-e az elva-
rasoknak, vagy mely része talterhelt, igy modositasra szo-
rul. Egy masik megjelenitési mod lehet az tin. vektoros
eredmény megjelenités. Ezt a modszert foleg olyan al-
kalmazéasokban hasznaljak, ahol az eredmény a sebes-
ség. Jo példa erre a belsdégésti motor hengerfejének
szivocsatorndja, ahol a szelepeken keresztiil hengerbe
aramlo levego sebessége fontos tényezdje a keverék-
képzésnek, ilyen mddon az égésnek. A bearamlo levego
sebesség - eloszlasat legszemléletesebben a modellmet-
szetekben 1évo csomoOpontok sebességvektorai mutat-
jak. Ezeken kiviil szamos mas grafikus megjelenitési mod
is szokasos, mindegyik esetben a cél az adatok gyors és
hatékony kiértékelése. Természetesen — hiszen ez min-
dig sziikséges — a szoftver konkrét szamszerii eredmé-
nyeket is képes szolgaltatni, azokon a helyeken és for-
maban, ahol és ahogyan a felhasznal6 kéri.

Osszegzés

ma kutatoja, mérnoke a szamitdgépek, byte-
ok, file-ok, szoftverek vilagaban €l. A szamitdgép jelenti
szamara az iroeszkozt, a vonalzot, a rajzasztalt, az
elektronikus kdnyvtarak az informéaciot, stb. Szinte nincs
olyan funkcio, melyhez ne talalnank eszkozt, timogatast
a szamitogépen. Ilyen nagy és a tervezés, fejlesztés jol
elkiilonithetd teriilete az un. termékszimulacio, amely a
mérnokok, matematikusok és szamitastechnikai
szakemberek munkaja révén ma mar nélkiilozhetetlen
része a korszerl termékfejlesztésnek. Megtalalni az
egyensulyt pontossag, modellméret €s futasidé kozott.
Inspiralni 0 eljarasokat, elemezni azok tulajdonsagait,
kutatni hatékonysagukat, alkalmazhatova tenni 0j
eljarasokat, és végiil hasznalni 6ket a mindennapi
tervezésben. Ezek a feladatok jellemzik munkéjukat,
amelynek eredménye arra irdnyul, hogy az eddig az
ember szamara lathatatlant ismeretté tegyék.

Dr. Molnarka Gyozo



