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���/�7�,�����������*�*�����&�����&�,�*���6�+�)�t���*�,�1���6���h�����2�,�!� ���,�*�k�,�����,��¡*���2�)�k�,�2��¢,���,£
�7�e¤"�t¡��p¥§¦������,�*¨�©ª�«�¬���2­a���1�®� ���,�«��¯n¢,©°���,£����)�±������£��,��¡*���2�)�k�,�2��¢,���,£
�«�&¤²�+�)�p³µ´¶�ª·/¨t¤)�&�¹¸1�,�,�,�*�*�,¢����+�)�t���*�,�1���=���2­��&�*�*�º�»���1�&�,����¼T�t�e¤"�t¡p¥½���
�1�1��¢��«���t�a�1�1�,�,�¿¾À�7¤)�����,�*������¼�Á�����¤²���,��¤�¨��h�)¢�����¼��t�e¤"�t¡p³
ÂÄÃ �²��������£kÅ������=����¡����2���*�,�+�)¢,���,£q�t�e¤"�t¡��OÆ[Ç1�����7�e¤"�t¡��È���,���1¦k�k³«É½��¦��/�

¾À����¤²�*�,��¤)¨,�h�)¢,���h�)Á~�t�e¤"�t¡����&���1�,���*���*� ¨,�+�)�,�,�k�����«���t�a�&�2�,�������2­��&�*��£I¾Ê�k�
¦������,����¼��,�*�&·�¨��1�,�!�±����£*�����)©Ë·,�,�tÁ+Ì	·,�/�)�1�ÎÍz�����»�h�)¢,�*��¥pÇ1���¿�«���t�a�1�1���,�¿���/�
����¤"��¾Ï¨,�+�)�,�,���/¥k�*�1­��1�����7Á2³�´¶���&�1�,�,�,£ �t�e¤"�t¡����&�����,�,�2�,�2�,��¨��1� �����'¤²��¦��/�e¥*�������2Ð
¤)�2���*©Ë¯��*£¿���a¨,�+�)�,�,�*©Ñ�����2­��&�*��©n¥)¡*���6���2­��1�����Ò¨t¤)�,�/�)�2�,�,�,���*�1��¨��2�)���,��©n³
Ó»�+�)�,�,�*�n���&¤"���2�,�!�È���6�/¼��&¤��,��¡*���2�)�k�,�2��¢,���,�½¨�¨��1�����,£��2�,��¨�¥	���«�Ô�t����¤²���&��¥
¡k�,�ÕÇ1�,�Õ¨,�2�,���,£*�1�,���º�,�µ¤"���2�Õ���1­n�&�����/¥�¨7¤²���/�)�1���,�,����©�¯��1��Ç1���,�½¨Ö¨,�+�)�,�,�*©
¾À�k�)���&�,��·�¯��*�e¥)¡*���6�*�1­��1���*�¶���Ò�1¨�¯��1�1����¨,�2��Á2³
×~�h��¦p¥��»���&�1�,���/���t�e¤"�t¡��ËÆÔÇ1�,�Ø·����������*�,�Ù��������­��1���������#�2�,����¦k�e¼
³/Úz���n���/Ð

�*��­��1���*�
R
�«�O·�¨7¤²�1���h��¦*�a���,·,���&���t¡��/�,¢

R
�&¸1�Ë¼�������¦*�,�1�����2�,��¡��1�&¦*¨�©GÍÒ¨���¦�Ð

Û ��©Z�¶���*�7�/��¢6���Ø���/�)¢,¦�� (x, y) ∈ R
¥��*�6���������1�,�

R(x, y)
³

ÜÝ�/�&¨��«��� �����'¤²���/�²�/¸+�/�,¢�¥�¡k�,�Î�«�Ö¨k�«�1�&�q·,���1�����Î�����,�,�1���*�,¢*¥�¡*�,�Î����£�¤²�&�kÐ
�*�,�~���2­��&�*���#Þ ���������k�)¢,������¥k�e³ß��³k¨k�*�,�½���*¨�����£¶���*�+¤²��¦��/�Î�«�t�6����·,���2�,���Î�,��Ð
¡*���2�)�k�,¢�³�àL���1����¨�©ª�,¡��1���+¤)¢��«�¬�t��£*�«�&�«�!�±�*�«�&�����¶�h��¦����«�O�,��¡*���2�)�k�,�2��¢/Ð
�*���«���7�e¤"�t¡����«�p³
á�âÝãwäØå�âZæ�çèæ�ç�é
ê�ë�ìaíÎî

= { (n, d) | d, n ∈ N, n

³³³
d, 1 < d < n }

Æ.�7�e¤"�t¡��
�Î���e¼��t�Î¤)�&�����¶���1�������,���h�)¢,����¸&�Î¤)�2�)�*���2���
³



� � �'���������,���
	2��	
�����"0e�²�'��	��
�*4
	��1��� P̃
�

ÑP
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Σ∗
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Σ
¥
|x|
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x
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 "! âwå$#«å
%Ýå�&Ýãwå�æ�çÊæ�ç§���������*���,�»���,�*��­��1�����

R ⊆ Σ∗×Σ∗
���/�&�������1���!�n�*�/�)�����hÐ

�«���h�)¢,�*���,¸&��������¡��1��������¥k�&�2���$�1¨�¯��1�1�,�/¨,�1�����/�)�*���,�
p
¥��h��¦��,£p¥k¡*�,�

∀(x, y) ∈
R (|y| ≤ p(|x|))

³
 "! âwå$#«å
%Ýå�&Ýãwå¹æ�ç('pç~���*�����������¶��������­n�&�����

R ⊆ Σ∗ × Σ∗
���/�7���,���1���!�=���hÐ

�)�����,�«���h�)¢,���$�*���,�,�1���*�&�«����¥	�1�2�)���1¨�¯��1�1����¨,�2� ���/�)�*���,�
q
¥²�h��¦��,£p¥	¡*����¤����

�)©#·,��£ �������
(x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗

�«�t���*�$�����,�,�1���*��¢��7���,���1�½�
q(|(x, y)|)

¥"�*���kÐ
���e¤��)�2���k�Î���

(x, y)
���,���/­��&�*��©

R
�k�)�����2�e³

à��/���*��¥7¡*���#���,·,�,�k¼Ø�,�����'¤²�2�)�1���*��¼n�*�/�)�������«�±���»�t���,�*�!�*�Ë���#¦��,�*¦����1�����,£
�������

(x, y)
³

 "! âwå$#«å
%Ýå�&Ýãwå¹æ�ç()pç
ÑP

Æ[¦k�²���1�$�t�e¤"�t¡q���,���1¦k�k¥½�t�e¤"�/�����&�«��¼Õ�*�/�)�������«�kÐ
�h�)¢,��� ��¸&�����*��¡��&�*�����«�q�*�/�)�������«���h�)¢,�*���*���,�,�1���*�&�«���«�Õ·,�����/�������«�Õ���,���hÐ
­��&�*�*���«�p³
 "! âwå$#«å
%Ýå�&Ýãwå$æ�ç+*wç

P̃
Æ®¦k�)���&�«�t�t¤"�t¡n���,�*�&¦��Ë�*�

ÑP
¥t���/�7���2­����«��¼��t�����/���kÐ

���,�«���h��¢,���,���,�*�&�½�p¥/�e³ �/³��7�e¤"���,���&�«��¼Î�/�,����­n�&���k���«�
R
¥,�h��¦����«�
¥�¡*�,�

∀x ∈ Σ∗�t�a���/�)�*���,�«���h��¢,���,�Ò�,���1�½���«�e�6���Î����£k�,�
y ∈ Σ∗ : (x, y) ∈ R

³
,.- äØå�/ - &Ýãwå æ�çÊæ�ç10p���«�1������¥�¡*�,�Ò�t�t¤"�t¡��z�*�,���&¦��*¥����/�7���2­����»�h�6�7�z���h�)�����,�«��Ð
�h�)¢,�������,���1�½�p¥p�«�t�a�2�¶�*�a���������t¤��)�1�a�/�,¢

P̃ 2 �,���&¢,�«�&� �������1�,���,��¡��*�2�)���½¨�©ÍÒ¨���¦ Û ��©º��¤²��·����,��� ¦n���&£a�~¦��t¡��1�1�,��� Â ���,·,��¡�����¼�Åµ���1­n�&����£Î���*�,�*�7���/�)¢,�����/³
3547698;:=<1>@? <1>@A1BC>EDGFH:=>�BJIKILDM4J>ON PJ>QDRFSIUT

P̃ =?= ÑP V

x�yXW YGZJ[µ}]\[_^��a`Èy
b ¤)�������*�»·��/�&�,�,��¼Ø�*�,�*�*����£Ò�,�&�������z�2�)�t�6���,�1���z�*�/���*�1�,�!�Ò�*�,�*�*�����»�&�,�'¤dc�&�*�*�p³
e»�+�)�a�«�O¨��«�&�&�È�1�,�&¤²�*�,¢~�7�e¤"�t¡*¨

D1

¦��t�e¤"�t¡��
D2

¥/�7���e¡*�*�e¥,�*� �)©#·,��¸&�~Ç1ÍzÍÒ�1¦kÐ
�,���,�*�,¸&���h�)¸&�����*�,�»��¤����T�t�t¤"�t¡��

D2

�«�e�6����·�¨7¤²�1��� ¤²�+�²�/�,¢�Ç&ÍÒÍÒ�&¦*�����,����£
�h�)¸&�����*�,� ¤����Î�t�t¤"�t¡��

D1

³�fØ�,�*�k�,�����1�,�+¤dc�1���*��¾Ê�1�,���,���1�,�2�,�,�1������¥ Â Ç1ÍÒÍz�1¦*�,�*�/Ð
���,�1���kÅ Á��+¤²�&�1¢6�«�t�a�2��·,�Ù��¢6���/�7������³
Úz���$�7�e¤"�t¡����,���1¦k��¤²���a�,�1���,�,����¼$�&�Qc�'¤²�&���k�¶�h��¦��,���Ø³
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 C! âwå$#«å
%ÝåM&wãwåGæ�ç��pç f~¨,�1��¢¶�1�1��¢$¤²�,��·����������*��¼È���,�*��­��1���*�
R1 ⊆ Σ∗ × Σ∗�

R2 ⊆ ∆∗ ×∆∗
³����,�+¤dc�1�����

R1

¦
R2 ���	��

������� �1�,�1���,�*���*���,���+¼�ÍØ¨���¦ Û ��£

f
¥
g
�

h
¥��,��¡*���2�)�*�«��¼I�t�±���/�������,�«���e�)¢,���,�¿�,���&�½�����º¨7¤²���/�)�1���,�,����©�¯��k¼

�+�)�+¤�¨k©�¯����º¨��2�)���,�*��� 2
• R1(x1, y1)⇔ R2(f(x1), g(x1, y1))

¥

• R1(x1, h(f(x1), y2))⇔ R2(f(x1), y2)
³

fØ�&�*�,�,�~¨,�+�)�,�,�*�z¸1�,�,�,�*�*�Î���,�,��¥*¡*�,� �&�+�)�
R1

Ð��7�e¤"�t¡��
x1

���«�&�2�6�*�1­��1�����/¥
�����

R2

Ð��t�t¤"�t¡��
f(x1)

���«�&�2�¶�*�1­��1�����/³Ýà �,�,�����Î¨��2�)���,���a�����&�,�/���*�1�������1�,���hÐ
���*�,¢6���1­n�&���*�nÇ1���,£

R2

Ð��7�e¤"�t¡���� �*�1­��1����������¼��&¤²����£
R1

Ð �t�e¤"�t¡��
³
 C! âwå$#«å
%ÝåM&wãwåLæ�ç��pç����,�'¤dc�&�*���

R1

¦
R2 ����������� ¾À�,��� �a�$��� É�¢,©Ë������¸2¨*Á

Æ°Ç2�,� ���/�)�*���,�«���h��¢,����£����Î�,���1�«�&���¶�h�)¸1�,���*����¥����1­���©Ë¯n��£��7�e¤"�t¡*¨
R1

�*���
¨��2�)���,���p¥�¡*���=ÍØ¨���¦ Û �*�
¥����h¼��&¤)�k¯a�/�G���2­��&�*�����7�e¤"�t¡�� R2

¥��&�½¨=¤"����� Â ¦k�/¦
������¦*¨t��Å!¥*�e³ �/³)�,·,���/¯n�&���*��¦����1£��7�������»���2�����&�&¸1�6�&¤²�*��­���¸'³
,1- äØå�/ - &ÝãwåOæ�ç('	çµà��!�*¦����Ø�&�,�'¤ c�&���*�z�*�����1�,���*¨6���/�����1���!���&�,�'¤dc�&�*���&�q���	�~¨�Ð
¦k¨,³
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ÑP !#"%$'& } ^�� [?�

ÑP ! ���7� ^ �H[)(�|#}�|Ë���±y
´��¬�&�1£�¡����Î�,���*�+¤²�+�)���®¦k�)���&� �7���«��¼È���*¨7¤²����¼��t�t¤"�t¡��

ÑP
³	Üw�1­n���¿�t�$���hÐ

�������,�«���e�)¢,���,�Ò�,�*�&�½��¼��/�t�¿·,� �&¤²�*¨$�7�e¤"�t¡*¨$�*�zÇ2�,�,¸1�6¦k�)���&�&� �«� �����,���»�/�,�kÐ
¡*�&�&¦*�¿���/��¨k¡*���=���2­��1�����n��¤��������&�2¼����1�h�h�)¢�����¼��t�e¤²�e¡
³
 C! âwå$#«å
%ÝåM&wãwåTæ)ç+*"ç_0p�t¤"�t¡��a���,���1¦k�

C
���/�&�������2�,�!�

ÑP
Ð����*¨7¤²���,£
¥²�1�2�)�$�)©�Ð

·,�/��¤²�*¨�¸+�/���t�t¤"�t¡��
R ∈ ÑP

�&�,�&¤²�k�,�!�¶���,�z�1�,���*¨$¦
C
³

,1- äØå�/ - &Ýãwå�æ�ç()pç1e«�1�,�1�1���,�&���*��¥����,�k�*�,�*�#�,�*¨7¤²�*�,�1���6¤�����¦���¦��,¸1�/Ð ����·,�n¦��²���2Ð
�&���t���,�*�&�*�����È�&���+¤dc�1����£p¥»¦����,�������¶�«�°���1���/�)¢��1¨,�1��³-� ���+¤)¨��1���*�,��� ¨����,�«�kÐ
���/�,¢�����·,�������*�,�#�����*�*�����~�&���+¤dc�1���*�p¥�¦��,¸ ¤"��Ç2�,�����h�����*³�fÒ��¦k��Ç1�,�n����¤����������
�*�z�+�)�*­n¦����º���/�6����Ì�¨����,�&���a¤²�&�*���n�,·

ÑP
Ð��,�k¨t¤)���,�1���¿���1¦����,�,�*�,£¶�7�e¤"�t¡������

�z�1�,���*¨��*�/���*�1�,�!�¶·,�/���&�Ò�&�k��¢,������¥)���&¸&�hÐ��,� �«� ��¤"�h��¢,���&£k­��&�=��¤)�,¦��/�a�&��³
 C! âwå$#«å
%ÝåM&wãwå�æ�ç�.	ç�0p�t¤"�t¡��

C
���h�7�������2�,�!�

ÑP
Ð����/�)����£p¥7�&�+�)�Ò�,���

ÑP
Ð �,�*¨7¤²���h�

�������*���e¤��)�2���k�
ÑP

³
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ÑP

Ð_�*�/�)�����n�7�e¤"�t¡��È�&���/Ð
¤)�*���!�$¤)�*¨�¸�¦�¤²�*¨�¸1¨�³
,.- äØå�/ - &Ýãwå�æ)ç��pç��Ø�&����¥��h��¦��a�/¥k¡k�,�

P̃ = ÑP
�,�,¸ ¤²�����,�/��¢,¦����,�,¸ ¤"�k¥*¦��,¸ ¤"�

�
P̃
���«�&�2�,�!�

ÑP
Ð_���h�)���/�$�7�e¤"�t¡��*³
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UBAB@ d>?8D @*jLk�lmA ? @ DM;n;>7

• A ; J>U 6 K X U 6po	fhb
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L - *
�E�)+	� 
:+ *,+	�������P� ( 
,(#� 5 
2� � 5
NP

2%$ *60�� L - NP / + &�� � 
C��& " +	� R *C� � � � + *'� � L ���o������� 2
4 �E� �$5 � +	
60�79*,+	� � 2:���,�+¤²�1�

R
¦
S̃AT

¾À���a�,�1�,���&�«� 9 ³ � Á2³
e«�/¥��6�1�,�,©Ô�,¡��1���+¤)¢�¥)¦

SAT 2

F [x1 ← a1, ~y ← ~b] ∈ SAT⇔ F [x1 ← a1] ∈ SAT

¾À�2¤)�&�&¢
~y
ÆÑ�,�&¦k�,�,�

(x2, . . . , xn)
�,�1�2¼a�*�&���1�«�&������¼"¥�¦����,�«�

x1

Á2¥��h��¦ ¡*���z�*���,�,�+Ð
�����)(

F [x1 ← 0] ∈ SAT
�

F [x1 ← 1] ∈ SAT
���������1�,�,��� �&���t¡��&���*�����&���1�«�&���*�,£

x1

�1�,�����,�1���1�,���&�����*³hÓË�7�������&���t¡��&���*� �*�&���1�«�&������£
x1

¥7·�¨7¤²�1��¨��&�������/��¢��,�1�h�h��¢/Ð
������¥)�����*�«�&�����Î��¨$���z�*��� Û �'¤)¨��*¨�¦¶���1���&�«�1�����,£ x1

�ÎÍÒ�,���½¨t�)�
F [x1 ← a1]

¥
�Î�e³/¤§³

SAT
�a�Ò�&�,�&¤²�*���!�¿�

L
�*� ¨��2�)�,����©Ô�,�&�����&�«�Ø³

�Ò������¤)¨��1���&���+¤²�1�����&�Ñ��� �~¨�¦*¨�¥§¤������*�7��¦��,� �«�t�6���¿�*�&���/��¢��7�,�,�/�,¢ �1¸&�
·,�/�)�1�z�*���,�1���,£�¡����1������£��+��¨�¡���£$Æ.�1�,�+¤)�&���������,�Ò�����*¨�³
*,+f87=�D N ; L ?AHEW[9<D N ; S O5N _ L 87F�HE; 9<;5=ESEp4?C3aS 17D�1@=�8CI L B�DE8cFE8A=�D N 6 L ?AHEW[9<D N 6 O 1]9 1]B�176F�8 L 35_Y1�\-
F [x1 ← a1]

S M =ESE;5?C3aS�ef8CH�6#WR=�87b M/. 0�021 M 3>;Z_
8CD�3>?@17DE? N 0 L 1
K<F�8]S M7LEM43VL ;R3aS%FE8
3 =�;F�8R9 3>?@1AD�8 M _ L Ki6#87I5WY?-g N ?AJhW
3>?AH<1ADE;[D N 8CBE; MCL 9<D N 6,87g7H<1 O 8
6 \



���������	��

���������������������! ��"�#�$�&%'
)(*�
%+(,

 �(*-.%/�102

��-3�!4"0156 "0,�&%7�	8 �

 C! âwå$#«å
%ÝåM&wãwå±æ�çÊæ�'pç.f~¨,�2�,¢a�&�2�,¢n¤²���z�*�7��¦��
L1

�
L2

³T���,�+¤dc�1�����
L1

¦
L2 ���

� � &���� ¾���������Ð
	��
�������
�
������	���Á�Æ¹Ç1����ÍØ¨���¦ Û �*� f
¥��,��¡*���2�)�*�»�/�6�7�����h�)�����,�«��Ð

�e�)¢,���,�Ò�,�*�&�½�p¥k�h��¦��/�p¥)¡*���
∀x (x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2)

³
,1- äØå�/ - &Ýãwå�æ�ç��pç�à��!�*¦��,���&�,�'¤dc�&�*������� �Ò�����*¨z���h�����2�,�!�Î�&���+¤dc�1�����&����� �~¨�¦*¨,³
àµ�!��¦��,���&�,�'¤dc�&�*���Ë�*� ���1�,���*¨n���/���*�1���!�6�1�,�+¤dc�&�����1���*�&��¦��,�Ò�����z�/���*¨��a�7�e¤"�t¡
�*�,���&¦���Æ ��� �~¨�¦*¨�³


