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estudo de conjuntos de observagdes obtidas em instantes
sucessivos do tempo tem desempenhado um papel importan-
te na explicagdo de diversos fendomenos em ciéncias fisicas,

biologicas, sociais, etc. A andlise das séries temporais ocupa,
entdo, um lugar importante na Metodologia Estatistica, bem como
nas suas interfaces com diversas dreas do conhecimento. De particu-
lar relevincia é a Andlise Espectral, cujo objetivo bdsico é a procura
de periodicidades em uma série de interesse, mas que tem aplicacdes
em muitos problemas de fisica, engenharia, geofisica, medicina, eco-
nomia, biologia, neurofisiologia, etc. E' uma ferramenta valiosa para
pesquisadores e cientistas que trabalham nestas dreas. Um dos maio-
res entraves a utilizagdo correta desta técnica é a sua pouca divulga-
¢do tanto nos meios académicos como nos ambientes tecnologicos e
cientificos em geral E, pois, com satisfagdo, que vemos um texto em
Portugues, dedicado a estudantes e pesquisadores das diversas dreas
de aplicagdo. Os professores Braganga Pereira, Zanusso Pais e Holanda
Sales prestam, portanto, relevante servico a estes profissionais, no
sentido de lhes propiciar os fundamentos de uma teoria fascinante,
com inumeras aplica¢ées e ramificacaes.

Pedro Alberto Morettin
B.Sc., M.Sc., Ph.D., LD
IME — USP



CAPITULO |

el e e e—,
Yo hwio~=D

CAPITULO II

20
2.1
2.2
23
24

2.5
2.6

2
2.8
29

2.10 —

2.11

212 —

213 =

SUMARIO

PREFACIO
ALFABETO GREGO E GLOSSARIO 10

INTRODUCAO A TEORIA DE SERIES
TEOIBORINIS. & . o et 5t shleis d v 15

ConsideragGes Gerais . , . ... ....ouuuin...
Clasaficagap ..\ 75 eDANMINZ 0 20N
PRIBTIVDA . o, s s i i s IS0 S0 5o
BRLOHDER . oo imaiiie ara simie i G e i s
TIDOS O VAMECHO . 00 vic wivsiois ot it id 4l vt era
Fundamentos Probabilfsticos. . . ............
Teoremas Gerais de Representago . .. ........
Alguns Modelos de Séries Temporais. . . . . . . . ..

ANALISE ESPECTRAL UNIVARIADA... 35

AOARIONO . . i v s it toamstbn oibedfien it |
Andlise de Fourler. e e vl i s o o .
Modelo Senoidal DIMPLESisuin e it it s 3
Série de Fourier e a Fungdo de Autocorrelagio . . ,
Representagdo Espectral de Processos Estocdsticos
Estacionirion:. 2. e Uss miehs. st el olbn.
Estimacdo: Espectral. ' oot durealon s i
Espectro de Poténcia e Fun¢do de Densidade Es-
PECkEts il Loy, §oasen. vl e dU RN e b
Espectro de Alguns Processos Especiais . . . . . . . .
Propriedades do Espectro Amostral. . ... ... ...
Alguns Procedimentos Consistentes de EstimagZio .
Transformada Rdpida de Fourier . . ... .......
Intervalo de Confianga para o Espectro de um Pro-
cessalAleataro Puraifdlal o o i e
Teste de Hip6tese para o Espectro de um Processo
AleatbriorPuros., Ak m e e o Sl iE -
Intervalo de Confianga Aproximado para as Orde-
nadasdoEspectro. ............... b



CAPITULO 11l — ANALISE ESPECTRAL MULTIVARIADA

30 = Introducaoil . oaioi ca o B v e
3.1 — Fungoes de Covaridncia e Correlagdo Cruzadas . . .
3.2 - EspectroCruzado ........ M i e e o e
33 = BxemplOsi L3 A DL Bl v e oo s e stimsiarie
3.4 - Estimagio do Espectro Cruzado.............
3.5 — Exemplos de Espectro Cruzado Estimado. . . .. ..
3.6 — Anilise Espectral Multivariada . . . ...........

BIBLIOGRABIA, . o oovicion e s s

APENDICE |

ILA - Algumas Identidades Trigonométricas . . .. .....
LB~ —' Relacbes Ortogonals. o, Lo Ll oL oo

APENDICE Il — EXEMPLOS DE APLICACAO

----------

78



PREFACIO

CresE
e

A Andlise Espectral de Séries Temporais — o estudo da série no dominio da
freqiiéncia — vem, ultimamente, sendo empregada largamente em muitos ramos
da engenharia, das ciéncias fisicas e econOmicas, além da estatistica. Um aspecto
importante na andlise de séries temporais é a anilise espectral, a qual procura di-
vidir a série de tempo em diferentes componentes de freqiiéncia. Daf as aplica-
¢Oes cobrirem um vasto nimero de problemas e situagBes praticas.

Em geral, as dificuldades em se entender o assunte sdo devidas, em parte, a0
envolvimento de ciéncias distintas e, em particular, por se originar de dreas com
diferentes tradi¢Ses, vocabuldrios e treinamentos. Entretanto, assim que as idéias
fundamentais sdo entendidas, o assunto mostra uma elegante unidade.

A idéia bdsica de uma série temporal é de uma colegio de observagdes, feitas
em diferentes instantes de tempo e sujeitas a variagdes aleat6rias. Um dos objeti-
vos da andlise de séries temporais é construir um modelo que explique os compor-
tamentos deterministicos e aleat6rios da série. Um modelo adequado, que forneca
uma visfo do funcionamento do mecanismo gerador dos dados, pode ser usado,
por exemplo, para prever valores futuros da série. Esse objetivo é, em geral, rela-
cionado 4 Andlise no Dominio do Tempo. Outro objetivo ocorre quando a série
representa alguma quantidade ffsica (como corrente, voltagem, deslocamento,
velocidade, etc.) e, nesse caso, freqiientemente hd maior interesse no estudo di-
reto das propriedades fisicas que na construgio de um modelo estatfstico para a
série. Aqui, um dos conceitos fisicos fundamentais € o da energia e uma impor-
tante técnica usada na andlise de processos fisicos é a separagdo do processo em
diversos componentes, de freqiiéncias diferentes, e o conseqiiente estudo da ma-
neira pela qual a energia total é distribuida por esses componentes. Descreve-se
essa técnica como Anilise Espectral ou Anilise no Dominio da Freqiiéncia.




Como exemplos de aplicagdo da Andlise Espectral, poder-se-ia citar, entre
outros: dimensionamento e/ou andlise de mercado de servigos e trifego em tele-
comunicagdes; efeito da oscilagdo de ondas na vibragdo de navios; influéncia de
rufdos (distirbios aleatdrios) na andlise efou sintese de sistemas elétricos e/ou
eletronicos e reages quimicas; sistemas de controle de processos (servomecanis-
mo);andlise de dispositivos para uso médico-hospitalar;determina¢do da (perfo-
do)freqiiéncia fundamental e seus harmdnicos em séries hidrologicas tempo-

rais; verificagdo de periodicidades relevantes em séries de energia elétrica, econd-
micas, fisicas, etc.

Outro ponto de especial realce prende-se a aplicagdes envolvendo séries de
interesse para o planejamento energético da operagdo de sistemas hidrotérmicos.
Assim € que, as séries de “Carga Propria de Energia”, obtidas a partir de um ba-
lango entre geragdo, fornecimentos e recebimentos de uma empresa, de impor-
tincia fundamental neste planejamento, podem ter suas caracteristicas melhor
avaliadas e/ou entendidas quando um ferramental complementar, como a Andlise
Espectral, € utilizado.

A idéia inicial, ao se escrever o presente livro, foi, entdo, tornar acessfvel aos
profissionais, bem como aos estudantes de graduagfio e pos-graduagdo, das dreas
de Estatistica, Engenharia Civil, Elétrica, Eletronica com suas ramificagtes, Fifsi-
ca, Biologia e Economia, um texto em portugués. Os pré-requisitos sdo Célculo
(Série de Fourier) e Estatistica (Testes de Hip(’)teses ¢ Estimagdo). O livro aborda
a Andlise Espectral Univariada e Multivariada, porém nfo trata da Anilise Multi-
dimensional.

Desta forma, para dar uma visdo unificada sobre séries temporais, o Capitulo
I é dedicado a uma introducdo geral sobre o assunto, indicando os fundamentos
probabilfsticos e os principais enfoques para andlise (dominio do tempo x domi-
nio da freqiiéncia), bem como suas justificativas e relacionamento. De especial
importancia sdo os Teoremas Gerais de Representa¢do a Alguns Modelos de S¢-
ries Temporais. Parafraseando Sir Maurice Kendall: “Esta era a introdug¢do que
gostarfamos que tivessem colocado em nossas mdos, quando pela primeira vez
nos interessamos por séries temporais” Embora muito importante, este capitulo,
exceto por alguns conceitos, ndo ¢ pré-requisito obrigatdrio para o entendlmento
do restante do livro.

0 Capftu]o II apresenta uma introdugfio & Andlise Espectral Umvanada A
abordagem é informal e se inicia com cornceitos simples que vao sendo generali-
zados para os de Espectro, sua interpretagdo e os métodos de Inferéncia BEstatfs-
tica na sua estimagdo, a partir de um nimero finito de observa¢des. Sio mostra-
dos, também, a relagdo entre as séries de Fourier e a Fun¢ao de Autocorrelagio,
o Espectro de Alguns Processos Estaciondrios e certos procedimentos consisten-
tes de estimago, tais como Janelas de Retardo. Uma se¢fo especial € dedicada
a Transformada Rapida de Fourier.

No Capitulo III, a Andlise Espectral Univariada € estendida 4 Andlise Multi-
variada. S3o apresentadas e interpretadas as Fung¢Ses de Covaridncia e Correla¢do
Cruzadas e Espectro Cruzado para séries bivariadas. Sdo vistos, também, neste
caso, os conceitos de Coeréncia, Fase e Ganho, bem como métodos de inferéncia
na obtengdo dos mesmos. Ao final do capitulo é feita uma extensio do caso bi-
variado para o multivariado.
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No Apéndice I estdo relacionadas Algumas Identidades Trigonométricas e Rela-
¢Oes Ortogonais importantes ao bom entendimento do texto.

O Apéndice II trata de dois exemplos de aplicag3o relacionados, respectiva-
mente, com os Capitulos II e HI. O primeiro, univariado, refere-se a “Carga Pro-
pria Mensal de Energia (MWmed)” da Companhia Energética de Sio Paulo —
CESP — no perfodo de janeiro de 1977 a dezembro de 1984, Os dados foram obti-
dos dos relatérios “Estatfstica Mensal de Operagdo”, emitidos pela Secretaria de
Supervisio e Coordenagio do GCOI — Grupo Coordenador para Operagdo Inter-
ligada. O segundo, multivariado, refere-se as séries *“Taxas Mensais das Variagdes
do fndice IBV”’ e “Oferta da Moeda”, no perfodo compreendido entre janeiro de
1955 e dezembro de 1971.

Ao escrever o livro, os autores ficaram em débito com diversas pessoas e insti-
tuigGes. Em particular, gostariam de expressar seus agradecimentos a:

i) alunos, principalmente da UFRJ (IM, COPPE, COSE/ELETROBRAS), aos
quais foi introduzido, por um dos autores (B. de B. P.), parte do material deste
texto, como experiéncia de compreensdo e absor¢do de seu conteido;

ii) COPPE/UFRJ, IM/UFRJ, IME/UERJ ¢ DEOP/ELETROBRAS pelo am-
biente de ensino, pesquisa e trabalho profissional;

iii) Nicolau Cascdo Nassar, engenheiro do Departamento de Operagdo Ener-
gética (DEOP) da Eletrobrds, pelas valiosas contribuigdes apresentadas na elabo-
ragdo do exemplo I do Apéndice II;

iv) Professor Claudio R. Contador (COPPEAD-UFRJ) que gentilmente for-
neceu a aplicagdo de Anilise Espectral Multivariada para o exemplo 2 do Apéndi-
ce II;

v) Maria de Lourdes de Almeida e Eliene de Almeida Melo, pelo excelente tra-
balho de datilografia do manuscrito, e a Oswaldo José da Silva Junior, pela pa-
ciéncia e dedicagfo com que confeccionou os desenhos.
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GLOSSARIO DE SIMBOLOS

Simbolo
Capftulo |

{xie)ter |
{x(1),....x(1)}

FIXp, ..., %pit], ... ty)
ut)

i tp)

Aty to)

Ixqe)(xe)

m

c(7)

Nome ou Significado

Série de Tempo ou familia de varidveis aleatérias.

Observagdes da série temporal X(t).
Fungdo de distribuig@o acumulada de X(t).
Fungdo valor médio de X(t).

Fungfio de autocovariancia tedrica de X(t).
Fungdo de autocorrelagio teédrica de X(t).
Fung¢4o de densidade de probabilidade de X(t).
Média estimada da série X(t).
Autocovariancia estimada da série X(t).
Processo estocistico estaciondrio.
Componente determinfstica de Xt.
Processo linear discreto.

Fungdo de distribuigdo espectral,

Sinal.

Rufdo.

Operador atraso.

Operador diferenga.

Operador adiantamento.
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S

a (B)

a'(B)

Capitulo I

X(t)

[X(1), XQ2)...]

u

Operador soma.
Polindmio atraso.

Polindmio atraso sem o termo constante.

Séries temporais

Valores da série X(t).

Média da série X(t).

Perfodo da série X(t).
Freqiiéncia da série X(t).
Amplitude da série X(t).

Fase da série X(t).

Freqiiéncia angular da série X(t).
Amplitude do harmdnico j.

Fase do harménico j.

Freqiiéncia angular do harmanico j.
Coeficientes de Fourier.

Estimadores de mfnimos quadrados de
A]'v a]'y ﬁ]; ¢]'r M

Poténcia média.

Poténcia média estimada na freqiiéncia
correspondente.

Fungdo de autocovaridncia de ordem k.

Fungdo de autocorrelagio de ordem k.

Fungdo de autocovaridncia de ordem k da amostra.




r(k)

fp®)

P'(w;), p'(E))
I(w;)
p(w),p(f)
p'(w).p’(f)
P(w)

Ak

v

Capitulo 111

[X(@), Y(1), te T)]

[(X(1),...,X(T),Y(1),...,Y(T)]

Txy (tK)

#X
o%
Txx(K)

Pxy ()

Cry ®)

Ryy ()

Fung@o de autocorrelagido de ordem k da
amostra.

Sucessdo de pulsos retangulares de perfodo p.

Estimadores da poténcia média relativa
(Densidades Espectrais da Amostra).

Espectro da amostra.
Periodograma de Schuster.
Fungdo de densidade espectral.
Espectro de poténcias ou espectro.
Fung@o de distribuigdo espectral.
Janelas de retardo.

Graus de liberdade.

Processo bivariado discreto.

Observagdes do processo bivariado.

Fungdo de covaridncia cruzada de ordem k
entre xey.

Valor esperado de X.
Variincia de X.
Fungdo de autocovaridncia de ordem k de X.

Fungdo de autocorrelagfo cruzada de ordem
kentre XeY.

Fungdo de covariincia cruzada de ordem k da
amostra.

FuncZo de correlagdo cruzada de ordem k da
amostra.

Espectro cruzado.

Co-espectro.
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Espectro de quadratura.
!Espectro de amplitude cruzada.
Espectro de fase.

Coeréncia.

Espectro de ganho.

Janela de atraso.

EstimadoreS.

Matriz de autoespectros e espectros cruzados.
Coeréncia parcial.

Autocspectro parcial.

Fungdo de coeréncia miltipla.



CAPITULO |

INTRODUCAO A TEORIA
DE SERIES TEMPORAIS

1.0. CONSIDERAGOES GERAIS

Uma série temporal é um conjunto de observagdes seqiienciais no tempo
acerca de um fendmeno; entretanto, a varidvel tempo pode ser substituida por
qualquer outra como espago, profundidade, etc. As observagdes vizinhas sio,
em geral, dependentes e o estudo de uma série temporal consiste, entdo, em
analisar e modelar esta dependéncia.

Como a maior parte dos procedimentos estatisticos visa a andlise de observa-
¢0es independentes, seus resultados nio sdo, entdo, de todo relevantes na anilise
de séries temporais. Portanto, novas técnicas vém sendo desenvolvidas na aplica-
¢do especifica em séries de tempo, cujo estudo se constitui em uma importante
drea da estatfstica. Exemplos ocorrem em vdrios campos do conhecimento, como
economia (pregos didrios de agBes, desemprego mensal, exportagdo mensal), so-
ciologia (criminalidade mensal, greves anuais), medicina (eletrocardiograma, ele-
troencefalograma), demografia (populagdo anual, nascimentos e mortes mensais),
epidemiologia (ocorréncias semanais de sarampo), mercadologia (vendas semanais,
gastos semanais com propaganda), meteorologia (precipitagdo pluviométrica,
temperatura didria, velocidade do vento), oceanografia (maré horiria).

1.1. CLASSIFICAGCAO

A série temporal é representada por um conjunto de observagdes [X(?), t € T]
de uma varidvel X, onde T é um conjunto de fndices (tempo, espago, etc.).
Dependendo da natureza de T e de X, a série temporal pode ser:

15



i) Discreta, quando T 'é um conjunto finito de pontos, T=12,...,T. Por
exemplo, o valor das exportagdes mensais de 1970 a 1980.

ii) Continua, quando T é um intervalo finito. T = [£.0 < ¢t < T]. Por exem-
plo, medigoes durante dois minutos de um eletrocardiogra‘ma.

iii) Multivariada (discreta ou continua), [X;(t), . . ., Xx(t), t € T] ou [X(t),
t € T). Por exemplo: vendas (X},) e gastos'.com propaganda (X,) sema-
nais de um produto; pressdo uterina da parturiente (X ;,/ e batidas do co-
ragdo do feto (X ;) em trabalho de parto.

iv) Multidimensional, quando se tem [X{¢), t € T] e ¢ € um vetor. Por exem-
plo, [X(t,r, %), t € T] onde X é a altura de um pgnto do oceano, t 0 tem-
po,ra latitude e ¢ a longitude; [X(t, b), ¢ € T] onde X € o nimero de ca-
sos de meningite semanais (¢/ por bairro (b).

A varidvel X observada pode, também, ser discreta ou contfnua; as vezes, a va-
ridvel ¢ discreta (ex.: populagio) mas por sua magnitude pode ser considerada
contfnua.

Em resumo, a varidvel observada X pode ser discreta ou cont{nua, univariada
ou multivariada e o indice “tempo” pode ser discreto ou cont{nuo, unidimensio-
nal ou multidimensional. De forma bastante geral, uma série temporal pode ser
[X(t), t € T] onde X(t) 6 um vetork x 1 et éumvetorp x 1. Diz-se, neste caso,
que a série é multivariada e multidimensional.

Em geral, t serd suposto discreto, unidimensional e observado em intervalos
equiespagados.

1.2. OBJETIVOS

Existem dois objetivos principais na andlise de séries temporais:
1) entender o mecanismo do sistema gerador da série temporal e
2) predizer o comportamento futuro do sistema.

Para i$so, os problemas de interesse s3o:

a) descrever o comportamento da série. Neste caso, ferramentas titeis sd0: a cons-
trugdo de graficos da série, construgdo de histogramas e diagramas de disper-
sio, obtengdo de estatisticas descritivas simples, verificagdo de tendéncias,
ciclos e variagBes sazonais, pontos de mudangas, observagdes espurias, etc.;

b) investigar o mecanismo gerador da série temporal;
c) fazer previsSes de valores futuros da série, a partir de valores passados;
d) procurar periodicidades relevantes nos dados.

Muitas situagBes em ciéncias ffsicas, biol6gicas, sociais e em engenharia en-
volvem o conceito de sistema dindmico, caracterizado por uma série de entrada
X(t), uma série de safda Y(t) e uma fungo de transferéncia v (1).

X(t) Y(t)
—> ) | —

Figura 1.1, Sistema dindmico

16



De particular importéncia sZo os sistemas lineares, onde a safda ¢ relacionada
com a entrada através de um funcional linear envolvendo v(t). Um exemplo tipi-
coé

o0

Y(t) = I v(u) X(t-u)
u=0

também chamado modelo de fungdo de transferéncia.
Aqui, os problemas de interesse sdo:

a) estimar a fungdo de transferéncia v(t), conhecendo-se as séries de entrada,
X(t), e saida, Y(t);

b) fazer previsbes da série Y(t), com o conhecimento de observagtes da série
X(t) e de v(t); :

¢/ estudar o comportamento do sistema, simulando-se a série de entrada;

d) controlar a série de safda Y(t), de modo a trazé-la o mais préximo possfvel
de um valor desejado, ajustando-se convenientemente a série de entrada
X(t); este controle é necessdrio, devido as perturbagBes que normalmente
afetam um sistema.

1.3. ENFOQUES

H4 dois aspectos principais a serem considerados no estudo de séries tempo-
rais: andlise e modelagem.

A principal razdo para se modelar uma série temporal é tornar possivel previ-
sdes de valores futuros, bem como geragio de seqiiéncias sintéticas equiprové-
veis. Como em qualquer andlise de dados, procura-se obter um modelo matemi-
tico que descreva o sistema de maneira parcimoniosa para o objetivo desejado.
Sua forma funcional deve ser simples e o nimero de parimetros deve ser mini-
mo. Além disso, 0 modelo deve, se possvel, ser parametrizado de tal forma que
cada pardmetro possa ser interpretado facilmente e identificado com algum as-
pecto da realidade. Finalmente, sua forma funcional deve permitir uma fécil ma-
nipula¢do matemdtica, necessaria para inferéncia a seu respeito.

O objetivo da anilise da série temporal ¢, entdo, sumarizar as propriedades da
série e caracterizar seu comportamento, identificando ou sugerindo um modelo
adequado. H4, basicamente, dois enfoques usados nesta andlise.

No primeiro, a andlise é feita no dominio do tempo, isto é, o interesse reside
na magnitude de eventos que ocorrem em determinado instante de tempo e na
relagdo entre observagdes em diferentes instantes de tempo. A ferramenta utili-
zada é a fungdo de autocorrelagdo (e certas fun¢des da mesma) e a andlise & ba-
seada em um modelo paramétrico.

No segundo, a andlise ¢ feita no domfnio da freqiiéncia, isto €, o interesse est4
na freqiiéncia com que certos eventos ocorrem em determinado periodo de tem-
po (movimentos cfclicos, por exemplo). A ferramenta utilizada é o espectro
(que é uma transformada de Fourier da fun¢do de autocorrelagio) e a anélise é
baseada em modelos ndo paramétricos.

As duas formas de andlise n3o s3o alternativas, mas sim complementares, mos-
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trando cada uma diferentes aspectos da natureza da série temporal. Ambos os:
enfoques, como serd visto, sdo justificados por teoremas de representagdo (Wold -
¢ Cramér, respectivamente). Entretanto, pode-se dizer que a andlise no dominio ‘
da freqiiéncia é conveniente na procura de caracteristicas determinfsticas da série

temporal, enquanto a do domfnio do tempo é usada na andlise de processos ndo
determin isticos.

1.4. TIPOS DE VARIAGAO .

A andlise classica de séries temporais trata, basicamente, da decomposigdo da
série em quatro componentes: tendéncia, sazonal, ciclica e aleatéria. O interesse
por este enfoque vem sendo reativado recentemente.

Os diferentes tipos de variagdo que se procura analisar s3o:

a) SAZ ON A L — muitas séries exibem uma variagfo periodica (diéria, sema-
nal, mensal etc.). Este tipo de variagdo é ficil de entender, podendo ser me-
dida e extraida dos dados, fornecendo uma série dessazonalizada. Por exem-
plo, medidas de temperatura exibem uma variago anual periddica, baixando
durante o inverno e aumentando no verdo.

b) CICLICA - além de efeitos sazonais, algumas séries exibem outras varia-
¢Oes de perfodo fixo. Por exemplo, as variagGes de temperatura ao longo do
dia. Além disso, outras séries apresentam variagBes cujo periodo ndo € fixo,
porém possivel de ser previsto. Por exemplo, dados econémicos podem ser
afetados pelos chamados ciclos écondmicos, com perfodos variando de 5a 7
anos, segundo algumas teorias econémicas. Alguns dados hidrolégicos pare-
cem obedecer ciclos com perfodos em torno de S0 anos e dados de ocorréncia
de surtos de sarampo obedecem a periodos de 2,5 a 3 anos. Basicamente, va-
riagdes ciclicas sdo variagBes periddicas com periodo sujeito a pequenas varia-
¢Ges, em contraste com sazonalidade cujo perfodo é constante. Por exemplo,
aumento nas vendas de TV a cores na época da Copa do Mundo;

¢) TENDEN CIA—sio os efeitos a longo prazo na média. A dificuldade
estdi em se definir longo prazo. Por exemplo, varidveis climdticas ds vezes
exibem variagGes com perfodos de 50 anos. Se tivermos 20 anos de dados,
esta variagdo de longo prazo serd confundida com tendéncia. Porém, se tiver-
mos centenas de anos, o ciclo ser visfvel. Outro exemplo seria sobre o de-
semprego mensal observado durante 2 anos, supondo a existéncia de ciclos
de 7 anos na economia. Novamente seria confundida a variagio de longo pra-
zo com tendéncia.

d)IRRE G UL A R — ap6s remover a sazonalidade, ciclo e tendéncia obtém-
se uma série de residuos livre de qualquer variagfo regular. Esta série ¢, entdo,
analisada a luz de um modelo probabilistico em que a nogdo de dependéncia
é explorada.

1.5. FUNDAMENTOS PROBABILISTICOS

No caso de séries temporais, os sistemas de interesse se desenvolvem no tem-
po (ou espago), sujeitos a variagGes que podem ser descritas por leis probabilisti- -
cas. Esse tipo de sistema é, entdo, objeto de estudo da teoria dos processos esto-
cisticos.
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Na teoria estatistica de séries temporais, o mecanismo gerador da série é con-
siderada como um processo estocdstico e a série temporal observada, uma de
suas realizagBes possiveis. Logo, os conceitos de processos estocdsticos e série
temporal sdo andlogos, respectivamente, aos conceitos de populagio e amostra
na Estatistica Elementar. O que distingue a andlise de séries temporais de outras
anilises estatisticas ¢ o reconhecimento explicito acerca da importincia na or-
dem em que as observagBes sdo feitas, isto ¢, da dependéncia entre as observa-
¢oes.

PROCESSOS ESTOCASTICOS

Processo estocistico € uma famflia [X(t), t € T] tal que paracadat e T,
X(t) é uma varivel aleatoria. O conjunto T é arbitrério e chamado de conjunto
indice do processo. O conjunto dos valores que a varidve] aleatéria X(t) pode
assumir ¢ chamado espago de estados do processo. Se Xt = i, 0 processo ¢ dito
estar no estado i ao tempo (transi¢io) t.

Xlwg 1)z sent

VA
X1 Xqlo) X2 Xglwp) 0l =xy e Xp:Xalw)) 0 \_/ \_,

¥ A UNIVARIADA VA MULTIVARIADA PROCESSO ESTOCASTICO

Figura 1.2. Extensdo do conceito de varidvel aleatdria para processos estocdsticos. §) ~
espago amostral do experimento.

Como ¢ visto na Figura 1.2, o conceito é uma extenso daquele para varigvel
aleatéria multivariada com dimensdo finita. Essa extensio & possivel devido a
um teorema de Kolmogorov, o qual faz parte da seguinte defini¢do, mais com-
pleta:

Uma famflia de varidveis aleatérias [X{z), ¢ T] constitui um processo esto-
cdstico se:
a) as varidveis aleatorias X{t7), ... , X(t,/sfo bem definidas, isto ¢, tém fun-
¢oes de distribuigio finito-dimensionais
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Fixp oo, xyity oo, ty)=Pl(X(t)) <xy,..., X(t,) < x,] conheci-

das para todo n > 1. Isto significa que para n = ] tem-se as distribuig¢es unidi-
mensionais da varidvel aleatéria X(t;), t; € T, paran = 2 tem-se as distribuigdes
bidimensionais da varidvel aleat6ria (X{t}), X{(tp)) t;, t5 € T e assim por diante;

b} estas fungdes de distribuigao satisfazem as condigdes de

— simetria: tem o mesmo valor quando xj e t; sio submetidos a mesma per-
‘mutagdo, por exemplo:

Fixp, xp,x3ty,t0,t3) =Fxp,x1,x3,13,1], t3).
— convergéncia:

lim Fix;, ..., x,, th o ty)=Flxp, oo Xt ty.1)

+>00
xn

Entretanto, esta defini¢gdo n3o é operacional na prética pois o conhecimento
das distribui¢des é muito diffcil de ocorrer, senio impossivel. Felizmente para o
tipo de processo sob interesse bastard que se restrinja aos momentos de 13 e 22
ordem destas distribuictes, isto €,

i) funglo valor médio de X¢),
r(t)=E[X(t)]

ii) fungio de autocovariancia de X{t),

Aty t2) = E{[X(t)) - n(t))) (X(tz) - u(tx))} =
= E[X(t1)X(t3)) — u(t ) (t2).

Em particular,
Y1, t) = *(t) = Var{X(t)} = E{x (1)} - 13(1)

além disso, como 7(t 1» t2) depende da unidade de X{¢), na maioria das vezes uti-
liza-se a

iii) fungo de autocorrelagdo de X{t)

que independe da unidade de medida.

Observe-se que no caso das distribui¢tes finito-dimensionais de [X{t), t € T}
serem normais, isto é, o processo ser Gaussiano, o conhecimento de u(t) e v(¢;,
ty) ¥, ¢}, ty caracteriza toda distribuigdo do processo.
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Como se vé, para cada ¢, X(t) é uma varidvel aleatéria e esta interpretagio é
ilustrada na Figura 1.3:

X(t)
! . .
! : X
S SR
S R S
0 } + t } —
oty 1y, t

Figura 1.3.  Valores observados () e valores posstveis de serem observados {.) do processo
estocdstico X{t).

ou, mais genericamente, na Figura 1 .4:

(x,)
b
\
$\\
A} (t,)
\ \ JAL'!
*\'\\ \}\\\ X
0 L] T Y T - t
I ty ty ty

Figura 1.4. Familia de varidveis aleatdrias e suas densidades.

onde, f X(t }(x,} é a fungdo de densidade de X/t) para f fixado. E possivel que as
fungdes de densidade sejam diferentes para instantes de tempo distintos £ e 1.
Por outro lado, pode-se considerar o processo em fungdo de ¢, ou seja, uma
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realizacdo ou trajetéria do - processo estocdstico.” Designando por xt ”(t},

X 2)(t), - .. etc. as realizagdes, o conjunto de todas as possiveis realizagBes deno-
mina-se ensemble. A Figura 1.5 ilustra esta interpretag3o.

X(t)
[
R T - L
~ F U Trojeldria ou Realizagdo
¢ Observoda Série Temporal
X 't)>_ Ouiras Realizag3es Possweis
ATH1#" da Serem Observadas
!
L P O P A !

Figura 1.5. “Ensemble” de um processo estocdstico.

PROCESSOS ESTACIONARIOS

Foi visto que uma série temporal é uma realizagio de um processo estocisti-
co. Na maioria das séries temporais da prética nfo € possivel observar outras rea-
lizagBes. Isto ¢, ndo se pode repetir o experimento. Por exemplo é impossivel
voltar no tempo e obter outra seqiiéncia de observagdes sobre exporta¢des men-
sais do Brasil no periodo 1970/1983.

Portanto, a cada instante de tempo t, em geral tem-se somente uma observa-
¢do x(t) de X(t). Se, por exemplo, deseja-se fazer alguma inferéncia sobre u(t)
ou g2(t) isto serd impossfvel com apenas uma tnica observagio, a menos que se
faga alguma suposigdo adicional sobre o tipo de processo analisado.

A primeira suposi¢do normalmente feita é a estacionariedade. Intuitivamente,
um processo € estaciondrio se ele se desenvolve no tempo de modo que a origem
ndo ¢ importante ou, ainda, se nfo existe mudangas sistematicas na média e na
variincia.

Formalmente, hi dois tipos de estacionariedade: forte (ou estrita) e fraca (ou
ampla, ou de 22 ordem, ou em covariincia):

a) Diz-se que o processo [X(t), t € T] é estritamente estaciondrio, se suas fun-

¢Oes de distribuicdes finito-dimensionais sdo invariantes por translagdes no tem-

po, isto €,

Fixp . .., X tp40, 4 7)=Fxp . Xpity, . ty)
patra¥ty, ..., 1, T.
Isto significa, em particular, que Fx;t 1) = F(x;t2} (pois ty=t;+7)elogo(se
u(t) e o*(t) existem)
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u=u(t))=pu(ty)
o* = d*(t;) =0 (t2)

ou seja, a média (u (t) = p ) eavaridncia(o?(t) = o® ) do processo 2o constantes.
Também, Fixp, x3; ), ty) = Flxp, xp, t1+n42t7)e Yty ty) = 'y(t]'+r,
tot 7). Fazendo 7= — ¢ 1 vem:

Y(t) =v(0, t'z—t]}, parat =1ty — 1

isto &, a fungdo de autocovaridncia (autocorrelagio) s6 depende da diferenga t =

=ty)-1. »
Mais genericamente, mostra-se que os momentos de ordem superior s6 depen-
dem das diferengas (. t—t 1

b) Um processo {X{t), t € T] éfracamente estaciondrio (ou estaciondrio de 28 -
ordem ou estaciondrio em covariancia, ou em sentido amplo) se e s6 se

i) E{X(r}} = u(t) = u, constante ¥4
i) VariX(t)} = o*(t) = o*, #
i) y(ty, tp) =ta-t)) = (1) (1 =t2-1])

Como mencionado anteriormente, o maior interesse reside nos momentos de
13 e 22 ordem e, portanto, a partir de agora, somente serdo tratados os processos
fracamente estaciondrios, os quais serdo denominados simplesmente de estacio-
ndrios.

Observe-se que, se 0s momentos existem para um processo, estacionariedade
forte implica estacionariedade fraca. Entretanto, estacionariedade fraca sé impli-
ca estacionariedade forte se o processo € Gaussiano, isto é, quando as distribui-
¢oes finito-dimensionais sdo normais.

E claro que nem todas as séries temporais s3o realizagSes de processos estacio-
ndrios. O que se faz é uma tentativa de se transformar a série em estaciondria e
utilizar a teoria dos processos estaciondrios para a série transformada.

Finalmente, sendo 9(7/ a fungdo de autocovariancia de um processo estacio-
nario X{t), as seguintes propriedades s7o satisfeitas:

al y(0)2 0

b) y(-7)=1(7)

¢ 1) 1<(0)

d) y( 7) é positiva definida no sentido que

n n

T T qagy(Ti-TE)20
j=r k= TEKTITK

quajsquerreaisal,... vapely,. ..ty
A fung¢io de autocorrelagdo de X(¢/ é definida por x
pr) =21
¥(0)

¢ propriedades andlogas a a) — d) valem para p( 7).
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ERGODICIDADE

Usualmente, em problemas de estimagdo estat{stica, tem-se disponivel diver-
sas repeticdes (observagdes) de um mesmo fendmeno. Portanto, como estimativa
da média (u ) de uma varidvel aleatéria X, toma-se a média da amostra dos valo-
res observados x', x?, . .., x. Segundo este procedimento, para se estimar a
média u ( to) e a fungio de autocovaridncia (ou autocorrelagdo), y (1) = ¥t 1t

(p(1) = p(t, ty)) ter-se-a que fazer diversas observagBes x'(t,), x*(t,), . . .,
xMto)e(x (t1).x (1)), (x*(t]), x*(t2)) . . . (x"(t}) x"}(t5)) e tomar a média e a
autocovaridncia amostral. A figura 1.6 ilustra esse procedimento.

X1

pltg)= E|Xltgl}

7(¥)= Cov (X1t X(tp)}, ¢ 2 1pm 1,

Figura 1.6. Médias estat{(sticas, tomadas na dire¢do das setas. () Valores observados.

Entretanto, como j4 foi dito, na pritica geralmente s6 se dispde de uma observa-
¢do da série temporal e ndo se pode estimar os parametros da forma indicada.

Porém, com a série x(1), x(2), . . . , x(T), podem ser calculadas as seguintes
médias no tempo (ou em fase):

T T

m =..1..Z x(t) e ¢T) =.1_.z xX(t)x (t+7)
T T

ilustradas na Figura 1.7
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it

Figura 1.7. Médias em fase, tomadas na diregdo da seta.

De fato, a importancia pratica da andlise das autocorrelagdes de processos es-
taciondrios €, em grande parte, devida ao fato de que, se X/t) é um processo esta-
ciondrio, sua média u e sua fung@o de autocovariincia y{ 7) podem ser estimadas
usando somente uma realizagdo de X{¢). Isto ocorre se X(¢) € ergddico, isto §, sa-
tisfaz os chamados teoremas ergodicos.

Se um processo € estaciondrio e s6 se pode observar uma de suas realizagdes, a
suposi¢do de que o processo € ergddico pode ser feita jd que, neste caso, ndo hd
uma maneira operacional de verificar a ergodicidade. Além disso, a maioria dos
processos estaciondrios observados na prdtica s3o ergdédicos. .

Na realidade o que os teoremas em geral requerem é que as varidveis X{() e
X(t + k) se tornem independentes quando k aumenta. Isto € uma suposigio bas-
tante razodvel em termos prdticos; isto ¢, as observagbes vio se tornando inde-
pendentes quanto mais afastadas se encontrem uma das outras. Neste caso,

wo=wlt)=m e y(1)=Cov(X(t}), X(tp))=c(T), (T=tp=t)

1.6. TEOREMAS GERAIS DE REPRESENTACAO

Em trabalhos tedricos e aplicados existe um certo dualismo entre os dois en-
foques usados na andlise de séries temporais. Isto deve-se, apenas, aos objetivos
da anilise, visto que, do ponto de vista formal, os dois enfoques sio fortemente re-
lacionados. Nesta se¢3o apresenta-se, sem demonstrag3o, alguns resultados que
fornecem a justificativa de cada enfoque e seu relacionamento. Serd abordado o
caso de processos discretos no tempo.

Decomposi¢3o Preditiva (Domfnio do Tempo)

Teorerna de Wold — todo processo estaciondrio X, admite a representagio:
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onde,

a) Dy e Z; sdo n3o correlacionados,

b) D; € determinfstico, no sentido de que valores futuros de Dy sdo previstos
com precisdo, baseados em fungdo linear de valores passados D;__7, D;_», . .
¢} Z; ¢ um processo linear discreto geral (ou média mével infinito, MA( o)), 1sto

&

Zt=et+\l’1 Gt_1+w2€t_2+. ..
onde, E [e;] =0 ¢ E [e;ep4p ] = 0 44, k, isto 6, €, é um rufdo branco.

Observe-se que a decomposi¢do ndo exclui a possibilidade de um mecanismo
ndo linear representar melhor o processo. A decomposi¢3o significa que é razodvel
esperar que o verdadeiro mecanismo do processo possa ser adequadamente repre-
sentado por um mecanismo que gera um tipo simples de processo determinfstico
mais um residuo Z,.

Esta decomposigdo € de grande importincia prdtica, pois muitas séries tempo-
rais, particularmente séries econdmicas, contém componentes de tendéncia e sa-
zonalidade. Um modelo clissico, envolvendo estas componentes, supde que a va-
ridvel econdmica é representada por:

onde Ty é a componente deterministica representando a tendéncia, S; é a com-
ponente determinfstica representando a sazonalidade e Z; é a componente esto-
cdstica,

A decomposigio de Wold mostra a importdncia dos processos lineares discre-
tos, em geral, e indica a razdo da grande utilizagio desses modelos popularizados
e tomados acessfveis por Box e Jenkins em 1970.

Representag3o Espectral (Domfnio da Freqiiéncia)

A andlise de uma série temporal no dominio da freqiiéncia € feita a partir do
seguinte par de teoremas.

A) Teorema de Bochner-Klintchin — a funggo de autocorrelagio pf 7) de um pro-
cesso estaciondrio discreto no tempo admite a representacdo

o1)= J w7 arw) =/ " (senwTdQ(w+coswTdClw)]

onde F{w) tem as propriedades de uma fungdo de distribui¢do acumulada no in-
tervalo (—m, m), isto é,F{—n) = Oe F{m) = 1. A notagao dF{w) significa integra-
¢do ou soma conforme F{w) seja continua ou discreta. A fungio F{w) é denorm-
nada fungdo de distribuig¢io espectral.

Como pfT) tem a propriedade de ser positiva-definida entdo, a demonstragdo
da representagio é fundamentada em um teorema de Andlise devido a Bochner:
uma fung¢do pf 7/ é positiva-definida se e somente se admite a representago acima.

De alguns conceitos do cdlculo das probabilidades vé-se que a fun¢io de auto-
correlagdo p(T) funciona como a fungio caracterfstica da distribui¢do Fiw), e a
fungdo de distribuig3o espectral F{w), portanto, admite a decompois¢io de Le-
besque,
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Fiw) & a;jF(w) + asF(w)
onde Fj(w) e Fy(w) sio fungdes de distribuigio do seguinte tipo:

a) Fx(w) é contfnua,
b) F;(w) é uma fung¢do escada com saltos Py nOS pontos

Wer=12,... e Tp,=1
- A Figura 1.8 ilustra uma distribuigdo espectral na forma geral

Flw)

———
[ - - .- ———————
s

I‘ lz '3 l4
Figura 1.8. Forma geral da distribuigdo espectral.

No caso de distribui¢des de probabilidade, a maioria dos problemas prdticos
envolve apenas uma das componentes, sendo somente cont{nuo ou somente dis-
creto, conforme a varidvel aleat6ria seja contfnua ou discreta, respectivamente. O
mesmo ocorre para distribui¢Ses espectrais. Entretanto, ocorre mais freqiiente-
mente o caso de ambos os componentes presentes.

Sejam,
Daj=1leay=0

Entdo, F{w) = Fj(w) e o espectro consiste apenas de componentes discretos.
| Diz-se, neste caso, que se tem um espectro de linha. O exemplo principal é o Pro-
cesso Harmonico
k ) -k
Xy = z Ajcos(witte;) = 20 (a;senw jt+f;cosw t)
i= i=
onde k, A; e w; sdo constantes e ¢; s3o varidveis aleatérias uniformes em (—m,
n); alternativamente, & ; € B; sdo varidveis aleatérias normais nfo correlacionadas

entre si e com média 0 e variincia o}. Neste caso, verifica-se que E(X;) =0 e

k
Var (Xy) = _21 al?. Portanto, a varidncia de X; é decomposta na soma das variin-
. i=
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cias de cada componente harmdnico, de uma forma andloga 4 andlise de varidncia
cldssica.

2)aj=0eay=1

Aqui, Ffw) = Fo(w) e o espectro consiste apenas do componente contfnuo.
Neste caso, dF{w/ = fiw)dw chama-se fungdo de densidade espectral. Os seguin-
tes modelos sdo exemplos de processos com espectro continuo: '

Processo Aleatério Puro ou Rufdo Branco

Processo Linear Discreto

Processo Autorregressivo — AR

Processo Média Mével — MA
Processo Misto Autorregressivo — Média Mével - ARMA

3)a; > 0eay >0

Neste caso, F{w) é uma mistura -de ambas as componentes contfnua e discre-
ta. Este corresponde ao caso de uma varidvel aleatéria com uma distribuiggo de
probabilidades mista. Um exemplo de tal processo € obtido tomando-se

Xt = Dt + Zt
onde D, e Z; sdo ndo correlacionados, D; tem espectro continuo e Z; tem espec-
tro discreto.

B) Teorema de Cramér — Todo processo estaciondrio discreto no tempo, com
fung¢do de distribuigio espectral F{w), admite a representagdo
m L
X, = J €Wldziw) = [ [senwie{w)dwcoswtfiw)dw]
- 0

onde afw) e f(w) sdo fungBes estocdsticas com propriedades andlogas a a; e §; do
processo harmdnico. Da mesma forma, a varidncia de X; é decomposta na soma

m

J dF(w) = F(m). Na realidade, esta representagio é uma extensio do Pro-
-
cesso Harmonico

k
X; = Z oy senwi + Bicosw;t]

i=o
ao se fazer k - oo e permitir a inclusio de um nimero infinito, no enumeravel,
de termos trigonométricos no intervalo [0, 7]. Esta extensdo permite que se ana-
lise fungdes estocdsticas, isto é, processos ndo determinfsticos. A andlise espec-
tral trata do estudo da estrutura da série, identificando componentes (sendides)
importantes de X, através da andlise e estimag3o de F (w).

Outras ConsideragSes sobre os Teoremas de Representagdo

E interessante explicitar as relagdes e distingGes observadas nos dois tipos de
decomposi¢io de uma série temporal.
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1)-Da expressio, p(r) = [ eWT dFw) nota-se uma correspondéncia um a um

entre p(t) e F{w); logo, toda a informag3o sobre o processo contida em (1)
estd contida em F{w) e vice-versa,

~ 2) Na decomposi¢ao de Wold tem-se Xy = Dy + Z; e na decomposigiio da distri-
buicdo espectral, Fiw) ~ Fifw) + F. '‘Aw). A componente determinfstica, Dy,
corresponde a fungo escada, Fj(w), e 2 componente ndo determinfstica cor-
responde a fun¢do contfnua, Fy{w).
3) Mostra-se que a parte deterministica na decomposigao de Wold é um processo
harménico, isto &,

K
Dy = ifo (ajsenw;t + Bicoswt)

correspondendo ao espectro de linha Fj(w). Mostra-se, também, que dada
uma fungo de distribuigdo espectral continua, Fo(w/, sempre se pode encon-
trar um processo média mével com distribuicdo espectral Ffw).

4) Hi uma disting@o de tratamento da componente estocdstica nos dois enfo-
ques. Na decomposigdo de Wold a componente estocdstica é representada pa-
rametricamente por meio da seqiiéncia ¥/}, ¥», . . . . Na representagio espec-
tral a componente estocistica tem uma representag3o ndo paramétrica em ter-
mos da fungdo Fyfw),

6) A decomposi¢do de Wold foi estendida por Cramér, em 1962, para o,caso-de
processos ndo estaciondrios e os coeficientes Y/, V5, . . . passam a depender
do tempo, isto &, - : :

s

Zy=etYjftle_j+vt)e_o+..

A anilise espectral de processos ndo estaciondrios foi estudada inicialmente
por Priestley, em 1966.

6) As decomposi¢des de Wold e de Cramér, bem como a expansio de Karthunem-
Loeve, podem ser vistas como casos particulares do método de expansfio cand-
nica devido a Pugachev, em 1957, e estudado elegantemente por Parzen, em
1961, usando conceitos de espagos de Hilbert. Neste método tenta-se expres-
sar qualquer processo estocdstico (fungdo aleatéria) em termos de combina-
¢0es lineares de varidveis aleatérias ndo correlacionadas.

Nesta abordagem, uma série temporal ¢ tratada como um vetor de um espago in-
finito-dimensional e pode ser convenientemente estudada pela sua decomposi-
¢do ortogonal ou candnica, expressa como soma ou integral. No domifnio do-
tempo, os eixos sfo varidveis aleatorias nfo correlacionadas, enquanto os coefi-
cientes formam uma fungfo determinfstica; no domfnio da freqiiéncia, os eixos
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sio fung®es deterministicas ortogonais, tais como e'M: ¢ 03 coeficientes sfo varis-
veis aleatérias. ,

1.2. ALGUNS MODELOS DE SERIES TEMPORAIS

Nesta seq#o sdo listados alguns modelos especiais. Inicialmente, seré util escre-
ver os modelos na forma geral . :

dados = sinal + ruido
ie.,
Xt = St + Gt.

e apresentar alguns operadores:
~ Operador atraso '

BX; =X;_;, B Xt = Xt m
— Operador diferenga

AX;= X;— Xy_j=(1-B)X;, A=(1-B)
— Operador adiantamento

FX;=B~1X;=Xp41, B-™X; = Xpam
~ Operador soma ‘

SX; = ]_‘_’__ﬁo Xe_j = XeXp_p+. .. = (I4B+B .. JX; =
=(1-B)~1 X, = a~1x,.
Representar-se-4, em geral, pora(B) ¢ pblinémio atraso
a(B); go 4Bl = a,+44B + azB® +.. +a;,B™.
Os operadores]atraso operam linearmente nas varidveis, como por exemplo
O(BJX; = (¢g + 9B +.. .+ ¢pBP)X,= p

= X+ O Xy 1+ FOpXep = K ¢iX1

¢ sio manipulados como polmbmlos na varidvel B para efeito de multlphcagﬁo
divisgo e inversdo. -

Por exemplo:
— Multiplicagdo

X; = (¢g + ¢1B) Yy e Yy = (09 +01BJer
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‘entdo,
X = (89 + 918)(80 +61BJe; =

= ¢pboer +(4100 + ¢001)€t 1t ¢101€t—2
— Divisdo

¢(B}Xt = ei,_ﬁﬂtﬁO,Xt = ¢—I(B)€t

onde,
¢~L(B) éoinverso de ¢(B)
~ Inversdo
Se ¢ (B) & um polindmio, Y(B), seu inverso, é obtido de
HBN(B)=1
isto é,
(¢o+¢13+¢282+ woﬂo [BYoB+. . )=1+ OB +0B*+
logo, ¢ Yp=1 1
0
. g
(bg¥a + ¢1¥] + d2¥)B* = 0 = .\l/2=—£——
% %
— Principais Modelos
i) Aleatério Puro ou Rufdo Branco
X =5t e
e =

onde o conjunto dos €, € uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias ndo correlacjo-
nadas. X, ¢ estaciondrio se E{Xr = pe E{X, — p}* = ¢*.Emgeral,
# = 0 e aseqiiéncia dos €; é o rufdo branco. Adotar-se-é esta notagdo nos
exemplos a seguir. .

- ii) Modelo Linear Discreto Geral — MA(<)
Xf = 8 + €
St=Vi€—1* V26 2t =V BJes
onde, € é um rurdo branco. -
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jii) Modelo Autorregressivo de Ordem p — AR(p)
Xy=s51t¢
= 61X,y + o2 Xe-2 % *"’pXt -p= ¢1B)X;
iv) Modelo de Médias Moveis de Ordem q — MA(Q)
Xe=ste |
s¢ = Opep_p+02€p2%...% 84€t—q =0'(Ble
v) Modelo Autorregressivo — Média Mével — ARMA(p,q)
Xe=stte
ss=9(B)X, + 6'(BJe
vi) Modelos de Regressdo ou de Varidveis Ex6genas
Xy=st€

5t =D,

t
Dy é uma seqiiéncia de fungdes determinfsticas ou de defasagem
ex. constante X;=pu te€

linear X;=at Bitf +€
polinomial X, =J_§ Bt e
regressdo X; = a+ (D, + ¢

- p
harmonico X; = jgo (ajcos)\jﬂﬁisen)\ jt +e,)

onde,\; = 2—2’- , se o0 perfodo € p.

defasagem Xr =a+p;Dy+B2Dr 1+ &
= B]Dt +BDy_jt.. te =
=B(B)D; + ¢
vii) Modelo Autorregressivo Exégeno — ARX

Xy =s¢ + ¢

s¢ = A(B)X; + B(B)D;

viii) Modelo ARMA + Exégeno — ARMAX
Xt = St + Gt

sy = A'(B)X; + 0°(BJey + B(B)D;
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A vantagem deste modelo, comparado com os modelos de fungZo de transfe-
réncia, € sua linearidade.

ix) Modelo de Fung3o de Transferéncia — Rufdo Branco

X =5+ ¢
1 .

= —— B (B)D

* " Tas PP B
x) Modelo Fungfo de Transferéncia — Rufdo ARMA

X =ty
Sy = ;T— B.BD .
t= Tave P

1+9(B)-
Vp = . €
| I+¢YB)

. xi) Modelo de Espago de Estédos ou de Markov
Xy =85 + v

$ =Dy
Dysy = FDy + wy

onde v} e w; s8o rufdos brancos com

5 wt Q
E ) § W) ¢ =
Desde que M # O, existe uma correspondéncia um a um entre xﬁodelos de

Markov e modelos ARMA. Entretanto, enquanto um modelo ARMA pode ser
escrito em forma de espago de estados ou de Markov em infinitas maneiras,

somente algumas formas tém utilidade prética.
xii) Modelos de Equagdes Simultaneas

X, r+D 'tB =€
~ onde

X¢ — vetor £x 1 de varidveis endégenas.
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Dy, — vetor m x 1 de varidveis exégenas.
‘g — vetor £x 1 de rufdo branco com matriz de covariancia X .

" SendoTo tamanho da amostrae, gscrevendo,X#X(I), ceds X(T) tem-se,

AXT+DB=E.

Estas equagdes s¥0 chamadas estruturais.
. SeT tem posto mdximo, as equagBes,

x=DT+w=pBr-1 = er1

s30 chamadas de forma reduzida do modelo.
0 modelo dindmico de equagdes simultdneas é

I'(B)X; +B ’(B}D, =¢
onde, l‘ (B)eB(B) sio polinomios matncims em B.
Observe-u que todos os modskn anteriores podem ser estendidos para o caso

multivariado, bastando considerar as varidveis X; como vetores e os polindmios
em B como polmanﬁos_matripiais
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CAPITULO I

ANALISE ESPECT RAI.
UNIVARIADA

2.0. INTRODUGAO

Neste capftulo faz-se uma introdugdo a andlise de séries temporais estaciond-
rias no domfnio da freqiiéncia. Estuda-se a decomposi¢do da série temporal em
partes associadas a freqiiéncias de ocorréncia de alguns eventos em lugar da am-
plitude dos eventos, isto é, em suas componentes ciclicas. Define-se, também, o
espectro, que ¢ a ferramenta natural para a andlise de um processo estaciondrio
do domfnio frequéncla O espectro é uma fungdo que complementa, para um
processo estacjondrio, o estudo feito no dominio do.tempo através da fungio de
autocorrelagig.

2.1, ANALISE DE FOURIER
A andlise dk Fourier estuda, bas1camente a aproxunagao de qualquer fun¢do
por uma soma de senos e cossenos.

Pelo teorenka de Fourier, qualquer fungao f{x), peri6édica do perfodo p, pode
ser escrita como uma série de Fourier na forma,

% 2nf 2nf
fix)= jEO ;ajcos <._p.. x)+ bl-sen <_p_ x)% (1)

- onde ap, by, a3, by, ap, by, . . . sdo constantes que podem ser determinadas a
partir de f{x).
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Para uma fungfo f/x), ndo periédica, pode-se considerd1a como uma fungio
periédica de perfodo infinito. v

Neste caso, a distincia entre as freqiiéncias 2nj/p e 2n(j+1)/p dos termos con-
secutivos em (1) tende a zero. Entdo, por operagdes de limite, 0 somatério torna-
se uma integral. Deste modo as funges nfo periGdicas poderiam ser escritas co-
mo

fix)= ./; = (g(w Jcoswx + k{w)senwx)dw

onde g(w) e k{w) sdo determinadas a partir de fix)
Entretanto, para que as operagdes de limite sejam vilidas, a fungfo f{x) deve
‘satisfazer as seguintes condigGes:

(i) ser absolutamente integrével, isto é,

. -
ST eax < o
(i} ter um nimero finito de descontinuidades;
(ili) possuir um ndmero finito de méximos e minimos.
Mostra-se que a série de Fourier, para uma série temporal discreta, X{¢/, emer-
ge naturalmente. Inicialmente, considerar-se-d um modelo senoidal simples, do
~ qual algumas definigtes bdsicas serdo extrafdas. ’

2.2. MODELO SENOIDAL SIMPLES

Considere a Figura 2.1. Os valores da série x(1),x(2),%(3). . . variam em
torno do valor médio p e, ainda, as variagbes se repetem, isto é, a série ¢ peri6-
dica. ‘ '

A série temporal na Figura 2.1 pode ser descrita por quatro elementds bdsicos
que sio: perfodo, freqiiéncia, amplitude e fase, que s3o adotados por p, f,Aed,
respectivamente.

p: é o perfodo de tempo necessirio pafa a série temporal se repetir. O perfo-
do € medido em unidade de tempo por ciclo e ndo é Ginico, pois se a série tem pe-
rfodo p, terd também perfodo 2p, 3p, 4p,. .. . Em geral a série é periédica se

X(t)=X(t+cp) c= 1,2,....

f = 1/p; é0 rec{proco do periodo e fornece.o nimero de repetigdes do ci-
clo por unidade de tempo. Por exemplo, com 12 meses por ciclo (p = 12), a fre-
qiiéncia é 1/12 ciclos por més. : : : '
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x(1)}

61 P _J
) ]

BN/

. 0 B |
Figura 2.1.  Série temporal periédica.

A: A amplitude é a distincia da média da série ao pico ou a0 “fundo do vale”.
0 : A fase é a distincia entre a origem da série temporal, no caso ¢ = 0, ¢ o pi-
co (ou fundo do vale) mais préximo.

Para a série constante, X{t) =k, considera-se p = oo ef=0

Portanto; a série temporal periédica e estaciondria X(t) pode ser expressa na
forma ' '

X(t)=u + Acos2nfit -8), t=12,...T ; (3)

que € conhecida como representagdo harmdnica. Por exemplo, quando t= 6,
X(t)=u + A, ,

As vezes é conveniente expressar a fung3o periédica em termos da freqiiéncia
angular. A freqiiéncia angular é medida em termos de radianos por unidade de
tempo, :

w=2n , 0<w<2r
Portanto pode-se reescrever o modelo (3) como,
X(t) = pu+Acos(wt-¢), t=12,...,T (4)
onde,
o= 2nf6

Esta serd a representagdo fundamental e usar-se-d os termos freqiiéncia para f,
freqiiéncia angular para w e fase para ¢.
Da identidade trigonométrica,

cos(x—y) = cosxcosy + senxseny (5)
tem-se, '

Acos{wt—¢) = Afcoswtcosp + senwtsen¢) _
’ = acoswt + fsenwt (6)
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onde, _
a = Acosd (7)

g = Asend _ (8)
Ent¥o, (3) pode também ser escrito como, ‘ .
X(t) = u+acoswt + fsenwt ,t=12,...,T 9)

A partir das identidades trigonométricas,
cos?x +sen®x =1

e,
tanx = s?eons_fc e arctanx = tan—Ix
tem-se,
o +8* = A*(cos®¢ + sen’d)=A? (10)
. o .
tangp = %2—'—;% =-g-[
ou,
arctan‘—‘i = ¢ . v (11)

O modelo anterior é um modelo simples, mas na prética as mudancas em uma
série temporal podem ser causadas por variagdes em diferentes freqiiéncias. Por
exemplo, séries de vendas podem conter variagDes crlclicas semanais, mensais,
anuais e outras. Em outras palavras, os dados podem conter variagdes em altas,
médias e baixas freqiigncias.

Entdo,uma generalizagdo natural ¢ dada por:

N .
X(t)= u+ X Ajcosfwit — @) t=12,..,T

I T ¥ [ET] (12a)
ou, )

: 7 k )
X(t)=u+ X (ajcosw t+p:senw;t) t = 1,2,...T.
I/ B A A T o G ET] (12b)

que representa um processo harmdnico simples. :

Note-se que nos modelos (4) ¢ (12a) se 4, ¢, A;e ¢  sdo constantes fi-
xas, o processo X(t) nio é estaciondrio pois £ [X{ t5] varia com o tempo. Para
aplicar a teoria dds processos estaciondrios supdese que A e A; sdo varidveis
aleat6rias n3o correlacionadas com média zero ou, de maneira equivalente, que
¢ e - ¢ sdovaridveis aleat6rias com distribui¢Zo uniforme em {0, 2r], que s3o
fixas para uma Unica realizagio do processo. Da mesma forma, para o processo
em (12b) ser estaciondrio deve-se considerar os aj e §;,j = 1, .. .k varidveis alea-
térias nfo correlacionadas com média zero. .

Entretanto, pode-se perguntar: por que deve haver somente um mimero finis
to k de freqiiéncias envolvidas no modelo para X{t)?
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Na realidade, um modelo para série temporal estaciondria estabelece que ela é
composta da soma de infinitas séries periédicas mais uma média;

Assim, pode-se generalizar os modelos em (12) fazendo k - oo-para se obter,

X(t) = u+t X Ajcos(wjt - ¢I-), t =_I‘, 2,... {13a)
com.
0 <wﬁ 2r  ,ou
Xft) = p+ ;§1- (ajcomwyt+ semwyt) ¢ = 12...  (13b)
Como antes,
. 2 _ 2
4 =0 + g
e, _ 8 ‘ ‘
¢ = arctan -2 =12, .. {14b)
a,- .

Teoricamente pode-se mostrar que qualquer série temporal estaciondria pode
ser aproximada por uma série infinita de curvas senos e cossenos.

2.3. SERIE DE FOURIER E A FUNGAO DE AUTOCORRELAGCAO

Considere-se que a série é representada pelo modelo das equagdes (13). Cada
componente é uma fungio periédica e cada uma pode ser identificada com sua
freqi¥ncia angular w;. Isto é, uma série temporal observada terd comprimento fi-
nito e ndo se pode estimar, a partir dela, o mimero infinito de parimetros das
equagdes (13). ‘
. - Dados T observaqbes da série, [x(1), x(2), ..., x(T)}, pode-se estimar,no

mdximo T parimetros para, dlgamos aequagio (l3a)
" Entretanto, antes de formular o modelo com um mimero finito de componen-
tes, € preciso mencionar dois pontos:

1) Com unidade de tempo constante, por exemplo més, com excegio da mé-
dia, que tem perfodo infinito, a maior curva senéide periédica (a mais lenta) que
pode ser observada é aquela com um periodo de T’ meses, ou de freqiiéncia an-
gular 2n/T. Isto ocorre porque esta onda pode repetir-se somente uma vezem T
observagGes se ela tem perfodo 7.

A menor curva senéide periddica (a mais veloz) que pode ser observada ¢
aquela com um perfodo de dois meses, desde que é necessério pelo menos dois
meses para uma curva senéide completar um ciclo. Asgim, a curva mais veloz que
pode ser observada tem freqiiéncia angular 2n/2=n radianos por mas. Esta fre-
qiiéncia € a mais alta e é denominada freqiiéncia Nyquist.

Estas curvas estdo representadas na Figura 2.2.-

2) Suponha que 7 € um mimero par,isto é, T = 2n, Entfo, a freqﬁéncm
angular da j—ésima onda é:
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S

Quando,
27 S :
j=1,wy= - que é a onda mais ‘“*vagarosa” que pode ser observada;
j =n, w, = 2mn — n que é a onda mais “veloz” que pode ser‘
- T observada; ,
j=0,wg=0, é a onda de freqiiéncia zero que representa o valor mé-
dio. : '
Desde que senwpt=0 e coswgt=I o valor médio u = agcoswgt = ag fica
identificado com a amplitude da onda sendide associada com a freqiiéncia angu-
lar wp.

Tendo em vista 0 exposto acima, pode-se escrever uma analogia finita das
equagoes (13a) e (13b) como,

n
X(t)=ut+ I A]cos(wjt - ¢]-), t=12...,T (15a)
= R
¢,
. n _ A , :
Xt)=u+ 3 (a,coswjt + ﬂ,-senw]-t), t=12...,T (15b)
: j=1 :
onde,

n="T_2

Figura 2.2. Curvas de freqiéncia mais alta (Nyquist) e mais baixa.

Os parimetros na equagdo (15a) sdo y, Aje ¢; e na equagdo (15b)saou, a]-f
e B,-. Esta tltima parece conter um parametro a mais que o mimero de observa-
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¢oes. Entretanto, é ficil ver que de fato tem-se T parimetros em vez de T+1. .
Desde que w, = m, a n—ésima componente na equagdo (15a) é dada por.

Apcosfwpt—dy,) = apcoswyt + fysenwyt = apcoswpt

pois, senw,t = sennt = 0.

Logo, .
n-1
X(t)=pnu+ z Acos(w]t - ¢,} +a,tcoswnt t = 1.2,
. =]
ou, ainda,
n n-1
X(t) = u+ 'z' ajcosw;t + .2 Bsenwit , t=12,..., T -
j=1 j=1
pois, senwy,t = senmt = 0. L . ~

Vé-se, assim, que existem T parametros para serem estimados a partu' das T
observagGes

Por conveniéncia inclui-se a onda de freqiiéncia zero no somatério. Para isto
define-se a fase. ¢y = 0, entdo (15a) pode ser escrita como

n :
Xit) =3 _A]-cos(w]-t - ¢j}, t=12,...T (16a)

onde a média p éigual 3 amplitude 4y, daonda de freqiiéncia zero: p = A4p.
Correspondente & equagdo (15b) tem-se,
n n
X(t) = 2 acoswit + 3 Puenwyt, t = 1,2,. (16b)

j=0 j=0

onde, novamente, o valor médio u = o

Lembrando que senw,t = 0, o ultimo termo da equagdo (16b) é igual
a zero,

As expressdes dos estimadores dos parametros da equag3o (16b) podem ser
obtidas multiplicando-se ambos os lados desta equagdo por cosw;t (ou senw;t):

n n
X(t)cosw;t = .2 -ajcoswit coswit + .E ﬁisenw]-tcosw,-t
j=0 =0
e,somando-sede 1 a7,
T n T
Tz Xftjeoswit = I aj T coswjtcoswit +

t=1 j=0 t=1
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n T

+ 3 B, I senwjtcoswit

j=0 t=1

Lembrando as propriedades da ortogonalxdade das fungdes seno e cosseno

0 #
SS

aa=x

il

&S
xa

n-1

‘dadas por:
T 0 se I #+ ¥
I senwjtsenwit = T2 se & = j-
=1 0. s 1 =17
T 0 s i # §
) coswitcosw;t = T2 s¢e i = |
=] T s =]
T )
b senw,tcosw,-t =0 Iifj=012,...,n
t=1 . .
T : , i
- ¥ senwit = 0 , J]=012...,n
t=1 '
T .
)] coswit = 0 , J=12,...,n
t=1 ‘
De (17c) tem-se que,
T n y o
T X(tjeoswt = ¥ a T cosw,fcosw-t
‘t=] v /-—0 t=1 .
e,com (17b), que:
o o
FZ X paraj = 0
t=1 . .
;= 2 I o
% J T Z‘I X(t}cosw] par.a] =,I'2’ e,
1 d \
= 2 X(t}coswf paraj = n
T _
\ t=1
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(17c)

(17d)

‘(17e)

(18)

Ou, multipiigando-se (16b) por senw;t ¢ somando-se de 1 a T, obtém-se:



FT n . .T

ZX(thenwit = ¥ & ¥ coswgsenwit +
=] j=0 t=1
n T
t T B I senwsenwit
j=0 t=1
de (17¢) vem,
T _ n T
ZX(t)senwt = ¥ B T senwjtsenwit
t=1 j=0 t=1 S
' ¢, com (17a),
2 T ' :
= I Xlt)senwjt paraj =12, .., n-1
T o™
. | (18b) -
b= ] T
T tzl X(t)senwg =0 paraj=0.n
. ) 2nf
onde a freqiiéncia angular w; =T.,

Este procedimento ndo é nada mais do que formar as equagdes normais de
minimos quadrados. Assim as equagdes (18) fornecem, realmente, as estimativas
de mfnimos quadrados de um problema de regressdo. Seja, entfo,

X=20+ ¢
‘onde,

X = (X(1),...,X(T))

@ = (‘IO’ al: ﬁl’--wan—lr ﬂn-—]: anl’
¢ P .

[1 cosw; senw) coswy senwy ... coSwy_] - senwy_) 17
1coswy.2 senwp2  coswa.2 senwal ... coswp.p.2  senw,_).2 ~1
Icosw).3  senwp.d  coswp3  senwp3 ... coswn_1d  senwp_;.3 !

Z=}.

1cosw)(T~1) senwy(T—-1) coswo(T—1} senwa(T~1) ... coswy_p(T~1} senwp_;(T-1) -1
1 2 0 1 0 oo (=1p-l 0 1
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_ 2m o
com, w;= _T j=1,..n-1
Os estimadores de minimos quadrados para 4; e ¢; podem ser obtidos dire-

tamente do relacionamento das equages (14).

Assim,
T2 22 : :
A=Vt § | (19a)
b = arctan — paraj = 0,1,2,...,n - (19B)
% B |

Nas equagSes (18) e (19) observa-se qué:
1 —Quando j=0, ap= X

T

T Xt) Bo
t=1

ao=

1l
<

1
T

pois coswgt=1 e senwpt=0.
Portanto, os estimadores de minimos quadrados da amplitude ¢ da fase da on-
da de freqiiéncia zero sdo: ' ’
.io = &0 e Q;o =0
2— Quandoj = n, tem-se:

] T
m==3 (-1f 1y By = 0
T .
t=1
poiscosw,t = (-1f~1 e senwyt = 0

E os estimadores de minimos quadrados da amplitude e da fase da n—ésima
onda de freqiiéncia sfo:

-

Ag=ay, ¢ ¢ =0
Removendo-se amédia u do lado esquerdo de (16b) obtém-se:
» n ' n
Xt)-u= 3 acoswit + T Bsenwt (20)
=1 =1

onde, agora, os estimadores passam a ter as seguintes expressoes:
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T

%:A z (X(t}—}-{—}cosw,-t , J=12,...,n-1

t=1"
9T r ' | | (21a)

1 - , ,

T Z (X(t)-X Jeoswi . j=n . (21a)
=I . . :

2 I = ’

FZ (X(t)-X )senwg j=12,..,n-1
t=1 i .

ﬁl- =
0 , j=n  {218)
Anélise de Variéncia

Usando-se as relagBes de ortogonalidade mostra-se que:

T oo-xp 1"

Sp* = — 5 A+ A (22)
=T =
que freqilentemente conhecido como teorema de Parseval.
. De fato, ‘
. vy n - . - .
X(t)-X = I (ojcoswjt — Bjsenw;t)
=1,
Assim, |
-— n - ' - n s .
(X(t)-X }2 = {.i-z_;l(aicoswit+ﬁis‘enwit)}{jfl ajcosw,-t+ﬁisenwit)}
‘n n - e
=3 3 (aiajcosw,-tcomitmlﬁicosw,—tsenwjt +
i=1 j=I
+ B}o;jsenwitcoswit + B}ﬁ}senwitsenwjt)
Logo, -
.r o _ " mowm . r__. T
T (Xt)-XP =X I '[_‘"i"‘j ‘T coswjtcoswjt +
t=1 . i=1 ]=1 t=1
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T T S
+ aify T coswitsenwjt + Bjo; T senwjtcosw;t +
T | .
+ Bifj X senwjtsenw;t (23)
t=1 ‘

Logo, usando (17c¢), a segunda e a terceira parcelas em (23) desaparecem e co-
mo para i #j as outras parcelas se anulam resta para i =j = n. Vé-se, usando-
se (l7a)-, que a quarta parcela é nula e usando-se (17b), que a primeira parcela

serd Ta; . Para i=j+# n, usando-se (17a) e (17b) tem-se que a primeira mais a
: T n-1 . .
quartaparcelaé — T (o} + §).
2 = i

Portanto, _
; (X(f}-—fﬁ 1 n-l N . - ‘ n-1

1 - -
== (f+ )+ =_ I A+ 4
= T -2j=1’ I 2

Agora, pelo fato que A‘0 =X = oZo pode-se escrever:

T xt) ., g n-l -
T e ts 3 (@4 f)+al =
t=1 2 =1

= A + 1 j;‘I A+ A
0 2,5 i n

r :
Aqui, 2 quantidade ¥ X?(t)/T é denominada poténcia média e as quanti-
t=1 ’
dades Aj/2 Ao e A’ sdo denommadas estimadores da poténcia medza na frequencla

angular correspondente. '
Verificou-se, assim, que a varidncia total da série pode ser decomposta em
uma combinacio linear dos quadrados das amplitudes de cada componente. pe-

ribdica. Portanto, a andlise de Fourier fornece nada mais do que uma anéhse de
variincia da série temporal amostral. -

Na realidade, tem-se 0 modelo IT da andlise de variancla assocmdo ao modelo
linear, )
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n
Xt) = 3 '{a,-cosw}t + Bjsenwjt) + ¢
=1

onde aj e Bj s3o varidveis aleat6rias.
E claro que deveria existir alguma relag3o entre as amplitudes das séries perié-

dicas das quais X{f) é composta e a varidncia de X{t), desde que quanto maior-

a amplitude das séries que compde X(t), maior serd a flutuagdo de X{r).
Nas ciéncias fisicas as palavras poténcia e varidncia siousadascom o mes-
mo significado. ‘

Espectro de Linha

1 - - - Wi
E o grifico de 3 A;, A; e Az contraafreqiiéncia f/. 1 =..2..’{.,

A figura 2.3 mostra o espectro de linha para uma série artificial X{z) e forne-
ce uma andlise visual da varidncia da série. Portanto, vé-se que a poténcia média
da série X(t) pode ser explicada por quatro curvas sendides localizadas nas fre-
qiiéncias 0,05;0,10; 0,25 e 0,50. . '

Outros nomes também sfo utilizados, a saber Periodograma, para o gréfico

de Af contra p; (perfodo); Espectograma, para o grifico de A7 contra

(freqiiéncia). : . . -
Box e Jenkins chamam de periodograma o grifico de TA;/Z contra fj e TA;/Z
de intensidade. ’

.o
et

Poténcia Media Estimada
S

0' go5 000 015 020 025 030 05 040 045 050
Frequéncia ‘ o

Figura 2.3.  Espectro de linha. _
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Fungio de Autocorrelagdo

A fun{;ao de autocovariancia, para uma série temporal estaciondria com média
p e varidncia ¢*, é definida como

Wk) = E | (X(t)-p) (Xh+k/—u)] - (25)

ondek = 0,1,2,... e (k) éfungdo somente do atraso k. » .
Desde que a variancia o de X{t) éiguala y(0), afungio de autocorrelagio
¢ dada por : '

(k) = M k=012 | , (26)

10)
‘Usualmente, a correlagio entre X(z) e X(t+k) € definida por
cov[X(t), X(t+k)]
\/ var[ X(t)var{ X(t+k))
Como a série é estacionéria; vem: ‘ .
var [X(t)] = var [X0+%)] = +0)
e, desde que,
cov [X1t), X(t+k)] = ¥(k),

vé-se que (26) e (27) sdo iguais. . ‘
A fungfo de autocovariancia para a amostra ¢ definida por,

p(k) = (27)

T-k
1 - —
ok) == I [ xt)-X J[ xrr+0)-X ] (28)
=1 |
Nota-se que quando k = 0,¢(0) = 'SDZ.

Para T observagdes de uma série temporal, s6 é possivel calcular T—1 coefi-
cientes de autocorrelagdo. O divisor T éusado porque fornece uma estimativa, -
apesar de tendenciosa, mas com erro médio quadrado menor do que quando se
divide por T—k Além disso, ok} na equaglo (28) é uma fungo semi-definida
positiva e conveniente na relagio para o teorema de Parseval. ’

Mostra-se que cfk), dada pela equagio (28), é um estimador assintotica-
mente nfo tendencioso de 4/k/ da equd¢do (25).
De fato, ignorando os efeitos de estimagdo da média u , tem-se: '

Tk [ ' '
E lefk)| = E{—-% | X(t)—p||X(t+k) —u
T =} |
; Tk | | . '
== 3 ElX¢t)-np||X(t+k) —n
T =] v '
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1
. T 2

T-k /& o
== I k) = (1—7>7(k}' - (29)

Portanto,

lim E> [c{k}] = k)
T o0
- Agora, considerando o efeito de estimar u por

T .
X= 3% X(t)/T a tendéncia do estimador (k) pode ser avahada a0 escrever v
t=1 ‘ .

Tk
z}[xm,— wllare +) - u] =
= .

£ (o o)

t=I

il

= - e) + o

Ignorando-se os efeitos finais, isto é, supondo-se que

%, foo-]~ 2 fro-i)-

Agora, dividindo por T ¢ usando (29) tem-se

E [c(k}]= (1 -k> k) - -(-—'f-{ var [x]

ar[ X ]~ ( )pm/

1
com, p(0) = - Z p(k)

k=00

mas,

Portanto,

2no*(T-k)
sz= 2 b0 (30)

E[c{k.)}=‘7{k} - — k) -
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Assim, quando T — e
E [c(k)]-» (k). -
A fungfiode autocorrelagdo amostral é definida por:

vocfk)
k)= ——
r() (0]

O gréfico de r(k) contra o atraso k ¢ denominado fungfo de autocorrelagao -
da amostra ou correlograma.

Relagdo entre o Espactro de Linhae a
Fungéio de Autocorrelat;ﬁo Amostral

Mostra-se que o espectro de linha estd duetamente relacionado 2 funqao de
autocorrelagio.

Considere a seguinte expressdo para a poténcia média da j—ésima onda de
freqiiéncia:

1 - 1 /. ) 1 2 Ir = ‘ ’
5 4 =..5 (a]. + gj) =-5-{7 ~t§1[X(t)—X] coswl-t} +
-F'I{.?.. : [X(t}—X] senw; t}z (32)
2T t—1
paraj = 1,2, ' |

A expressio (32) segue das equag0es (21) e (14a)
A poténcla média da n—ésima onda pode ser escrita como:

- T 2
. 1 -
A:, = (0!,2, + ﬁ:,) = {thl [X(t).— X] coswit} +

Bifwded

lembrando que B;, =0 e senw,t = 0.

Fazendo uso daidentidade:
T 2 T v T-1 T-k
[E X(t)] =3 Xt)+2 T T Xt)X(ttk)
t=] =] k=1 t=1

pode-se escrever a express3o (32) como:
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e ET

r :
—I—. 42 = 2 had :
3 A; ) 3 :Ej [X(t/ .J(]2 cos wit +

T-1 T-k

t2 I3 (X)-X)X(t+k)-X Jcoswy cosw/t+k}
k=l t=] . . : .

2 [T | |
+ __[ [X(t) - ){]2 sen*wit +

il P 4

T-1 Tk P ;
: +2 I X [Xt)-X1[Xt+k)-X ]senwjtsenwj(ﬂ-k}]
kel t=l A

Lembrando qué cos’wjt + "sen’wjt = 1 e que cosw; tcosw/(t+k}+

+ senwjtsenw (Hk) = cosw; k, pode'se escrever:

. T
1 g2 . _2_ ¥R
5 A - EI l[Xrt) X]
r-1T-k - R
+ 2 T I (X1t)-X][X(t+k)~X )cosw:k

k=t t=3 Ty

’-Agora, usando-se a equaglo (28) tem-se a expressdo final: _

1 T-1 ' _
= A, - --[c(O) +2 3 c(k}cosw]-k] (34)
k=1

para, j=12,.., ,n-1

Analogamente, a poténcia média ﬁara a n—ésima onda é dada por:

-1
A;‘; = _;.,(0(0)+ 2 kE} ,dk}cgswnk] ‘ .(35“/
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Lembrando que :
e. = coswjk+ tsenwjk,

iw:k —zwik L

cosw;k =& T +e

J _ 2
. iw.k —iwk
senwjk == >

e u_Sando_'o'fato que ofk)= [k} temse que

0(0)+2 E e(kjcoswik = ' e
k=1

’iwik}} q 0/ "' E t’(k)e j 4' 2 c(k}e L
e e

Fazendo k = ;m na segunda parcela‘ tem-se,

:-(T-]) ‘ - =1 “ o
T o-mle 1wjm z c(m}e i
e ey
: ; T SR R - - k
14 - .‘;i.[c(on 3 c(k)e ,f + 3 cfkje ™ ]
2 L. ka...(T_]) o k=1
T ek =
-3 % b ik | o (38)
k=-—(T~I} Sl |
para j =12 1
e,
. - T-1 —iwek o -
st Tyogpe™ &)
‘ Sy fe s T DT
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Isto €, o espectro de linha é a transformada de Fourier das autocovariincias
amostrais. Assim o conhecimento de um equivale a conhece_rzo outro_Pz _
Nota-se pela equag3o (22) que a soma dos coeficientes A'i /2 e A, & igual a

variancia amostral da série. Assim a poténcia média relativa em cada freqiiéncia &
dada por A]? f2¢(0) A2 /c(0). Tem-se entdo as relagGes:

A‘; 2 r—l —iw;k

— = Z rkle T, j=1,2,...,n-1 : (38a)

2d0) © k=—(T-1) , : ;
e,

An 4, T ik

70T T fkle " =n . .(380)

C| k= —~(T-1) . . L

Vé-se, assim, que a representagiio no domfnio do tempo de uma série temporal
pelo uso da fungio de autocorrelagfo é equivalente, em termos de informag3o, a
representagio no dominio da freqiiéncia através do espectro de linha.

2.4, REPRESENTACAO ESPECTRAL DE PROCESSOS ESTOCAS-
TICOS ESTACIONARIOS : EEREEEE

Considerou-se até agora que a poténcia est4 concentrada em freqiiéncias angu-
lares distintas Wi, J]=0,12,... Também notou-se que, com um nimero finito

de observagGes pode-se estimar a poténcia somente em um mimero finito de fre-
qiiéncias angulares. :
O modelo para a série temporal foi expresso por:

n ‘
Xt) = 2 (ajcosw]-t + 6]-_senwjt) (39)
j=0

Entretanto, é razodvel supor que possam existir curvas periédicas cuja freqiién-

i:ia e]stat entre Wi e Wi isto €, que a freqiiéncia angular varie no dominio
0, 7. :

Sabe-se que a série de Fourier é uma ferramenta poderosa para tratar proble-
mas envolvendo fungGes peri6dicas. Entretanto, problemas de processos estocdsti-
cos estaciondrios no envolvem fun¢des exatamente periddicas, exceto no caso
particular do processo harménico. Além disso, tem-se observagdes da fungio num
periodo finito de tempo. E necessdrio entfo desenvolver um método de andlise
que inclua estes processos nfo periédicos.

Fazendo uso do resultado fundamental da andlise de Fourier, o qual diz: sobre
um intervalo (0; 7) uma fungdo analftica pode ser aproximada, com qualquer
grau de precisfo, por uma combinag3o linear de senos e cossenos. Quando o inter-
valo T cresce, a aproximagfo pode ser melhorada aumentando n, o nimero de
componentes senoidais e reduzindo as diferengas ( Wit I—wj} na expressio (39).
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Por um procedimento de limite apropriado mostra-se que a série  X(t), t =

1,..., T tem arepresentagdo espectral resultante:
Xit) = [ (afw)coswtdw+ B wsenwtdw) (40)
9 .

Esta também ¢é denominada representagdo de Cramér.
As fungdes a(w) e B(w) sdo estocisticas com propriedades andlogas dquelas
de a; ¢ B]- na representagdo discreta. ‘ :

Para processos de parametro contfnuo os limites de integragdo seriam de 0 a

+ oo, mas, para processos discretos medidos em intervalos unitdrios de tempo,’
ndo existe perda de generalidades em restringir w ao dominio [0, w}, desde
ue :
1 : coswt, k e t inteiros, k par.
cos(wtrkmt) =: : _
‘ cosw(t—k), ke t inteiros, k impar.

Assim, variagdes em freqiiéncias maiores do que m ndo podem ser diferencia-
das de variagdes nas freqiiéncias correspondentes em [0, n].

Portanto, a razdo principal da introdugZo da representago espectral na equa-
¢do (40) é mostrar que toda freqiiéncia no dominio [0, 7] pode contribuir para
a variag3o do processo.

Também pode-se dizer que a representagdo na equagao (40) é o resultado de
uma extensdo do procedimento para processos periédicos, por exemplo de pe-
riodo p, para processos ndo peribdicos ao se fazer p > e reduzindo as dife-
rengas ( Wis] ~ wj). s i

A Figura 2.4, ilustra o que ocorre no processo limite, isto é, ao fazer p - o0

o,-%<t<-§d
) {1 - fd<i< 4
0.,—%d<t <—é—p
e, fitrp) =fit) p > d

Para p > o
1 1
1, - 3 d <t <-2-d
Iimfp(t}=

p=>> 0 , caso contrdrio



l’(l)

e - - - o wd

Para p—> oo

404

Figura 2.4. Grdfico da fungdo fp(t}

}

2.5. ESTIMACAO ESPECTRAL

Uma maneira de estimar as poténcias para o dominio continuo de freqiiéncias
angulares em [0, 7] é transformar o espectro de linha em um histograma, isto ¢,
distribuir a poténcia sobre uma ‘“banda” em torno das respectivas freqiiéncias.

Para o espectro de linha expresso como fungdo de freqiiéncia angular a distdn-
cia entre duas estimativas quaisquer é 2m/7. Assim, ao se dividir cada ordenada
da poténcia por 2m/T, -transforma-se cada ordenada em uma barra de um histo-
grama, tal que drea sobre cada barra é a poténcia, antes expressa como altura. A
Figura 2.5 ilustra este caso.
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Agora cada barra do histograma ¢ uma estimativa da poténcia correspondente
ds freqiiéncias nas bandas entre w; - (n/T)e w;+ (n/T). ‘

Dividindo-se ambos os lados da equagiio (38) por 27/7, tem-se uma nova es-
timativa da poténcia média relativa como uma fungo da freqiiéncia angular, da-
da por : -

I -1
B(w) =<1+ 2 Z rk)coswk] (41
4 k=l AN |

‘para j = I’Zv-'-)n_l

Para j = n esta expressio deveria ser dividida por 2 mas isto, em geral, ndo é
feito na prdtica. ;

g
Wo W1 Wa W3 : v
Frequéncia Angulor
Vo,
3 v/
i /'l)¢/w /‘?/w///://w///:n "
1 2 3¢ |

anuﬁnda Angular .

Figura 2.5. (a) Espectro de linha
(b) Histograma
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De maneira similar, a distincia entre duas ordenadas expressa em termos da
freqiiéncia é 1/T. Logo, ao se dividir a poténcia dada pela quag3o (38) por 1/T
e lembrando que w;= 21rfj tem-se, :

T-1
p(f,} =2[1+2 Z r(kjcos(2mf;k]] - (42)
k=1

‘para i =12,

Finalmente, usando-se a série original, x(t), em lugar da série x(t)— X, existi-
rd uma estimativa na freqiiéncia zero. Sendo os estimadores da poténcia para as
freqii/ncias no domfnio [0,7] ou [0, /2], fungdes contfnuas.

As fungBes p(w ) e B(f; I} sdo chamadas densidade espectral amostral. .

' p(w .). é mais usado em trabalhos teéricos.

Analogamente pode-se obter, repetmdo o procedlmento acima:

T-1 -
"(w)——-[c(w +2 >: c(k) cosw;k] (43)
k=] .
e,
T-1 - ‘
B(f;) = 2[c(0) +2 T clkjcos(2nf}k)]
k=1
..para j=12,.

Denomina-se p (w ) e pf f ) de espectro amostral.
A equagdo (43) esta estreltamente relacionada ao periodograma de Schuster

nas freqiiéncias w;,j =1,2,...,n dad