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Предисловие

Это просто удивительно, что при наличии наикрасивейшей и богатей-
шей теории конформных отображений плоских областей соответствую-
щая теория конформных отображений поверхностей вплоть до настоя-
щего времени так и не представлена связным изложением.

Целью данной работы является введение в теорию конформных отоб-
ражений нерегулярных поверхностей. Автор ограничился рассмотрени-
ем, главным образом, локально липшицевых поверхноcтей. По-видимому,
такой класс поверхностей минимально необходим в обобщениях и в
определенной степени достаточен для приложений.

Ниже затрагиваются следующие проблемы: существование и един-
ственность отображения, граничное поведение отображения и простые
концы поверхности, теоремы типа теорем Альфорса и Варшавского,
применения в задаче о допустимой скорости стабилизации решений
уравнения газовой динамики и качественных вопросах решений урав-
нений типа минимальной поверхности. Более детально с содержанием
книги читатель может ознакомиться по оглавлению.

Отметим, что рассматриваемый класс задач не требует применения
комплексного переменного. Так что, можно было бы вполне обоснован-
но дать другое название книги — "Конформное отображение без ком-
плексного переменного". Тем не менее, в тех местах, где применение
функций комплексного переменного в достаточной степени оправда-
но соображениями удобства, язык комплексного переменного исполь-
зуется. Автор пытался сделать изложение максимально простым с тем,
чтобы оно было доступно в том числе и молодым математикам, только
приступающим к профессиональной работе в данной области.

В основе книги лежит курс лекций, прочитанный автором в 2004/05
учебном году магистрантам кафедры математического анализа и тео-
рии функций Волгоградского государственного университета. Поэтому,
как правило, при необходимости выбора между изложением результата
в максимальной общности и демонстрацией метода его получения пред-
почтение отдавалось второму и отсылке за общностью к оригинальным
работам.

Для начинающих исследователей формулируется ряд нерешенных
задач.

Автор глубоко признателен своим замечательным студентам, а имен-
но, А.В. Кочетову, Е.П. Колпакову, С.А. Королькову, О.В. Парьевой,
Т.В. Самойленко и Е.С.Шаргар за многочисленные замечания, способ-
ствовавшие улучшению текста книги.

Автор благодарен коллегам по кафедре математического анализа и
теории функций ВолГУ, где была выполнена бо́льшая часть работы, а
также администрации университета за поддержку.
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Автор хотел бы особо поблагодарить А.Н. Кондрашова, взявшего на
себя труд по вычитке рукописи книги и сделавшего целый ряд полезных
наблюдений. Им проделана большая работа, связанная с редактирова-
нием книги.

Автор надеется, что книга окажется полезной читателю, заинтересо-
ванному в том числе и приложениями метода конформных отображе-
ний.
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Глава 1

Инструментарий

Глава посвящена разработке инструментария для исследования кон-
формных отображений нерегулярных поверхностей. Вводятся модуль и
емкость конденсатора на абстрактной поверхности, даются их оценки
и доказывается совпадение. Доказывается принцип длины и площади
на поверхности.

1.1 Абстрактная поверхность

Мы начнем с терминологии. Следуя [155, 1.1], мы будем пользоваться
следующим понятием.

Дилатацией отображения f : X → Y метрического пространства X
в метрическое пространство Y называется величина

dil (f) = sup
x,x′∈X

x6=x′

r(f(x), f(x′))

r(x, x′)
,

где символом ”r” обозначаются расстояния distX в X и distY в Y .
Отображение f называется липшицевым, если dil (f) <∞.
Гомеоморфизм f : X → Y называется билипшицевым, если f и f−1

являются липшицевыми.

Если каждая из точек x ∈ X обладает окрестностью U такой, что
сужение f ∗ = f |U удовлетворяет условию dil (f ∗) <∞, то f называется
локально липшицевым и локально билипшицевыми, если

dil (f ∗) <∞ и dil (f ∗)−1 <∞ .

Пусть R
2 – двумерная плоскость, x = (x1, x2) – точка в R

2, S(x, r)
– окружность радиуса r > 0 с центром в x ∈ R

2 и B(x, r) – круг с
границей ∂B(x, r) = S(x, r).

8



1.1. АБСТРАКТНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ 9

Пусть D ⊂ R
2 – область. Определим абстрактную поверхность Ω

над областью D. Поверхность будет задана, если будут заданы элемен-
ты длин кривых, лежащих на ней, и ее элемент площади.

Обозначим через Γ(D) множество всевозможных жордановых ло-
кально спрямляемых (в евклидовой метрике) дуг или кривых γ, ле-
жащих в D. Будем считать также, что на каждой из γ указано на-
правление (в частности, от одной концевой точки к другой). Каждая
из замкнутых дуг γ ∈ Γ(D) может быть задана в виде

x = x(s) = (x1(s), x2(s)) : [0, length γ] → D ,

где 0 ≤ s ≤ length γ – евклидова длина дуги, отсчитываемой от началь-
ной точки x(0) до текущей точки x(s) в указанном вдоль γ направле-
нии. Локально спрямляемые дуги γ могут быть очевидным образом
параметризованы посредством длины дуги, отсчитываемой от фикси-
рованной точки в положительном и отрицательном направлениях вдоль
γ.

Предположим, что вдоль каждой из дуг γ ∈ Γ(D) задана некоторая
неотрицательная, измеримая по Лебегу, вещественнозначная функция
hγ(x). Совокупность всех таких функций для семейства дуг γ ∈ Γ(D)
будем обозначать символом H = {hγ}.

Будем говорить, что множество функций H согласовано в точке a ∈
D, если для всех кривых γ ∈ Γ(D), проходящих через точку a в одном
и том же направлении ξ ∈ S(a, 1)1, значения hγ(a) совпадают.

Предположим, что множество функций H согласовано почти всюду
в области D. Тем самым, для почти всех x ∈ D и всех направлений
ξ ∈ S(x, 1) определена неотрицательная функция H(x, ξ). Продолжим
H по второй переменной на всю плоскость R

2, пользуясь правилом
H(x, λ ξ) = λH(x, ξ), λ = const ≥ 0. В результате такого продолжения,
для всякой γ ∈ Γ(D) почти всюду вдоль нее выполнено

H(x, dx) = hγ(x) |dx| . (1.1.1)

Зафиксируем произвольно неотрицательную функцию σ, определен-
ную почти всюду и измеримую в смысле Лебега в D.

Под абстрактной поверхностью Ω далее будем понимать всякую
тройку (D,H, σ) описанного вида.

Величину
dsγ = hγ(x) |dx| , (1.1.2)

будем называть элементом длины дуги γ ∈ Γ(D) в точке x ∈ D, а
величину

dΩ = σ(x) dx1dx2 (1.1.3)

– элементом площади абстрактной поверхности Ω.
1 То есть имеющих один и тот же касательный вектор в точке a.
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Для произвольной пары точек x′, x′′ ∈ D определим расстояние

rΩ(x′, x′′) = inf

∫

γ

dsγ = inf

∫

γ

H(x, dx) , (1.1.4)

где точная нижняя грань берется по всевозможным (ориентированным)
дугам γ ∈ Γ(D), ведущим из точки x′ в точку x′′.

Так как плотности hγ ∈ H зависят от направления на дуге, то, вооб-
ще говоря, rΩ(x′, x′′) 6= rΩ(x′′, x′). Таким образом, абстрактная поверх-
ность моделирует анизотропную среду. При этом, абстрактная поверх-
ность может также и обладать достаточно массивными множествами
особых точек, что позволяет с ее помощью моделировать, например,
среды с дислокациями2. Прекрасные рисунки поверхностей с особенно-
стями, возникающими в синергетике и имеющими ячеистое строение,
приводятся в монографии Г. Хакена [116, стр. 25, 326 и др.].

Многочисленные примеры физически содержательных абстрактных
метрик можно найти в известной книге Ч.В. Мизнера, К.С. Торна,
Д.А. Уилера [63], посвященной вопросам гравитации, а также моно-
графии С. Чандрасекара [117], описывающей математическую теорию
черных дыр. Интереснейшие примеры абстрактной поверхности достав-
ляют, так называемые, λ-нормированные плоскости, для которых еди-
ничная окружность совпадает с правильным 2λ-угольником, одна из
сторон которого лежит на оси абсцисс (см. Д.П. Ильютко [37]). Важ-
ными отличиями этих нормированных плоскостей от стандартной плос-
кости являются отсутствия гладкости единичной окружности и строгой
выпуклости, ограничиваемого ею круга.

Ниже мы ограничимся лишь самыми простыми примерами, иллю-
стрирующими связи с обычной геометрией поверхностей.

Пример 1. Пусть D ⊂ R
2 – область и E ⊂ D замкнутое отно-

сительно D подмножество нулевой линейной меры Хаусдорфа3. Пусть
H(x, ξ) ≥ 0 – непрерывная на D \ E при любом ξ ∈ R

2 функция. Для
произвольной дуги γ ∈ Γ(D) множество γ∩E имеет нулевую линейную
меру Хаусдорфа и потому мы можем положить hγ(x) = H|γ. Выберем
σ(x) ≡ 1.

Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, 1). Такие поверх-
ности ниже обозначаются символом (D,H(x, ds)). Здесь расстояние

2О понятии дислокации см., например, С.К. Годунов, Е.И. Роменский [23, глава
II]).

3 Здесь и ниже символом mesα(E) (0 < α < ∞) обозначается α-мера Хаусдорфа
множества E (см., например, [208, Ch. 2]).
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rΩ(x′, x′′) совпадает с точной нижней гранью величин
∫

γ

H(x, dx) ,

где точная нижняя грань берется по всем дугам γ, соединяющих точ-
ки x′, x′′ в области D, и площадь измеримого подмножества E ⊂ D
подсчитывается стандартным образом

mes2 (E) =

∫

E

dx1dx2 .

�

Пример 2. Пусть Ω – поверхность, задаваемая посредством ло-
кально липшицевого погруження

f : D ⊂ R
2 → R

m , m ≥ 3 .

Для произвольной дуги γ ∈ Γ(D) сужение f ∗ = f |γ локально липши-
цево и потому абсолютно непрерывно вдоль γ. Тем самым, определен
элемент длины дуги (1.1.2) , где

hγ(x) =

(
2∑

i,j=1

gij(x)
dxi
ds

dxj
ds

)1/2

и

g11 =

∣∣∣∣
∂f

∂x1

∣∣∣∣
2

, g12 = g21 =

〈
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2

〉
, g22 =

∣∣∣∣
∂f

∂x2

∣∣∣∣
2

.

В качестве функции σ можно выбрать величину

σ =
√
g, g = g11g22 − g2

12 .

�

1.2 Псевдометрика

Функция rΩ : D ×D → R является псевдометрикой. Напомним необ-
ходимые понятия [51, §21].

Пусть X – произвольное непустое множество и пусть r : X ×X → R

– функция, обладающая свойствами:

α) r(x, x) = 0 и r(x, y) ≥ 0 при всех x, y ∈ X ;
β) r(x, y) ≤ r(x, z) + r(z, y) при всех x, y, z ∈ X .
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Пара (X , r) называется псевдометрическим пространством, а функ-
ция r – псевдометрикой. Заметим, что здесь мы не предполагаем вы-
полнения симметрии псевдометрики r, то есть, в общем случае r(x, y) 6=
r(y, x).

На множестве X мы вправе ввести топологию, ассоциированную с
псевдометрикой r, как топологию, определяемую системой окрестно-
стей

Uε(x) = {y ∈ X : r(x, y) < ε}.
Тем самым, стандартным образом определяются предел функции f :
X → R в точке, ее непрерывность, равномерная непрерывность и т.п.
К примеру, последовательность {xk}, k = 1, 2, . . ., является фундамен-
тальной относительно псевдометрики r тогда и только тогда, когда для
любого ε > 0 найдется номер N(ε) такой, что при n > m > N(ε)
выполнено r(xn, xm) < ε.

1.3 Расстояние rΩ как метрика Финслера

Пусть D ⊂ R
2 – область. Рассмотрим абстрактную поверхность Ω =

(D,H, σ). Предположим, что H(x, ξ) – функция, определенная для по-
чти всех x ∈ D и всех ξ ∈ R

2, подчинена условиям:

a) c1|ξ| ≤ H(x, ξ) ≤ c2|ξ|, c1(D
′), c2(D′) = const > 0, почти всюду в

каждой из подобластей D′ ⊂⊂ D;

b) почти в каждой точке x ∈ D множество

Ξ(x) = {ξ ∈ R
2 : H(x, ξ) < 1}

является выпуклым.
Определим двойственную функцию

G(x, η) = sup
ξ∈Ξ(x)

〈ξ, η〉, (1.3.5)

где 〈ξ, η〉 есть стандартное скалярное произведение векторов ξ и η в R
2.

Положим
G+(x) = sup

|η|=1

sup
G(x,ξ)=1

〈ξ, η〉.

Несложно проверить, что функция G(x, η) обладает свойствами a) и
b). При этом почти всюду в D выполнено

G(x, ξ) = sup
η:H(x,η)6=0

〈ξ, η〉
H(x, η)

(1.3.6)
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(см. [99, §15]).
В общем случае функция G(x, η) принимает на D × R

2 значения из
R. Бесконечные значения G(x, η) возникают в случаях, когда выпуклое
множество Ξ(x) неограничено. С другой стороны, несложно усмотреть,
что множество Ξ(x) ограничено тогда и только тогда, когда G+(x) <
+∞.

Пример 3. Пусть {e1, e2} – стандартный ортонормальный базис в
R

2 и H(x, ξ) = |〈e1, ξ〉|. Тогда

Ξ(x) = {ξ : |〈e1, ξ〉| < 1} = {ξ ∈ R
2 : |ξ1| < 1}.

Здесь двойственная функция имеет вид

G(x, η) =

{
|η1| при η2 = 0 ,
+∞ при η2 6= 0 ,

принимая бесконечные значения. Функция G+(x) ≡ +∞. �

Теорема 1.3.1. Если H удовлетворяет условиям a) и b), то функция
rΩ обладает свойствами α) и β) псевдометрики.

Доказательство. Выполнение условия α) очевидно. Покажем, что
выполняется также и условие β). Пусть x, y, z ∈ D и пусть

rΩ(x, z), rΩ(z, y) <∞ .

Фиксируем произвольно ε > 0. Найдем дуги γi(t) : [0, 1] → R, i = 1, 2,
для которых

γ1(0) = x, γ1(1) = z,

1∫

0

H(γ1(t), γ̇1(t)) dt < rΩ(x, z) +
ε

2

и

γ2(0) = z, γ2(1) = y,

1∫

0

H(γ2(t), γ̇2(t)) dt < rΩ(z, y) +
ε

2
.

Положим

γ3(t) =





γ1(2t) при t ∈ [0, 1
2) ,

γ2(2t− 1) при t ∈ [12 , 1].
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Тогда, в силу однородности H(x, ξ) по переменной ξ,

rΩ(x, y) ≤
1∫

0

H(γ3(t), γ̇3(t)) dt =

=

1∫

0

H(γ1(t), γ̇1(t)) dt+

1∫

0

H(γ2(t), γ̇2(t)) dt ≤

≤ rΩ(x, z) + rΩ(z, y) + ε.

В силу произвола в выборе ε > 0 приходим к аксиоме треугольника. В
случае обращения в +∞ одной из величин rΩ(x, z), rΩ(z, y) неравенство
α) очевидно. �

Элемент площади в финслеровой псевдометрике выбирается неодно-
значно (см., например, [100, глава I, §8]). Тем самым, выбор функции
σ для Ω в общем случае также неоднозначен.

В случае, когда H(x, ξ) = |ξ|, σ ≡ 1 и

rΩ(x, y) = inf
γ

1∫

0

|γ′(t)| dt = inf
γ

∫

γ

|dx| , (1.3.7)

метрику rΩ(x, y) часто называют внутренней метрикой ( или рассто-
янием Мазуркевича) в области D.

Относительно решений уравнения H(x,∇u) ≡ 1 см. [181] и ссылки.

1.4 Граница абстрактной поверхности

Полезно дать описание границы абстрактной поверхности. Вообще го-
воря, граница области в топологии определяется неоднозначным обра-
зом, а способ ее введения зависит от задачи, которую она обслуживает.
Здесь мы рассмотрим простейший способ – границу как результат по-
полнения Ω по финслеровой псевдометрике.

Пусть D – область в R
2. Рассмотрим абстрактную поверхность Ω =

(D,H, σ). Пусть rΩ(x1, x2) – финслерова псевдометрика, определяемая
соотношением (1.1.4).
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Мы будем обозначать символом Dr пополнение области D по псев-
дометрике rΩ. Именно, символом Dr мы обозначаем совокупность все-
возможных классов эквивалентности фундаментальных по псевдомет-
рике rΩ последовательностей точек {an} в области D. Далее, пусть
∂Dr = Dr \D – граница D относительно псевдометрики r.

Граничные значения ϕ : ∂Dr → R функции f , определенной в об-
ласти D ⊂ R

2, понимаем как пределы f по псевдометрике rΩ в том
смысле, что для всякой точки x ∈ ∂Dr величина

ϕ(x) = lim
y→x, y∈D

f(y) ,

если этот предел существует.4

В общем случае каких-либо связей между предельными значениями
функции ϕ : D → R в евклидовом смысле ϕ|∂D и псевдометрическом
смысле ϕ|∂Dr

не имеется.
Относительно сравнения евклидовой границы ∂D области D ⊂ R

2 с
границей ∂Dr см. [153, раздел 4].

1.5 Модуль семейства кривых на поверхности

Опишем важное для дальнейшего понятие модуля семейства дуг на
абстрактной поверхности. Пусть Ω = (D,H, σ) – абстрактная поверх-
ность, заданная над областью D ⊂ R

2.
Будем говорить, что неотрицательная, локально ограниченная, из-

меримая по Лебегу функция ρ ≥ 0 допустима для подсемейства Γ дуг
γ ∈ Γ(D), если ρ измерима вдоль каждой из дуг γ ∈ Γ и

∫

γ

ρ(x) dsγ ≥ 1 для всех γ ∈ Γ . (1.5.8)

Величина

modΩ (Γ) = inf
ρ

∫

D

ρ2 dΩ , (1.5.9)

где точная нижняя грань берется по всем допустимым для Γ функциям
ρ, называется модулем семейства Γ.

Иногда вместо модуля семейства дуг используют величину

1

modΩ (Γ)
,

4При этом y → x тогда и только тогда, когда rΩ(x, y) → 0.
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называемую экстремальной длиной семейства Γ.
В случае, когда метрика dsγ = |dx| евклидова и элемент площади

dΩ = dx1dx2 (см. пример 1), используется упрощенное обозначение
mod Γ.

Отметим следующее полезное свойство.

Теорема 1.5.1. Для произвольного семейства дуг Γ ⊂ Γ(D) выполне-
но

modΩ Γ = inf

∫

D

ρ2(x) dΩ


inf
γ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ




2 , (1.5.10)

где точная нижняя грань берется по всем неотрицательным, изме-
римым по Лебегу в D функциям ρ, измеримым также и вдоль любой
дуги γ ∈ Γ.

Доказательство. Действительно, какова бы ни была неотрицатель-
ная, измеримая по Лебегу в D функция ρ, измеримая и вдоль любой
дуги γ ∈ Γ, легко видеть, что

ρ̃ =
ρ(x)

inf
γ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ

также является допустимой для Γ. Таким образом,

modΩΓ ≤



∫

D

ρ2(x) dΩ




inf
γ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ




−2

.

Переходя к точной нижней грани в правой части этого неравенства, в
силу указанного произвола в выборе ρ имеем

modΩΓ ≤ inf
ρ

∫

D

ρ2(x) dΩ

inf
γ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ

. (1.5.11)
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Обратно, пусть ρ – произвольная допустимая для Γ функция. Тогда

inf
γ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ ≥ 1

и потому ∫

D

ρ2(x) dΩ


infγ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ




2 ≤
∫

D

ρ2(x) dΩ .

Переходя к точной нижней грани по всем допустимым функциям ρ
сначала в левой, а затем в правой части неравенства, находим

inf
ρ

∫

D

ρ2(x) dΩ


infγ∈Γ

∫

γ

ρ(x) dsγ




2 ≤ modΩΓ .

Сопоставляя с неравенством (1.5.11), убеждаемся в справедливости
соотношения (1.5.10). �

Приведем в удобной для использования форме некоторые свойства
введенной величины, хорошо известные для евклидовой метрики [3],
[125]. Пусть Ω = (D,H, σ) – абстрактная поверхность и пусть Γ1 и Γ2

– произвольные подсемейства кривых семейства Γ(D). Если γ1 ∈ Γ1,
γ2 ∈ Γ2, то, следуя Альфорсу [3, глава I, раздел D], обозначим через
γ1 +γ2 кривую5, полученную из γ1 посредством продолжения ее кривой
γ2. Символ Γ1 + Γ2 означает, что каждая кривая γ1 ∈ Γ1 продолжа-
ется некоторой кривой γ2 ∈ Γ2 и обратно. Символ Γ1 ∪ Γ2 означает
обычное теоретико-множественное объединение семейств. Если Γ1 и Γ2
расположены в непересекающихся измеримых множествах, то, как лег-
ко видеть,

1

modΩ (Γ1 + Γ2)
≥ 1

modΩ Γ1
+

1

modΩ Γ2
(1.5.12)

и
modΩ (Γ1 ∪ Γ2) = modΩ Γ1 + modΩ Γ2 . (1.5.13)

5Здесь, как и в [3], можно также расширять понятие кривой, допуская не обяза-
тельно связные и не обязательно жордановы дуги или кривые.
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Для произвольной пары Γ1 и Γ2 выполнено

modΩ (Γ1 ∪ Γ2) ≤ modΩ Γ1 + modΩ Γ2 . (1.5.14)

Отметим следующий важный принцип симметрии. Пусть H – верх-
няя полуплоскость в R

2. Если Γ – семейство дуг (или кривых) в H, то
символом Γ будем обозначать семейство {γ} всевозможных локально
спрямляемых дуг (или кривых), лежащих в нижней полуплоскости и
симметричных γ ∈ Γ относительно горизонтальной оси.

Теорема 1.5.2. Для произвольного семейства дуг Γ ⊂ H выполнено

mod (Γ) = 2 mod
(
Γ + Γ

)
. (1.5.15)

Доказательство. Данное утверждение есть переформулировка тео-
ремы 5 главы I [3]. �

Упражнение. Сформулировать и доказать соответствующее утвер-
ждение для кривых на абстрактной поверхности Ω.

1.6 Вычисление модуля

Рассмотрим несколько примеров вычисления модуля семейств дуг в
евклидовой плоскости.

Пример 4. Пусть R – прямоугольник со сторонами длин a, b,
параллельными осям координат Ox1, Ox2. Пусть Γ – семейство всевоз-
можных дуг, соединяющих вертикальные стороны (длины b).

Вычислим модуль данного семейства. Возьмем произвольную функ-
цию ρ(x1, x2), допустимую для семейства Γ. Обозначим через ly пря-
молинейный отрезок в R, расположенный горизонтально (параллельно
оси Ox1) на высоте 0 < y < b. Так как ρ допустима для Γ, то

1 ≤
∫

ly

ρ(x1, x2) |dx| =

a∫

0

ρ(x1, y) dx1 .

В силу неравенства Коши,

a∫

0

ρ dx1 ≤




a∫

0

dx1




1/2


a∫

0

ρ2(x1, y) dx1




1/2

.



1.6. ВЫЧИСЛЕНИЕ МОДУЛЯ 19

Таким образом,
a∫

0

ρ2(x1, y) dx1 ≥
1

a

и мы получаем

∫

R

ρ2(x1, x2) dx1dx2 =

b∫

0

dx2

a∫

0

ρ2 dx1 ≥

≥ 1

a

b∫

0

dx2 =
b

a
.

Переходя здесь к точной нижней грани по всем допустимым для Γ
функциям ρ, приходим к соотношению

mod Γ ≥ b

a
. (1.6.16)

Рассмотрим теперь функцию

ρ0(x1, x2) =
1

a
.

Она допустима для Γ, ибо для всякой дуги γ ∈ Γ выполнено
∫

γ

1

a

√
dx2

1 + dx2
2 =

1

a

∫

γ

√
dx2

1 + dx2
2 ≥

1

a
length(γ) ≥ 1 .

Поэтому

mod Γ ≤
∫

R

ρ2
0 dx1dx2 =

=

∫

R

1

a2
dx1dx2 =

b

a
.

Сопоставляя найденное соотношение с неравенством (1.6.16), прихо-
дим к равенству

mod Γ =
b

a
. (1.6.17)
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Аналогично, для модуля семейства Γ̃ дуг, соединяющих горизонталь-
ные стороны в R, имеем

mod Γ̃ =
a

b
и, в силу (1.6.17), приходим к важному соотношению

mod Γ mod Γ̃ = 1 . (1.6.18)

�

Пример 5. Рассмотрим круговое кольцо

K = {(x1, x2) : 0 < r <
√
x2

1 + x2
2 < R} .

Пусть Γ – семейство всевозможных спрямляемых дуг γ, лежащих в K
и соединяющих граничные окружности.

Вычислим модуль этого семейства. Обозначим через lθ радиальный
отрезок, заключенный между граничными окружностями и выходящий
из начала координат под углом θ к оси Ox1. Для всякой допустимой
для Γ функции ρ(x1, x2) имеем

1 ≤
∫

lθ

ρ |dx| =

R∫

r

ρ(t cos θ, t sin θ) dt ≤

≤




R∫

r

dt

t




1/2


R∫

r

ρ2 t dt




1/2

,

откуда,
R∫

r

ρ2 t dt ≥ 1

ln
R

r

.

Интегрируя по θ от 0 до 2π, находим

∫

K

ρ2(x1, x2) dx1dx2 =

2π∫

0

dθ

R∫

r

ρ2(teiθ) tdt ≥ 2π

ln R
r

,

а потому, в силу произвола в выборе ρ,

mod Γ ≥ 2π

(
ln
R

r

)−1

. (1.6.19)
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Для доказательства обратного неравенства выберем функцию

ρ0(x1, x2) =
1√

x2
1 + x2

2

(
ln
R

r

)−1

.

Эта функция допустима для Γ, поскольку

∫

γ

1

ln
R

r

√
dx2

1 + dx2
2√

x2
1 + x2

2

=
1

ln
R

r

∫

γ

|dx|
|x| ≥

≥ 1

ln
R

r

R∫

r

dt

t
= 1 .

Поэтому

mod Γ ≤
∫

K

ρ2
0 dx1dx2 =

=
1

ln2 R

r

∫

K

dx1dx2

|x|2 =
2π

ln
R

r

.

Сопоставляя с (1.6.19), приходим к соотношению

mod Γ =
2π

ln
R

r

. (1.6.20)

�

Пример 6. Пусть Γ̃ – семейство замкнутых жордановых кривых,
лежащих в K и разделяющих граничные окружности. Вычислим мо-
дуль этого семейства.

Обозначим через Ct, r < t < R, окружность x2
1 +x2

2 = t2. Для всякой
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допустимой для Γ̃ функции ρ имеем

1 ≤
∫

Ct

ρ(x) |dx| =

2π∫

0

ρ(teiθ) tdθ ≤

≤




2π∫

0

ρ2 dθ




1/2


2π∫

0

t2 dθ




1/2

,

откуда
2π∫

0

ρ2(teiθ) dθ ≥ 1

2πt2
.

Таким образом, мы находим

∫

K

ρ2 dx1dx2 =

2π∫

0

R∫

r

ρ2 t dtdθ =

=

R∫

r

t dt

2π∫

0

ρ2 dθ ≥

≥ 1

2π

R∫

r

dt

t
=

1

2π
ln
R

r
.

В силу произвола в выборе допустимой функции ρ, приходим к соот-
ношению

mod Γ̃ ≥ 1

2π
ln
R

r
. (1.6.21)

Положим

ρ0(x1, x2) =

(
2π
√
x2

1 + x2
2

)−1

.
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Для произвольной кривой γ ∈ Γ имеем
∫

γ

ρ0 |dx| =
1

2π

∫

γ

|dx|
|x| =

=
1

2π

∫

γ

√
dt2 + t2dθ2

t
≥

≥ 1

2π

∫

γ

t|dθ|
t

≥ 1 .

Отсюда,

mod Γ̃ ≤ 1

(2π)2

∫

K

dx1dx2

|x|2 =
1

2π
ln
R

r
.

Сопоставляя данное неравенство с неравенством (1.6.21), получаем

mod Γ̃ =
1

2π
ln
R

r
. (1.6.22)

Отметим соотношение

mod Γ̃ =
1

mod Γ
, (1.6.23)

вытекающее из (1.6.20) и (1.6.22). �

1.7 Оценка модуля в финслеровой метрике

Пусть, как и в примере 5, K – круговое кольцо радиусов 0 < r <
R < ∞. Пусть Γ ⊂ Γ(K) – семейство локально спрямляемых дуг в K,
соединяющих граничные окружности.

Обозначим через lθ ∈ Γ радиальный отрезок, заключенный между
граничными окружностями и расположенный под углом θ к оси Ox1.

Предположим, что над областью K задана абстрактная поверхность
Ω = (D,H, σ). Оценим modΩ Γ.
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Возьмем произвольную допустимую для Γ функцию ρ(x). Для про-
извольной дуги lθ ∈ Γ, в силу (1.1.1) имеем

1 ≤
∫

lθ

ρ dslθ =

R∫

r

ρ(τ eiθ)H(τ eiθ, eiθ) dτ

(здесь обозначено x = τ eiθ).
Отсюда и из неравенства

R∫

r

ρH(τ eiθ, eiθ) dτ ≤




R∫

r

H2 dτ

τσ




1/2


R∫

r

ρ2 σ(τ eiθ) τ dτ




1/2

вытекает, что

∫

K

ρ2 σ dx1dx2 =

2π∫

0

dθ

R∫

r

ρ2σ τ dτ ≥
2π∫

0

dθ

/ R∫

r

H2 dτ

τ σ
.

В силу произвола ρ заключаем, что

2π∫

0

dθ

/ R∫

r

H2(τ eiθ, eiθ) dτ

τ σ(τ eiθ)
≤ modΩΓ . (1.7.24)

Аналогично, для семейства замкнутых жордановых кривых Γ̃, раз-
деляющих граничные окружности кругового кольца K, имеет место
оценка

R∫

r

dτ

τ

/ 2π∫

0

H2(τ eiθ, eiθ) dθ

σ(τ eiθ)
≤ modΩΓ̃ . (1.7.25)

Тем самым приходим к следующему утверждению.

Теорема 1.7.1. Если область K есть круговое кольцо описанного ви-
да и Ω (K,H, σ) – абстрактная поверхность над K, то для модуля
семейства Γ дуг, соединяющих граничные окружности в K, и для
модуля семейства Γ̃ замкнутых жордановых кривых, разделяющих
в K граничные окружности, справедливы, соответственно, оценки
(1.7.24), (1.7.25).
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Замечание. Предположим, что

H(x, ξ) =

(
2∑

i,j=1

gij(x) ξiξj

)1/2

,

а коэффициенты gij (i, j = 1, 2) измеримы в K и для всякой подобласти
K ′ ⊂⊂ K для почти всех x ∈ K ′ и всех ξ ∈ R

2 выполнено

c1(K
′) |ξ| ≤ H(x, ξ) ≤ c2(K

′) |ξ| , (1.7.26)

где 0 < c1(K
′), c2(K ′) <∞ – постоянные.

При данных условиях могут быть указаны двусторонние оценки modΩΓ.
Ниже, в теореме 3.7.2 будет показано, что посредством подходящего
квазиконформного гомеоморфизма y = ϕ(x) : K → R

2 метрика ds2
Ω

может быть преобразована к конформно – евклидову виду, т.е. в мет-
рику вида

ds2 = λ2(y) |dy|2 ,
где λ(y) – некоторая положительная измеримая функция.

При таком отображении для всякого семейства дуг Γ ⊂ K выполнено

modΩΓ = modϕ(Γ) . (1.7.27)

В случае конформно – евклидовой метрики в силу (1.6.23) имеем

modϕ(Γ) = 1/mod ϕ̃(Γ) .

Отсюда, на основании (1.7.27) заключаем, что аналогичное соотноше-
ние верно и для модуля в метрике d2

Ωs, а потому, пользуясь (1.7.24) и
(1.7.25), мы прийдем к двусторонней оценке для modΩΓ:



R∫

r

dτ

τ

2π∫

0

H2(τ eiθ, eiθ) dθ

σ(τ eiθ)




−1

≥ modΩΓ ≥
2π∫

0

dθ
R∫

r

H2(τ eiθ, eiθ) dτ

τ σ(τ eiθ)

.

При H(x, ξ) = |ξ| и σ ≡ 1 величины в левой и правой частях нера-
венства совпадают и мы приходим к известной формуле (1.6.20) для
модуля кругового кольца на евклидовой плоскости. �

Задача. Доказать аналогичную двустороннюю оценку для modΩΓ
без предположения о специальном виде H(x, ξ) и без использования
вспомогательных квазиконформных отображений.
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1.8 Конденсатор на поверхности

Пусть P,Q ⊂ D – непустые, замкнутые относительно области D ⊂
R

2, непересекающиеся подмножества. Произвольную тройку (P,Q;D)
будем называть конденсатором.

Определим модуль и емкость конденсатора (P,Q;D).
Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, σ). Пусть G(x, η)

– двойственная к H(x, ξ) функция, определяемая равенством (1.3.5).
Модулем (или Ω-модулем) конденсатора (P,Q;D) на поверхности

Ω = (D,H, σ) называется модуль семейства Γ(P,Q;D) ⊂ Γ(D) дуг γ,
лежащих в D и соединяющих множества P и Q. Именно, мы полагаем

modΩ(P,Q;D) = modΩΓ(P,Q;D) . (1.8.28)

Емкостью (или Ω-емкостью) конденсатора (P,Q;D) на поверхности
Ω = (D,H, σ) будем называть величину

capΩ (P,Q;D) = inf

∫

D

G2(x,∇ϕ) σ dx1dx2 , (1.8.29)

где точная нижняя грань берется по всевозможным локально липши-
цевым в D функциям ϕ, ϕ|P = 0, ϕ|Q = 1.

Модуль и емкость конденсатора являются двойственными величи-
нами. Они совпадают в случаях евклидовой (см. Б. Фюгледе [148]) и
римановой (см. В.М. Миклюков [73], Ю.В. Дымченко [32]) метрик, и
выражаются одна через другую при подходящем выборе H, G и σ в
случае финслеровой метрики (см. В.Г. Ткачев, А.Н. Ушаков [112]). Вы-
бор между модулем и емкостью в исследовании диктуется, как правило,
соображениями удобства.

Теорема 1.8.1. Пусть Ω = (D,H, σ) – абстрактная поверхность.
Если ∆ ⊂ D – подобласть, то

capΩ(P, Q; ∆) = modΩ(P, Q; ∆) (1.8.30)

Доказательство. Пусть ϕ(x) – пpоизвольная функция, допустимая
в ваpиационной задаче (1.8.29). Положим

Λ(x) = lim
y→x

|ϕ(y) − ϕ(x)|
|y − x| .

Согласно теоpеме Радемахеpа6 ϕ(x) имеет полный диффеpенциал по-
чти всюду в области ([144, 3.1.6.]). Положим

H−(x) = min
|ξ|=1

H(x, ξ) .

6Теорема (Радемахер). Всякое локально липшицево в области отображение f
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Обозначим чеpез ρ(x) функцию, совпадающую с функцией G(x,∇ϕ)
в точках диффеpенциpуемости ϕ(x), пpинадлежащих ∆, с функцией
Λ(x) /H−(x) – в точках недиффеpенциpуемости ϕ(x), пpинадлежащих
∆, и обpащающуюся в 0 на D \ ∆.

Покажем, что ρ(x) является допустимой для семейства Γ(P,Q; ∆).
Чтобы убедится в этом, заметим, что из соотношения (1.3.6) в каждой
точке дифференцируемости функции ϕ(x) выполнено

|ϕx1
dx1 + ϕx2

dx2| = |〈∇ϕ, dx〉| ≤

≤ G(x,∇ϕ)H(x, dx) ,

а потому в точках дифференцируемости ϕ(x):

|dϕ(x)| ≤ ρ(x)H(x, dx) . (1.8.31)

В каждой же точке недифференцируемости ϕ(x) имеем

Λ(x) |dx| = ρ(x)H−(x) |dx| ≤ ρ(x)H(x,
dx

|dx|) |dx| .

Отсюда и из соотношения (1.8.31) для любой дуги γ ∈ Γ(P,Q; ∆)
следует ∫

γ

ρ dsΩ ≥
∫

γ

|dϕ(x)| ≥ 1 .

Таким обpазом,

modΩ(P,Q; ∆) ≤
∫

∆

G(x,∇ϕ) σ(x) dx1 dx2

и мы получаем
modΩ(P,Q; ∆) ≤ capΩ(P,Q; ∆) .

Для доказательства пpотивоположного неpавенства пpедположим сна-
чала, что ρ(x) допустима для семейства Γ(P,Q; ∆), удовлетвоpяет (1.5.8)
для любой кpивой в ∆, соединяющей P и Q. Положим

ϕ∗(x) =

∫

γ(x)

ρ dsΩ

почти всюду дифференцируемо [144, теорема 3.1.6]. Имеется и более общее утвер-
ждение. Теорема (Степанов). Если отображение f почти всюду в области обла-

дает свойством lim
y→x

|f(y)−f(x)|/|y−x| <∞, то f почти всюду дифференцируемо

в этой области [144, теорема 3.1.9].
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где нижняя гpань беpется по всем дугам γ(x), соединяющим точку x ∈
∆ с множеством P в ∆.

Так как ρ(x) локально ограничена в ∆, то функция

ϕ(x) = min{1, ϕ∗(x)}
пpинадлежит классу LipD. Условие (1.5.8) влечет, что ϕ(x) обpащается
в 0 и 1, соответственно, на множествах P и Q. Если мы покажем, что
почти всюду в ∆ выполнено

G(x,∇ϕ) ≤ ρ(x) , (1.8.32)

то

capΩ(P,Q; ∆) ≤
∫

∆

ρ2 σdx1dx2 ,

откуда
capΩ(P,Q; ∆) ≤ modΩ(P,Q; ∆)

и pавенство (1.8.30) будет доказано.
Чтобы установить спpаведливость (1.8.32), заметим, что ϕ(x) имеет

полный диффеpенциал почти всюду в D, а согласно известной теоpеме
Лебега для почти всех точек y ∈ D выполнено

lim
r→0

1

r2

∫

|x−y|<r

|ρ(x) − ρ(y)| dx1 dx2 = 0 . (1.8.33)

Поэтому нам достаточно пpовеpить (1.8.32) лишь на множестве, где
имеет место каждое из отмеченных свойств. Пусть y – пpоизвольная
точка этого множества, в котоpой 0 < ϕ(y) < 1, и пусть γ(y, θ) – отpезок
длины h, выходящий из точки y под углом θ к пpямой x1 = 0. Тогда

|ϕx1
(y) cos θ + ϕx2

(y) sin θ| ≤ lim
h→0

1

h

∫

γ(y,θ)

ρ dsF (1.8.34)

Далее имеем

1

h

∫

γ(y,θ)

ρ dsΩ ≤ ρ(y)
1

h

∫

γ(y,θ)

H(τ eiθ, eiθ) dτ+

+
1

h

∫

γ(y,θ)

|ρ(τ eiθ) − ρ(y)|H(τ eiθ, eiθ) dτ .
(1.8.35)
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Полагая h достаточно малым и интегpиpуя по θ, будем иметь

2π∫

0

dθ

∫

γ(y,θ)

|ρ(τ eiθ) − ρ(y)|H(τ eiθ, eiθ) dτ ≤

≤ c1

∫

|x−y|<h

|ρ(x) − ρ(y)|dx1dx2

|x− y| ≤

≤ c2h
1/3




∫

|x−y|<h

|ρ(x) − ρ(y)|3dx1dx2




1/3

где c1, c2 – некоторые постоянные. Отсюда, учитывая локальную огpа-
ниченность функции ρ(x) и pавенство (1.8.33), получаем

lim
h→0

1

h

2ϕ∫

0

dθ

∫

γ(y,θ)

|ρ(x) − ρ(y)|dsF = 0

и для почти всех θ ∈ [0, 2π] выполнено

lim
h→0

1

h

∫

γ(y,θ)

|ρ(x) − ρ(y)|dsF = 0

Таким обpазом, из (1.8.34) и (1.8.35) для почти всех и, следовательно,
для всех напpавлений θ в точке y имеем

|ϕx1
cos θ + ϕx2

sin θ| ≤ ρ(y)H(y, eiθ) .

Сопоставляя данное соотношение с (1.3.6), убеждаемся в справедливо-
сти (1.8.32) при 0 < ϕ(y) < 1.

Пусть тепеpь R – множество точек x ∈ D, в котоpых ϕ(x) = 1, и
пусть T – такое его подмножество, в каждой точке котоpого континген-
ция множества R не является полной плоскостью. Множество R имеет
нулевую меpу (см. [101] стр. 384), а в каждой точке диффеpенциpуемо-
сти ϕ(x), пpинадлежащей множеству R \ T , выполнено ∇ϕ = 0 и тем
самым (1.8.32). Те же аpгументы пpигодны для точек множества Q, где
ϕ(x) = 0, и неpавенство (1.8.32) полностью доказано. �
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1.9 Принцип длины и площади

Докажем специальный вариант знаменитого "принципа длины и пло-
щади", широко используемого в теории функций и отображений с обоб-
щенными производными (см., например, Р. Курант [50, §4, глава I],
Ж. Лелон-Ферран [182, p. 7], Г.Д. Суворов [106, с. 252 – 260], В.М. Ми-
клюков [68], Б.П. Куфарев [52] и др.). Следующая версия принадлежит
А.А. Клячину и В.М. Миклюкову.

Рассмотрим абстрактную поверхность Ω = (D,H, σ), заданную над
областью D ⊂ R

2. Пусть P , Q – подмножества области D, замкнутые
в D и обладающие свойством P ∩Q = ∅. Пусть ϕ : G→ R — локально
липшицева функция со свойствами: ϕ|P = 0, ϕ|Q = 1 и

ess inf
U

|∇ϕ| > 0 для любого U ⊂⊂ D . (1.9.36)

Обозначим через Et = {x ∈ D : ϕ(x) = t} множество t-уровня функ-
ции ϕ. В силу [144, теорема 3.2.15], множества Et локально спрямляе-
мы для почти всех t. Мы будем предполагать также, что Et связны при
всех t.

Пусть G(x, η) – двойственная H(x, ξ) функция. Положим

ζ± = (±ϕx2
,∓ϕx1

) /|∇ϕ| , G0,ϕ(x) = max{G(x, ζ+), G(x, ζ−} .
Следующая теорема выражает "принцип длины и площади" в мет-

рике поверхности Ω.

Теорема 1.9.1. Пусть Ω = (D,H, σ) – абстрактная поверхность.
Тогда для всякой локально липшицевой функции f : D → R выполнено

1∫

0

osc2(f ;Et) dt∫

Et

H2(x,∇ϕ)|∇φ|−1 σ |dx|
≤

∫

D\(P∪Q)

G2(x,∇f)σ(x) dx1dx2 . (1.9.37)

В частности, если

σ(x) =
G0,ϕ(x) |∇ϕ(x)|
H(x,∇ϕ)

,

то

inf
ϕ

inf
0≤t≤1

osc2(f ;Et) ≤ capΩ (P,Q;D)

∫

D

Φ2(x,∇f)σ(x) dx1dx2 . (1.9.38)
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Доказательство соотношения (1.9.37) несложно. Пользуясь соотно-
шением (1.3.6) и замечая, что почти всюду вдоль Et выполнено

dx

|dx| = (±ϕx2
,∓ϕx1

) /|∇ϕ| = ζ± ,

мы имеем

osc(f ;Et) ≤
∫

Et

|〈∇f, dx〉| ≤

≤
∫

Et

G(x,∇f)H(x, dx) ≤

≤



∫

Et

H2(x,∇ϕ) |∇ϕ| |dx|
σ




1/2

∫

Et

G2(x,∇f)
σ |dx|
|∇ϕ|




1/2

.

Интегрированием по переменной t, находим

1∫

0

osc2(f ;Et) dt∫

Et

H2(x,∇φ) |∇ϕ| |dx|
σ

≤
1∫

0

dt

∫

Et

G2(x,∇f)
σ |dx|
|∇ϕ| . (1.9.39)

Воспользуемся известной формулой Кронрода – Федерера для ко-
площади

1∫

0

dt

∫

Et

A(x)
|dx|
|∇ϕ| =

∫

D\(P∪Q)

A(x) dx1dx2 , (1.9.40)

справедливой для произвольной измеримой по Лебегу функции A :
D \ (P ∪ Q) → R и всякой локально липшицевой в D функции ϕ со
свойством (1.9.36) (см., например, [144, теорема 3.2.5]).

На основании формулы (1.9.40) имеем

1∫

0

dt

∫

Et

G2(x,∇f)
σ |dx|
|∇ϕ| =

∫

D\(P∪Q)

G2(x,∇f) σ dx1dx2 .
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Данное соотношение вместе с (1.9.39), с очевидностью, влекут (1.9.37).
Для доказательства (1.9.38) воспользуемся специальным выбором функ-

ции σ. Имеем

G2
0,ϕ(x) |∇ϕ|

|dx|
σ

= G2(x,∇ϕ) |∇ϕ|−1 σ |dx| .
Тем самым, на основании (1.9.39) находим

1∫

0

osc2(f ;Et) dt∫

Et

G2(x,∇ϕ) |∇ϕ|−1 σ |dx|
≤

1∫

0

dt

∫

Et

G2(x,∇f)
σ |dx|
|∇ϕ| . (1.9.41)

Покажем теперь, что (1.9.37) влечет (1.9.38). Пользуясь неравенством
Коши и формулой Кронрода – Федерера для ко-площади, имеем

1 ≤
1∫

0

dt

∫

Et

G2(x,∇ϕ) |∇φ|−1 σ |dx| ·
1∫

0

dt∫

Et

G2(x,∇ϕ) |∇ϕ|−1 σ |dx|
=

=

∫

D\(P∪Q)

G2(x,∇φ)σ(x)dx1dx2 ·
1∫

0

dt∫

Et

G2(x,∇φ) |∇ϕ|−1 σ

|dx| .

Таким образом, на основании соотношения (1.9.37), получаем

inf0≤t≤1 osc2(f ;Et) ≤
∫

D

G2(x,∇φ)σ(x)dx1dx2×

×
∫

D\(P∪Q)

G2(x,∇f)σ(x) dx1dx2 .
(1.9.42)

Переходя в правой части (1.9.42) к точной нижней грани по всем
функциям ϕ описанного вида, приходим к (1.9.38). �

Задачи: 1) Указать условия (необходимые, достаточные) равенства
нулю Ω-емкости множества, аналогичные соответствующим результа-
там для (l, p)-емкости [25, 5.3]. 2) Изучить границу ∂DrΩ области
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D ⊂ R
2. 3) Указать условия обращения в нуль Ω-емкости граничного

множества E ⊂ ∂DrΩ. 4) Исследовать возможности изометрического
погружения абстрактной поверхности в псевдоевклидово пространство.
(Относительно проблемы изометрического погружения пространствен-
ных форм см. А.А. Борисенко [15, раздел 5].)



Глава 2

Локально минимальные поверхности

В данной главе определяются основные понятия, связанные с мини-
мальными поверхностями в евклидовом пространстве. Показано, что
функция высоты локально липшицевой, локально минимальной поверх-
ности является обобщенным решением уравнения Лапласа – Бельтрами
в метрике поверхности.

2.1 Поверхности в R
m

Пусть D ⊂ R
2 — односвязная область и пусть Ω — двумерная по-

верхность в R
m, m ≥ 2, заданная посредством локально липшицевой

вектор-функции

ξ = f(x1, x2) = (f1(x), . . . , fm(x)) : D → R
m . (2.1.1)

В общем случае поверхность Ω может иметь самопересечения. Будем
говорить, что поверхность Ω вложена в R

m, если вектор-функция f
реализует гомеоморфное отображение области D на множество f(D) с
метрикой (и, тем самым, топологией !), индуцированной из R

m. Поверх-
ность Ω погружена в R

m, если вектор-функция f обладает описанным
свойством локально в D.

Ясно, что Ω является вложенной, если она билипшицева, и погру-
женной, если она локально билипшицева.

Так как вектор-функция f локально липшицева, то по теореме Ра-
демахера почти всюду в D существует полный дифференциал df(x).

Пусть (x1, x2) ∈ D – точка, где f имеет дифференциал. Символом

f ′ =




f ′1x1
f ′2x1

. . . f ′mx1

f ′1x2
f ′2x2

. . . f ′mx2
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мы обозначаем производную f в точке x = (x1, x2), где такая производ-
ная существует. Пользуясь стандартными обозначениями

g11 =

∣∣∣∣
∂f

∂x1

∣∣∣∣
2

, g12 = g21 =

〈
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2

〉
, g22 =

∣∣∣∣
∂f

∂x2

∣∣∣∣
2

,

определяем первую квадратичную форму поверхности Ω в области D

ds2
Ω = g11 dx

2
1 + 2g12 dx1 dx2 + g22 dx

2
2 .

Наиболее простой вид первая квадратичная форма поверхности Ω
имеет в изотермических координатах. На вопрос – что есть изотерми-
ческие координаты на негладкой поверхности – достаточно хорошего
ответа в настоящее время не существует. Мы будем пользоваться сле-
дующим определением.

Определение 2.1.1. Пусть Ω — поверхность, заданная над областью
D ⊂ R

2 посредством локально липшицевой вектор-функции (2.1.1).
Переменные x = (x1, x2) называются изотермическими координата-
ми на поверхности Ω, если

g11(x) = g22(x) , g12(x) = 0 почти всюду в D . (2.1.2)

При этом, в случае, когда x = (x1, x2) — изотермические координаты
на поверхности Ω, мы имеем

ds2
Ω = λ(x) (dx2

1 + dx2
2)

почти всюду в области D. Здесь λ = g11 = g22.
Первое из условий (2.1.2) означает, что растяжения f вдоль линий

x1, x2 = const совпадают в точках, где df существует. Второе условие
влечет взаимную ортогональность образов этих линий в соответствую-
щих точках ξ = f(x1, x2). Так что, в каждой точке x ∈ D, где суще-
ствует полный дифференциал df и одновременно выполняются соотно-
шения (2.1.2), отображение f : D → Ω конформно, т.е. сохраняет углы
между кривыми.

Существование изотермических координат на нерегулярных поверх-
ностях исследовано весьма не полно. Для поверхностей класса W l,p, где
l ≥ 3 и p > 2, существование изотермических координат может быть
получено из известных результатов Боярского и Векуа (см. [16, §6 гла-
вы II]). Близкие утверждения для липшицевых графиков принадлежит
Ч.Б. Морри [198], а для локально липшицевых графиков могут быть по-
лучены ( при различных предположениях относительно областей опре-
деления графиков ) из результатов Л. Берса [134], П.П. Белинского [8,
теорема 9], О. Мартио и В.М. Миклюкова [185].
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Общий случай непараметрических локально липшицевых поверхно-
стей рассматривался в работе [79]. Мы вернемся к этой проблеме ниже
в главе 3.

2.2 Уравнение Лапласа – Бельтрами

Пусть Ω – поверхность, погруженная в R
m посредством локально лип-

шицевой вектор-функцией (2.1.1). Положим

g = det (gij) .

Элемент площади на Ω определяется выражением

dσΩ =
√
g dx1 dx2 .

Если в некоторой точке x = (x1, x2) ∈ D величина g(x) > 0, то
определена обратная матрица (gij) = (gij)

−1. Таким образом, если по-
чти всюду в области D выполнено g(x) > 0, то мы вправе записать
уравнение Лапласа в метрике dsΩ. Именно, мы полагаем

∆Ωh =
1√
g

2∑

i=1

∂

∂xi

(
√
g

2∑

j=1

gij(x)
∂h

∂xj

)
= 0 . (2.2.3)

Уравнение (2.2.3) называется уравнением Лапласа – Бельтрами в
метрике dsΩ (относительно мотивировки см. [121, §1, глава 1]).

Удобно пользоваться следующим определением обобщенного реше-
ния уравнения Лапласа в метрике dsΩ.

Определение 2.2.1. Локально липшицева в D функция h называет-
ся обобщенным решением уравнения Лапласа (или гармонической в
метрике dsΩ функцией), если для произвольной липшицевой функции
ϕ : D → R с компактным носителем suppϕ ⊂⊂ D выполнено

∫

D

2∑

i,j=1

gijϕ′
xi
h′xj

√
g dx1 dx2 = 0 . (2.2.4)

Введем понятия субгармонической и супергармонической в метрике
dsΩ функций.

Определение 2.2.2. Локально липшицева в D функция h называется
обобщенным субрешением (суперрешением) уравнения Лапласа – Бель-
трами (или субгармонической, соответственно, супергармонической
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в метрике dsΩ функцией), если для произвольной неотрицательной
(неположительной) липшицевой функции ϕ : D → R с компактным
носителем suppϕ ⊂⊂ D выполнено

∫

D

2∑

i,j=1

gijϕ′
xi
h′xj

√
g dx1 dx2 ≤ 0 . (2.2.5)

Поясним сказанное. Пусть D – произвольная ограниченная область
с гладкой границей. Предположим, что h ∈ C2(D) есть обобщенное
субрешение уравнения Лапласа в метрике dsΩ, причем коэффициенты
gij суть класса C1(D). На основании формулы Грина для произвольной
функции ϕ ∈ C1(D) имеем

∫

∂D

ϕ
2∑

i,j=1

gijnxi
h′xj

√
g |dx| =

∫

D

2∑

i,j=1

gijϕ′
xi
h′xj

√
g dx1 dx2+

+

∫

D

ϕ∆Ωh
√
g dx1 dx2 ,

где n = (nx1
,nx2

) есть единичный вектор внешней нормали к границе
∂D.

Если h – субрешение и ϕ|∂D = 0, то условие (2.2.5) влечет∫

D

ϕ∆Ωh
√
g dx1 dx2 ≥ 0 .

Поскольку данное соотношение выполнено для всякой неотрицатель-
ной функции ϕ, то согласно основной лемме вариационного исчисления
получаем

∆Ωh ≥ 0 .
Тем самым, всякое субрешение уравнения Лапласа – Бельтрами в клас-
сическом смысле является обобщенным субрешением.

В точности так же рассматриваются случаи обобщенного суперреше-
ния и обобщенного решения.

2.3 Функция высоты

Ниже мы предполагаем, что

1

g
∈ L

3

2

loc(D). (2.3.6)
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В частности, это означает, что g > 0 почти всюду на D.
Пусть gij – коэффициенты обратной матрицы (gij) = (gij)

−1. Условие
(2.3.6) влечет, что

(gij) =
adj(gij)

g

почти всюду на D.
Локально липшицевы поверхности в R

m обладают многими интерес-
ными (и весьма экзотичными !) свойствами. В частности, их внутренняя
геометрия может быть не связана с внешней (см., например, Д. Нэш [91]
и Н.Х. Кейпер [40]).

Поверхность (2.1.1) называется локально минимальной, если для вся-
кой подобласти D′ ⊂⊂ D с жордановой границей ∂D′ и всякой липши-
цевой вектор-функции

ξ = ϕ(x1, x2) : D → R
m , ϕ|D\D′ = f ,

выполнено∫

D

√∣∣f ′x1

∣∣2 ∣∣f ′x2

∣∣2 −
〈
f ′x1

, f ′x2

〉2
dx1dx2 ≤

≤
∫

D

√
|ϕx1

|2 |ϕx2
|2 − 〈ϕx1

, ϕx2
〉2dx1dx2 .

Следующее утверждение — центральное в настоящей главе. В част-
ности, оно обеспечивает применимость к функции высоты стандартных
методов теории эллиптических уравнений с частными производными,
что является узловым моментом при использовании в задаче Плато
прямых методов вариационного исчисления (А. Лебег [179], Е.Дж. Мак-
Шэн [192]). В определенной мере, оно очерчивает границы справедли-
вости замечания Куранта, относительно преимуществ в задаче Плато
параметрических методов сравнительно с прямыми методами (см. §1
главы III в [50]), тем более, что естественный класс минимальных по-
верхностей в R

m содержит и негладкие поверхности (см., например,
теорему 24.1.1 монографии А.Т. Фоменко [114], теорему 11.8 моногра-
фии Дж. Джусти [29]), либо главу 8 монографии Ф. Моргана [197].

Теорема 2.3.1. Если Ω ⊂ R
m – двумерная, локально минимальная,

локально липшицева поверхность, задаваемая вектор-функцией (2.1.1)
со свойством (2.3.6), то для всякого единичного вектора e функция
высоты h(m) = 〈f(m), e〉 является гармонической в метрике dsΩ.
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Доказательство. Мы следуем [82]. Так как функция высоты есть
линейная комбинация компонент вектор-функции ξ = f(x) : D → R

m,
нам достаточно показать, что гармонической является компонента f1 =
f1(x). Фиксируем достаточно малую область D′ ⊂⊂ D и локально лип-
шицеву функцию ϕ с компактным носителем suppϕ ⊂ D′. Рассмотрим
вектор-функцию

f(x, ε) = (f1 + εϕ, f2, . . . , fm) : D → R
m ,

где ε ∈ (−1, 1) – произвольное число.
Данная вектор-функция определяет поверхность Ωε над D. Мы име-

ем

area Ωε =

∫

D

√
g(x, ε) dx, dx = dx1 dx2 .

Так как поверхность Ω является локально минимальной, мы вправе
записать

area Ωε − area Ω =

∫

D

√
g(x, ε) dx−

∫

D

√
g(x) dx ≥ 0.

Здесь мы обозначили

g(x, ε) = det (gij(x, ε))

и

gij(x, ε) =

〈
∂f

∂xi
(x, ε),

∂f

∂xi
(x, ε)

〉
=

(
∂f1

∂xi
+ ε

∂ϕ

∂xi

)(
∂f1

∂xj
+ ε

∂ϕ

∂xj

)
+

+
∑m

k=2

∂fk
∂xi

∂fk
∂xj

=
m∑

k=1

∂fk
∂xi

∂fk
∂xj

+ ε

(
∂ϕ

∂xi

∂f1

∂xj
+
∂ϕ

∂xj

∂f1

∂xi

)
+

+ε2 ∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
= gij + ε

(
∂ϕ

∂xi

∂f1

∂xj
+
∂ϕ

∂xj

∂f1

∂xi

)
+ ε2 ∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
.

Покажем, что

lim
ε→0

1

ε
(area Ωε − area Ω) =

1

2

∫

D′

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

dx√
g(x)

, (2.3.7)

где D′ = suppϕ.
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Так как f, ϕ ∈ LipD, то величина dg
dε

∣∣∣
ε=0

ограничена, и соотношение

(2.3.6) гарантирует, что правый интеграл существует.
Мы имеем

1

ε
(area Ωε − area Ω) =

1

ε

∫

D′

(√
g(x, ε) −

√
g(x)

)
dx (2.3.8)

=
1

ε

∫

D′

g(x, ε) − g(x)√
g(x, ε) +

√
g(x)

dx .

Для почти всех x ∈ D′ можно записать

g(x, ε) − g(x) = ε
dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

+

ε∫

0

dη

η∫

0

d2g

dε2
(x, τ) dτ. (2.3.9)

Раскладывая определитель g(x, ε) на множители и вычисляя каждый
раз производную dg/ dε|ε=0 , мы видим, что

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
1

2

2∑

i,j=1

(
∂ϕ

∂xi

∂f1

∂xj
+
∂ϕ

∂xj

∂f1

∂xi

)
adj gij(x). (2.3.10)

Аналогично,
ε∫

0

dη

η∫

0

d2g

dε2
(x, τ) dτ = ε2 α(x, ε), (2.3.11)

где
|α(x, ε)| ≤ C(q), при |ε| ≤ 1,

и
q = ess sup

x∈D′

max{|∇f1(x)|, . . . , |∇fn(x)|, |∇ϕ(x)|}.

Далее, объединяя (2.3.9), (2.3.10) и (2.3.11), находим

1

ε

∫

D′

g(x, ε) − g(x)√
g(x, ε) +

√
g(x)

dx =
1

2ε

∫

D′

(g(x, ε) − g(x))
dx√
g(x)

+
1

ε

∫

D′

(g(x, ε) − g(x))

(
1√

g(x, ε) +
√
g(x)

− 1

2
√
g(x)

)
dx
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=
1

2

∫

D′

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

dx√
g(x)

+
ε

2

∫

D′

α(x, ε)
dx√
g(x)

+
1

2

∫

D′

(
dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ εα(x, ε)

) √
g(x) −

√
g(x, ε)

√
g(x)

(√
g(x, ε) +

√
g(x)

) dx

=
1

2

∫

D′

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

dx√
g(x)

+
ε

2

∫

D′

α(x, ε)
dx√
g(x)

−ε
∫

D′

(
1

2

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ εα(x, ε)

)2
dx

√
g(x)

(√
g(x, ε) +

√
g(x)

) .

Так как для последнего интеграла выполнено∣∣∣∣∣∣

∫

D′

(
1

2

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ εα(x, ε)

)2
dx

√
g(x)

(√
g(x, ε+

√
g(x)

)

∣∣∣∣∣∣

≤ 1

8

∫

D′

(
1

2

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ εα(x, ε)

)2
dx

g
3

2 (x)
,

условие (2.3.6) влечет из (2.3.8), что (2.3.7) действительно имеет место.
Поскольку поверхность (2.1.1) локально минимальна, первая вари-

ация ее площади равна нулю, другими словами, соотношение (2.3.7)
влечет ∫

D′

dg

dε

∣∣∣∣
ε=0

dx√
g(x)

= 0.

Следовательно,
∫

D′

2∑

i,j=1

(
∂ϕ

∂xi

∂f1

∂xj
+
∂ϕ

∂xj

∂f1

∂xi

)
adj gij(x)

dx√
g(x)

= 0.

Напомним, что

gij =
adj gij
g

, i, j = 1, 2.

Тем самым, мы можем переписать последний интеграл в виде
∫

D′

2∑

i,j=1

(
∂ϕ

∂xi

∂f1

∂xj
+
∂ϕ

∂xj

∂f1

∂xi

)
gij(x)

√
g(x) dx = 0,
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или ∫

D′

2∑

i=1

∂ϕ

∂xi

2∑

j=1

gij(x)
∂f1

∂xj

√
g(x) dx = 0 .

Таким образом, функция f1(x) является обобщенным решением урав-
нения (2.2.3). �

Теорема 2.3.2. Если локально липшицева поверхность Ω в R
m, за-

данная в непараметрической форме

ξ = f(x1, x2) = (x1, x2, f1(x), . . . , fm−2(x)) : D → R
m , (2.3.12)

локально минимальна, то вектор-функция f удовлетворяет (в обоб-
щенном смысле) системе дифференциальных уравнений с частными
производными

2∑

i=1

∂

∂xi

(
√
g

2∑

j=1

gij(x)
∂fk
∂xj

)
= 0 , 1 ≤ k ≤ m− 2. (2.3.13)

Для доказательства достаточно заметить, что в случае непарамет-
рического задания (2.3.12) для коэффициентов 1-ой основной квадра-
тичной формы поверхности Ω выполнено

g11 = 1 +
m−2∑

k=1

(
∂fk
∂x1

)2

, g12 =
m−2∑

k=1

∂fk
∂x1

∂fk
∂x2

, g22 = 1 +
m−2∑

k=1

(
∂fk
∂x2

)2

.

Так как

g = g11g22 − g2
12 ≥ 1 +

m−2∑

k=1

(
∂fk
∂x1

)2

+
m−2∑

k=1

(
∂fk
∂x2

)2

≥ 1 ,

то предположение (2.3.6) всегда выполнено. Теорема 2.3.1 влечет спра-
ведливость системы (2.3.13). �

Следствие 2.3.1. Если поверхность Ω в R
3, задана в виде графика

локально липшицевой функции x3 = f(x1, x2) и локально минимальна,
то f является обобщенным решением уравнения

2∑

i=1

∂

∂xi

(
f ′xi√

1 + |∇f |2

)
= 0 . (2.3.14)
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Задачи: 1) Выяснить является ли существенным для справедли-
вости теоремы 2.3.1 условие (2.3.6). 2) Заменить условие (2.3.6) менее
ограничительным. 3) Найти аналоги теоремы 2.3.1 для нерегулярных
поверхностей классов, более широких, чем локально липшицевы.
4) Найти аналоги теоремы 2.3.1 для нерегулярных поверхностей в псев-
доевклидовых пространствах (А.Н. Кондрашов).



Глава 3

Изотермические координаты

Ниже доказывается существование изотермических координат на нере-
гулярных поверхностях специальных классов; исследуются гладкост-
ные свойства изотермических представлений [79].

3.1 Основная теорема

Пусть D ⊂ R
2 – область и пусть Ω – двумерная поверхность в R

m,
m ≥ 3, заданная посредством локально липшицевой вектор-функции
(2.1.1). Ниже, если не оговорено противное, мы предполагаем, что почти
всюду в D выполнено

rank (df) = 2 . (3.1.1)

Условие (3.1.1) равносильно тому, что g = g11g22 − g2
12 > 0 почти

всюду в D.
Упражнение. Если поверхность Ω локально билипшицева, то (3.1.1)

имеет место в каждой точке, где существует полный дифференциал df
(доказать или опровергнуть). �

В каждой точке x ∈ D, где вектор-функция f дифференцируема и
одновременно выполняются соотношения (3.1.1) и (2.1.2), отображение
f : D → Ω сохраняет углы между кривыми и является конформным в
традиционном смысле.

Нам потребуется также понятие W 1,2-мажорируемой функции.

Определение 3.1.1. Пусть D ⊂ R
2 — область. Будем говорить,

что функция P : D → R является W 1,2-мажорируемой в D, если
найдется функция K ∈ W 1,2(D) такая, что

P (x) ≤ K(x) для почти всех x ∈ D . (3.1.2)

44
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Функция P называется локально W 1,2-мажорируемой в D, если она
W 1,2(D′)-мажорируема для всякой подобласти D′ ⊂⊂ D.

Простейшие примерыW 1,2-мажорируемых функций доставляют огра-
ниченные функции. Пусть P : D → R — произвольная ограниченная
функция, определенная в области D конечной площади. Здесь мы мо-
жем положить K = supx∈D P (x) . Ясно, что K ∈ W 1,2(D) и соотноше-
ние (3.1.2) выполнено всюду в D.

В общем случае объем классаW 1,2-мажорируемых функций не вполне
ясен. Обсуждение вопроса см. в конце главы 5.

Пусть D – односвязная область в R
2 и Ω – поверхность, заданная

над D посредством вектор-функции (2.1.1), удовлетворяющей условию
(3.1.1). Пусть x = (x1, x2) ∈ D – точка, где вектор-функция f имеет
полный дифференциал и выполняется (3.1.1). Предположение (3.1.1)
влечет, что df 6= 0 в этой точке, метрика dsΩ невырождена и бесконечно
малый круг в метрике dsΩ с центром в x является бесконечно малым
эллипсом в евклидовой метрике. Обозначим через p(x) ≥ 1 и 0 ≤ θ(x) <
π характеристики этого эллипса, т.е. отношение p большей оси эллипса

к меньшей и угол θ между большей осью и направлением
−→
Ox1.

Легко видеть, что

p(x) =
g11(x) + g22(x)

2
√
g11(x)g22(x) − g2

12(x)
+

(
(g11(x) + g22(x))

2

4 (g11(x)g22(x) − g2
12(x))

− 1

)1/2

.

Характеристика θ определена в каждой точке, где p > 1.
Напомним некоторые необходимые сведения о W 1,2-функциях. Пусть

D — область в R
2. Функция f ∈ Lp(D), p ≥ 1, принадлежит классу

W 1,p(D), если f абсолютно непрерывна на почти всех вертикальных и
горизонтальных сечениях D, а ее частные производные принадлежат
классу Lp(D); функция f ∈ W 1,p

loc (D), если f ∈ W 1,p(D1) на всяком
открытом подмножестве D1 ⊂⊂ D (см., например, В.М. Гольдштейн,
Ю.Г. Решетняк [25, глава 2, 5.6]).

Отметим также (см. Ф. Геринг, О. Лехто [149]), что функция f : D →
R имеет полный дифференциал почти всюду вD, если f ∈ W 1,p

loc (D) при

p > 2, или f ∈ W 1,1
loc (D) и монотонна в смысле Лебега, т.е.

osc (D1, f) ≤ osc (∂D1, f) для всякой подобласти D1 ⊂⊂ D .

Здесь и ниже osc (E,ϕ) означает колебание функции ϕ на множестве
E.

Простое доказательство дифференцируемости почти всюду монотон-
ных W 1,p-функций, опирающееся только на теорему В.В. Степанова и
принцип длины и площади, было дано В.А. Жуковым [35].
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Таким образом, всякая монотонная в смысле Лебега вектор-функция
f : D → R

m класса W 1,2
loc (D) почти всюду в области D имеет полный

дифференциал. В частности, гомеоморфные отображения f : D → R
2

класса W 1,2
loc (D) дифференцируемы почти всюду в D.

Определение 3.1.2. Гомеоморфное отображение f : D → R
2 класса

W 1,2
loc в области D ⊂ R

2 называется квазиконформным с характери-
стиками М.А. Лаврентьева (p(x), θ(x)), если почти всюду в D оно
переводит бесконечно малые эллипсы с характеристиками (p(x), θ(x))
в бесконечно малые круги1. Отображение f : D → R

2 называется q-
квазиконформным, если ess sup

x∈D
p(x) ≤ q.

Относительно квазиконформных отображений двумерных областей
см. Л.И. Волковыский [19], О. Лехто и К. Виртанен [180], П.П. Белин-
ский [8].

Фиксируем числовую последовательность {Qn}∞n=1 со свойствами

Qn ≥ 1 для всех n = 1, 2, . . . и Qn → ∞ при n→ ∞.

Для произвольного n = 1, 2, . . . полагаем

pn(x) =





p(x) , при p(x) ≤ Qn ,

1 , при p(x) > Qn.

Согласно известным результатам теории квазиконформных отображе-
ний (см., например, П.П. Белинский [8, теорема 8]) существует квази-
конформное отображение ξ = wn(x) области D на подходящую область
∆n ⊂ R

2 с характеристиками, совпадающими с (pn, θ) почти всюду в
D. Эта область ∆n может совпадать с R

2, если D = R
2, или быть

произвольной односвязной собственной подобластью R
2.

Здесь и ниже символом B(a, r) будем обозначать круг радиуса r > 0
с центром в точке a ∈ R

2, символом S(a, r) — его границу.
Зафиксируем точки a0, a1 ∈ D. Посредством вспомогательных кон-

формных преобразований в плоскости переменной ξ = (ξ1, ξ2) доби-
ваемся того, чтобы области ∆n являлись кругами Bn = B(0, Rn), где
1 < Rn <∞, а отображения wn обладали свойствами:

wn(a0) = (0, 0) и wn(a1) = (1, 0) (n = 1, 2, . . .). (3.1.3)

1Последнее означает, что для почти всех x ∈ D дифференциал df(x) : R
2 → R

2

имеет характеристики (p(x), θ(x)).
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Последовательность отображений Fn = f ◦ w−1
n : Bn → R

m, где
wn : D → Bn удовлетворяют (3.1.3), назовем канонической последова-
тельностью представлений поверхности Ω, соответствующей последо-
вательности {Qn}.

Фиксируем произвольно последовательность канонических представ-
лений Fn : Bn → R

m поверхности Ω.

Определение 3.1.3. Будем говорить, что последовательность {Fn}
сходится локально равномерно к каноническому гомеоморфизму F :
B(0, R) → R

m, если:

(i) области Bn сходятся при n → ∞ к области B = B(0, R) как
к ядру относительно точки ξ = 0 (другими словами, существует
R = lim

n→∞
Rn, 1 ≤ R ≤ ∞);

(ii) последовательность {Fn} сходится при n → ∞ к отобра-
жению F : B(0, R) → R

m равномерно на всякой подобласти U ⊂⊂
B(0, R);

(iii) последовательность обратных отображений F −1
n : Ω → R

2

сходится при n → ∞ к отображению F−1 : Ω → B(0, R) равномерно
на всякой подобласти Ω1 ⊂⊂ Ω.

Центральный результат настоящей главы доставляет следующая тео-
рема существования [79].

Теорема 3.1.1. Пусть Ω — двумерная поверхность, заданная вектор-
функцией (2.1.1) над односвязной ограниченной областью D ⊂ R

2 и
удовлетворяющая условию (3.1.1). Предположим, что функция P, опре-
деляемая соотношением

P(x) = (g11(x) + g22(x))

/
2
√
g11(x) g22(x) − g2

12(x) , (3.1.4)

является W 1,2-мажорируемой в области D.
Тогда на Ω существуют изотермические координаты ξ = (ξ1, ξ2),

вводимые каноническим гомеоморфизмом y = F (ξ) : B(0, R) ⊂ R
2 →

Ω, предельным для канонической последовательности представлений
Fn(ξ) : B(0, Rn) → Ω поверхности Ω, соответствующей произволь-
ной, наперед заданной числовой последовательности {Qn}. При этом,
существует предел limn→∞Rn = R, 1 < R < ∞, и последователь-
ность {Fn} локально равномерно в круге B = B(0, R) сходится к F (ξ).

Канонический гомеоморфизм F : B → Ω является единственным.

В процессе доказательства теоремы 3.1.1 получены также вполне
конкретные двусторонние оценки радиуса R через расстояние |a1 − a0|,
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интеграл ∫

D

K(x) dx1dx2

и точную нижнюю грань диаметров дуг с концами на ∂D, отделяющих
точку x1 от точки a0 (неравенства (3.5.22) и (3.5.25) в §5).

Дифференциальные свойства канонического гомеоморфизма

F : B(0, R) → R
m ,

а также обратного к нему, определяются свойствами f и f−1 и изуча-
ются отдельно. Оценкам скорости аппроксимации F отображениями Fn
посвящена глава 5.

3.2 Канонический гомеоморфизм

Пусть Ω — произвольная поверхность вида (2.1.1). Так как метрика на
f(D) индуцирована из R

m, то на Ω определена 2-мерная мера Хаусдор-
фа mes2 (E), E ⊂ f(D).2 Если Ω1 ⊂ R

n и Ω2 ⊂ R
m суть двумерные

поверхности и h : Ω1 → Ω2 — гомеоморфизм, то мы говорим, что отоб-
ражение h обладает N -свойством Н.Н. Лузина, если для произвольного
множества E ⊂ Ω1, mes2 (E) = 0, выполнено mes2 (h(E)) = 0 (С. Сакс
[101, глава VII, §6]).

Предположим, что Ω — поверхность вида (2.1.1), удовлетворяющая
условию (3.1.1). Предположим также дополнительно, что вектор-функция
f ∈ W 1,2

loc (D). Поскольку отображение f : D → f(D) гомеоморфно, то
для произвольного множества E ⊂ D выполнено

mes2 (f(E)) =

∫

E

√
g11g22 − g2

12 dx1dx2 (3.2.5)

(см. П. Хайлаш [157, теорема 12]).
Из (3.1.1) и (3.2.5) следует, что

mes2 (f(E)) = 0 тогда и только тогда, когда mes2 (E) = 0 (3.2.6)

и отображения f, f−1 обладают N -свойством Лузина.

2 Иногда мы будем использовать также другое стандартное обозначение, полагая
mes2 (E) = area (E).
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Так как f имеет почти всюду полный дифференциал, то в силу
(3.2.6), почти всюду на Ω существует касательная плоскость Ty(Ω). Та-
ким образом, почти всюду на Ω мы можем определить градиент (связ-
ность) ∇Ω.

Действительно, пусть ϕ : Ω → R — функция и y ∈ Ω — фиксирован-
ная точка, в которой касательная плоскость Ty(Ω) существует. Следуя
стандартной схеме введения связности на поверхности, продолжим ϕ в
некоторую окрестность точки y в R

m. Символом ϕ̃ обозначим новую
функцию. По определению полагаем

∇Ωϕ(y) =
(
∇ϕ̃(y)

)T
.

Здесь ∇ = ∇Rm есть стандартное дифференцирование в R
m и сим-

вол uT означает ортогональную проекцию вектора u на касательную
плоскость Ty(Ω).

Пусть U ⊂⊂ Ω — ограниченное открытое множество. Символом
W 1,p(U), p ≥ 1, мы обозначаем множество всевозможных функций
ϕ : U → R, обладающих следующим свойством: для произвольной точ-
ки x ∈ U найдутся окрестность V ⊂ R

m и последовательность C1-
функций ϕk : V → R таких, что сужения ϕ̃k = ϕk|V ∩U равномерно
сходятся к ϕ, причем

sup
k≥1

∫

V ∩U

|∇Ωϕ̃k|p d areaΩ ≤ q <∞

для некоторого q = const < ∞. Символом W 1,p
loc (Ω) обозначаем множе-

ство функций ϕ : Ω → R, принадлежащих классу W 1,p(U) на всяком
открытом подмножестве U ⊂⊂ Ω.

В соответствии с теоремой 3.1.1 канонический гомеоморфизм F :
B(0, R) → Ω дифференцируем почти всюду в области B(0, R). Если
вектор-функция f ∈ Ck(D), k ≥ 1, то отображение F определяет изо-
термические координаты класса Ck на поверхности Ω и является кон-
формным отображением плоской области D на поверхность Ω, понима-
емым в традиционном смысле.

С другой стороны, конформные отображения нерегулярных поверх-
ностей изучены лишь в весьма специальных случаях. Х.А. Шварцем
[219] показано, что всякий тетраэдр и куб могут быть отображены кон-
формно на сферу (см. также В. Грецки [152] К. Каратеодори [38, глава
VII]). Относительно конформных отображений общих многогранных
поверхностей см. Д. Иллс и Б. Фюгледе [141] и, как примере отобра-
жений общего объекта, — многообразий ограниченной кривизны — см.
Ю.Г. Решетняк [98], а также Р. Кюнау [175], Т. Торо [223] и С. Мюллер,
В. Шверяк [199]. Обобщенная формула Кристоффеля – Шварца для
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кусочно-конформных изоморфизмов и близкие вопросы рассматрива-
лись И.М. Грудским [26], [27].

В рассматриваемым в работе случае W 1,p-поверхностей мы вправе
говорить только лишь о конформности в точках дифференцируемости
отображения f или о конформности отображения f : D → Ω почти
всюду. Что именно следует понимать под конформным отображением
поверхности "в целом" здесь не вполне ясно — определение конформно-
го отображения нерегулярной поверхности встречается с существенны-
ми трудностями, связанными, в частности, с хорошо известной в теории
плоских отображений проблемой устранимости особых множеств. Как
и в плоском случае, мы можем исследовать здесь различные классы
отображений, конформных вне множества сингулярностей и обладаю-
щих тем либо иным свойством "в целом"(см., например, Д.Е. Меньшов
[62], Ю.Ю. Трохимчук [113], Е.П. Долженко [30], С.Я. Хавинсон [115],
Г. Давид и П. Маттила [140] и др.).

Формулируемое ниже утверждение устанавливает некоторые связи
между свойствами вектор-функции f : D → R

m и свойствами канони-
ческого гомеоморфизма F [79].

Теорема 3.2.1. Пусть Ω — поверхность, заданная вектор-функцией
(2.1.1) над односвязной ограниченной областью D ⊂ R

2 и подчиненная
условию (3.1.1). Предположим, что функция P, определяемая соотно-
шением (3.1.4), является W 1,2-мажорируемой в D. Тогда

(i) канонический гомеоморфизм F : B(0, R) → Ω (и обратный к
нему F−1 : Ω → B(0, R)) обладает N -свойством Лузина тогда и
только тогда, когда f : D → Ω (соответственно, f−1 : Ω → D)
обладает N -свойством;

(ii) если f ∈ W 1,2
loc (D), то канонический гомеоморфизм F : B(0, R) →

Ω принадлежит классу W 1,1
loc (B(0, R));

(iii) если f−1 ∈ W 1,α
loc (Ω) для некоторого 2 ≤ α ≤ ∞ и существует

β, 1/α + 1/β = 1/2, такое, что для всякой подобласти D1 ⊂⊂ D
выполнено ∫

D1

(
g11g22 − g2

12

)β/2
dx1dx2 <∞ , (3.2.7)

то обратное отображение F−1 : Ω → B(0, R) принадлежит классу
W 1,1

loc (Ω).

Доказательства сформулированных утверждений будут даны ниже.
Отметим предварительно некоторые их следствия для непараметриче-
ских поверхностей.
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3.3 Непараметрические поверхности

Пусть D — односвязная ограниченная подобласть R
2 и пусть Ω — дву-

мерная поверхность в R
m, задаваемая системой функций

y1 = x1 ,
y2 = x2 ,
y3 = f1(x1, x2) ,
......
ym = fm−2(x1, x2) ,

(3.3.8)

где x = (x1, x2) ∈ D.
Система (3.3.8) есть специальный случай (2.1.1). Здесь мы имеем

g11(x) = 1 +
m−2∑

i=1

∣∣∣∣
∂fi
∂x1

(x)

∣∣∣∣
2

,

g12(x) =
m−2∑

i=1

∂fi
∂x1

(x)
∂fi
∂x2

(x) ,

g22(x) = 1 +
m−2∑

i=1

∣∣∣∣
∂fi
∂x2

(x)

∣∣∣∣
2

.

Далее находим

g11(x)g22(x) − g2
12(x) = 1 +

m−2∑

i=1

|∇fi(x)|2+

+
m−2∑

i=1

∣∣∣∣
∂fi
∂x1

(x)

∣∣∣∣
2 m−2∑

i=1

∣∣∣∣
∂fi
∂x2

(x)

∣∣∣∣
2

−
(
m−2∑

i=1

∂fi
∂x1

(x)
∂fi
∂x2

(x)

)2

≥

≥ 1 +
m−2∑

i=1

|∇fi(x)|2 .

Предположим, что функции fi, i = 1, . . . ,m − 2, суть липшицевы в
D. Тогда существует постоянная 0 < M <∞ такая, что

|∇f | =

(
m−2∑

i=1

|∇fi(x)|2
)1/2

≤M почти всюду в D.
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Для функции P , определяемой равенством (3.1.4), почти всюду в D
выполнено

P(x) ≤
(

1 +
m−2∑

i=1

|∇fi(x)|2
)1/2

. (3.3.9)

Тем самым, P ограничена и обладает свойством (3.1.2).
Формулируемые ниже утверждения о существовании изотермических

координат на непараметрических поверхностях в R
m являются просты-

ми комбинациями теорем 3.1.1 и 3.2.1.

Следствие 3.3.1. Пусть D ⊂ R
2 — односвязная ограниченная об-

ласть. Если непараметрическая поверхность (3.3.8) липшицева, то
существуют изотермические координаты ξ = (ξ1, ξ2), задаваемые неко-
торым каноническим гомеоморфизмом y = F (ξ) : B(0, R) → Ω.

При этом, круг B(0, R) имеет радиус 1 < R < ∞, а отображения
F, F−1 ∈ W 1,2

loc и обладают N -свойством Лузина.
Канонический гомеоморфизм F единственен.

Для поверхностей класса W l,p, где l ≥ 3 и p > 2, данное утвержде-
ние может быть получено из известных результатов Б.В. Боярского и
И.Н. Векуа (см. [16, §6 главы 2]). Близкое утверждение для липшицевых
графиков принадлежит Ч.Б. Морри [198], а для локально липшицевых
графиков легко следует из результатов Л. Берса [134], П.П. Белинского
[8, теорема 9], О. Мартио и В.М. Миклюкова [185].

Следствие 3.3.2. Пусть Ω — двумерная непараметрическая поверх-
ность, заданная вектор-функцией (3.3.8) над односвязной ограничен-
ной областью D ⊂ R

2, где fi ∈ W 1,2(D) (i = 1, . . . ,m − 2). Тогда,
если функция |∇f | является W 1,2-мажорируемой в D, то существу-
ют изотермические координаты ξ = (ξ1, ξ2), определяемые некоторым
каноническим гомеоморфизмом y = F (ξ) : B(0, R) ⊂ R

2 → Ω.
При этом, круг B(0, R) имеет радиус 1 < R < ∞, отображения

F, F−1 обладают N -свойством Лузина и таковы, что F ∈ W 1,2(B(0, R)),
F−1 ∈ W 1,2

loc (Ω).
Канонический гомеоморфизм F единственен.

Если непараметрическая поверхность Ω задана над областью D по-
средством вектор-функции (3.3.8), где каждая из функций

fi , i = 1, 2, . . . ,m− 2 ,

принадлежит классу W 2,2(D), то, очевидно, функция |∇f | является
W 1,2-мажорируемой. Так что, на всякой двумерной непараметрической
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поверхности в R
m класса W 2,2(D) можно ввести изотермические ко-

ординаты.

Мы проиллюстрируем сказанное простым примером, показывающим
применимость наших результатов к поверхностям, имеющим точки за-
острения. Рассмотрим график функции

y3 =

r∫

0

lnε
1

s
ds, r =

√
y2

1 + y2
2 , (y1, y2, y3) ∈ R

3.

При 0 < ε < 1
2 эта функция принадлежит классу W 2,2(B) в круге

B = B(0, 1). Ее график имеет точку заострения в начале координат
R

3.
Используя данную функцию, несложно сконструировать также и при-

меры поверхностей, удовлетворяющих условиям следствия 3.3.2 и име-
ющих достаточно массивные (в смысле хаусдорфовой меры) множества
точек заострения.

3.4 Доказательство теоремы 3.2.1

Фиксируем произвольно канонический гомеоморфизм F : B(0, R) → Ω
и каноническую последовательность представлений

Fn : Bn → Ω , Fn = f ◦ w−1
n ,

описываемых в теореме. Каждое из отображений wn : D → Bn явля-
ется Qn-квазиконформным и, в силу ограниченности областей D и Bn,
прямое отображение wn и обратное к нему w−1

n принадлежат классам
W 1,2 в соответствующих областях.

Здесь и ниже для произвольного отображения u(x) = (u1, u2) : D →
R

2 класса W 1,1
loc (D) в каждой точке x = (x1, x2) ∈ D дифференцируе-

мости u(x) полагаем

Λ(x, u) = |∇u1(x)|2 + |∇u2(x)|2.
Символом J(x, u) обозначаем якобиан

J(x, u) = (u1(x))
′
x1

(u2(x))
′
x2
− (u1(x))

′
x2

(u2(x))
′
x1
.

Ключевую роль в доказательстве играет следующая априорная оцен-
ка интеграла Дирихле для квазиконформных отображений wn : D →
R

2.
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Лемма 3.4.1. Пусть U ⊂⊂ D — подобласть области D. Предпо-
ложим, что функция P(x), определяемая соотношением (3.1.4), яв-
ляется W 1,2-мажорируемой в D так, что для некоторой функции
K ∈ W 1,2(D) почти всюду в D выполнено P(x) ≤ K(x).

Тогда справедлива оценка
∫

U

Λ(x,wn) dx1dx2 ≤ c1

∫

D

|wn|2
(
K2 + |∇K|2

)
dx1dx2 , (3.4.10)

где c1 — постоянная, зависящая только от U и D.

Идея доказательства восходит к работе В.М. Миклюкова и Г.Д. Су-
ворова [85]. Как будет видно из дальнейших рассуждений, мы можем
предполагать, что каждое из квазиконформных отображений wn : D →
R

2, n = 1, 2, . . ., принадлежит классу C2(D). Этого всегда можно до-
биться за счет подходящей аппроксимации этих отображений гладкими.

Пусть η, ζ и h суть C2-функции, определенные в области V ⊂ R
2 с

гладкой границей. По формуле Грина мы имеем
∫

∂V

η ζ dh =

∫

V

d (η ζ) ∧ dh =

=

∫

V

η dζ ∧ dh+

∫

V

ζ dη ∧ dh ,

где символом ∧ обозначено внешнее произведение дифференциальных
1-форм.

Если функция η обращается в нуль на границе ∂V , то мы приходим
к следующей формуле "интегрирования по частям"

∫

V

η dζ ∧ dh = −
∫

V

ζ dη ∧ dh. (3.4.11)

Фиксируем теперь последовательность {Kl} (l = 1, 2, . . .) функций
класса C1, обладающую свойством

||Kl −K||W 1,2(D) → 0 при l → ∞. (3.4.12)

Выберем произвольно неотрицательную C1-функцию ϕ : D → R с
компактным носителем suppϕ ⊂ D так, чтобы ϕ ≡ 1 на U .

Положим в (3.4.11) в качестве функций η = ϕ2Kl, ζ = u1n, h = u2n
и области V — внутренность компакта suppϕ. Не умаляя общности,
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можно считать V связной областью с гладкой границей. По формуле
интегрирования по частям (3.4.11), имеем

∫

V

ϕ2Kl J(x,wn) dx1dx2 = −
∫

V

u1n d
(
ϕ2Kl

)
∧ du2n =

= −2

∫

V

ϕu1nKl dϕ ∧ du2n −
∫

V

ϕ2 u1n dKl ∧ du2n.

Таким образом, при всяком l = 1, 2, . . . находим

∫

V

ϕ2Kl J(x,wn) dx1dx2 =

= −2

∫

V

ϕu1nKl

(
ϕ′
x1

(u2n)
′
x2
− ϕ′

x2
(u2n)

′
x1

)
dx1dx2 −

−
∫

V

ϕ2u1n

(
K ′
lx1

(u2n)
′
x2
−K ′

lx2
(u2n)

′
x1

)
dx1dx2.

Это приводит в свою очередь к оценке

∫

D

ϕ2Kl J(x,wn) dx1dx2 ≤

≤ 2

∫

D

ϕ |u1n| |Kl|
∣∣ϕ′

x1
(u2n)

′
x2
− ϕ′

x2
(u2n)

′
x1

∣∣ dx1dx2+

+

∫

D

ϕ2|u1n|
∣∣(Kl)

′
x1

(u2n)
′
x2
− (Kl)

′
x2

(u2n)
′
x1

∣∣ dx1dx2 ,
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откуда

∫

D

ϕ2Kl J(x,wn) dx1dx2 ≤ 2

∫

D

ϕ |u1n| |Kl| |∇ϕ| |∇u2n| dx1dx2+

+

∫

D

ϕ2 |u1n| |∇Kl| |∇u2n| dx1dx2 .

Полагая теперь l → ∞ и пользуясь соотношением (3.4.12), мы полу-
чаем

∫

D

ϕ2K J(x,wn) dx1dx2 ≤ 2

∫

D

ϕ |u1n|K |∇ϕ| |∇u2n| dx1dx2+

+

∫

D

ϕ2 |u1n| |∇K| |∇u2n| dx1dx2 .

(3.4.13)

Далее мы замечаем, что из определения квазиконформности следует

|∇u1n|2 + |∇u2n|2 = (pn + 1/pn) J(x,wn) ≤

≤ 2pn J(x,wn) ≤ 2K(x) J(x,wn) .
(3.4.14)

Объединяя (3.4.13) с "неравенством Коши c ε > 0",

|ab| ≤ ε2

2
a2 +

1

2ε2
b2 ,



3.4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.2.1 57

мы находим

∫

D

ϕ2
(
|∇u1n|2 + |∇u2n|2

)
dx1dx2 ≤

≤ 2

∫

D

ϕ2K(x) J(x,wn) dx1dx2 ≤

≤ 4

∫

D

ϕ |u1n|K| ∇ϕ| |∇u2n| dx1dx2 +

+2

∫

D

ϕ2 |u1n| |∇K| |∇u2n| dx1dx2 ≤

≤ 3ε2
∫

D

ϕ2|∇u2n|2dx1dx2 +
2

ε2

∫

D

|u1n|2K2|∇ϕ|2 dx1dx2+

+
1

ε2

∫

D

ϕ2 |u1n|2 |∇K|2 dx1dx2.

Выберем ε > 0 так, чтобы 3ε2 < 1 (например, ε = 1/2.) Тогда

∫

D

ϕ2
(
|∇u1n|2 + |∇u2n|2

)
dx1dx2 ≤

≤ c2



∫

D

|u1n|2K2|∇ϕ|2 dx1dx2 +

∫

D

ϕ2 |u1n|2 |∇K|2 dx1dx2


 ,

где c2 — постоянная.
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Поскольку ϕ ≡ 1 на U , находим
∫

U

Λ(x,wn) dx1dx2 ≤

≤ c2


M1(ϕ)

∫

D

|wn|2K2 dx1dx2 +M2(ϕ)

∫

D

|wn|2 |∇K|2 dx1dx2


 .

При этом, постоянные

M1(ϕ) = sup
x∈D

|∇ϕ(x)|2, M2(ϕ) = sup
x∈D

ϕ2(x)

могут быть сделаны зависимыми только от областей U и D. Данное
замечание завершает доказательство леммы 3.4.1. �

Нам потребуется также оценка интеграла Дирихле для обратных
отображений w−1

n : Bn → D, выполняющаяся при каждом фиксиро-
ванном n = 1, 2, . . ..

Лемма 3.4.2. Пусть U ⊂ D и V ⊂ Bn — подобласти, причем wn(U) ⊃
V . Если характеристика p(x) является W 1,2-мажорируемой в D, то

∫

V

Λ(ξ, w−1
n ) dξ1dξ2 ≤

∫

U

K(x) dx1dx2. (3.4.15)

Доказательство весьма просто. Напомним предварительно форму-
лу замены переменных для W 1,2-гомеоморфизмов wn : D → Bn (см.,
например, [25, теорема 2.4]). Для произвольной измеримой по Лебегу
в круге Bn функции h(ξ) при всяком n = 1, 2, . . . имеем

∫

Bn

h(ξ) dξ1dξ2 =

∫

D

h ◦ wn J(x,wn) dx1dx2. (3.4.16)

Пусть ξ ∈ Bn — точка дифференцируемости обратного отображения
w−1
n , где dw−1

n (ξ) 6= 0. Бесконечно малый круг с центром в точке w−1
n (ξ)

имеет своим прообразом при отображении dw−1
n бесконечно малый эл-

липс. Обозначим через p(ξ, w−1
n ) отношение большей оси этого эллипса

к меньшей. Если ξ = wn(x), то, очевидно,

p(ξ, w−1
n ) = pn(x) ≤ K(x), (3.4.17)
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Так как отображения wn и w−1
n являются квазиконформными, то они

обладают N -свойством Лузина, а потому соотношения (3.4.17) выпол-
няются для почти всех x ∈ D и почти всех ξ ∈ Bn.

Пользуясь (3.4.14), имеем
∫

V

Λ(ξ, w−1
n ) dξ1dξ2 ≤ 2

∫

V

p(ξ, w−1
n ) J(ξ, w−1

n ) dξ1dξ2.

На основании формулы замены переменных (3.4.16), учитывая (3.4.17),
находим

∫

V

p(ξ, w−1
n ) J(ξ, w−1

n ) dξ1dξ2 =

∫

w−1
n (V )

pn(x) dx1dx2.

Условие wn(U) ⊃ V совместно с соотношением (3.4.17) приводят к нуж-
ной оценке. �

Вернемся к доказательству теоремы. В соответствии с определением
последовательность F−1

n : Ω → Bn, n = 1, 2, . . ., сходится к гомеомор-
физму F−1 : Ω → B(0, R) равномерно на всякой подобласти Ω1 ⊂⊂ Ω.
Так как F−1

n = wn ◦ f−1, то последовательность Qn-квазиконформных
отображений wn = F−1

n ◦ f обладает свойствами (3.1.3) и сходится рав-
номерно внутри D к гомеоморфизму w : D → B(0, R).

Зафиксируем подобласти U и D1 области D так, чтобы U ⊂⊂ D1 ⊂⊂
D. В силу сказанного выше,

sup
x∈D1

|wn(x)| ≤ C(D1) для всех n = 1, 2, . . .

с некоторой постоянной C(D1) <∞. Тем самым, из неравенства (3.4.10)
вытекает

∫

U

Λ(x,wn) dx1dx2 ≤ C1(U,D)

∫

D1

(
K2 + |∇K|2

)
dx1dx2 ,

где C1(U,D) = c1C
2(D1) — постоянная.

Другими словами, последовательностьW 1,2-гомеоморфизмовwn име-
ет равностепенно ограниченные интегралы Дирихле по подобласти U . В
силу замкнутости класса отображений с ограниченным интегралом Ди-
рихле относительно равномерной сходимости (см., например, теорему 1
монографии Г.Д. Суворова [106, §1, глава I]), заключаем, что предель-
ное отображение w : D → B(0, R) принадлежит классу W 1,2

loc (D).
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Предположим теперь, что вектор-функция f−1 : Ω → D принадле-
жит классу W 1,α

loc (Ω) для некоторого 2 ≤ α <∞. Тогда для произволь-
ной подобласти Ω1 ⊂⊂ Ω имеем

∫

Ω1

Λ1/2(y, F−1) d areaΩ ≤
∫

Ω1

Λ1/2(x,w) Λ1/2(y, f−1) dareaΩ =

=

∫

U

Λ1/2(x,w) Λ1/2(y, f−1)
√
g11g22 − g2

12 dx1dx2 ≤

≤



∫

U

Λ(x,w) dx1dx2




1/2

×

×



∫

U

Λα/2(y, f−1)
√
g11g22 − g2

12 dx1dx2




1/α

×

×



∫

U

(
g11g22 − g2

12

)β/2
dx1dx2




1/β

.

Здесь обозначено U = f−1(Ω1), причем ясно, что U ⊂⊂ D. Таким обра-
зом, предположение (3.2.7) влечет принадлежность F−1 классуW 1,1

loc (Ω),
что доказывает утверждение (iii) теоремы.

Далее, как и выше, замечаем, что последовательность отображений
Fn : Bn → Ω, n = 1, 2, . . ., сходится к гомеоморфизму F : B(0, R) → Ω
равномерно на всякой подобласти ∆′ ⊂⊂ B(0, R). Так как Fn = f ◦
w−1
n , то последовательность Qn-квазиконформных отображений w−1

n =
f−1 ◦ Fn сходится равномерно внутри ядра B(0, R) к гомеоморфизму
w−1 : B(0, R) → D. Пользуясь оценкой (3.4.15) и замкнутостью клас-
са отображений с равностепенно ограниченным интегралом Дирихле
относительно равномерной сходимости, как и в предыдущем случае,
выводим, что w−1 ∈ W 1,2

loc (B(0, R)).
Таким образом, каждое из отображений w и w−1 принадлежат классу

W 1,2
loc в соответствующей области и, следовательно, обладаетN -свойством

Лузина (см., например, Я. Малый [184, теорема B]). Выполнение свой-
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ства (i) теоремы теперь очевидно.

Нам осталось доказать свойство (ii). Полагая w(U) = ∆′, мы имеем

∫

∆′

Λ1/2(ξ, F ) dξ1dξ2 ≤
∫

∆′

Λ1/2(x, f) Λ1/2(ξ, w−1) dξ1dξ2 ≤

d ≤



∫

∆′

Λ(x, f) J(ξ, w−1) dξ1dξ2




1/2

∫

∆′

Λ(ξ, w−1)

J(ξ, w−1)
dξ1dξ2




1/2

≤

≤



∫

U

Λ(x, f) dx1dx2




1/2

∫

∆′

Λ(ξ, w−1)

J(ξ, w−1)
dξ1dξ2




1/2

.

Здесь мы воспользовались также формулой замены переменных (3.4.16),
что возможно, поскольку w−1 ∈ W 1,2

loc (B(0, R)) (см., например, теорему
6.1 из работы Ю. Хейнонена и П. Коскелы [160]).

Заметим теперь, что

Λ(ξ, w−1)

J(ξ, w−1)
≤ 2p(ξ, w−1)

и при ξ = w(x) выполнено p(ξ, w−1) = p(x). Отсюда, в силу леммы
3.4.1, заключаем, что

∫

∆′

Λ(ξ, w−1)

J(ξ, w−1)
dξ1dξ2 ≤ 2

∫

U

p(x) J(x,w) dx1dx2 ≤

≤ 2

∫

U

Λ(x,w) dx1dx2 <∞.

Таким образом, F ∈ W 1,1
loc (B(0, R)). Теорема доказана полностью. �
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3.5 Доказательство теоремы 3.1.1

Пусть ξ0 ∈ R
2 — точка, 0 < t′ < t′′ <∞ — пара фиксированных чисел.

Обозначим через

S(ξ0, r) = {ξ ∈ R
2 : |ξ − ξ0| = r}

окружность с центром ξ0 и радиусом t′ < r < t′′.
Пусть V — область в R

2. Для произвольного r, t′ < r < t′′, пусть
SV (ξ0, r) — какая-либо из компонент связности множества S(ξ0, r)∩ V .
При этом мы предполагаем, что данные компоненты связности выбра-
ны таким образом, что семейство дуг {SV (ξ0, r)} заметает при t′ < r <
t′′ некоторое связное подмножество

KV (ξ0, t
′, t′′) = ∪t′<r<t′′SV (ξ0, r)

области V .
Нам будет необходимо следствие из принципа длины и площади (см.

теорему 1.9.1 или [106, §6, глава III, часть I]).

Лемма 3.5.1. Пусть g : V → R
2 — вектор-функция класса W 1,2(V ).

Справедлива оценка

t′′∫

t′

osc2 (g, SV (ξ0, r))
dr

r
≤ c3 I(g) , (3.5.18)

где c3 — абсолютная постоянная и

I(g) =

∫

KV

Λ(ξ, w−1
n ) dξ1dξ2, KV = KV (ξ0, t

′, t′′).

Пусть {Fn : Bn → Ω} — произвольная последовательность канони-
ческих представлений поверхности Ω, соответствующая последователь-
ности {Qn}, n = 1, 2, . . .. Пусть Fn = f ◦ w−1

n , где wn : D → Bn суть
Qn-квазиконформные отображения, нормированные условиями (3.1.3).
Здесь Bn = B(0, Rn) и 1 < Rn ≤ ∞. Покажем сначала, что

lim
n→∞

Rn = R <∞. (3.5.19)

Предположим, что соотношение (3.5.19) не выполнено. Выберем в
лемме 3.5.1 точку ξ0 = 0, числа t′ = 1, t′′ = Rn > 1 и g = w−1

n .
Неравенство (3.5.18) влечет

inf
1<r<Rn

osc (w−1
n , S(0, r)) ≤ c

1/2
3 I1/2(w−1

n ) ln−1/2Rn.
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Отображения w−1
n гомеоморфны, а потому при всяком r ∈ (t′, t′′) вы-

полнено
osc

(
w−1
n , B(0, r)

)
≤ osc

(
w−1
n , S(0, r)

)
.

Выбирая в лемме 3.4.2 подобласти U = D и V = Bn, имеем

I(w−1
n ) ≤

∫

D

K(x) dx1dx2 ≡ A(D). (3.5.20)

В силу нормировки (3.1.3), при всяком r > 1 точки a0, a1 лежат в об-
ластях w−1

n (B(0, r)), а потому

|a1 − a0| ≤ osc
(
w−1
n , B(0, r)

)
, 1 < r < Rn.

Объединяя (3.5.18) и (3.5.20), находим

|a1 − a0| ≤ c
1/2
3 A1/2(D) ln−1/2Rn. (3.5.21)

При достаточно больших Rn > 1 неравенство (3.5.21) не верно. Тем
самым, соотношение (3.5.19) доказано. Более того, неравенство (3.5.21)
может служить источником для нетривиальной оценки сверху радиусов
Rn. Именно, из (3.5.21) следует, что

lnRn ≤
c3A(D)

|a1 − a0|2
(n = 1, 2, . . .).

Переходя к пределу при n→ ∞, находим

lnR ≤ c3A(D)

|a1 − a0|2
. (3.5.22)

Покажем, что
lim
n→∞

Rn > 1. (3.5.23)

Воспользуемся леммой 3.5.1. Зафиксируем n = 1, 2, . . .. Выберем V =
B(0, Rn) и g = w−1

n . Рассмотрим семейство окружностей с центром в
точке an = (Rn, 0) и радиусами t′ < r < t′′, где t′ = Rn − 1, t′′ = Rn. В
силу соотношения (3.5.18) можно записать

inf
t′<r<t′′

osc (w−1
n , SV (an, r)) ≤ c

1/2
3 I1/2(w−1

n ) ln−1/2 Rn

Rn − 1
.

Учитывая оценку (3.5.20), заключаем о существовании

r , Rn − 1 < r < Rn ,



64 Глава 3 Изотермические координаты

такого, что

osc (w−1
n , SV (an, r)) ≤ c

1/2
3 A1/2(D) ln−1/2 Rn

Rn − 1
.

Таким образом, в области D найдется дуга

γ = w−1
n (SV (an, r)) ,

диаметр d(γ) которой удовлетворяет неравенству

d(γ) ≤ c
1/2
3 A1/2(D) ln−1/2 Rn

Rn − 1
. (3.5.24)

Дуга γ отделяет в области D точку a1 от точки a0 и имеет свои-
ми концами точки на границе ∂D. Пусть δ(a0, a1) есть точная нижняя
грань диаметров таких дуг γ. Тем самым, из (3.5.24) вытекает, что

ln
Rn

Rn − 1
≤ c3A(D)

δ2(a0, a1)
(n = 1, 2, . . .).

Переходя здесь к пределу при n→ ∞, находим

λ

λ− 1
≤ R, где λ = exp

{
c3A(D)

δ2(a0, a1)

}
. (3.5.25)

Это доказывает (3.5.23).
Докажем равностепенную равномерную непрерывность внутри обла-

стей Bn отображений w−1
n , n = 1, 2, . . .. Пусть V ⊂⊂ Bn — подобласть

круга Bn, содержащая точки ξ = (0, 0) и ξ = (1, 0). Выберем произ-
вольную пару точек ξ ′, ξ′′ ∈ V так, чтобы

|ξ′′ − ξ′| < min{1, dist2 (V, ∂Bn)}. (3.5.26)

Рассмотрим семейство окружностей {S(ξ ′, r)} с центром ξ′ и радиусом
r ∈ (t′, t′′), где

t′ = |ξ′′ − ξ′|, t′′ = |ξ′′ − ξ′|1/2.
Оценка (3.5.18), примененная к вектор-функции w−1

n и области Bn =
B(0, Rn), влечет

inf
t′<r<t′′

osc (w−1
n , S(ξ′, r)) ≤ c

1/2
3 I1/2(w−1

n ) ln−1/2 1

|ξ′′ − ξ′|1/2 .

Как и выше, пользуясь (3.5.20), отсюда легко заключаем о справедли-
вости следующего утверждения.
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Лемма 3.5.2. Если характеристика P(x) обладает в области D ⊂ R
2

свойством W 1,2-мажорируемости, то для произвольной пары точек
ξ′, ξ′′ ∈ V , подчиненной условию (3.5.26), выполнено

|w−1
n (ξ′′) − w−1

n (ξ′)| ≤ c
1/2
3 A1/2(D) ln−1/2 1

|ξ′′ − ξ′|1/2 . (3.5.27)

Докажем равностепенную равномерную непрерывность внутриD отоб-
ражений wn, n = 1, 2, . . .. По наперед заданной подобласти U ⊂⊂ D
фиксируем подобласть D1 так, чтобы

U ⊂⊂ D1 ⊂⊂ D.

В силу (3.5.19), существует номер N такой, что для всех n > N имеем
Rn ≤ 2R. Согласно лемме 3.4.1, для n > N находим

∫

D1

Λ(x,wn) dx1dx2 ≤ 2 c1R

∫

D

(K2 + |∇K|2) dx1dx2 ≡ B(D1, D) ,

где B(D1, D) — постоянная, зависящая только от ‖K‖W 1,2(D) и подоб-
ластей D1, D.

Пусть x′, x′′ ∈ U — произвольная пара точек, для которой

|x′′ − x′| ≤ min{1, dist2(U, ∂D1)}. (3.5.28)

В точности так же, как и выше, устанавливается

Лемма 3.5.3. Предположим, что функция P(x) обладает в области
D ⊂ R

2 свойством W 1,2-мажорируемости. Тогда если точки x′, x′′ ∈
U подчинены условию (3.5.28), то при всяком n > N выполнено

|wn(x′′) − wn(x
′)| ≤ c

1/2
3 B1/2(D1, D) ln−1/2 1

|x′′ − x′| . (3.5.29)

Выберем подпоследовательность {Rnk
}, сходящуюся к некоторому

пределу R, 1 < R <∞. Ясно, что соответствующая подпоследователь-
ность кругов {B(0, Rnk

)} сходится к ядру B(0, R) относительно точки
ξ = (0, 0) (определение сходимости к ядру и свойства ядра последова-
тельности областей см., например, в [106, §3 главы II]). Подпоследова-
тельность отображений Fnk

= f ◦ w−1
nk

: B(0, Rnk
) → D будет являться

канонической последовательностью представлений поверхности Ω, со-
ответствующей последовательности чисел Qnk

.
Оценка (3.5.29) означает, что последовательность {wnk

} равностепен-
но равномерно непрерывна на всяком компактном подмножестве обла-
сти D. Посредством стандартного диагонального процесса мы можем
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выбрать подпоследовательность {wn′k} сходящуюся локально равномер-

но к некоторому непрерывному отображению w : D → R
2.

Соотношение (3.5.27) леммы 3.5.2 утверждает, что семейство {w−1
n′k
}

обратных отображений равномерно непрерывно на любом компактном
подмножестве круга B(0, R), а потому предельное для wn′k

отображение
w есть гомеоморфизм. Ясно, что w также удовлетворяет условиям нор-
мировки (3.1.3). При этом, в силу замкнутости класса W 1,2-функций
с ограниченным интегралом Дирихле, пользуясь (3.4.10) и (3.4.15), за-
ключаем, что w ∈ W 1,2

loc (D) и w−1 ∈ W 1,2(B(0, R)).

Лемма 3.5.4. Пусть gk(x) : D → R
2, k = 1, 2, . . ., — последова-

тельность Qk-квазиконформных гомеоморфизмов с распределениями
характеристик (pk(x), θk(x)), локально равномерно в области D схо-
дящаяся к некоторому гомеоморфизму класса W 1,2

loc (D) с распределени-
ем характеристик (p(x), θ(x)).

Если для всякой подобласти U ⊂⊂ D существует постояннаяM(U),
0 < M(U) <∞, такая, что

∫

U

Λ(x, gk) dx1dx2 ≤M(U) (k = 1, 2, . . .) (3.5.30)

и почти всюду в D при k → ∞ выполнено

(pk(x), θk(x)) → (p∞(x), θ∞(x)),

то (p∞(x), θ∞(x)) = (p(x), θ(x)) почти всюду в D.

Доказательства см. В.И. Кругликов [45, теорема 2] или В.Я. Гутлян-
ский, О. Мартио, Т. Сугава и М. Вуоринен [156, предложение 3.1].

Последовательность W 1,2-гомеоморфизмов wn′k(x) локально равно-
мерно в D сходится при n′

k → ∞ к гомеоморфизму w(x) : D → B(0, R),
обладает согласно лемме 3.4.15 свойством (3.5.30), и, по построению,
удовлетворяет другим предположениям леммы 3.5.4. Таким образом,
предельный гомеоморфизм w(x) : D → B(0, R) имеет почти всюду в D
характеристики (p(x), θ(x)).

Не трудно видеть, что вектор-функция F = f ◦ w−1 определяет
изотермические координаты на поверхности Ω. Действительно, вектор-
функция f : D → R

m дифференцируема почти всюду в D и удовлетво-
ряет (3.1.1). Отображения w, w−1 дифференцируемы почти всюду в об-
ластяхD и B(0, R), соответственно, а также обладаютN -свойством Лу-
зина. Тем самым, очевидно, композиция F = f ◦ w−1 является диффе-
ренцируемой почти везде и почти везде в B(0, R) удовлетворяет (3.1.1).
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При этом, почти в каждой точке ее дифференцируемости она преобра-
зует бесконечно малые круги в B(0, R) в бесконечно малые круги на
поверхности Ω. Это означает, что почти всюду в D вектор-функция F
удовлетворяет (2.1.2).

Докажем единственность найденного изотермического представле-
ния поверхности Ω. Предположим, что существуют два различных та-
ких канонических гомеоморфизма F1 и F2. Это означает, что существу-
ют два различных квазиконформных отображения g : D → B(0, R′)
и h : D → B(0, R′′), удовлетворяющие условиям (3.1.3) нормировки и
имеющие одно и то же распределение характеристик (p, θ). Мы можем
записать

F1 = f ◦ g−1 : B(0, R′) → Ω, F2 = f ◦ h−1 : B(0, R′′) → Ω.

Необходимо доказать, что отображение ϕ = F−1
1 ◦ F2 является тожде-

ственным. Мы имеем

ϕ =
(
g ◦ f−1

)
◦
(
f ◦ h−1

)
= g ◦ h−1.

Так как g, h−1 отображения классов W 1,2
loc , то ϕ ∈ W 1,1

loc (B(0, R′′)). С
другой стороны, отображение ϕ почти всюду преобразует бесконечно
малые круги в бесконечно малые круги. Тем самым, данное отображе-
ние является отображением с ограниченным искажением и, следова-
тельно, конформным в традиционном смысле этого слова (теорема 1.1
статьи П. Коскелы и Я. Малого [173] или следствие 5.3.1 в разделе 5.3
монографии Т. Иванца и Г. Мартина [164] и определение отображений
с ограниченным искажением при минимальных аналитических предпо-
ложениях — там же). Конформное преобразование ϕ отображает круг
B(0, R′′) на круг B(0, R′), оставляя неподвижными точки (0, 0) и (1, 0).
Это возможно лишь тогда, когда R′ = R′′ и ϕ ≡ ξ. Т.е. ϕ = F−1

1 ◦ F2
есть тождественное преобразование, а F1 ≡ F2.

Единственность канонического гомеоморфизма

F = f ◦ w−1 : B(0, R) → Ω

влечет в свою очередь, что всякая подпоследовательность

{Fnk
: B(0, Rnk

) → D}
последовательности гомеоморфизмов

{Fn = f ◦ w−1
n : B(0, Rn) → D}

имеет своим пределом одно и то же отображение F . Это означает, в
частности, что

lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

Rn
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и что последовательность областей Bn сходится к ядру B = B(0, R).
Теорема полностью доказана. �

3.6 Билипшицевы поверхности

Предположим, что поверхность Ω ⊂ R
m, заданная вектор-функцией

(2.1.1), является локально билипшицевой. Для произвольной точки x ∈
D полагаем

λ(x) = lim
x′→x

|f(x′) − f(x)|
|x′ − x| и Λ(x) = lim

x′→x

|f(x′) − f(x)|
|x′ − x| .

Условие локальной билипшицевости влечет

0 < λ(x) ≤ Λ(x) <∞ (x ∈ D) .

С другой стороны, для коэффициентов g11 и g22 первой квадратичной
формы поверхности Ω в каждой точке x ∈ D дифференцируемости f
имеем

g11 =

∣∣∣∣
∂f

∂x1

∣∣∣∣
2

≤ Λ2, g22 =

∣∣∣∣
∂f

∂x2

∣∣∣∣
2

≤ Λ2 .

Несложно оценить коэффициент искажения площади при отобра-
жении f : D → Ω. Действительно, для произвольной точки x ∈ D,
в которой отображение f дифференцируемо, и произвольного круга
B(x, r) ⊂ D мы имеем

mes2 f(B(x, r)) =

∫

B(x,r)

√
g11g22 − g2

12 dx1dx2 ≥ π min
|x′−x|=r

|f(x′) − f(x)|2 .

Отсюда находим

lim
r→0

1

r2

∫

B(x,r)

√
g11g22 − g2

12 dx1dx2 ≥ π lim
r→0

|f(x′) − f(x)|2
r2

,

и почти всюду в D выполнено
√
g11g22 − g2

12 ≥ λ2 .

Таким образом, для функции P(x), определяемой равенством (3.1.4),
будем иметь

P(x) ≤ 2Λ2(x)

λ2(x)
. (3.6.31)
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В рассматриваемом случае теоремы 3.1.1 и 3.2.1 можно объединить сле-
дующим образом.

Теорема 3.6.1. Пусть Ω — двумерная односвязная поверхность, вло-
женная в R

m посредством вектор-функции (2.1.1), заданной в обла-
сти D ⊂ R

2 и локально билипшицевой. Предположим, что функция
Λ2(x)/λ2(x) является W 1,2-мажорируемой в области D.

Тогда на Ω существуют изотермические координаты ξ = (ξ1, ξ2),
определяемые каноническим гомеоморфизмом y = F (ξ) : B(0, R) →
R
m и обладающими свойствами, описанными в теореме 3.1.1.
При этом F ∈ W 1,2

loc (B(0, R)) и F−1 ∈ W 1,2
loc (Ω).

Доказательство. Достаточно заметить, что соотношение (3.6.31)
обеспечивает W 1,2-мажорируемость в D функции (3.1.4) и, тем самым,
применимость теоремы 3.1.1.

Так как F = f ◦ w−1, где w и w−1 суть гомеоморфизмы класса W 1,2
loc

и f – локально билипшицево отображение, то F , очевидно, обладает
нужными свойствами. �

3.7 Квазиконформные отображения

Предположим, что в односвязной области D ⊂ R
2 задана произволь-

ная пара измеримых характеристик (p(x), θ(x)), причем p(x) является
W 1,2-мажорируемой в D. Повторяя рассуждения, использованные при
доказательстве теоремы 3.1.1, убеждаемся в справедливости следующе-
го высказывания.

Теорема 3.7.1. Существует гомеоморфное отображение ξ = w(x) :
D → R

2 со свойствами:
i) w, w−1 ∈ W 1,2 в D и D = w(D), соответственно;
ii) почти всюду в D отображение w(x) имеет характеристики

(p(x), θ(x)).

Соответствующий результат имеет место в случае областей произ-
вольной связности [185].

Теорема 3.7.2. Пусть D – произвольная подобласть R
2 и пусть

(p(x), θ(x)) – распределение измеримых характеристик в D, причем
p(x) локально W 1,2-мажорируема в D.

Тогда существует гомеоморфизм ξ = w(x) : D → R
2 со свойства-

ми:
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i) w, w−1 ∈ W 1,2
loc в областях D и D = w(D), соответственно;

ii) почти всюду в D отображение w(x) имеет характеристики
(p(x), θ(x));

iii) отображение ξ = w(x) определено с точностью до конформного
преобразования в плоскости переменных (ξ1, ξ2).

Доказательство. Пусть {Dn}∞n=1 – произвольная последовательность
подобластей D такая, что

D1 ⊂⊂ D2 . . . ⊂⊂ Dn . . . , ∪∞
n=1Dn = D .

Пусть Rn = maxx∈Dn
|x| и пусть pn(x) = p(x) при x ∈ Dn, pn(x) = 1

при x ∈ R
2 \Dn.

Распределение характеристик (pn(x), θ(x)) удовлетворяет предполо-
жениям теоремы 3.7.1 в каждом круге |x| < R. Фиксируем a1 ∈ D1,
a1 6= 0. По теореме 3.7.1 существует гомеоморфизм ξ = wn(x), wn(0) =
0, wn(a1) = a1, отображающий круг |x| < Rn на подходящий круг
|ξ| < rn, имеющий почти всюду характеристики (pn(x), θ(x)) и такой,
что wn ∈ W 1,2

loc (B(Rn)), w
−1
n ∈ W 1,2

loc (B(rn)).
В каждой, наперед заданной областиDn0

отображения wn(x), n > n0,
могут быть представлены в виде wn = ϕn ◦ wn0

(x), где ϕn суть кон-
формны в области D̃n0

= wn0
(Dn0

). Так как ϕn(0) = 0 и ϕn(a1) = a1,
то теорема 4.1 из [180] гарантирует существование подпоследователь-
ности {ϕn′}, локально равномерно сходящейся в D̃n0

к некоторому кон-
формному отображению ϕ : D̃n0

→ R
2. Тем самым, {wn} содержит

подпоследовательность {wn′} квазиконформных отображений, локаль-
но равномерно в D̃n0

сходящуюся к гомеоморфизму w0 = ϕ ◦ wn0
. По

лемме 3.5.4 отображение w0 имеет характеристики (p(x), θ(x)) почти
всюду в D̃n0

.
Пользуясь диагональным процессом, находим подпоследовательность

wn′′ равномерно внутри D сходящуюся к некоторому гомеоморфизму
w : D → R

2 с распределением характеристик (p(x), θ(x)). Ясно, что
w ∈ W 1,2

loc (D) и w−1 ∈ W 1,2
loc (D). Это отображение единственно с точно-

стью до конформного преобразования в плоскости ξ. �

Задачи: 1) Что именно следует понимать под изотермическими
координатами в случае финслеровой метрики ? 2) Существуют ли
изотермические координаты на абстрактных поверхностях общего вида
? 3) Доказать основные результаты главы при менее ограничитель-
ных условиях на поверхность Ω.



Глава 4

Граница поверхности

Ниже вводятся простые концы на двумерных, односвязных поверхно-
стях в R

m, аналогичные простым концам К. Каратеодори плоских обла-
стей. Даются оценки искажения относительного расстояния М.А. Лав-
рентьева при конформных отображениях локально билипшицевых по-
верхностей [80].

4.1 Относительное расстояние

Пусть D ⊂ R
2 – односвязная область и O ∈ D – фиксированная точка.

Пусть U ⊂ D – открытое множество.
Уточним обозначения. Символом U мы обозначаем замыкание U в

топологии R
2. Далее полагаем [U ] = U \ ∂D, и ∂ ′U = [U ] \ U.

Рассмотрим локально липшицеву поверхность Ω, вложенную в R
m

посредством вектор-функции (3.3.8).
Пусть D′ = f(D) ⊂ Ω – односвязная область и O′ = f(O). Если

точки a, b ∈ D′, то пусть

ρ(a, b;O′, D′) = min{ρ1(a, b), ρ2(a, b)}, (4.1.1)

где ρ1 есть точная нижняя грань длин (в метрике R
m) замкнутых кри-

вых γ ⊂ D′ \ {O′}, отделяющих1 a и b от точки O′ и границы ∂D′; ρ2

есть точная нижняя грань длин дуг, лежащих в D′\{O′} и отделяющих
a и b от O′ на поверхности D′.

Величина ρ называется относительным расстоянием между точка-
ми a, b ∈ D′ \ {O′}.

1Дуга γ ⊂ D отделяет точку a ∈ D от точки b ∈ D, если для всякого пути l ⊂ D,
соединяющего в D точки a и b, выполнено l ∩ γ 6= ∅.

71
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Относительное расстояния от точки a ∈ D′ \ {O′} до точки O′ вво-
дится соотношением

ρ(a,O′;O′, D′) = lim
b→O′

b6=O

ρ(a, b;O′, D′).

Для плоской двумерной поверхности Ω ⊂ R
m, очевидно, имеем

ρ(a, b;O′, D′) = min{2ρ∗1(a, b), ρ2(a, b)}, (4.1.2)

где ρ∗1 – точная нижняя грань длин дуг γ ⊂ D′ \ {O′}, соединяющих
точки a и b в D′.

Относительное расстояние (4.1.2) (без множителя 2 перед ρ∗1) было
введено М.А. Лаврентьевым в [54]. Г.Д. Суворов [105] привел контрпри-
мер, показывающий, что расстояние М.А. Лаврентьева не удовлетворя-
ет аксиоме треугольника и заменил длины диаметрами. Вместе с тем
оказывается, что положение можно исправить и менее радикальными
средствами. Именно, имеет место следующий результат.

Теорема 4.1.1. Если Ω – поверхность, заданная вектор-функцией
(3.3.8), то функция (4.1.1) определяет метрику в области D′ ⊂ Ω,
удовлетворяющую аксиомам симметрии, тождества и треугольни-
ка.

Доказательство. Так как поверхность Ω локально липшицева, то
для произвольной пары точек a, b ∈ D выполняется ρ(a, b;O,D) < ∞.
Аксиома симметрии тривиальна. Докажем, что ρ(a, b;O,D) = 0 тогда
и только тогда, когда a = b.

Действительно, предположим, что a 6= b. Пусть x′ = y−1(a), x′′ =
y−1(b) – прообразы этих точек в односвязной области ∆∗ = y−1(D),
и пусть O∗ = y−1(O). Отображение y : ∆∗ → D гомеоморфно, а по-
тому x′ 6= x′′. Для плоских областей выполнение аксиомы тождества
очевидно. Тем самым, ρ(x′, x′′;O∗,∆∗) > 0.

Предположения о гомеоморфности y = y(x) и односвязности D вле-
кут тогда, что и ρ(a, b;O,D) > 0.

Нам достаточно теперь проверить неравенство треугольника. Фик-
сируем произвольно точки a, b, c ∈ Ω \ {O}. Естественным образом вы-
деляются три случая.

В первом случае мы имеем

ρ(a, b;O,D) = ρ1(a, b), ρ(b, c;O,D) = ρ1(b, c).

Зададим ε > 0. Выберем замкнутые кривые γ1, отделяющую a, b от O,
∂D, и γ2, отделяющую b, c от O, ∂D так, что

length(γ1) ≤ ρ1(a, b) +
ε

2
, length(γ2) ≤ ρ1(b, c) +

ε

2
.
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Если γ1 ∩ γ2 = ∅, то хотя бы одна из кривых отделяет другую, а,
значит, и точки a, c от O и ∂D. Тем самым,

ρ1(a, c) ≤ max{length(γ1), length(γ2)} ≤

≤ ρ1(a, b) + ρ1(b, c) + ε ≤

≤ ρ(a, b;O,D) + ρ(b, c;O,D) + ε

для произвольного ε > 0.
Если γ1∩γ2 6= ∅, то множество γ3 = γ1∪γ2 является связной замкну-

той кривой, отделяющей a, c от O и ∂D. Таким образом,

ρ1(a, c) ≤ ρ1(a, b) + ρ1(b, c) + ε ≤

≤ ρ(a, b;O,D) + ρ(b, c;O,D) + ε.

Полагая ε→ 0, приходим к нужному неравенству.
Во втором случае пусть

ρ(a, b;O,D) = ρ2(a, b), ρ(b, c;O,D) = ρ2(b, c).

Выберем открытые дуги γ1, γ2, отделяющие a, b и b, c от O, соответ-
ственно, в D, причем так, чтобы для некоторого ε > 0 выполнялось

length(γ1) ≤ ρ2(a, b) +
ε

2
, length(γ2) ≤ ρ2(b, c) +

ε

2
.

Здесь возможны в точности те же самые два подслучая, что и выше. В
обоих вариантах мы получаем нужные неравенства.

В третьем случае достаточно рассмотреть ситуацию, в которой

ρ(a, b;O,D) = ρ1(a, b), ρ(b, c;O,D) = ρ2(b, c) ,

и выбрать

length(γ1) ≤ ρ1(a, b) +
ε

2
, length(γ2) ≤ ρ2(b, c) +

ε

2
.

Дальнейшие аргументы те же, что и выше. �

4.2 Простые концы

Мы воспользуемся известной схемой [105] введения простых концов
К. Каратеодори [136] в плоских односвязных областях. Пусть Ω – по-
верхность, вложенная в R

m посредством вектор-функции (3.3.8). Рас-
смотрим произвольную односвязную подобласть D ⊂ Ω с фиксирован-
ной в ней точкой O ∈ D.
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Пусть ρ – относительное расстояние в D, определенное выражением
(4.1.1). Метрическое пространство (D, ρ) может быть пополнено класса-
ми эквивалентности фундаментальных последовательностей {ak}, ak ∈
D, не имеющих точек накопления в D. Классы эквивалентности eρ =
{ak} таких последовательностей называются простыми концами обла-
сти D (относительно метрики ρ). Область D вместе с присоединенными
к ней простыми концами eρ будем обозначать через D̃ρ.

Пусть eρ1 = {a′k}, eρ2 = {a′′k} – точки из D̃ρ. Относительное расстояние
между ними определяется выражением

ρ(eρ1, e
ρ
2;O, D̃

ρ) = lim
k→∞

ρ(a′k, a
′′
k;O,D).

Фиксируя вместо точки O ∈ D другие внутренние точки области D,
мы получаем различные метрики ρ в D и различные метрические про-
странства Dρ. Пополнения D̃ρ \D этих пространств совпадают. Чтобы
убедиться в этом достаточно заметить, что всякая последовательность
{ak} точек поверхности D, не имеющая предельных точек в D и фунда-
ментальная в метрике ρ(a, b;O′, D), является фундаментальной также
в метрике ρ(a, b;O′′, D).

Если область D односвязная собственная подобласть R
2, то метрика

ρ определена выражением (4.1.2). Несложно проверить, что в этом слу-
чае простые концы eρ области D суть простые концы К. Каратеодори
[136], [105].

При изложении понятия тела простого конца мы следуем оригиналь-
ной статье В.П. Луференко и Г.Д. Суворова [59], где данное понятие
исследуется в произвольных метрических пространствах. Относитель-
но других способов введения конформно-инвариантных граничных эле-
ментов см. О.В. Иванов и Г.Д. Суворов [36], А.П. Кармазин [39].

Пусть e0 ∈ D̃ – простой конец и y0 ∈ R
m – точка. Если существует

последовательность точек ak ∈ D, ρ(ak, e0;O,D) → 0, для которой
|ak − y0| → 0, то мы пишем y0|e0 6= ∅.

Телом |e0| простого конца e0 ∈ D̃ в пространстве R
m называется мно-

жество всевозможных точек y ∈ R
m таких, что y|e0 6= ∅. Как показано

в [59, лемма 1], мы имеем

|e0| = ∩δ>0{y ∈ D : ρ(y, e0) < δ}
(здесь замыкания берутся относительно R

m) и введенное определение
является прямым обобщением понятия тела простого конца К. Кара-
теодори [136].

Классификация простых концов односвязной поверхности D в R
m

возможна в точности та же, что и в теории К. Каратеодори. Именно, мы
называем сечением поверхности D произвольную жорданову дугу γ ⊂
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D с концами на (евклидовой) границе ∂D. Сечение γ разделяет точки
a, b ∈ D, если всякий путь l ⊂ D, ведущий из a в b, пересекает сечение
γ. Сечение γ ⊂ D отделяет простой конец e ∈ D̃ \D от фиксированной
точки O ∈ D, если оно разделяет точку O и все, достаточно близкие
по относительному расстоянию, к e точки поверхности D.

Будем говорить, что последовательность сечений γk ⊂ D, отделяю-
щих простой конец e от фиксированной точки O ∈ D, стягивается к e,
если

r(γk, e;D) = inf
y∈γk

limyl→e|y − yl| → 0

при k → ∞.
Главная точка тела простого конца e ∈ D̃ \ D – это такая точка

y ∈ |e|, для которой найдется последовательность сечений γk, стягива-
ющаяся к e и обладающая свойством

sup
a∈γk

|a− y| → 0 при k → ∞ .

Смежная точка тела простого конца – это произвольная его точка,
не являющаяся главной.

Всякий простой конец односвязной поверхости принадлежит к одно-
му из следующих четырех типов:

простой конец I-го типа содержит единственную главную точку и
не содержит смежных точек;

простой конец II-го типа содержит единственную главную точку и
бесконечное множество смежных точек;

простой конец III-го типа содержит континуум главных точек и не
содержит смежных точек;

простой конец IV-го типа содержит континуум главных точек и бес-
конечное множество смежных точек.

Примеры поверхностей с концами указанных типов легко строятся.
В частности, здесь оказываются пригодными и соответствующие при-
меры плоских областей.

Будем говорить, что точка e ∈ D̃, |e| 6= ∅, является простой в R
m,

если ее тело (как тело простого конца e) в R
m состоит ровно из одной

точки. Заметим, что e есть простой конец первого рода тогда и только
тогда, когда точка e ∈ D̃ \D является простой в R

m.
Обозначим через j естественную проекцию поверхности D в про-

странство R
m. Имеет место следующее общее условие Г.Д. Суворова

простоты граничной точки.

Теорема 4.2.1. Предположим, что множества D и j(D) предком-
пактны в D̃ и R

m, соответственно. Для того, чтобы все точки гра-
ницы D̃ \ D были простыми в R

m необходимо и достаточно, чтобы
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естественная проекция j : D → R
m была равномерно непрерывна по

относительному расстоянию ρ на поверхности D.

См. доказательство в [59].

Упражнения: 1) Доказать самостоятельно или разобрать по [59]
теорему 4.2.1. 2) Разобрать по [106] или [109] доказательство теоремы
К. Каратеодори о сходимости к ядру последовательности конформных
отображений. 3) Перенести результаты Г. Пираняна [204] о распреде-
лении простых концов плоской области на случай поверхности.

4.3 Конформное отображение T

Пусть D — односвязная подобласть R
2 с непустой границей ∂D. Пред-

положим, что поверхность Ω класса Liploc(D) вложена в R
m посред-

ством локально билипшицева отображения (3.3.8).
Пусть G ⊂ R

2 — односвязная область, отличная от R
2. Рассмотрим

конформное отображение T : G → Ω, понимаемое как гомеоморфизм
класса T, T−1 ∈ W 1,2

loc , переводящий в точках дифференцируемости бес-
конечно малые круги в G в бесконечно малые круги на поверхности Ω.

В силу теоремы 3.2.1, несложно заключить, что T = F ◦ h, где F :
B(0, R) → Ω — канонический гомеоморфизм и h : G → B(0, R) —
конформное отображение.

Зафиксируем точку O′ ∈ Ω. Положим

O′′ = T−1(O′) , r(G) = inf
u∈∂G

|u−O′′| .

Следующая теорема 4.3.1 обобщает классическую теорему К. Каратео-
дори [136] о соответствии границ при конформном отображении плос-
ких областей и гарантирует, что конформное отображение T : G → Ω
продолжимо по непрерывности до непрерывного отображения T̃ : G̃→
Ω̃.

Теорема 4.3.1. Пусть Ω — односвязная, локально билипшицева по-
верхность в R

m, заданная в виде (3.3.8) и пусть T : G → Ω — кон-
формное отображение.

Тогда для любой пары точек p, q ∈ G, удовлетворяющей условию

ρ(p, q;O′′, G) < min

{
1,

1

16
r4(G)

}
, (4.3.3)

выполнено

ρ ((T (p), T (q);O′,Ω) ≤ K log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
. (4.3.4)
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Здесь
K = 2

√
π (area Ω)1/2 .

Доказательство. Фиксируем произвольно точки p, q ∈ G \ {O′′} со
свойством (4.3.3). Пусть γ ⊂ G \ {O′′} — дуга, для которой

length (γ) < ρ(p, q;O′′, G) + ε,

где ε > 0 — достаточно малое число.
Выберем точку ξ ∈ γ и рассмотрим семейство окружностей

Lτ = {u ∈ R
2 : |u− ξ| = τ}, r < τ < R, (4.3.5)

где
r = ρ(p, q;O′′, G) + ε, R =

√
ρ(p, q;O′′, G).

В силу (4.3.3), имеем

ρ(p, q;O′′, G) <
√
ρ(p, q;O′′, G) < 1,

и потому данное семейство непусто для достаточно малых ε > 0.
Каждая окружность Lτ содержит внутри дугу γ.
Далее рассмотрим два случая.
Первый случай. Предположим, что

dist (ξ, ∂G) ≤
√

length (γ), (4.3.6)

где dist (a,B) — евклидово расстояние от точки a до множества B.
Тогда имеем √

ρ(p, q;O′′, G) < |ξ −O′′|, (4.3.7)

т.е. каждая из Lτ отделяет p, q от O′.
Действительно, предположим противное. Пусть

|ξ −O′′| ≤
√
ρ(p, q;O′′, G).

Для произвольной точки

u ∈ ∂G такой, что |u− ξ| = dist (ξ, ∂G),

имеем
|u−O′′| ≤ |u− ξ| + |ξ −O′′|.

Тем самым, в силу (4.3.6),

r(G) ≤ |u−O′′| ≤
√

length (γ) +
√
ρ(p, q;O′′, G)

≤
√
ρ(p, q;O′′, G) + ε+

√
ρ(p, q;O′′, G).
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Соотношение (4.3.5) между r и R теперь влечет

r(G) ≤ ρ1/4(p, q;O′′, G) + ρ1/2(p, q;O′′, G) ≤ 2 ρ1/4(p, q;O′′, G),

или
1

16
r4(G) ≤ ρ(p, q;O′′, G).

Это противоречит (4.3.3), и неравенство (4.3.7) действительно спра-
ведливо.

Для произвольного τ, r ≤ τ ≤ R, пусть Cτ означает компоненту связ-
ности множества Lτ ∩G, отделяющую точки p, q от O′′. Существование
такой компоненты связности следует из (4.3.7).

Пусть ∆r,R — подобласть области G, содержащаяся между Cr и CR.

Отображение T (u) : G→ R
m принадлежит классу W 1,2

loc (G) и потому
абсолютно непрерывно на почти всех дугах Cτ , r < τ < R.

Пусть u(s), 0 ≤ s ≤ l(Cτ), — естественная параметризация дуги Cτ
(здесь l(Cτ) — длина Cτ ). Тогда

l(T (Cτ)) =

∫

Cτ

∣∣∣∣
dT

ds
(u(s))

∣∣∣∣ ds ≤
∫

Cτ

√√√√
m∑

i=1

|∇yi(u)|2 |du|.

Несложно показать, что функция l(T (Cτ)) измерима по Лебегу, как
функция параметра τ ∈ [r, R]. В силу интегрального неравенства Ко-
ши, находим

l2 (T (Cτ)) ≤ l(Cτ)

∫

Cτ

m∑

i=1

|∇yi(u)|2 |du|

и, далее, по теореме 1.9.1 имеем

R∫

r

l2 (u(Cτ))

τ
dτ ≤ 2π

∫

∆r,R

m∑

i=1

|∇yi(u)|2 du1 du2. (4.3.8)

Рассмотрим конформное отображение T . В каждой точке дифферен-
цируемости отображения T : G→ Ω имеем

m∑

i=1

|∇yi(u)|2 =
2∑

k=1

∣∣∣∣
∂T

∂uk

∣∣∣∣
2

=

= 2

∣∣∣∣
∂T

∂u1

∣∣∣∣
2

= 2

√∣∣∣∣
∂T

∂u1

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣
∂T

∂u2

∣∣∣∣
2

.
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Таким образом, мы получаем
m∑

i=1

|∇yi(u)|2 = 2 I(T, u) почти всюду на G, (4.3.9)

где

I(T, u) =

√∣∣∣∣
∂T

∂u1

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣
∂T

∂u2

∣∣∣∣
2

−
〈
∂T

∂u1
,
∂T

∂u2

〉2

.

Поскольку площадь Ω ограничена и вектор-функция T : G → R
m

принадлежит классу W 1,2
loc в области G, то соотношение (4.3.9) влечет

∫

G

m∑

i=1

|∇yi|2 du1 du2 = 2 area (Ω) <∞.

Поэтому, на основании неравенства (4.3.8), приходим к оценке

inf
r≤τ≤R

l2(T (Cτ)) ≤ 2π log−1

√
ρ(p, q;O′′, G)

ρ(p, q;O′′, G) + ε

∫

G

m∑

i=1

|∇yi(u)|2 du1 du2 .

(4.3.10)
Из (4.3.10), учитывая произвол в выборе ε > 0, выводим

inf
r≤τ≤R

l(T (Cτ)) ≤
√

4π area (Ω) log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
.

Так как каждая из дуг Cτ отделяет точки p, q от O′′ вG, то каждая из
дуг T (Cτ) отделяет T (p), T (q) от O′ на Ω. Таким образом, мы получаем

ρ2(T (p), T (q);O′, F ) ≤ K1 log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
.

Последнее неравенство обеспечивает справедливость (4.3.4).

Второй случай. Предположим, что dist (ξ, ∂G) >
√

length (γ). Тогда
мы имеем

dist (ξ, ∂G) >
√
ρ(p, q;O′′, G) = R,

и, следовательно, ни одна из окружностей Cτ семейства (4.3.5) не пе-
ресекает границу ∂G.

Как и выше, устанавливаем оценку (4.3.10).
Отображение T : G → Ω гомеоморфно, а потому каждая из кривых

T (Cτ), r ≤ τ ≤ R, отделяет точки T (p), T (q) от границы ∂Ω на Ω и
для любого τ ∈ [r, R] выполнено

ρ1(T (p), T (q);O′,Ω) ≤ length (T (Cτ)) ≤ l (T (Cτ)) .
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Отсюда, в силу (4.3.10), получаем

ρ1(T (p), T (q);O′,Ω) ≤ K1 log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
,

что влечет (4.3.4). Теорема доказана. �

Следствие 4.3.1. Пусть Ω — односвязная, локально билипшицева по-
верхность в R

m, заданная в виде (3.3.8). Предположим, что функция
Λ2(x)/λ2(x) является W 1,2-мажорируемой в области D.

Тогда всякое конформное отображение T : G→ Ω, где G ⊂ R
2 – од-

носвязная область с непустой границей, продолжимо до непрерывного
отображения T̃ : G̃→ Ω̃.

4.4 Q∗-гомеоморфизмы поверхностей

Пусть D — односвязная подобласть R
2 с непустой границей ∂D. Пред-

положим, что поверхность Ω вложена в R
m посредством локально би-

липшицева отображения (3.3.8).
Пусть U, V ⊂ D – непересекающиеся подмножества, замкнутые от-

носительно D. Тройка (U, V ; D) определяет конденсатор на поверхно-
сти Ω. Рассмотрим множество F(U, V ;D) всевозможных липшицевых
функций ϕ : D → R таких, что ϕ|U = 0, ϕ|V = 1 и

|∇Ωϕ(x)| > 0 почти всюду в D \ (U ∪ V ) . (4.4.11)

Здесь градиент ∇Ωϕ берется в метрике поверхности Ω.
Величина

cap1 (U, V ; D) = inf
ϕ∈F(U,V ;D)

∫

D

|∇Ωϕ| dσΩ. (4.4.12)

есть 1-емкость конденсатора (U, V ; D).
Пусть Ω1 ⊂ R

m, Ω2 ⊂ R
n – локально билипшицевы поверхности

вида (3.3.8). Пусть D1 ⊂ Ω1, D2 ⊂ Ω2 – области и пусть h : D1 → D2
– гомеоморфное отображение D1 на D2. Зададим измеримую функцию
Q : D1 → (0,∞). Гомеоморфное отображение h будем называть Q∗-
гомеоморфизмом, если для всякого конденсатора (U, V ;D1) выполнено

cap2
1 (hU, hV ;D2) ≤ inf

ϕ∈F(U,V ;D1)

∫

D1

Q |∇Ω1
ϕ|2 dσΩ1

. (4.4.13)



4.4. Q∗-ГОМЕОМОРФИЗМЫ ПОВЕРХНОСТЕЙ 81

При Q ≡ mes2D2 соотношение (4.4.13) следует из условия конформ-
ности отображения h. Действительно, пусть z = x1+ix2, w = u1+iu2 и
отображение w = h(z) : D1 → D2 является однолистным конформным
соответствием между областями D1, D2 ⊂ C. Конформное отображе-
ние h оставляет инвариантным интеграл Дирихле в том смысле, что

∫

D2

|∇ϕ(w)|2du1du2 =

∫

D1

|∇ϕ∗(z)|2 dx1dx2 , (4.4.14)

где ϕ∗ = ϕ ◦ h. Поэтому для произвольного конденсатора (U, V ;D2) и
произвольной функции ϕ ∈ F(U, V ;D2) выполнено

cap2
1(U, V ;D2) ≤



∫

D2

|∇ϕ(w)| du1du2




2

≤

≤ mes2D2

∫

D2

|∇ϕ(w)|2 du1du2 =

= mes2D2

∫

D1

|∇ϕ∗(z)|2 dx1dx2 .

Переходя здесь к точной нижней грани по всем функциям

ϕ∗ ∈ F(h−1U, h−1V ;D1) ,

приходим к соотношению (4.4.13).
В точности так же проверяется, что при Q ≡ const ≥ 0 класс Q∗-

гомеоморфизмов h : D1 ⊂ C → C, содержит квазиконформные отоб-
ражения.

В общем случае неравенство (4.4.13) может быть истолковано как
специальный вариант принципа длины и площади для отображения
h (см., например, [182, теорема 1.4.b], [108, глава X, теорема 1], [48],
[52], [46]). В случае областей D1, D2 из R

2 данный класс тесно связан
с, так называемыми, Q-гомеоморфными отображениями, введенными
Ю.Ф. Струговым [104] и активно изучаемыми в последнее время в ра-
ботах О. Мартио, В.И. Рязанова, У. Сребро, Э. Якубова [188] – [190],
а также радиальными Q-гомеоморфизмами [156], [216]. Мы не будем
здесь останавливаться на указанных связях более детально.
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В рассматриваемом здесь случае липшицевых поверхностей мы, стро-
го говоря, вправе требовать конформность отображения h только лишь
в точках его дифференцируемости или конформность отображения h :
D1 → D2 почти всюду. С другой стороны, достаточно эффективное
определение конформности h мы получаем из условия (4.4.14) инвари-
антности интеграла Дирихле. Как и выше, непосредственно проверяет-
ся, что такие отображения принадлежат классу Q∗-гомеоморфизмов с
Q ≡ const > 0.

Рассмотрим еще один пример. Пусть Ω1 = Ω2 ⊂ R
2 и пусть σ : D1 →

R – положительная измеримая функция. Рассмотрим систему

ux1
= σ vx2

, ux2
= −σ vx1

. (4.4.15)

Каждое гомеоморфное отображение h = u+iv : D1 → D2, h ∈ W 1,2
loc ,

является Q∗
1−гомеоморфизмом с Q1 = Q(x) (mes2D2), где

Q(x) = max

(
σ(x),

1

σ(x)

)
.

Действительно, пусть (U, V ;D2) – произвольный конденсатор и ϕ ∈
F(U, V ;D2). Мы имеем

cap2
1 (U, V ;D2) ≤ mes2D2

∫

D2

|∇ϕ|2du1du2.

Согласно теореме Радемахера, функция ϕ дифференцируема почти
всюду в области D2, а в соответствии с теоремой Ф. Геринга – О. Лехто
[149] отображение h также дифференцируемо почти всюду в D1. По-
этому мы вправе записать∫

D2

|∇ϕ|2du1du2 =

∫

D1

(ϕ2
u1

+ ϕ2
u2

)(u1x1
u2x2

− u1x2
u2x1

) dx1dx2 .

Пользуясь (4.4.15), получаем

cap2
1 (U, V ;D2) ≤ mes2D2

∫

D1

σ (ϕ2
u1

+ ϕ2
u2

) |∇u2|2 dx1dx2.

На основании формулы замены переменных (см. [157, теорема 11])
заключаем, что функция ϕ∗ = ϕ ◦ h имеет почти всюду полный диф-
ференциал. Таким образом,

(ϕ∗)2
x1

+ (ϕ∗)2
x2

= (σϕu1
u2x2

+ ϕu2
u2x1

)2 + (−σϕu1
u2x1

+ ϕu2
u2x2

)2 =

= (σ2ϕ2
u1

+ ϕ2
u2

)|∇u2|2 .
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Однако, почти всюду в D1 выполнено

(σ2ϕ2
u1

+ ϕ2
u2

) ≤ σ Q (ϕ2
u1

+ ϕ2
u2

).

и, таким образом,

cap2
1 (U, V ;D2) ≤ mes2D2

∫

D1

Q
(
(ϕ∗)2

x1
+ (ϕ∗)2

x2

)
dx1dx2 ,

что доказывает (4.4.13). �

Решения уравнения (4.4.15) называются σ-гармоническими отобра-
жениями и изучаются в значительном числе новейших работ (см., на-
пример, статьи [130], [127], [143] и цитированную там литературу).

Пусть Ω1 ⊂ R
m – локально билипшицева поверхность вида (3.3.8).

Обозначим через dΩ1
(a, b) = d(a, b) геодезическое расстояние между

точками a, b ∈ Ω1, другими словами, точную нижнюю грань длин дуг
γ ⊂ Ω1, соединяющих точки a и b. Так как поверхность Ω1 локаль-
но билипшицева, то dΩ1

(a, b) < ∞ для любых a, b ∈ Ω1. Дальнейшие
обозначения:

S(y0, r) = {y ∈ Ω1 : dΩ1
(y0, y) = r}

– геодезическая окружность радиуса r > 0,
B(y0, r) = {y ∈ Ω1 : dΩ1

(y0, y) < r}
– геодезический круг, и

K(y0, r, R) = {y ∈ Ω1 : r < dΩ1
(y0, y) < R}

– геодезическое кольцо.
Зафиксируем односвязную область D ⊂ Ω1 и точку y0 ∈ D. Выберем

r и R так, чтобы
0 < r < R < sup

y∈D
dΩ1

(y0, y) , (4.4.16)

и выберем произвольно компоненту связности K = KD(y0, r, R) множе-
ства K(y0, r, R) ∩D. Положим

U = U(y0, r) = D ∩B(y0, r), V = V (y0, R) = D \B(y0, R).

Так как y0 ∈ D, то из соотношения (4.4.16) следует, что множества U
и V непусты.

Имеет место следующая оценка.

Теорема 4.4.1. Пусть Ω1 ⊂ R
m, Ω2 ⊂ R

n – локально билипшицевы
поверхности вида (3.3.8). Если

h : KD(y0, r, R) ⊂ Ω1 → Ω2
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есть Q∗-гомеоморфизм, то

L2 ≤




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

. (4.4.17)

Здесь L – точная нижняя грань длин дуг или кривых, разделяющих
множества hU , hV в hK, и SD(y0, t) = S(y0, t) ∩D.

Доказательство этой теоремы мы дадим позже, а пока приведем несколь-
ко ее важных следствий.

Следствие 4.4.1. В условиях теоремы 4.4.1 пусть y0 – главная точка
простого конца e ∈ D̃. Если∫

0

dt∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|
= ∞, (4.4.18)

то образом e ∈ D̃ при отображении h : KD(y0, 0, R) → Ω2 является
единственный простой конец области

h(KD(y0, 0, R)) ⊂ D2 .

Доказательство. Пусть ai → e – произвольная последовательность
точек области KD(y0, 0, R) (i = 1, 2, . . .). Достаточно заметить, что со-
отношения (4.4.17) и (4.4.18) влекут существование последовательности
{h(SD(y0, tk))} дуг с длинами, стремящимися к нулю при k → ∞, от-
деляющих дугу h(SD(y0, R)) от h(ai) при всех, достаточно больших i.
�

Наряду с Q∗-гомеоморфизмами мы рассматриваем их обобщения.
Именно, зафиксируем односвязную область D1 ⊂ Ω1 и точку O1 ∈ D1.
Пусть

0 < µ < d(O1) = d(O1, ∂D1) (4.4.19)
– некоторое число. Будем говорить, что гомеоморфное отображение

h : D1 ⊂ Ω1 → D2 ⊂ Ω2

является Q∗(µ)-гомеоморфизмом, если для всякой точки y0 ∈ D1 и
любых 0 < r < R < µ найдется измеримая функция Q = Q(y; y0, r, R),
для которой

cap2
1(hU(y0, r), hV (y0, R);D2) ≤ inf

ϕ

∫

KD1
(y0,r,R)

Q |∇Ω1
ϕ|2dσΩ1

, (4.4.20)
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где точная нижняя грань берется по всем функциям

ϕ ∈ F(U(y0, r), V (y0, R); KD1
(y0, r, R)).

Теорема 4.4.2. Пусть Ω1 ⊂ R
m, Ω2 ⊂ R

n – локально билипшицевы
поверхности вида (3.3.8). Пусть D1 ⊂ Ω1, D2 ⊂ Ω2 – односвязные
области и O1 ∈ D1, O2 ∈ D2 – фиксированные точки. Пусть h : D1 →
D2 – Q∗(µ)-гомеоморфизм, h(O1) = O2, такой, что для некоторой
монотонной функции ω(t) = ω(t;µ) : (0, µ) → (0,∞), ω(+0) = 0,
произвольной точки y0 ∈ D1, и любых 0 < t < µ, выполнено




µ∫

t

dτ

/ ∫

SD1
(y0,τ)

Q(y) |dy|




−1

≤ ω(t). (4.4.21)

Тогда, если mes2D2 < ∞, то для произвольной пары точек a, b ∈
D̃1, удовлетворяющей условию

2 max{d(a, ∂D1), d(b, ∂D1), ρ(a, b;O1, D1)} <

< min{d(O1, ∂D1) − µ, 2µ} , (4.4.22)

справедливо неравенство

ρ(ha, hb;O2, D2) ≤ [mes2D2 ω(ρ(a, b;O1, D1))]
1/2 . (4.4.23)

В частности, всякий Q∗(µ)-гомеоморфизм h : D1 → D2, обладаю-
щий свойством (4.4.21), продолжим по непрерывности до гомеоморф-
ного отображения h̃ : D̃1 → D̃2 и мы имеем здесь обобщение теоремы
К. Каратеодори о конформных отображениях плоских областей [136]
на случай отображений поверхностей.

Следствие 4.4.2. Если Q∗(µ)-гомеоморфизм h : D1 → D2 удовле-
творяет (4.4.21) и все простые концы поверхности D2 первого рода,
то отображение h продолжимо по непрерывности до гомеоморфного
отображения h̃ : D̃1 → D2.

Если, кроме того, поверхность D1 имеет простые концы только
первого рода, то h продолжимо до гомеоморфизма h̃ : D1 → D2.
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4.5 Искажение при Q∗-гомеоморфизмах

Ниже приводится доказательство теоремы 4.4.1. Вначале мы покажем,
что

L ≤ cap1 (hU, hV ;hK). (4.5.24)

Пусть ϕ – произвольная функция, допустимая при вычислении 1-
емкости конденсатора (hU, hV ;hK). Предположим, что поверхность
Ω2 ⊂ R

n задана посредством липшицева отображения f2 : ∆∗ → R
n.

Пусть K∗ = f−1
2 (hK). Мы вправе записать

∫

hK

|∇Ω2
ϕ| dσΩ2

=

∫

K∗

(
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

)1/2
√
g dx1dx2, (4.5.25)

где ϕ∗ = ϕ ◦ f2 и коэффициенты gij, g
ij, g суть коэффициенты первой

квадратичной формы поверхности Ω2.
Так как отображение f2 локально билипшицево, то

ess sup
K∗

max{g11(x), |g12(x)|, g22(x)} = M <∞ .

Положим

p(x) =

(
2∑

i,j=1

gij
ϕ∗
xi

|∇ϕ∗|
ϕ∗
xj

|∇ϕ∗|

)1/2
√
g .

Тогда имеем
∫

hK

|∇Ω2
ϕ| dσΩ2

=

∫

K∗

p(x) |∇ϕ∗(x)| dx1dx2 .

Так как матрицы (gij) и (gij) взаимно обратны, то

g11 =
g22

g
, g12 = −g12

g
, g22 =

g11

g
. (4.5.26)

Отсюда, почти всюду в K∗ выполнено

p(x) ≤M 1/2

(
2∑

i,j=1

ϕ∗
xi

|∇ϕ∗|
ϕ∗
xj

|∇ϕ∗|

)1/2

≤ 2M 1/2 .

По теореме 3.2.15 из [144] почти все линии уровня

Et = {x ∈ K∗ : ϕ∗(x) = t}
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состоят из счетного числа локально спрямляемых дуг. Тем самым, мы
вправе воспользоваться известной формулой для ко-площади [144, тео-
рема 3.2.22]. Мы имеем

∫
K∗

(∑2
i,j=1 g

ijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

)1/2 √
g dx1dx2 =

=
1∫
0

dt
∫
Et

(∑2
i,j=1 g

ij ϕ∗
xi

|∇ϕ∗|
ϕ∗

xj

|∇ϕ∗|

)1/2 √
g |dx| .

(4.5.27)

Вектор-функция f2 абсолютно непрерывна вдоль почти всех Et. Век-
торы

τ =

(
− ϕ∗

x2

|∇ϕ∗| ,
ϕ∗
x1

|∇ϕ∗|

)

суть единичные касательные к Et векторы. Таким образом, для почти
всех t ∈ (0, 1) находим

length(f2Et) =

∫

Et

ds =

∫

Et

(
2∑

i,j=1

gijdxidxj

)1/2

=

=

∫

Et

(
g11

(ϕ∗
x2

)2

|∇ϕ∗|2 − 2g12

ϕ∗
x1

|∇ϕ∗|
ϕ∗
x2

|∇ϕ∗| + g22

(ϕ∗
x1

)2

|∇ϕ∗|2
)1/2

|dx|.

Подставляя выражения для gij из (4.5.26) в последний интеграл, полу-
чаем

length(f2Et) =

∫

Et

(
2∑

i,j=1

gij
ϕ∗
xi

|∇ϕ∗|
ϕ∗
xj

|∇ϕ∗|

)1/2
√
g |dx|, (4.5.28)

и (4.5.27) влечет

1∫

0

length(f2Et) dt =

∫

K∗

(
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

)1/2
√
gdx1dx2.
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Таким образом,

inf
0<t<1

length(f2Et) ≤
∫

K∗

(
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

)1/2
√
g dx1dx2.

Пользуясь (4.5.25), приходим к неравенству (4.5.24).

В качестве второго шага мы докажем, что

inf
ϕ∈F(U,V,D)

∫

K

Q |∇Ω1
ϕ|2dσΩ1

≤




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

(4.5.29)

Предположим, что поверхность Ω1 ⊂ R
m задается локально билип-

шицевым отображением f1. Как и выше, пустьK∗ = f−1
1 (K), ϕ∗ = ϕ◦f1

и d∗(x) = dΩ1
(y0, f1(x)). Мы имеем

inf
ϕ∈F(U,V ;D)

∫

K

Q |∇Ω1
ϕ|2dΩ1 = inf

ϕ∗

∫

K∗

Q∗
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

√
g dx1dx2. (4.5.30)

где Q∗ = Q ◦ f1 и коэффициенты gij, g коэффициенты первой квадра-
тичной формы поверхности Ω1.

Выберем ϕ∗ в виде ϕ∗ = ψ ◦d∗(x) с некоторой липшицевой функцией
ψ : [r, R] → [0, 1], для которой ψ(r) = 0, ψ(R) = 1. Нам потребуется
следующая оценка для градиента функции расстояния, которая будет
доказана ниже,

|∇F1
d∗(x)| =

2∑

ij=1

gijd∗xi
d∗xj

≤ 1 почти всюду в ∆. (4.5.31)

Таким образом, пользуясь еще раз формулой для ко-площади, в силу
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(4.5.31) получаем

∫

K∗

Q∗
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

√
g dx1dx2 =

=

∫

K∗

Q∗ψ′2(d∗(x))
2∑

i,j=1

gijd∗xi
d∗xj

√
g dx1dx2 ≤

≤
R∫

r

ψ′2(t)dt

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗√g|dx|,

(4.5.32)

где S∗
D(y0, t) = f−1

1 SD(y0, t).
Легко проверяется, что

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗√g |dx| =

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|. (4.5.33)

Действительно, мы имеем

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy| =

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗
(

2∑

i,j=1

gijdxidxj

)1/2

.

Поскольку d∗|S∗
D(y0,t)

= t, как и в (4.5.28), мы устанавливаем, что для

почти всех t ∈ (0, 1) выполнено

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗
(

2∑

i,j=1

gijdxidxj

)1/2

=

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗
(

2∑

i,j=1

gijd∗xi
d∗xj

)1/2
√
g |dx| =

=

∫

S∗
D(y0,t)

Q∗√g |dx|,

и соотношение (4.5.33) доказано.
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Из (4.5.32) и (4.5.33) следует

∫

K∗

Q∗
2∑

i,j=1

gijϕ∗
xi
ϕ∗
xj

√
g dx1dx2 ≤

R∫

r

ψ′2(t)dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|.

Таким образом, соотношение (4.5.30) влечет

inf
ϕ∈F(U,V ;D)

∫

K

Q |∇Ω1
ϕ|2dσΩ1

≤ inf
ψ

R∫

r

ψ′2(t)dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|. (4.5.34)

Найдем точную нижнюю грань интегралов в правой части (4.5.34).
Так как ψ(r) = 0, ψ(R) = 1, то для произвольной функции ψ мы имеем

1 ≤




R∫

r

dt∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|







R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|


 ,

то есть, для любой допустимой функции ψ справедливо неравенство



R∫

r

dt∫
SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

≤
R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|. (4.5.35)

Выбирая

ψ0(t) =

t∫

r

dτ∫

SD(y0,τ)

Q(y) |dy|

/ R∫

r

dτ∫

SD(y0,τ)

Q(y) |dy|

при t ∈ (r, R) и замечая, что ψ0(r+0) = 0, ψ0(R−0) = 1, мы заключаем:

R∫

r

ψ′2
0 (t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy| =




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

.
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Таким образом, на основании (4.5.35) выводим

inf
ψ

R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy| =

=




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

.

(4.5.36)

Данные аргументы пригодны для произвольной локально ограничен-
ной на (r, R) функции

q(τ) ≡
∫

SD(y0,τ)

Q(y) |dy|,

при которой ψ0 локально липшицева. Простые аппроксимационные ар-
гументы влекут справедливость (4.5.36) в общем случае.

Действительно, для произвольного n = 1, 2, . . . положим

Qn(y) =





Q(y) при Q(y) ≤ n,

n при Q(y) > n.

Тогда, для произвольной функции ψ по теореме Фату имеем

R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy| ≤ limn→∞

R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Qn(y) |dy| .
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Отсюда, по доказанному,

R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy| ≤
R∫

r

ψ′2(t) dt

∫

SD(y0,t)

Qn(y) |dy| ≤

≤




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Qn(y) |dy|




−1

≤

≤




R∫

r

dt

/ ∫

SD(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

.

Переходя в левой части соотношения к точной нижней грани по до-
пустимым функциям ψ, убеждаемся в справедливости соотношения
(4.5.36) в общем случае.

Комбинируя (4.5.36) с (4.5.34) приходим к (4.5.29). На основании
(4.5.29), (4.5.24) и (4.4.13) приходим к (4.4.17).

Чтобы завершить доказательство теоремы 4.4.1, необходимо прове-
рить справедливость неравенства (4.5.31), уже использованного нами
выше. Если поверхность Ω1 принадлежит классу C2, то это неравен-
ство хорошо известно (и, даже, в более сильном виде). Для липшицевой
поверхности оно нуждается в доказательстве.

Пусть a – произвольная точка, в которой производная f ′
1 вектор-

функции (3.3.8) существует и непрерывна. Пусть γ(a, θ) – отрезок дли-
ны h > 0, выходящий из точки a в направлении, задаваемом единичным
вектором θ = (θ1, θ2). Тогда

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

∂d∗

∂xi
(a) θi

∣∣∣∣∣ ≤ limh→0

1

h

∫

γ(a,θ)

dsΩ1
,

где

d∗(x) = d(a, f1(x)) = inf
γ

∫

γ

dsΩ1

и точная нижняя грань берется по всевозможным дугам γ, соединяю-
щим точки a и x.
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Однако,
∫

γ(a,θ)

dsF1
=

h∫

0

[
2∑

i,j=1

gij(a+ r θ) θiθj

]1/2

dr

и, в силу непрерывности gij в точке a, мы получаем

2∑

i,j=1

∂d∗

∂xi
(a)

∂d∗

∂xj
(a) θiθj ≤

2∑

i,j=1

gij(a) θiθj . (4.5.37)

Непосредственными вычислениями проверяется, что

max
|θ|=1

∑2
i,j=1

∂d∗

∂xi

∂d∗

∂xj
θiθj

∑2
i,j=1 gij θiθj

=
2∑

i,j=1

gij
∂d∗

∂xi

∂d∗

∂xj
. (4.5.38)

Действительно, на основании известных свойств квадратичных форм
(см., например, [22, стр. 289-290]), наибольшее значение отношения двух
квадратичных форм, стоящего в левой части (4.5.38), равно максималь-
ному из корней λ уравнения

det

(
∂d∗

∂xi

∂d∗

∂xj
− λ gij

)
= 0 .

Умножая обе части равенства на det (gij), получаем

det (aij − λ δij) = 0 ,

где

aij =
∂d∗

∂xj

2∑

k=1

gik
∂d∗

∂xk

и δij – символ Кронекера.
Отсюда находим

λmax =
2∑

i=1

2∑

j=1

gij
∂d∗

∂xj

2∑

k=1

gik
∂d∗

∂xk
,

что и требовалось.
В силу (4.5.38), справедливость соотношения (4.5.37) при всех еди-

ничных векторов θ влечет (4.5.31).
Таким образом, теорема доказана полностью. �
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4.6 Локальные оценки

Теорема 4.4.1 приводит к некоторым локальным оценкам при гомео-
морфных отображениях класса Q∗. Пусть c ∈ [1,∞) – постоянная.
Вектор-функция f : ∆ → R

m называется c-монотонной, если для
всякой подобласти ∆′, ∆′ ⊂⊂ ∆, выполнено неравенство

osc (f,∆′) ≤ c osc (f, ∂∆′). (4.6.39)

Заметим, к примеру, что C2-вектор-функция f , задающая поверх-
ность Ω неположительной гауссовой кривизны является c-монотонной
при c = 1. Если поверхность Ω имеет выпуклый график в R

3, то она c-
монотонна с некоторой постоянной c = c(∆′) ≥ 1 на всякой подобласти
∆′ ⊂⊂ ∆.

Следствие 4.6.1. Пусть Ω1 ⊂ R
m, Ω2 ⊂ R

n – поверхности, заданные
вектор-функциями f1 : ∆1 → R

m, f2 : ∆2 → R
n, соответственно.

Предположим, что f2 является c2-монотонной.
Тогда для произвольного Q∗-гомеоморфного отображения h : Ω1 →

Ω2, произвольной точки y0 ∈ Ω1 и всякого r такого, что c2r < d0 =
dΩ1

(y0, ∂Ω1), выполняется

osc2(h, B(y0, r)) ≤ c22




d0∫

r

dt

/ ∫

S(y0,t)

Q(y) |dy|




−1

. (4.6.40)

Для доказательства достаточно воспользоваться оценкой (4.4.17) и
заметить, что

osc2(h,B(y0, r)) ≤ c22L
2.

�

Оценка (4.6.40) влечет серию уже известных. Мы ограничимся здесь
следующим рассмотрением. Пусть ξ(t) – неотрицательная борелева функ-
ция на (0, d0) такая, что

I(ε) =

d0∫

ε

ξ(t) dt <∞, ε ∈ (0, d0). (4.6.41)

Согласно формуле для ко-площади имеем

∫

ε<dΩ1
(y0,y)<d0

Q(y) ξ2(dF1
(y0, y)) dσΩ1

=

d0∫

ε

ξ2(τ) dτ

∫

S(y0,τ)

Q(y) |dy|.
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Отсюда, на основании неравенства Коши, получаем

I2(ε) ≤




d0∫

ε

dτ

/ ∫

S(y0,τ)

Q(y) |dy|







d0∫

ε

ξ2(τ) dτ

∫

S(y0,τ)

Q(y) |dy|




и



d0∫

ε

dτ

/ ∫

S(y0,τ)

Q(y) |dy|




−1

≤ 1

I2(ε)

∫

ε<dF1
(y0,y)<d0

Q(y) ξ2(dF1
(y0, y)) dΩ1.

Таким образом, оценка (4.6.40) приводит к неравенству

osc2(h,B(y0, r)) ≤ c22 I
−2(r)

∫

K(r,d0;F1)

Q(y) ξ2(dF1
(y0, y)) dΩ1 , (4.6.42)

справедливому для всякой функции ξ со свойством (4.6.41).
Для отображений плоских областей в единичную сферу, близкое нера-

венство установлено В.И. Рязановым, У. Сребро и Э. Якубовым [216].

4.7 Искажение относительного расстояния

Докажем теорему 4.4.2. Пусть a, b ∈ D1 \{O1} – пара точек, удовлетво-
ряющая (4.4.22). Фиксируем дугу или кривую γ ⊂ D1 \ {O1}, отделяю-
щую a, b от O1 и такую, что

length(γ) < ρ(a, b;O1, D1) + δ <
1

2
(d(O1) − µ),

где d(O1) = d(O1, ∂D1) и δ > 0 – достаточно малое число.
Выберем точку p ∈ γ и рассмотрим семейство геодезических окруж-

ностей
S(p, τ) = {y ∈ Ω1 : d(p, y) = τ}, ρ < τ < µ,

где ρ = ρ(a, b;O1, D1).
Предположения (4.4.19) и (4.4.22) влекут, что множества S(p, τ)∩D1

содержат компоненты связности SD(p, τ), отделяющие a, b от O1.
Действительно, пусть S(p, τ) ∩ ∂D1 6= ∅. Так как p ∈ γ, то

d(p, ∂D1) ≤ length(γ) <
1

2
(d(O1) − µ).
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Далее мы замечаем, что

d(O1) ≤ d(p, ∂D1) + d(p,O1) ≤

≤ length(γ) + d(p,O1) ≤

≤ (d(O1) − µ)/2 + d(p,O1) .

Таким образом,
1

2
d(O1) +

1

2
µ ≤ d(p,O1)

и, следовательно,
d(p, ∂D1) + µ ≤ d(p,O1) .

Отсюда, µ ≤ d(p,O1), то есть, τ < d(p,O1) и каждая из дуг SD1
(p, τ) 6=

∅.
Пусть S(p, τ) ∩ ∂D1 = ∅. Зафиксируем произвольно δ1 > 0. Пусть

l ⊂ F1 – дуга, связывающая точку a с границей ∂D1 так, что

length (l) < d(a, ∂D1) + δ1.

Но γ разделяет a и ∂D1, а потому γ ∩ l 6= ∅.
Пусть ξ ∈ γ ∩ l – произвольная точка. Мы имеем

d(O1) ≤ d(ξ, ∂D1) + d(ξ, p) + d(p,O1) ≤

≤ d(a, ∂D1) + δ1 + length(γ) + d(p,O1) ≤

≤ d(O1) − µ+ d(p,O1) + δ1.

Отсюда находим
µ ≤ d(p,O1) + δ1 .

Поскольку δ > 0 произвольно, мы получаем µ ≤ d(p,O1), и нужное
доказано.

Итак, каждая из геодезических окружностей S(p, τ) отделяет точку
p от O1 при τ ∈ (ρ, µ). Тем самым, мы вправе воспользоваться теоремой
4.4.1 с K = K(p, ρ, µ). Каждая из дуг (или кривых) SD1

(p, τ) отделяет
точки a, b от ∂D1 и O1. Ее образ hSD1

(p, τ) отделяет ha, hb от ∂D2 и
O2. Тем самым,

ρ (ha, hb;O2, D2) ≤ length (hSD1
(p, τ)) .
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Согласно (4.4.17), мы находим

ρ2(ha, hb;O2, D2) ≤




µ∫

ρ

dt

/ ∫

SD(p,t)

Q(y) |dy|




−1

≤ ω(ρ)

и (4.4.23) действительно имеет место.
Завершая доказательство, предположим, что an, bn ∈ D1 – точки,

сходящиеся к a, b ∈ D̃1 \ D1 и удовлетворяющие (4.4.22). Мы вправе
записать

ρ(han, hbn;O2, D2) ≤ ω1/2(ρ(an, bn;O1, D1)) .

Полагая теперь n→ ∞, мы доказываем (4.4.23) в общем случае. �

Задачи: 1) Определить относительное расстояние на абстрактных
поверхностях с финслеровой метрикой. 2) Изучить Q∗-отображения
абстрактных поверхностей общего вида.



Глава 5

Скорость аппроксимации

канонического гомеоморфизма

Ниже, в дополнение к теореме 3.1.1 мы даем оценки скорости аппрокси-
мации канонического гомеоморфизма F : B(0, R) → R

m посредством
отображений Fn. В этих целях мы используем концепцию устойчиво-
сти конформных отображений в классе отображений с ограниченным
интегралом Дирихле и показываем, что отображения Fn и F близки в
том смысле, что могут быть получены одно из другого за счет малой
деформации. Мы даем разного вида оценки такой малости.

5.1 Характеристики близости

Предположим, что p(x) : D → [1,∞) – измеримая по Лебегу, функция.
Пусть, как и выше в теореме 3.1.1, фиксирована некоторая числовая
последовательность {Qn}, Qn ≥ 1, lim

n→∞
Qn → ∞, и пусть

In = {x ∈ D : p(x) ≥ Qn} , n = 1, 2, . . . ,

pn(x) = 1 при x ∈ In ,

pn(x) = p(x) при x ∈ D \ In .

Нашей ближайшей целью является изучение скорости сходимости опи-
санных в разделе 3.1 гомеоморфизмов wn(x) : D → B(0, Rn) c характе-
ристиками (pn, θ) и нормировкой (3.1.3) к предельному гомеоморфизму
w(x) : D → B(0, R) с характеристиками (p, θ). Далее мы будем ин-
терпретировать данную задачу как некоторую задачу об устойчивости
конформного отображения в классе BL, а в оценках порядка устойчи-
вости следовать работам [47], [20]. Заметим, однако, что оценки поряд-

98
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ка устойчивости не являются здесь самоцелью, но дополняют другие
качественные характеристики аппроксимирующей последовательности
{wn(x)}. Поэтому наша нормировка для wn(x), n = 1, 2, . . ., отлична от
нормировок, рассматриваемых традиционно, что вносит дополнитель-
ную специфику.

Итак, пусть ξ = w(x) : D → B(0, R) – предельное отображение. Об-
ратное к нему x = w−1(ξ) в композиции с отображением ξ = wn(x)
конформно на открытом множестве B = B(0, R) \ w(In) и квазикон-
формно с некоторой характеристикой, не превосходящей Qn p(w

−1(ξ)).
Обозначим суперпозицию символом

ζ = h(ξ) = wn ◦ w−1(ξ) : B(0, R) → B(0, Rn) , ζ = η1 + i η2 .

В этом месте удобно использовать комплексные обозначения1

z = ξ1 + i ξ2 , z = ξ1 − i ξ2 .

Если ζ = h(z) – комплекснозначная функция, то мы рассматриваем ее
как функцию ζ = h(z, z) и пишем

dζ = h′z dz + h′z dz ,

где через h′z, h
′
z обозначены формальные производные

h′z =
1

2
(h′ξ1 − i h′ξ2) , h′z =

1

2
(h′ξ1 + i h′ξ2) .

Отметим правило дифференцирования суперпозиции функций f ◦ g.
Для удобства обозначений введем промежуточную переменную w =
g(z). Применяя правило дифференцирования сложной функции, имеем

(f ◦ g)z = (fw ◦ g) g′z + (gw ◦ g) (g)′z ,

(f ◦ g)z = (fw ◦ g) g′z + (gw ◦ g) (g)′z .
(5.1.1)

Предположим, что
∫

B(0,R)

(
|hz|2 + |hz|2

)
dξ1dξ2 <∞ .

В качестве меры близости отображения

h = h1 + i h2 : B = B(0, R) → B(0, Rn)

1 См., например, монографии [174], [89], где такая комплесификация проводится
весьма последовательно.
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к конформному мы выберем величину

‖hz‖L2(B) ≡



∫

B

|hz|2 dξ1dξ2




1/2

. (5.1.2)

В точках дифференцируемости h имеем

|hz|2 =
1

4
|hξ1 − i hξ2|2 =

=
1

4

(
(h1ξ1 + h2ξ2)

2 + (h1ξ2 − h2ξ1)
2
)

=

=
1

4

(
h2

1ξ1
+ h2

1ξ2
+ h2

2ξ1
+ h2

2ξ2
+ 2J(z, h)

)
,

где J(z, h) – якобиан h в точке z. Аналогично,

|hz|2 =
1

4
|hξ1 + i hξ2|2 =

=
1

4

(
(h1ξ1 − h2ξ2)

2 + (h1ξ2 + h2ξ1)
2
)

=

=
1

4

(
h2

1ξ1
+ h2

1ξ2
+ h2

2ξ1
+ h2

2ξ2
− 2J(z, h)

)
.

Тем самым, справедливы следующие две полезные формулы

|hz|2 + |hz|2 =
1

2

(
h2

1ξ1
+ h2

1ξ2
+ h2

2ξ1
+ h2

2ξ2

)
, (5.1.3)

и
|hz|2 − |hz|2 = h1ξ1h2ξ2 − h1ξ2h2ξ1 = J(z, h) . (5.1.4)

Вычислим характеристику ph = ph(z) линейного отображения dh :
R

2 → R
2. Заметим сначала, что

dh = hξ1dξ1 + hξ2dξ2 =

= hξ1
dz + dz

2
+ hξ2

dz − dz

2i
=

=
1

2
(hξ1 − i hξ2) dz +

1

2
(hξ1 + i hξ2) dz.
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Опуская простые вычисления, находим

ph(z) =
|hz|2 + |hz|2
|hz|2 − |hz|2

+

√( |hz|2 + |hz|2
|hz|2 − |hz|2

)2

− 1 =

=
|hz|2 + |hz|2
|hz|2 − |hz|2

+

√
(|hz|2 + |hz|2)2 − (|hz|2 − |hz|2)2

(|hz|2 − |hz|2)
=

=
|hz|2 + |hz|2 + 2|hz| |hz|

|hz|2 − |hz|2
,

то есть,

ph(z) =
|hz| + |hz|
|hz| − |hz|

. (5.1.5)

На основании определения (5.1.2) для меры близости отображения h
к конформному отображению и соотношений (5.1.3), (5.1.4) имеем

‖hz‖2
L2(B) =

1

4

∫

B(0,R)

(
h2

1ξ1
+ h2

1ξ2
+ h2

2ξ1
+ h2

2ξ2
− 2J(z, h)

)
dξ1dξ2

откуда, пользуясь еще раз (5.1.3) и (5.1.4), находим

‖hz‖2
L2(B) =

1

2

∫

B(0,R)

( |hz|2 + |hz|2
|hz|2 − |hz|2

− 1

)
J(z, h) dξ1dξ2 ≤

≤ 1

2

∫

B(0,R)

(ph(z) − 1) J(z, h) dξ1dξ2 .

Здесь мы использовали оценку

|hz|2 + |hz|2
|hz|2 − |hz|2

≤ (|hz| + |hz|)2

|hz|2 − |hz|2
= ph(z) . (5.1.6)

Несложно усмотреть, что поскольку h = wn ◦ w−1, то при всех z ∈
B(0, R) \ w(In) выполнено ph(z) = 1, а при всех z ∈ w(In) имеем

ph(z) ≤ pwn
(w−1(z)) pw−1(z) .
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Поэтому при всех z ∈ w(In):

ph(w(x)) ≤ Qn pw−1(w(x)) ≤ p2
w(x) .

Тем самым, учитывая, что J(z, h) = J(x,wn)J(z, w−1), находим

‖hz‖2
L2(B) ≤

1

2

∫

w(In)

(p2
w(z) − 1) J(x,wn)J(z, w−1) dξ1dξ2 ,

и, далее,

‖hz‖2
L2(B) ≤

1

2

∫

In

(p2(x) − 1) J(x,wn) dx1dx2 . (5.1.7)

Найденая оценка является ключевой в следующем утверждении.

Лемма 5.1.1. Если при n = 1, 2, . . . для функции

Pn(x) =





p2(x) − 1 при x ∈ In ,

0 при x ∈ D \ In

существует мажоранта Kn(x) класса W 1,2
0 (D), то

‖hz‖2
L2(B) ≤ 2R2

n

∫

D

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2 , (5.1.8)

где
Rn = sup

x∈D
|wn(x)| .

Доказательство базируется на оценке (5.1.7) и некоторых постро-
ениях, близких к доказательству леммы 3.4.1. Мы имеем∫

D

Pn J(x,wn) dx1dx2 ≤
∫

D

Kn J(x,wn) dx1dx2 .

Так как Kn финитна в D, то по формуле Грина можем записать2

0 =

∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 +

∫

suppKn

Rewn dKn ∧ d Imwn

2 Чтобы убедиться в справедливости этих соотношений достаточно аппроксими-
ровать функции Kn и wn гладкими по норме в W 1,2, воспользоваться формулой
Грина и перейти к пределу. Мы оставляем читателю проделать эту стандартную
процедуру самостоятельно, либо воспользоваться соответствующими рассуждени-
ями из [185].
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и

0 =

∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 −
∫

suppKn

Imwn dKn ∧ dRewn .

Здесь wn = Re wn + i Im wn = ηn1 + i ηn2.

Отсюда находим

2

∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 ≤

≤
∫

suppKn

|ηn1 (Knx1
ηn2x2

−Knx2
η2x1

)| dx1dx2+

+

∫

suppKn

|ηn2 (ηn1x1
Knx2

− ηn1x2
Knx1

)| dx1dx2 .

(5.1.9)

Заметим теперь, что

|ηn1 (Knx1
ηn2x2

−Knx2
ηn2x1

)| + |ηn2 (ηn1x1
Knx2

− ηn1x2
Knx1

)| ≤

≤ |ηn|
(
(Knx1

ηn2x2
−Knx2

ηn2x1
)2 + (ηn1x1

Knx2
− ηn1x2

Knx1
)2
)1/2

≤

≤ |wn| |∇Kn|
(
|∇ηn1|2 + |∇ηn2|2

)1/2
.

В силу (5.1.3), (5.1.4) имеем

|∇ηn1|2 + |∇ηn2|2 = 2
(|wnz| + |wnz|)2

|wnz|2 − |wnz|2
J(x,wn)

и, пользуясь (5.1.6), находим

|∇ηn1|2 + |∇ηn2|2 ≤ 2 pn J(x,wn) .
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Таким образом, из (5.1.9) вытекает, что

2

∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 ≤

≤
∫

suppKn

|wn| |∇Kn| (2 pn J(x,wn))
1/2 dx1dx2 ≤

≤ 21/2




∫

suppKn

|wn|2 |∇Kn|2
pn
Kn

dx1dx2




1/2

×

×




∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2




1/2

.

Отсюда получаем

2

∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 ≤ sup
D

|wn|2
∫

suppKn

|∇Kn|2
pn
Kn

dx1dx2

и, замечая, что pn(x) ≤ p(x) на D, приходим к неравенству
∫

suppKn

Kn J(x,wn) dx1dx2 ≤ 2R2
n

∫

suppKn

∣∣∣∇K1/2
n

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2 .

Найденая ранее оценка (5.1.7) влечет (5.1.8). Лемма доказана. �

Замечание. В случае, когда

ess sup
x∈D

p(x) <∞ ,

при достаточно больших n множества In = ∅, в качестве Kn можно
полагать тождественный нуль, и лемма 5.1.1 становится тривиальной.
�

Условие h ∈ W 1
1,loc и равенство hz = 0 влекут голоморфность функ-

ции h. Хорошо известна следующая задача об устойчивости. Предполо-
жим, что h есть топологическое отображение и величина hz близка к 0
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в каком либо смысле. Будет ли отображение h близким к конформному,
и если да, то насколько? В свою очередь, так как конформное отобра-
жение круга на круг с нормировкой (3.1.3) является тождественным,
то близость h к конформному отображению означает в данном контек-
сте близость к тождественному. Это значит, что посредством малых
исправлений (за счет композиции с h, либо с h−1) отображения w(ξ)
и wn(ξ) могут быть преобразованы одно в другое, а мера близости h
к тождественному отображению истолковывается как мера близости
друг к другу отображений w(ξ) и wn(ξ).

Следующая теорема доказана в предположении, что отображения
w(ξ) и wn(ξ) суть автоморфизмы круга B(0, R), R > 1, нормированные
условиями (3.1.3).

Теорема 5.1.1. Предположим, что функции

Pn(x) =





p2(x) − 1 при x ∈ In ,

0 при x ∈ D \ In

имеют мажоранты Kn(x) класса W 1,2
0 (B(0, R)), n = 1, 2, . . . Поло-

жим

δn =


inf

Kn

∫

B(0,R)

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2




1/2

, (5.1.10)

где точные нижние грани берутся по всевозможном мажорантам
Kn(x) ∈ W 1,2

0 B(0, R) для Pn(x) в B(0, R).
Существуют N ≥ 1 и ε0 > 0 такие, что при всех n ≥ N и 0 <

δn < ε0 выполнено

|h(z) − z| ≤ C ′ ∆(R
√

2δn) , h = wn ◦ w−1(z) , z ∈ B(0, R) , (5.1.11)

и для произвольного измеримого множества E ⊂ B(0, R) справедлива
оценка

|mes2(h(E)) − mes2(E)| ≤ C ′′ ∆1(R
√

2δn) . (5.1.12)

Функции ∆(ε), ∆1(ε) определены соответственно соотношениями
(5.3.21), (5.5.45) и C ′ , C ′′ — некоторые постоянные, зависящие только
от R.

Целью главы является доказательство сформулированного варианта
теоремы об устойчивости. Постановка задачи об устойчивости восходит
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к работе М.А. Лаврентьева [53]. В той же статье было дано и первое
качественное ее решение для случая (1 + ε)-квазиконформных отобра-
жений круга на круг. Количественная сторона результата М.А. Лаврен-
тьева уточнялась затем П.П. Белинским [4] — [6]. Дальнейшее развитие
тематики для двумерного случая было связано с работами [107], [49],
[178], [47], [20], и для многомерного случая – с работами [64], [7], [97],
[172] и др.

5.2 Классы BLk и BL

Пусть D′ и D′′ – подобласти R
2. Следуя Г.Д. Суворову [106, глава I] ,

топологическое отображение w = f(z) области D′ на D′′ называется
отображением класса BLk, если оно имеет обобщенные производные в
смысле С.Л. Соболева и

∫

D′

λ2(z, f) dx1dx2 ≤ k ,

где обозначено

λ(z, f) =
[
2(|fz|2 + |fz|2)

]1/2
.

Отображение f принадлежит классу BL в области D′, если оно при-
надлежит BLk при каком либо 0 ≤ k <∞.

Функциональный класс BL был введен в обиход в 1906 году Беппо-
Леви в связи с изучением проблемы Дирихле. Относительно истории
вопроса см. [106, §20].

Сформулируем в нужной нам форме ряд вспомогательных утвержде-
ний, касающихся отображений класса BL. Доказательства этих утвер-
ждений можно найти в [106] либо получить как следствия наших общих
результатов из главы 4. Мы предоставляем проделать это читателю са-
мостоятельно в качестве упражнения.

Всюду ниже до конца главы мы предполагаем области D′ и D′′ со-
держащими начало координат и односвязными.

Лемма 5.2.1. Пусть w = f(z) – гомеоморфное отображение класса
BLk области D′, z0 ∈ D′, и пусть r < 2 min(1, |z0, ∂D

′|2). Тогда для

всех z ∈ B(z0, r) справедливо неравенство

|f(z) − f(z0)| < (πk)
1

2 ln− 1

2
2

r
.

(Здесь |z, A| – расстояние от точки z до множества A.)
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Лемма 5.2.2. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BL области
D′ на область D′′, f(0) = 0 и f−1 ∈ BLk в D′′. Пусть F ⊂ D′ –
континуум и 0 ∈ F . Тогда для произвольной пары точек z0 ∈ F ,
z ∈ D′ таких, что |z − z0| ≥ α, справедливо неравенство

|f(z) − f(z0)| > 2 exp

{
−πk
α2

}
.

Здесь

α = 2 min

{
1

2
d,

3

4
d2, exp

{
− πk

[2 min(1, 1
2 a,

3
4 a

2)]2

}}
,

a = min

[
1

4
|0, ∂D′′|2, exp

(
−4πk

d2

)]
,

d = |F, ∂D′| , |A,B| − расстояние между множествами A и B .

Лемма 5.2.3. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BLk круга
B(0, R′) на круг B(0, R′′), 1 < R′ , R′′ < ∞ и f(0) = 0, f(1) = 1.
Тогда

4R′′ ≤ 4 +
k

ln1/2 (R′ /(R′ − 1))
.

Лемма 5.2.4. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BLk круга
B(0, R′) на круг B(0, R′′) и f(0) = 0. Тогда для произвольной пары
точек

z1, z2 ∈ B(0, R′) , |z1 − z2| ≤
R′

4
,

выполнено

|f(z1) − f(z2)| ≤ 4R′′(πk)
1

2 ln− 1

2
R′

|z1 − z2|
.

5.3 Отклонение на компактах

Пусть теперь w = f(z) – топологическое отображение класса BL обла-
сти D′ на D′′, для которого f(0) = 0 и

‖fz‖L2(D′) ≤ ε . (5.3.13)
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Лемма 5.3.1. Если для отображения w = f(z) : D′ → D′′ выполнено
(5.3.13) и площадь mes2(D

′′) < ∞, то w = f(z) принадлежит классу
BLk в D′ с

k = 2 mes2 (D′′) + 4ε2 .

Для доказательства достаточно заметить, что
∫

D′

λ2(z, f) dx1dx2 =

∫

D′

2(|fz|2 + |fz|2) dx1dx2 =

=

∫

D′

2(|fz|2 − |fz|2) dx1dx2 + 4

∫

D′

|fz|2 dx1dx2 .

В силу (5.1.4) можем записать
∫

D′

(|fz|2 − |fz|2) dx1dx2 =

∫

D′

J(z, f) dx1dx2 .

По формуле замены переменных для отображений класса BL имеем
∫

D′

J(z, f) dx1dx2 = mes2 (D′′) ,

и лемма доказана. �

Пусть F - произвольный континуум в D′, содержащий начало коор-
динат. Пусть U1, U2 - подобласти D′ такие, что F ⊂ U1, U1 ⊂ U2, и
обладающие свойствами:
a) области U1, U2 односвязны;
b) границы ∂U1, ∂U2 суть C1-гладкие;
c) |F, ∂U1| ≥ 1

2 |F, ∂D′| , |U1, ∂U2| ≥ 1
4 |F, ∂D′| .

Для отображения w = f(z) на U2 справедливо интегральное пред-
ставление

f(z) = h(z) − 1

π

∫

U2

fz dη1dη2

ζ − z
≡ h(z) + TU2

(fz) , (5.3.14)

где h(z) – некоторая голоморфная на U2 функция и ζ = η1 + i η2 [16,
теорема 1.16].
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Нам понадобятся следующие два свойства оператора TU2
(f), доказа-

тельства которых можно найти, например, в [16, глава 1].

1. Если f ∈ L2(U2), то

‖TU2
(f)‖L2(U2) ≤MU2

‖f‖L2(U2) , (5.3.15)

где

MU2
= sup

z

1

π



∫

U2

dη1dη2

|ζ − z|




2

.

2. Если f ∈ L2(U2), то
∥∥∥∥
∂TU2

(f)

∂z

∥∥∥∥
L2(U2)

≤ ‖f‖L2(U2) . (5.3.16)

Замечание. Легко видеть, что

MU2
= sup

z

1

π



∫

U2

dη1dη2

|ζ − z|




2

≤ 4π diam (U2) . (5.3.17)

Чтобы убедиться в справедливости неравенства достаточно перейти
под интегралом к полярным координатам с полюсом в точке z:

∫

U2

dη1dη2

|ζ − z| =

diam (U2)∫

0

dτ

∫

U2∩|ζ−z|=τ

|dr|
τ

≤ 2π diam (U2) .

�

Упражнение. Найти оценку для постоянной MU лучшую, нежели
в неравенстве (5.3.17). �

На основании представления (5.3.14) для отображения w = f(z) и
оценки (5.3.15) имеем

‖f(z) − h(z)‖L2(U2) ≤ ‖TU2
(fz)‖L2(U2) ≤MU2

‖fz‖L2(U2) .

Отсюда, учитывая предположение (5.3.13), находим

‖f(z) − h(z)‖L2(U2) ≤MU2
ε . (5.3.18)

Соотношение (5.3.18) уже само по себе дает оценку отклонения отоб-
ражения f от подходящей голоморфной функции h. Вместе с тем нам



110 Глава 5 Скорость аппроксимации

необходимо иметь больше информации об этой голоморфной функции.
Ниже будет показано, что в качестве h может быть выбрано некоторое
конформное отображение со специальными условиями нормировки.

Заметим, что

∫

U2

|hz|2 dx1dx2 =

∫

U2

∣∣∣∣fz −
∂

∂z
TU2

(fz)

∣∣∣∣
2

dx1dx2 ≤

≤ 2

∫

U2

(
|fz|2 +

∣∣∣∣
∂

∂z
TU2

(fz)

∣∣∣∣
2
)
dx1dx2 ≤

≤ 2

∫

U2

(
|fz|2 + |fz|2

)
dx1dx2 ≤ k ,

(5.3.19)

где k – постоянная из леммы 5.3.1.
Соотношения (5.3.18), (5.3.19) дают возможность получить оценку

разности f(z) − h(z) в равномерной метрике на U1. Зафиксируем за-

мкнутый круг B(z0, r) радиуса r с центром в точке z0 ∈ U1. При

r < 1
4 |F, ∂D′| круг B(z0, r) содержится в области U2. По теореме о сред-

нем найдется точка z1 ∈ B(z0, r) такая, что

|f(z1) − h(z1)|2mes2 (B(z0, r)) = ‖f(z) − h(z)‖2
B(z0,r)

≤M 2
U2
ε2 .

Отсюда,

|f(z1) − h(z1)| ≤
MD′ ε√
π r

. (5.3.20)

В точке z0 имеем

|f(z0) − h(z0)| ≤ |f(z0) − f(z1)| + |h(z0) − h(z1)| + |f(z1) − h(z1)| .
По лемме 5.2.1 в силу неравенства (5.3.20) при

r < min

{
1,

1

4
|F, ∂D′|, 1

16
|F, ∂D′|2

}

получаем

|f(z0) − h(z0)| < 2(πk)
1

2 ln− 1

2
2

r
+
MD′ ε√
π r

.
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Полагая теперь
r = 2

√
ε

и учитывая произвол в выборе точки z0 ∈ U1, приходим к неравенству

|f(z) − h(z)| < ∆(ε) ≡ 2 (2π k)
1

2

ln
1

2 1/ε
+
MD′

2
√
π

√
ε , ε < β . (5.3.21)

Здесь символом β обозначена величина

β =

[
1

2
min

{
1,

1

4
|F, ∂D′|, 1

16
|F, ∂D′|2

}]2

.

Замечание. Величины ε, k и MD′ по своей природе существенно
отличаются друг от друга и потому оценка вида

∆(ε) ≤ const

ln
1

2 1/ε

в (5.3.21) не кажется нам здесь целесообразной. В случае необходимости
читатель всегда может получить это самостоятельно. �

Оценка (5.3.21) дает порядок отклонения отображения w = f(z)
от подходящей голоморфной функции h(z). Покажем, что существу-
ет ε0 > 0 такое, что при всех 0 < ε ≤ ε0 голоморфная функция h(z) в
неравенстве (5.3.21) однолистна на F .

Предположим противное, а именно, предположим, что найдется по-
следовательность положительных чисел {εn}, ε→ 0 при n→ ∞, соот-
ветствующая последовательность отображений {fn} которой сходится
равномерно внутри области D′ к предельному отображению f0. В силу
(5.3.21) заключаем, что надлежащая последовательность голоморфных
функций {hn} также равномерно на U1 сходится к f0. Следовательно,
f0 является голоморфной на U1 функцией.

Пользуясь теоремой 4.3.1 о равностепенной непрерывности семейства
BLk в замкнутой простыми концами области (см. также Г.Д. Суворов
[106, §6, часть I, теорема 9]), легко убеждаемся, что f0 6≡ const. Действи-
тельно, если это не так, то, в силу нормировки, f0 ≡ 0 в D′. Выберем
теперь последовательность точек {zm}, m = 1, 2, . . ., в области D′, схо-
дящуюся к некоторому простому концу e0 ∈ ∂̃D′. При всех n будем
тогда иметь

lim
m→∞

|fn(zm), ∂D′′| = 0 ,

что при n→ ∞ противоречит предположению |0, ∂D′′| > 0.
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Таким образом, голоморфная функция f0 однолистна на U1, как
равномерный предел последовательности гомеоморфизмов {fn}. От-
сюда, в частности, следует, что f−1

0 ∈ BLk3
в области ∆ = f0(D

′) с
k3 = 2 mes2(D

′).
По лемме 5.2.2 для произвольной пары точек z0 ∈ F и z ∈ ∂U1

справедливо неравенство

|f0(z) − f0(z0)| > 2 exp

{
−πk3

α2

}
,

где постоянная α > 0 определена в лемме 5.2.2. Отсюда в силу равно-
мерной сходимости на U1 последовательности голоморфных функций
{hn} к f0 для произвольной пары точек z0 ∈ F и z ∈ ∂U1 при доста-
точно больших n выполнено

|[hn(z) − hn(z0)] − [f0(z) − f0(z0)]| < 2 exp

{
−πk3

α2

}
<

< |f0(z) − f0(z0)| .

По теореме Руше функции hn(z) − hn(z0) и f0(z) − f0(z0) имеют в об-
ласти U1 одинаковое число нулей, что ввиду произвола в выборе точки
z0 ∈ F позволяет сделать заключение об однолистности голоморфных
функций hn(z) при достаточно больших n. Это противоречит нашему
предположению.

Итак, мы доказали, что при всех ε > 0, меньших некоторого ε0 >
0, функция h(z) в соотношении (5.3.21) является на F однолистным
конформным отображением.

Таким образом доказано следующее утверждение.

Лемма 5.3.2. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BLk области
D′ на область D′′, f(0) = 0, ‖fz‖L2(D′) ≤ ε и f−1 ∈ BLk1

на D′′. Тогда
для произвольного континуума F , 0 ∈ F ⊂ D′, найдется конформ-
ное отображение h(z) такое, что при всех 0 < ε ≤ ε0 справедливо
неравенство

max
z∈F

|f(z) − h(z)| < ∆(ε) ,

где ε0 – некоторая постоянная, зависящая от |F, ∂D′|, |0, ∂D′′|, δ(D′),
k1 и принадлежащая промежутку (0, β]; функция ∆(ε) и постоянная
β те же, что и в (5.3.21).

Сформулируем основной результат данного раздела.
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Теорема 5.3.1. Пусть D′ и D′′ – односвязные области комплексной
плоскости, содержащие точки 0 и 1. Пусть w = f(z) – гомеоморфное
отображение класса BLk области D′, на область D′′, нормированное
условиями f(0) = 0 и f(1) = 1. Предположим, что ‖fz‖L2(D′) ≤ ε и
f−1 ∈ BLk1

(D′′). Тогда для произвольного континуума F ⊂ D′, 0, 1 ∈
F , найдутся ε0 > 0 и конформное отображение h(z) со свойствами:
h(0) = 0, h(1) = 1, такие что при всех 0 < ε ≤ ε0 имеет место
оценка

max
z∈F

|f(z) − h(z)| < C1 ∆(ε) ,

где
C1 = 2 (diamD′′ + 1)

и функция ∆(ε) определена в (5.3.21).

Доказательство. По лемме 5.3.2 для всякого континуума F ⊂ D′,
0, 1 ∈ F , найдется конформное отображение h(z) такое, что при всех
0 < ε ≤ ε0 для любой точки z ∈ F выполнено

|f(z) − h(z)| < ∆(ε) .

Положим

h̃(z) = h(z) − h(0) и f̃(z) = f(z) − f(0) .

Функцию g(z) определим как частное g(z) = h̃(z)/h̃(1). Ясно, что отоб-
ражение g(z) конформно на F и g(0) = 0, g(1) = 1.

Следующие два неравенства суть простые следствия указанной оцен-
ки

|f̃(z) − h̃(z)| < 2 ∆(ε) (5.3.22)

и ∣∣∣∣∣
h̃(z)

h̃(1)

∣∣∣∣∣ <
|f̃(z)| + 2 ∆(ε)

|f̃(1)| − 2 ∆(ε)
. (5.3.23)

Неравенство (5.3.23) при

∆(ε) <
1

4
дает

|f̃(1)| − 2 ∆(ε) = 1 − 2 ∆(ε) ≥ 1

2
и, далее, ∣∣∣∣∣

h̃(z)

h̃(1)

∣∣∣∣∣ < 2 diamD′′ + 1 . (5.3.24)
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C учетом соотношения f̃(1) = 1 оцениваем разность f(z) − g(z).
Имеем

|f(z) − g(z)| =

∣∣∣∣∣
h̃(1)f(z) − h̃(z)

h̃(1)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ |f̃(z) − h̃(z)| +
∣∣∣∣∣
h̃(z)

h̃(1)

∣∣∣∣∣ |h̃(1) − f̃(1)| .

Отсюда с использованием соотношений (5.3.22) и (5.3.24) при всех 0 <
ε ≤ ε0 получаем

max
z∈F

|f(z) − g(z)| < 2 (diamD′′ + 1) ∆(ε) .

Теорема доказана. �

Замечание. Постоянная ε0, как и в лемме 5.3.2, зависит от |F, ∂D′|,
|0, ∂D′′| и постоянных k, k1. В [47], [20] приводятся некоторые оценки
этой постоянной, однако, наш взгляд, они очень грубые и их уточнение
было бы весьма желательно.

5.4 Отображение круга на круг

Нашей ближайшей целью является доказательство следующего утвер-
ждения.

Теорема 5.4.1. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BLk круга
B = B(0, R), 1 < R < ∞, на себя, нормированный условиями f(0) =
0, f(1) = 1 , и пусть ‖fz‖L2(B(0,R)) ≤ ε, f−1 ∈ BLk1

(B(0, R)). Тогда
существует постоянная ε0 > 0 такая, что при всех 0 < ε < ε0 и
любых z ∈ B(0, R) справедлива оценка

|f(z) − z| < C2 ∆(ε) . (5.4.25)

Здесь C2 – некоторая постоянная, зависящая от k, k1, R и ε0.

Доказательство. Прежде всего заметим, что согласно лемме 5.3.1
отображение w = f(z) принадлежит классу BLk1

в круге B(0, R) с
k1 = 2 π R2+4ε2. По теореме 4.3.1 отображение f продолжимо по непре-
рывности до гомеоморфизма замкнутого круга B(0, R) на себя.
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Продолжим по симметрии через окружности |z| = R и |w| = R отоб-
ражение w = f(z). Положим

f ∗(z) =





R2

/
f

(
R2

z

)
при |z| ≥ R ,

f(z) при |z| < R .

Чтобы вычислить комплексные производные (f ∗)′z и (f ∗)′z восполь-
зуемся правилами дифференцирования суперпозиции (5.1.1). Зафикси-
руем постоянную ρ так, чтобы R < ρ <∞. Мы имеем

∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 =

=

∫

R<|z|<ρ

R4

∣∣∣∣f
2
(
R2

z

)∣∣∣∣
2

∣∣∣∣
(
f
)′
z

(
R2

z

)
R2

z2

∣∣∣∣
2

dx1dx2 =

=

∫

R<|z|<ρ

R8

∣∣∣∣f
(
R2

z

)∣∣∣∣
4

∣∣∣∣
(
f
)′
z

(
R2

z

)∣∣∣∣
2
dx1dx2

|z|4 ,

или, поскольку (f)′z = (f ′z),∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 ≤

≤
∫

R<|z|<ρ

R8

∣∣∣∣f
(
R2

z

)∣∣∣∣
4

∣∣∣∣f
′
z

(
R2

z

)∣∣∣∣
2
dx1dx2

|z|4 .
(5.4.26)

Зафиксируем постоянную α ≥ 4. Согласно лемме 5.2.4 при z ∈
B(0, R) таких, что |z, ∂B(0, R)| ≤ R /α выполнено

|f(z), ∂B(0, R)| < 4R (πk)
1

2 ln− 1

2
R

|z, ∂B(0, R)| ,
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или

R− |f(z)| < 4R (πk)
1

2 ln− 1

2
α

α− 1
.

Поэтому при z, удовлетворяющих условию

R < |z| < ρ <
α

α− 1
R , (5.4.27)

имеем

R ≥
∣∣∣∣
R2

z

∣∣∣∣ ≥
R2

ρ
≥ R

α− 1

α
.

Тем самым, находим

R ≥
∣∣∣∣f
(
R2

z

)∣∣∣∣ ≥ R

(
1 − 4 (πk)

1

2 ln− 1

2
α

α− 1

)
≡ Rµ , (5.4.28)

где

µ = 1 − 4 (πk)
1

2 ln− 1

2
α

α− 1

и постоянная α > 1 выбрана так, чтобы µ > 0; например, чтобы

α

α− 1
> exp{16 π k} .

Соотношения (5.4.26), (5.4.27), (5.4.28) влекут

∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 ≤

≤
∫

R<|z|<ρ

R4

µ4

∣∣∣∣f
′
z

(
R2

z

)∣∣∣∣
2
dx1dx2

|z|4 .

Таким образом, сделав подстановку

R2

z
= z∗ ,
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мы получаем ∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 ≤

≤ 1

µ4

∫

R2

ρ
<|z|<R

|f ′z(z)|
2
dx1dx2 .

(5.4.29)

Аналогично устанавливается, что

∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 =

=

∫

R<|z|<ρ

R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

f
2
(
R2

z

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣
(
f
)′
z

(
R2

z

)
R2

z2

∣∣∣∣
2

dx1dx2 =

=

∫

R<|z|<ρ

R8

∣∣∣∣f
(
R2

z

)∣∣∣∣
4

∣∣∣∣
(
f
)′
z

(
R2

z

)∣∣∣∣
2
dx1dx2

|z|4 ,

или, ввиду соотношения (f ′
z) = (f)′z,

∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 ≤

≤
∫

R<|z|<ρ

R8

∣∣∣∣f
(
R2

z

)∣∣∣∣
4

∣∣∣∣f
′
z

(
R2

z

)∣∣∣∣
2
dx1dx2

|z|4 .

Рассуждая как в предыдущем случае и предполагая, что выполнены



118 Глава 5 Скорость аппроксимации

условия (5.4.27) относительно R, ρ, α и µ > 0, находим
∫

R<|z|<ρ

|(f ∗)′z(z)|2 dx1dx2 ≤
1

µ4

∫

R2

ρ
<|z|<R

|f ′z(z)|
2
dx1dx2 . (5.4.30)

Оценка (5.4.29) гарантирует, что для меры отклонения отображения
f ∗(z) от голоморфной функции на круге B(0, ρ) выполнено

‖(f ∗)′z‖L2(B(0,ρ)) ≤


ε

2 +
1

µ4

∫

R2

ρ
<|z|<R

|f ′z(z)|
2
dx1dx2




1/2

. (5.4.31)

С другой стороны, из (5.4.29) и (5.4.30) следует, что
∫

R<|z|<ρ

λ2(z, f ∗) dx1dx2 ≤
2

µ4

∫

R2

ρ
<|z|<R

λ2(z, f) dx1dx2

и, в частности, отображение w = f ∗(z) принадлежит классу BLk2
в

круге B(0, ρ) с постоянной k2, для которой

k2 ≤ k +
2k

µ4
. (5.4.32)

Зафиксируем постоянную ρ∗ так, чтобы R < ρ∗ < ρ. Нам необходима
некоторая специальная оценка для образа окружности Sρ = {z : |z| =

ρ∗}. В соответствии с теоремой 5.3.1 для континуума B(0, ρ∗) найдется
конформное отображение w = h(z), h(0) = 0, h(1) = 1, такое, что при
достаточно малых ε > 0 справедливо неравенство

max
z∈B(0,ρ∗)

|f(z) − h(z)| < C1 ∆(ε) . (5.4.33)

При z ∈ SR выполнено |f(z)| = R. Таким образом, для голоморфной
в круге B(0, ρ∗) функции h(z)/z при |z| = R имеем

R− C1 ∆(ε)

R
<

∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣ =
|h(z)|
R

<
R + C1 ∆(ε)

R

или

1 − C1 ∆(ε)

R
<

∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣ =
|h(z)|
R

< 1 +
C1 ∆(ε)

R
.
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Отсюда при |z| = R и достаточно малых ε > 0 находим

1

1 + C3 ∆(ε)/R
<

∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣ < 1 + C3 ∆(ε)/R ,

где

C3 = C3(ε) ≡
C1

1 − C1 ∆(ε)/R
.

Принимая во внимание, что гармоническая в B(0, ρ∗) функция

ln

∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣

достигает своих максимального и минимального значений лишь на гра-
нице подобласти, и, пользуясь неравенством ln(1 + ε) < ε, получаем

∣∣∣∣ ln
∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < C3 ∆(ε)/R , z ∈ B(0, R) . (5.4.34)

Воспользуемся соотношением

| exp(ε) − 1| ≤ |ε| exp(|ε|) , ε ∈ R . (5.4.35)

Полагая здесь

ε = ln

∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣ ,

находим ∣∣∣∣
∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ln
∣∣∣∣
h(z)

z

∣∣∣∣
∣∣∣∣ .

Далее, на основании (5.4.34) будем иметь

R ||h(z)| − |z|| < C3 |h(z)|∆(ε) , z ∈ B(0, R) ,

или, при всех z ∈ B(0, R),

||h(z)| − |z|| < C3

(
1 +

C1 ∆(ε)

R

)
∆(ε) . (5.4.36)

Оценки (5.4.33), (5.4.36) влекут

||f(z)| − |z|| < C4 ∆(ε) , C4 = C1 + C3

(
1 +

C1 ∆(ε)

R

)
,
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или, иначе, при всех z ∈ B(0, R):

|z| − C4 ∆(ε) < |f(z)| < |z| + C4 ∆(ε) .

В силу способа построения f ∗(z) мы можем теперь заключить, что
при |z| > R выполнено

R3

R3/|z| + C4 ∆(ε)
< |f ∗(z)| < R3

R3/|z| − C4 ∆(ε)
.

Таким образом, образ окружности Sρ∗, R < ρ∗ < ρ, лежит в круговом
кольце

ρ∗

1 + C4 ρ∗ ∆(ε)/R3
< |w| < ρ∗

1 − C4 ρ∗ ∆(ε)/R3
. (5.4.37)

Перейдем непосредственно к доказательству оценки (5.4.25). По тео-
реме 5.3.1 найдется отображение h∗(z), конформное на B(0, ρ∗), нор-
мированное условиями h∗(0) = 0, h∗(1) = 1 и такое, что при всех

z ∈ B(0, ρ∗) выполнено

|f ∗(z) − h∗(z)| < C1 ∆(ε) . (5.4.38)

В соответствии с (5.4.37) и (5.4.38) кривая h∗(Sρ∗) лежит в кольце

1

1 + C4ρ∗∆/R3
− C1∆

ρ∗
<

∣∣∣∣
w

ρ∗

∣∣∣∣ <
1

1 − C4ρ∗∆/R3
+
C1∆

ρ∗
,

где ∆ = ∆(ε).
Отсюда при достаточно малых ε > 0 следует, что

1

1 + C5 ∆(ε)
<

∣∣∣∣
w

ρ∗

∣∣∣∣ < 1 + C5 ∆(ε) , w ∈ f ∗(Sρ∗) . (5.4.39)

Упражнение. Указать вид постоянной C5 = C5(ε) и, ниже, посто-
янных C6, C7. �

Положим
w = P (ζ) = h∗ (ρ∗ ζ) .

Отображение ω = P (ζ) конформно в единичном круге |ζ| < 1, причем

P (0) = 0 , P

(
1

ρ∗

)
=

1

ρ∗
,
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и образ окружности |ζ| = 1 в силу (5.4.39) расположен в кольце

1

1 + C5 ∆(ε)
< |w| < 1 + C5 ∆(ε) .

Поскольку функция ln |P (ζ)/ζ| является гармонической в круге |ζ| < 1
и при |ζ| = 1 выполнено

1

1 + C5 ∆(ε)
<

∣∣∣∣
P (ζ)

ζ

∣∣∣∣ = |P (ζ)| < 1 + C5 ∆(ε) ,

то при всех |ζ| ≤ 1 будем иметь
∣∣∣∣ln
∣∣∣∣
P (ζ)

ζ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < C5 ∆(ε) . (5.4.40)

Введем в рассмотрение функцию

Q(ζ) =
1

C5 ∆(ε)
ln
P (ζ)

ζ
,

где под логарифмом понимается его главная ветвь. Функция Q̃(ζ) =
Q(ζ)−Q(0) регулярна в круге |ζ| < 1, Q̃(0) = 0, и на основании (5.4.40)
выполнено

−1 < Re Q̃(ζ) < 1 .

Тем самым, в соответствии с принципом Линделефа [24, §3, глава VIII]
для любого 0 < r < 1 при всех |ζ| ≤ r < 1 имеем

|Q̃(ζ)| < 2

π
ln

1 + r

1 − r
.

Отсюда при

r =
R

ρ∗
, |ζ| ≤ R

ρ∗
,

получаем

|Q̃(ζ)| < 2

π
ln
ρ∗ +R

ρ∗ −R
. (5.4.41)

Но поскольку

Q

(
1

ρ∗

)
=

1

C5 ∆(ε)
ln
P (1/ρ∗)

1/ρ∗
= 0

и

Q(0) = Q

(
1

ρ∗

)
− Q̃

(
1

ρ∗

)
,
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то мы вправе записать

|Q(0)| ≤
∣∣∣∣Q
(

1

ρ∗

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣Q̃
(

1

ρ∗

)∣∣∣∣ ≤
2

π
ln
ρ∗ +R

ρ∗ −R
. (5.4.42)

Пользуясь еще раз неравенством (5.4.35) при x = | lnP (ζ)/ζ|, будем
иметь

|P (ζ) − ζ| ≤ |ζ|
∣∣∣∣ln

P (ζ)

ζ

∣∣∣∣ exp

{∣∣∣∣ln
P (ζ)

ζ

∣∣∣∣
}

=

= C5 ∆(ε) |ζ| |Q(ζ)| exp[C5 ∆(ε) |Q(ζ)|] ≤

≤ C5 ∆(ε) |ζ| [|Q̃(ζ)| + |Q(0)|] exp{C5 ∆(ε) [|Q̃(ζ)| + |Q(0)|]} .
Пользуясь леммой 5.2.3 и учитывая (5.4.41), (5.4.42), отсюда выводим

|P (ζ) − ζ| < C6 ∆(ε) .

Таким образом, при всех z ∈ B(0, R) для достаточно малых ε > 0
выполнено

|h∗(z) − z| < C7 ∆(ε) . (5.4.43)

Оценка (5.4.25) следует теперь из неравенств (5.4.38) и (5.4.43). Тео-
рема 5.4.1 доказана. �

Задача. Найти наилучшие значения постоянных C2 и ε0 в теореме
5.4.1.

5.5 Устойчивость по мере

Теорема 5.4.1 позволяет получить ряд следствий, характеризующих
другие формы устойчивости для отображений класса BL (см. [47]).
Ограничимся здесь оценкой искажения меры при отображениях, близ-
ких к конформным.

Пусть, как и выше, w = f(z) – гомеоморфизм класса BL области D.
Для произвольного измеримого по Лебегу множества E ⊂ D выполнено

mes2f(E) =

∫

E

J(z, f) dξ1dξ2 .

С использованием теоремы 5.4.1 и рассуждениями, аналогичными
приведенным в работе [64], может быть получена следующая оценка ис-
кажения меры при отображениях классаBL. Для (1+ε)-квазиконформных
автоморфизмов круга и иных условиях нормировки см. П.П. Белинский
[5].
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Теорема 5.5.1. Пусть w = f(z) – гомеоморфизм класса BLk кру-
га B(0, R) на себя, 1 < R < ∞, нормированный условиями f(0) =
0, f(1) = 1 , и пусть ‖fz‖L2(B(0,R)) ≤ ε, f−1 ∈ BLk1

(B(0, R)). Тогда
существует постоянная ε0 > 0 такая, что при всех 0 < ε < ε0 и
всякого измеримого множества E ⊂ B(0, R) справедлива оценка

|mes2 (f(E)) − mes2 (E)| < C ′′ ∆1(ε) . (5.5.44)

Здесь ∆1(ε) – функция, определенная в (5.5.45), и C ′′ – некоторая по-
стоянная, зависящая от k, k1, R и ε0.

Доказательство. Мы имеем

2 mes2 (B(0, R)) =

∫

SR

ξ1dξ2 − ξ2dξ1 =
1

2 i

∫

SR

z dz − z dz =

=
1

2 i

∫

SR

[z − f(z)] dz − 1

2 i

∫

SR

[z − f(z)] dz+

+
1

2 i

∫

SR

f(z) dz − 1

2 i

∫

SR

f(z) dz .

К двум последним слагаемым применим формулу Грина

1

2i

∫

∂D

f(z) dz =

∫

D

fz dξ1dξ2 , f ∈ C0(D) ∩BL(D) ,

справедливую для любой конечно связной области D ⊂ R
2 с границей

класса C1.
Мы имеем

2 mes2 (B(0, R)) =

∫

SR

ξ1dξ2 − ξ2dξ1 =
1

2 i

∫

SR

z dz − z dz =

=
1

2 i

∫

SR

[z − f(z)] dz − 1

2 i

∫

SR

[z − f(z)] dz+

+

∫

B(0,R)

(f)z dξ1dξ2 +

∫

B(0,R)

fz dξ1dξ2 .
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Таким образом,

2 mes2 (B(0, R)) ≤
∫

SR

|z − f | |dz| +
∫

B(0,R)

(
|(f)z| + |fz|

)
dξ1dξ2 .

Оценивая первое слагаемое по теореме 5.4.1 и преобразовывая второе с
учетом равенства |(f)z| = |fz|, получаем

π R2 ≤ C8 ∆(ε) +

∫

B(0,R)

|fz| dξ1dξ2 ,

где C8 = π C2R .

Пусть E ⊂ B(0, R) – произвольное измеримое множество. Тогда

mes2 (B(0, R)) − C8 ∆(ε) ≤
∫

E

|fz| dξ1dξ2 +

∫

B(0,R)\E

|fz| dξ1dξ2 .

В силу интегрального неравенства Коши находим

mes2 (B(0, R)) − C8 ∆(ε) ≤

≤ (mes2 (E))
1

2



∫

E

|fz|2 dξ1dξ2




1/2

+

+ (mes2 (B(0, R) \ E))
1

2




∫

B(0,R)\E

|fz|2 dξ1dξ2




1/2

.

Воспользуемся соотношением

∫

E

|fz|2 dξ1dξ2 ≤
∫

E

J(z, f) dξ1dξ2 + ‖fz‖2
L2(B(0,R)) .
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При ‖fz‖L2(B(0,R)) ≤ ε получаем

mes2 (B(0, R)) − C8 ∆(ε) ≤ (mes2 (E))
1

2



∫

E

J(z, f) dξ1dξ2 + ε2




1/2

+

+ (mes2 (B(0, R)) − mes2 (E))
1

2




∫

B(0,R)\E

J(z, f) dξ1dξ2 + ε2




1/2

.

Однако, в силу неравенства
√
a+ b ≤ √

a+
√
b ≤

√
2(a+ b) , a , b ≥ 0 ,

выполнено

(mes2 (E))
1

2



∫

E

J(z, f) dξ1dξ2 + ε2




1/2

+

+ (mes2 (B(0, R)) − mes2 (E))
1

2




∫

B(0,R)\E

J(z, f) dξ1dξ2 + ε2




1/2

≤

≤ ε
√

2 π R + (mes2 (E))
1

2 (mes2 (f(E)))1/2 +

+ (mes2 (B(0, R)) − mes2 (E))
1

2 (mes2 (B(0, R)) − mes2 (f(E)))1/2 .

Тем самым,

mes2 (B(0, R)) − C8 ∆(ε) ≤ ε
√

2π R + (mes2 (E))
1

2 (mes2 (f(E)))1/2 +

+ (mes2 (B(0, R)) − mes2 (E))
1

2 (mes2 (B(0, R)) − mes2 (f(E)))1/2 .

Обозначая t = mes2 (E) и ω = mes2 (f(E)) − mes2 (E), перепишем
последнее соотношение в виде

π R2 − ∆1(ε) ≤ t
1

2 (ω + t)
1

2 + (π R2 − t)
1

2 (π R2 − ω − t)
1

2 .
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Здесь
∆1(ε) = C8 ∆(ε) +

√
2π R ε ,

или

∆1(ε) = C8
2 (2π k)

1

2

ln
1

2 1/ε
+ C8

MD′

2
√
π

√
ε+

√
2π R ε . (5.5.45)

Решая это неравенство относительно ω, при достаточно малых ε > 0,
находим

|ω| ≤ C ′′ ∆1(ε) .

Теорема доказана. �

5.6 Доказательство теоремы 5.1.1

Аргументы весьма несложны. Если величина
∫

D

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2

может быть сколь угодно мала при n → ∞, то на основании лемм
5.1.1 и 5.2.3 она может быть использована в качестве характеристики
близости отображения

h = wn ◦ w−1 : B(0, R) → B(0, R)

к тождественному отображению. Пользуясь оценками (5.4.25) и (5.5.44),
приходим непосредственно к нужным нам соотношениям (5.1.11) и (5.1.12).
�

5.7 Замечания о W 1,2-мажорируемых функциях

Мы не имеем в настоящее время полного описания W 1,2-мажорируемых
функций. Мы отметим здесь только некоторые их простые свойства,
непосредственно вытекающие из теории функций с обобщенными собо-
левскими производными.

5.7.1 Множество P∞

Непосредственно из определения функций класса W 1,2 следует, что
сужения W 1,2-мажорируемых функций P на почти все горизонталь-
ные и вертикальные сечения области локально ограничены.
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Далее предположим, что область D есть круг и функция P (x), опре-
деляемая равенством (3.1.4), является W 1,2-мажорируемой в D. Други-
ми словами, существует функция K(x) ∈ W 1,2(D), для которой

P (x) ≤ K(x) для почти всех x ∈ D.

Обозначим через L2
1(R

2) множество функций ϕ(x), представимых в
виде бесселева потенциала

ϕ(x) =

∫

R2

G1(|x− y|)u(y) dy1dy2,

где u ∈ L2(R2) — некоторая функция и G1(t) — бесселево ядро по-
рядка 1 (см., монографию А.Р. Адамса и Л.И. Хедберга [123, раздел
1.2.3]). Так как D — круг, то согласно теореме 1.2.3 из [123]), для
всякой функции ϕ(x) ∈ W 1,2(D) существует функция ϕ∗(x) ∈ L2

1(R
2)

такая, что почти всюду в круге ϕ∗(x) = ϕ(x).
Таким образом, поскольку K ∈ W 1,2(D), то найдется функция u ∈

L2(R2) такая, что

K(x) =

∫

R2

G1(|x− y|)u(y) dy1dy2 почти всюду в круге D.

По теореме 6.2.1 [123] множество

{x ∈ D : lim
ζ→x

K(ζ) = ∞}

имеет нулевую конформную емкость, а потому справедлива

Теорема 5.7.1. Множество

P∞ = {x ∈ D : lim
ζ→x

P (ζ) = ∞}

имеет нулевую емкость.

Легко видеть, что данное утверждение остается верным для W 1,2-
мажорируемых функций P , заданных в произвольной области D ⊂ R

2,
отличной от круга.

Тем самым, множество P∞ является достаточно редким для произ-
вольной W 1,2-мажорируемой функции P : D → R. Из равенства нулю
емкости этого множества, в частности, следует, что α-мера Хаусдорфа
множества P∞ равна нулю для всякого α > 0 (см. [25, §5.3]).
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5.7.2 Непустота класса

Укажем условия на характеристику p(x), при которых в области D =
B(0, R) величины δn → 0 и, тем самым, класс отображений, описывае-
мых теоремой 5.1.1 не пуст.

Имеет место

Теорема 5.7.2. Пусть p(x) : D → [1,∞] – непрерывная (как функция,
действующая из D ⊂ R

2 в R,) функция класса W 1,2(D).
Тогда для величин δn, определенных в теореме 5.1.1, выполнено

lim
n→∞

δn = 0 .

Доказательство. Пусть (p(x), θ(x)) – распределение характеристик
в круге D = B(0, R) и p : D → [1,+∞] – непрерывна. По заданной
числовой последовательности Qn → ∞ определяем в D, как в лемме
5.1.1, множества In и, далее, функции Pn.

Так как p непрерывна, то множества In замкнуты. Предположим,
что для некоторого Qn > 1 множество In ⊂⊂ D. Не умаляя общности
можно предполагать, что D \ In – область.

Для произвольной функции Kn, допустимой при вычислении вели-
чины δn, имеем

δ2
n ≤

∫

D

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2 =

=

∫

D\In

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

p(x) dx1dx2 +

∫

In

|∇Kn(x)|2
p(x)

Kn(x)
dx1dx2 ≤

≤ Qn

∫

D\In

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

dx1dx2 +

∫

In

|∇Kn(x)|2
1 +Kn

Kn
dx1dx2 ≤

≤ Qn

∫

D\In

∣∣∣∇K1/2
n (x)

∣∣∣
2

dx1dx2 +

(
1 +

1

Qn

)∫

In

|∇Kn(x)|2 dx1dx2 .

Пусть ϕ : D \ In → R – функция, экстремальная при вычислении
емкости конденсатора (In, ∂D;D), т.е. ϕ = 0 на ∂D, ϕ = 1 на In и∫

D\In

|∇ϕ(x)|2 dx1dx2 = cap (In, ∂D;D) .
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Выберем Kn в виде

Kn(x) =





Qn ϕ
2(x) при x ∈ D \ In ,

p(x) при x ∈ In .

Данная функция обладает необходимыми свойствами и, в силу дока-
занного выше,

δ2
n ≤ Q2

n cap (In, ∂D;D) +

(
1 +

1

Qn

)∫

In

|∇p(x)|2 dx1dx2 .

Таким образом, если

lim
n→∞

Q2
n cap (In, ∂D;D) = 0 , (5.7.46)

то δn → 0.
Покажем, что условие p(x) ∈ W 1,2(D) влечет (5.7.46). Действитель-

но, пусть

An0,n =

∫

In0
\In

|∇p(x)|2 dx1dx2 <∞ .

Предположим, что множество P∞ = {x ∈ D : p(x) = ∞} не пусто.
Выберем Qn0

> 1 так, чтобы множество In0
лежало строго внутри D.

Фиксируем Qn > Qn0
. Рассмотрим конденсатор (D\In0

, In;D. Функция

ϕ =
1

Qn −Qn0

(p(x) −Qn0
)

допустима в вариационной задаче при вычислении емкости конденса-
тора. Поэтому

cap (In, ∂D;D) ≤ cap (D \ In0
, In;D ≤ An0,n

(Qn −Qn0
)2 .

Отсюда получаем

Q2
n cap (In, ∂D;D) ≤ An0,nQ

2
n

(Qn −Qn0
)2 . (5.7.47)

Упражнение. Дать прямое доказательство теоремы 5.7.1, опираю-
щееся на соотношение (5.7.47). �
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Завершим наши рассуждения. Полагая Qn0
= 1

2 Qn, убеждаемся, что
свойство (5.7.46) действительно имеет место. Тем самым, δn → 0 при
n→ ∞ и теорема доказана. �

Задача. Описать класс непрерывных функций p(x) : D → [1,∞],
для которых

lim
n→∞

δn = 0 .



Глава 6

Искажение площади

Ниже указываются оценки искажения площади при конформных отоб-
ражениях двумерных поверхностей в R

m на единичный круг.

6.1 Графики над кругами

Пусть Ω – локально липшицева поверхность в R
m. Евклидово расстоя-

ние в R
m индуцирует расстояние на Ω и метод измерения углов между

гладкими кривыми на Ω.
Предположим, что существует конформное отображение T : Ω → B

поверхности Ω на единичный круг

B = {y = (y1, y2) : y2
1 + y2

2 < 1}.
Если множествоA ⊂ Ω имеет малую меру mes2 (A), то мера mes2 (T (A))
также мала. В данной главе мы попытаемся описать количественную
сторону этой зависимости.

Предположим сначала, что Ω есть график липшицевой функции ξ =
f(x1, x2) определенной над односвязной ограниченной подобластью D
плоскости R

2. Обозначим через j ортогональную проекцию Ω на D.
Если f имеет в точке (x1, x2) ∈ D полный дифференциал, то всякая
бесконечно малая окружность на Ω с центром в (x1, x2, ξ) ∈ Ω является
бесконечно малым эллипсом в плоскости R

2 с центром в j(x1, x2, ξ) =
(x1, x2). Пусть p(x1, x2) и θ(x1, x2) суть характеристики этого эллипса. В
силу теоремы Радемахера, функция f дифференцируема почти всюду,
характеристики определены почти всюду в области D, причем почти
всюду в области выполнено

p(x1, x2) =
√

1 + |∇f(x1, x2)|2 . (6.1.1)

Поверхность Ω односвязна и может иметь либо параболический, либо
гиперболический конформный тип. Другими словами, Ω может быть

131
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конформно отображена либо на всю плоскость R
2, либо на единичный

круг B ⊂ R
2, соответственно. Поскольку область D ограничена, то

условие
ess sup

x∈D
|∇f(x)| <∞ (6.1.2)

влечет гиперболичность конформного типа Ω.
Предположим, что f подчинена условию (6.1.2) и существует кон-

формное отображение T : Ω → B. Отображение T индуцирует ква-
зиконформное отображение y = τ(x) : D → B с характеристиками
(p(x), θ(x)) почти всюду в D и такое, что

T = j−1 ◦ τ−1 : B → Ω.

Более того, отображение τ является K-квазиконформным в D тогда и
только тогда, когда

ess sup
x∈D

|∇f(x)| ≤
√
K2 − 1.

Известно (Астала [129]), что если D есть единичный круг, то из
предположения (6.1.2) следует, что для всякого измеримого множества
A′ ⊂ D выполнено

mes2 (τ(A′)) ≤ C (mes2 (A′))1/K
(6.1.3)

с некоторой постоянной C, зависящей только отK и нормировки τ−1(0).
Это утверждение отвечает на один вопрос Ф. Геринга и Э. Рейха

[150]. Наиболее простое доказательство (6.1.3) было дано А. Еременко
и Д.Х. Гамильтоном [142].

Для произвольного измеримого множества A ⊂ Ω имеем

mes2 (A) =

∫

A′

√
1 + |∇f |2 dx1dx2, A′ = j(A).

Отсюда, mes2 (A′) ≤ mes2 (A). Замечая, что T (A) = τ(A′) и пользуясь
(6.1.3), получаем

mes2 (T (A)) ≤ C (mes2 (A))1/K . (6.1.4)

Оценка (6.1.4) площади выполнена для произвольного конформного
отображения T : Ω → B, если

(i) поверхность Ω ⊂ R
3 является графиком функции ξ = f(x);

(ii) функция f определена в круге;

(iii) градиент f удовлетворяет (6.1.2).
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Если хотя-бы одно из предположений (i) — (iii) нарушается, то по-
добная оценка искажения площади невозможна. Нашей целью является
изучение искажения площади при конформных отображениях поверх-
ностей Ω ⊂ R

m общего вида.

6.2 K-Квазиконформные отображения

Пусть Ω – двумерная поверхность в R
m, 2 ≤ m < ∞, заданная по-

средством липшицевой вектор-функции (2.1.1) над единичным кругом
B ⊂ R

2.
Предположим, что отображение f : D → Ω гомеоморфно (в тополо-

гии, индуцированной на Ω из R
m), причем в каждой точке дифферен-

цируемости f выполнено (3.1.1).
Квадрат элемента длины |dξ|2 в R

m индуцирует квадрат элемента
длины ds2 на поверхности Ω по формуле

|dξ|2 =
∑m

i=1

(∑2
j=1 f

′
xi
dxj

)2

=

= g11 (x ) dx2
1 + 2g12 (x ) dx1dx2 + g22 (x ) dx2

2,

где

g11 =
m∑

i=1

(
∂fi
∂x1

)2

, g12 =
m∑

i=1

∂fi
∂x1

∂fi
∂x2

, g22 =
m∑

i=1

(
∂fi
∂x2

)2

.

Отображение f : D → Ω конформно, если почти всюду в области D
выполняется

g11 (x ) = g22 (x ), g12 (x ) = 0 ; (6.2.5)

координаты x1, x2 являются при этом изотермическими.
Для произвольного измеримого множества A ⊂ Ω имеем

mes2 (A) =

∫

A′

√
g11g22 − g2

12
dx1dx2, где A′ = j(A). (6.2.6)

Предположим, что вектор-функция (2.1.1) в каждой точке x ∈ D
дифференцируемости f подчинена предположению

P (x) =
g11 (x ) + g22 (x )

2
√

g11 (x )g22 (x ) − g2

12
(x )

≤ K <∞ , (6.2.7)
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где K – постоянная, 1 ≤ K <∞.
Для всякого измеримого множества A′ ⊂ D, согласно неравенству

Коши и (6.2.6), имеем

mes2 (A′) =

∫

A′

dx1dx2 ≤



∫

A′

√
g11g22 − g2

12
dx1dx2




1/2

×

×


2

∫

A′

g11 + g22

2
√

g11g22 − g2

12

dx1dx2

g11 + g22




1/2

≤

≤ (2K)1/2 (mes2 (A))1/2



∫

A′

dx1dx2

g11 + g22




1/2

.

Пользуясь цитированным выше результатом К. Асталы, как и выше,
приходим к утверждению.

Теорема 6.2.1. Пусть Ω – поверхность в R
m, заданная над единич-

ным кругом B посредством липшицевой вектор-функции (2.1.1), удо-
влетворяющей (3.1.1), (6.2.7) и такой, что

∫

D

dx1dx2

g11 + g22

≤ Q <∞. (6.2.8)

Пусть T : Ω → B – конформное отображение, T (f(0)) = 0.
Тогда для произвольного измеримого множества A ⊂ Ω выполнено

mes2 (T (A)) ≤ C(K,Q) (mes2 (A))1/(2K) . (6.2.9)

Рассмотрим другой пример, в котором постоянная C(K,Q) является
более точной. Предположим, что Ω есть график некоторой липшицевой
вектор-функции вида (2.3.12), определенной в R

2 и такой, что f3 =
. . . = fm = 0 вне B.

Легко видеть, что поверхность Ω имеет параболический тип, т.е. для
произвольного конформного отображения T : Ω → R

2 выполнено T (Ω) =
R

2. Это ясно, поскольку поверхность Ω отлична от плоскости R
2 только

на компактном куске, приклеенном вдоль единичной окружности.
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В этом случае конформное отображение T : Ω → R
2 индуцирует ква-

зиконформное отображение τ(x) : R
2 → R

2. Найдем его коэффициент
квазиконформности K. Мы имеем

g11 = 1 +
m∑

i=3

(
∂fi
∂x1

)2

, g12 =
m∑

i=3

∂fi
∂x1

∂fi
∂x2

, g22 = 1 +
m∑

i=3

(
∂fi
∂x2

)2

.

Поэтому,
g11 + g22√
g11g22 − g2

12

≤ 2 +
∑m

i=3 |∇fi|2√
1 +

∑m
i=3 |∇fi|2

и условие (6.2.7) может быть заменено требованием

p(x) ≤ 1

2




1√
1 +

m∑
i=3

|∇fi(x)|2
+

√√√√1 +
m∑

i=3

|∇fi(x)|2




≤ K . (6.2.10)

Полагая j(x1, x2, . . . , xm) = (x1, x2), имеем T = j−1 ◦ τ−1 : R
2 → Ω.

Так как f3(x) = . . . = fm(x) = 0 вне B, то, согласно (6.2.10), характери-
стика p(x) ≡ 1 и отображение τ конформно вне B. Мы будем предпо-
лагать, что τ имеет, так называемую, гидродинамическую нормировку

τ(x) = x+O(1/|x|), |x| → ∞. (6.2.11)

Нормировка (6.2.11) является весьма удобной – имеется множество ре-
зультатов теории конформных отображений, использующих данную нор-
мировку.

Обозначим через

U = {x = (x1, x2) ∈ B : ∇f3(x1, x2) = . . . = ∇fm(x1, x2) = 0}
множество критических точек вектор-функции (f3, . . . , fm) : R

2 →
R
m−2, лежащих в B. Для произвольного измеримого множества A ⊂ U

имеем

mes2 (A) =

∫

A′

dx1dx2 ≤ π ,

где A′ = j(A) есть проекция A на (x1, x2)-плоскость.
Из теоремы 1.6 работы К. Асталы и В. Неси [130] следует утвержде-

ние.
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Теорема 6.2.2. Пусть Ω – некоторая непараметрическая липшицева
поверхность, заданная посредством вектор-функции f : R

2 → R
m

вида (2.3.12). Тогда для произвольного измеримого подмножества A
множества критических точек U выполнено

(
1

π
mes2 (A)

)K
≤ 1

π
mes2 (T (A)) ≤

(
1

π
mes2 (A)

)1/K

. (6.2.12)

6.3 Основная теорема

Пусть ∆ – подобласть (y1, y2)-плоскости и g : ∆ → Ω – конформное
отображение. В изотермических координатах y1, y2 метрика ds2 поверх-
ности Ω имеет вид

ds2 = Λ(y) (dy2
1 + dy2

2) всюду в ∆,

где Λ(y) = E(y) = G(y).
Если Ω односвязно и имеет гиперболический тип, то мы будем пред-

полагать, что ∆ есть единичный круг B = {y ∈ R
2 : |y| < 1}. Предпо-

ложение (3.1.1) влечет Λ(y) > 0 почти всюду в ∆. Посредством вспомо-
гательного преобразования подобия в R

m мы можем добиться, чтобы
отображение g удовлетворяло условию

Λ(0) = 1. (6.3.13)

Через K(ξ) мы обозначим гауссову кривизну поверхности Ω в точке
ξ ∈ Ω.

Следующее утверждение доставляет основной результат данной гла-
вы [83].

Теорема 6.3.1. Пусть Ω – поверхность в R
m неотрицательной гаус-

ссовой кривизны, задаемая над областью D ⊂ R
2 посредством W 2,2

loc -
вектор-функции вида (2.1.1).

Предположим, что f удовлетворяет (3.1.1) и
∫

D

g11(x) + g22(x)√
g11(x)g22(x) − g2

12(x)
dx1dx2 <∞. (6.3.14)

Тогда Ω имеет гиперболический конформный тип и для произвольного
конформного отображения T : Ω → B, удовлетворяющего (6.3.13)
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с g = T−1, и для произвольного измеримого множества A ⊂ Ω с
mes2 (A) < 1 выполнено

mes2 (T (A)) ≤ 1 + mes2 (Ω)

ln 1 /mes2 (A)
. (6.3.15)

6.4 Доказательство основной теоремы

Мы воспользуемся идеей оценки искажения меры граничного множе-
ства при конформном отображении плоской области на круг (см. §1
главы III в [96]). Прежде всего мы заметим, что предположение (3.1.1)
влечет df 6= 0 в данной точке, метрика ds2 невырождена, и бесконечно
малая окружность в метрике ds2 с центром в точке x ∈ D есть беско-
нечно малый эллипс в евклидовой метрике |dx|2 = dx2

1+dx
2
2. Обозначим

через (p, θ) характеристики этого эллипса, т.е. отношение p ≥ 1 его по-
луосей и, если p > 1, – угол θ, 0 ≤ θ < π, между его большей осью и

направлением
−→
Ox1. Более того, легко видеть, что

p(x) =
g11(x) + g22(x)

2
√
g11(x)g22(x) − g2

12(x)
+

(
(g11(x) + g22(x))

2

4 (g11(x)g22(x) − g2
12(x))

− 1

)1/2

.

Таким образом, в области D имеется непрерывное распределение ха-
рактеристик (p, θ). Согласно (3.1.1) мы имеем

g11(x)g22(x) − g2
12(x) > 0 всюду в D

и, следовательно,

sup
D1

p(x) <∞ для всякой подобласти D1 ⊂⊂ D.

На основании теоремы существования находим квазиконформное отоб-
ражение y = τ(x) → R

2 с характеристиками (p, θ) почти всюду в D.
Это отображение единственно с точностью до конформного преобразо-
вания y′ = φ(y) в плоскости переменных y1, y2.

В общем случае образ τ(D) может быть целой плоскостью R
2 или ее
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собственной подобластью. Предположение (6.3.14) влечет, что всегда
∫

D

p(x) dx1dx2 =

∫

τ(D)

p(τ−1(y))J(y, τ−1) dy1dy2 ≤

≤
∫

τ(D)

|∇τ−1(y)|2 dξ1dξ2 <∞,

где J(y, τ−1) есть якобиан τ−1 в точке y ∈ τ(D).
Рассмотрим круговое кольцо

A(t′, t′′) = {y ∈ R
2 : 0 < t′ < |y| < t′′ <∞} .

Мы (в очередной раз!) воспользуемся принципом длины и площади
(см. теорему 1.9.1 при специальном выборе H = σ ≡ 1).

Лемма 6.4.1. Пусть g : A(t′, t′′) → R
2 – вектор-функция класса

W 1,2(A(t′, t′)). Тогда

t′′∫

t′

osc2 (g, S(0, r))
dr

r
≤ c1 I(g; t

′, t′′) , (6.4.16)

где c1 – абсолютная постоянная и

I(g; t′, t′′) =

∫

A(t′,t′′)

|∇g|2 dy1dy2.

Предположим, что τ(D) = R
2. Выберем произвольно круговое коль-

цо A(t′, t′′) и воспользуемся принципом длины и площади (6.4.16). Име-
ем

inf
r∈(t′,t′′)

osc (τ−1, S(0, r)) ≤ c
1/2
1 I1/2(τ−1; t′, t′′) log−1/2 t

′′

t′
.

Отображение τ−1 гомеоморфно и, следовательно,

osc (τ−1, B(0, r)) ≤ osc (τ−1, S(0, r)) (0 < r <∞).

Отсюда,

inf
r∈(t′,t′′)

osc (τ−1, B(0, r)) ≤ c
1/2
1 I1/2(τ−1; t′, t′′) log−1/2 t

′′

t′
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и полагая t′′ → ∞, получаем

osc (τ−1, B(0, r)) = 0 для любых 0 < r <∞,

то есть, τ−1 ≡ const. Противоречие.
Таким образом, область τ(D) является собственной односвязной под-

областью R
2, и Ω имеет гиперболический тип.

Пусть T : Ω → B – произвольное конформное отображение. Согласно
(6.2.5) квадрат элемента длины на поверхности Ω в изотермических
координатах y1, y2 имеет вид

ds2 = Λ(y) (dy2
1 + dy2

2),

где Λ = E = G > 0 – некоторая функция.
Заметим, что поскольку f ∈ C3(D), то (p, θ) ∈ C2(D) и отображение

τ ∈ C3(D). Здесь Λ ∈ C2(B).
Пусть E ⊂ Ω – произвольное измеримое множество. Множество e =

T (A) ⊂ B также измеримо и

mes2 (A) =

∫

e

Λ(y) dy1dy2 ≤ |Ω|.

Здесь и ниже для краткости пусть mes2 (Ω) = |Ω|. Для произвольного
a > 0 полагаем

log+ a = max{log a, 0}, log− a = max{− log a, 0}.

Ясно, что

log a = log+ a− log− a.

Так как log+ a < a, то мы вправе записать

|Ω| ≥
∫

B

Λ(y) dy1dy2 ≥
∫

B

log+ Λ(y) dy1dy2. (6.4.17)

С другой стороны,

∫

B

log Λ(y) dy1dy2 =

∫

B

log+ Λ(y) dy1dy2 −
∫

B

log− Λ(y) dy1dy2
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и, далее, в силу (6.4.17) получаем

−
∫

B

log− Λ(y) dy1dy2 =

∫

B

log Λ(y) dy1dy2 −
∫

B

log+ Λ(y) dy1dy2 ≥

≥
∫

B

log Λ(y) dy1dy2 − |Ω|.

(6.4.18)
Пользуясь хорошо известным неравенством

1

mes2 (e)

∫

e

ϕ(y) dy1dy2 > exp





1

mes2 (e)

∫

e

logϕ(y) dy1dy2



 ,

мы имеем

mes2 (A) =

∫

e

Λ(y) dy1dy2 =

= mes2 (e)


 1

mes2 (e)

∫

e

Λ(ξ) dξ1dξ2


 >

> mes2 (e) exp





1

mes2 (e)

∫

e

log Λ(y) dy1dy2



 .

Однако,
∫

e

log Λ(y) dy1dy2 =

∫

e

log+ Λ(y) dy1dy2 −
∫

e

log− Λ(y) dy1dy2 ≥

≥ −
∫

e

log− Λ(y) dy1dy2 ≥

≥ −
∫

B

log− Λ(y) dy1dy2
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и мы приходим к неравенству

mes2 (A) > mes2 (e) exp



− 1

mes2 (e)

∫

B

log− Λ(y) dy1dy2



 .

Оценка (6.4.18) тогда влечет

mes2 (A) > mes2 (e) exp





∫

B

log Λ(y) dy1dy2 − |Ω|

mes2 (e)




. (6.4.19)

Вычислим интеграл. В силу предположения (3.1.1) находим Λ > 0 в
B. Заметим, что

d

dr

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| =
d

dr

2π∫

0

log Λ(r, θ) r dθ =

=

2π∫

0

r
d

dr
log Λ(r, θ) dθ +

2π∫

0

log Λ(r, θ) dθ =

=

∫

S(0,r)

∂

∂n
log Λ(y) |dy| + 1

r

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy|,

где ∂
∂n означает нормальную производную.

Таким образом, по формуле Грина имеем

d

dr

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| =

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2+

+
1

r

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| .
(6.4.20)
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Аналогично,

lim
r→1

1

r

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| − lim
r→0

1

r

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| =

=

1∫

0

dr




2π∫

0

log Λ(r, θ) dθ




′

=

1∫

0

dr

2π∫

0

d

dr
log Λ(r, θ) dθ =

=

1∫

0

dr

r

∫

S(0,r)

∂

∂n
log Λ(y) |dy| =

1∫

0

dr

r

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2

и, далее,

lim
r→1

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| = 2π log Λ(0)+

+

1∫

0

dr

r

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2 .

(6.4.21)

Отсюда, пользуясь (6.4.20) и интегрированием по частям, приходим
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к соотношению

∫

B

log Λ(y) dy1dy2 =

1∫

0

dr

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| =

= lim
r→1

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| −
1∫

0

r dr
d

dr

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| =

= lim
r→1

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| −
1∫

0

r dr

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2−

−
1∫

0

dr

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy| .

Следовательно,
∫

B

log Λ(y) dy1dy2 = 1
2 lim
r→1

∫

S(0,r)

log Λ(y) |dy|−

−1

2

1∫

0

r dr

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2 .

Объединяя найденные соотношения с (6.4.21), приходим к соотноше-
нию∫

B

log Λ(y) dy1dy2 = π log Λ(0)+

+
1

2

1∫

0

(
1

r
− r) dr

∫

B(0,r)

∆ log Λ(y) dy1dy2 .

(6.4.22)
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По теореме Гаусса кривизна K поверхности Ω может быть выраже-
на через коэффициенты E,F,G и их частные производные вплоть до
второго порядка. В изотермических координатах она принимает особо
простой вид

K = − 1

2Λ
∆ log Λ.

В силу (6.3.13) и (6.4.22) имеем
∫

B

log Λ(y) dy1dy2 ≥ 0.

Таким образом, (6.4.19) переписывается в виде

mes2 (A) > mes2 (e) exp

{
− |Ω|

mes2 (e)

}
. (6.4.23)

Пусть mes2 (A) < 1. Тогда на основании (6.4.23) находим

log
1

mes2 (A)
≤ |Ω|

mes2 (e)
+ log

1

mes2 (e)
.

Таким образом, получаем окончательно

mes2 (e) ≤ |Ω| + 1

log
1

mes2 (A)

,

что эквивалентно (6.3.15). Теорема доказана. �

Задачи: 1) Распространить теорему 6.3.1 на нерегулярные поверх-
ности, заменив условие на гауссову кривизну более слабым. 2) Указать
геометрические условия, обеспечивающие выполнение условия 6.3.13.



Глава 7

Теоремы Альфорса – Варшавского

Вводится понятие приведенного модуля односвязной области относи-
тельно "граничной точки"и даются его приложения в оценках кон-
формного отображения поверхности вблизи границы. В частности, до-
казываются теоремы типа теорем Альфорса – Варшавского для кон-
формных отображений плоских полос.

Близкие граничные оценки конформных отображений в евклидовой
метрике см. в [124], [226], [227], [228], [69], [70], [209] – [215] и [206, глава
11].

7.1 Плоские полосы

Во многих случаях совсем не обязательно знать точно функцию, кон-
формно отображающую область общего вида на круг или другую кано-
ническую область. Зачастую достаточно иметь оценку поведения этой
функции вблизи граничных точек. Ниже мы напоминаем два таких
классических результата для конформных отображений плоских обла-
стей [33, глава V, §6].

Пусть D – односвязная подобласть плоскости R
2 переменной x =

(x1, x2). Всюду до конца раздела мы предполагаем, что D имеет непу-
стое пересечение с любой вертикальной прямой x1 = α, −∞ < α <∞.

Пусть y(x) = (y1(x), y2(x)) – функция, конформно отображающая
область D на полосу |y2| < π

2 , причем так, что y1(x) → ±∞ при x1 →
±∞. Через x(y) будем обозначать функцию, обратную к y(x). Ясно, что
накладываемые условия определяют y(x) с точностью до аддитивной
постоянной.

Граница области D имеет две компоненты связности — верхнюю C+

и нижнюю C−. При отображении y = y(x) дуга C+ переходит в прямую
y2 = π

2 , а дуга C− – в прямую y2 = −π
2 .

145
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Рассмотрим сечение области D вертикальной прямой x1 = α. В об-
щем случае это сечение состоит из счетного числа сегментов. Выберем
те из сегментов, что соединяют C+ и C−. (Хотя бы один такой сегмент
имеется, и общее их число конечно.) Символом θα будем обозначать тот
из сегментов, что встречается первым при движении вдоль области D
от x1 = −∞ к x1 = +∞; символом θ(α) – его длину.

К подобной стандартной постановке можно свести более или менее
общую задачу. К примеру, при исследовании отображения t = t(ζ) об-
ласти G на круг |t| < 1 в окрестности конечной точки ζ = ζ∗ мы сводим
задачу к стандартной постановке с помощью замены переменных

x1 = ln
ζ − ζ ′

ζ − ζ∗
, x2 = ln

t− t(ζ ′)

t− t(ζ∗)
,

где ζ ′ и ζ∗ – граничные точки области G. Эта замена переводит область
G в полосообразную область D, а круг – в полосу.

Следующий результат носит название теоремы Альфорса.

Теорема 7.1.1. Если x′ ∈ θa и x′′ ∈ θb, и

b∫

a

dα

θ(α)
> 2 ,

то

y1(x
′′) − y1(x

′) > π

b∫

a

dα

θ(α)
− 4π .

Следующий результат принадлежит С.Е. Варшавскому и позволяет
оценивать величину y1(x

′′)− y1(x
′) с другой стороны. Но в этом случае

на дуги C+, C− накладываются более жесткие требования. Именно,
будем предполагать, что дуги C+, C− описываются уравнениями

x2 = ϕ+(x1) , x2 = ϕ−(x1) .

Ясно, что
θ(α) = ϕ+(α) − ϕ−(α) .

Кроме того, мы удобно положить

ϕ(α) =
1

2

[
ϕ+(α) + ϕ−(α)

]
,

и при данном обозначении

ϕ±(α) = ϕ(α) ± 1

2
θ(α) .
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Теорема 7.1.2. Предположим, что для некоторой постоянной M > 0
и любых −∞ < α < +∞ выполнено

|ϕ′(α)| < M , |θ′(α)| < M .

Если a < b, x′ ∈ θa, x
′′ ∈ θb, то

y1(x
′′) − y1(x

′) <

< π

b∫

a

1 + ϕ′2(α)

θ(α)
dα +

π

12

b∫

a

θ′2(α)

θ(α)
dα + 12π(1 +M 2) .

Нашей ближней целью будет получение подобных результатов для
конформных отображений поверхности на плоскую полосу.

7.2 Примыкающие подобласти

Пусть G – двусвязная подобласть R
2 и пусть G1 – ограниченная, а G2

– неограниченная компоненты связности множества R
2 \G. Пусть Γ̃ –

семейство всевозможных кривых Жордана, содержащихся в G и раз-
деляющих G1 и G2. Модуль mod Γ̃ называется модулем кольцевой об-
ласти G. Мы будем обозначать его символом mod (G). В случае, когда

G есть круговое кольцо {(x1, x2) ∈ R
2 : 0 < r <

√
x2

1 + x2
2 < R < ∞},

согласно (1.6.22) имеем

mod (G) =
1

2π
log

R

r
. (7.2.1)

Пусть теперь D есть односвязная подобласть R
2, содержащая точку

(0, 0) и имеющая непустую границу. Если число r > 0 достаточно мало,
то множествоDr = {x ∈ D : |x| > r} есть двусвязная область. Функция

mod (Dr) + (2π)−1 log r

монотонно возрастает, когда r стремится к 0, и существует конечный
предел

m̃od (D) = lim
r→0

(
mod (Dr) + (2π)−1 log r

)
, (7.2.2)

называемый приведенным модулем областиD относительно точки (0, 0).
Если RD – внутренний конформный радиус области D относительно
точки (0, 0), то

m̃od (D) = (2π)−1 logRD (7.2.3)
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(см., например, [28, теорема 2.8], [86] – [88], [58]).

Пусть D ⊂ R
2 – односвязная область с непустой границей и пусть

Ω ⊂ R
m – локально билипшицева поверхность вида (2.1.1). Предполо-

жим, что у каждого простого конца e ∈ ∂D̃ найдется главная точка y0,
в которой поверхность Ω удовлетворяет предположению (4.4.18). Со-
гласно теореме 4.4.1 это означает, что над каждым простым концом
e ∈ ∂D̃ расположен единственный простой конец поверхности Ω.

Естественным образом определяются понятия простой жордановой
дуги (открытой либо замкнутой) и простой жордановой кривой в D̃ и

Ω̃. В частности, множество простых концов ∂D̃ есть простая жорданова
кривая в D̃.

Пусть E1, E2 ⊂ Ω̃ – произвольные множества и γ ⊂ Ω̃ – простая
замкнутая жорданова кривая в Ω̃. Будем говорить, что γ разделяет
множества E1, E2 в Ω̃, если для любого связного, замкнутого в Ω̃ мно-
жества K такого, что K ∩ Ei 6= ∅ (i = 1, 2), выполнено K ∩ γ 6= ∅.

Пусть Ω′ ⊂ Ω – подобласть поверхности Ω и e′ ⊂ ∂Ω̃ – простой конец.
Говорим, что подобласть Ω′ примыкает к простому концу e′, если для
любой последовательности {ξn} точек Ω, сходящейся к e′, существует
номер N такой, что при всех n > N точки ξn принадлежат подобласти
Ω′.

Пусть Ω ⊂ R
m – локально билипшицева поверхность, заданная над

некоторой односвязной областью D ⊂ R
2 с непустой границей, (0, 0) ∈

D, посредством вектор-функции (2.1.1). Пусть A и B – произвольные
односвязные подобласти D, содержащие точку (0, 0). Пусть K1, K2, . . .
– последовательность континуумов, содержащих точку (0, 0) и содер-
жащихся как в области A, так и в области B. Предположим, что все
континуумы Kn таковы, что An = A\Kn, Bn = B \Kn суть двусвязные
области.

Лемма 7.2.1. Если диаметры континуумов Kn стремятся к 0, то
существует предел

lim
n→∞

(modΩ(An) − modΩ(Bn)) . (7.2.4)

Этот предел не зависит от выбора последовательности континуу-
мов {Kn}, diamKn → 0. В частности, если Ω = R

2, то

lim
n→∞

(mod (An) − mod (Bn)) = (2π)−1 log(RA/RB) , (7.2.5)

где RA, RB – внутренние конформные радиусы областей A, B отно-
сительно точки (0, 0).
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Доказательство. Начнем с утверждения (7.2.5). Пусть x̃ = Fn(x)
– однолистные конформные отображения двусвязных областей An =
A \ Kn на двусвязные области Ãn = {x̃ ∈ A : |x̃| > ρn}, где числа
ρn > 0 определяются из соотношений

mod (An) = mod (Ãn), n = 1, 2, . . .

При этом мы будем предполагать, что все Fn(x) оставляют неподвиж-
ным некоторый фиксированный простой конец e, входящий в область
A. Отображения Fn(x) определяются единственным образом. Их суще-
ствование гарантируется теоремой 2, §1, главы V в [24].

Поскольку диаметры континуумов Kn стремятся к 0, модули дву-
связных областей mod (An) и mod (Ãn) стремятся к ∞, а числа ρn –
к 0. Отсюда заключаем, что последовательность отображений F1(x),
F2(x), . . . сходится к тождественному отображению области A на се-
бя и притом равномерно на всяком компактном подмножестве области
A \ {0}.

Действительно, пусть w = ϕ(x̃) – однолистное конформное отобра-
жение области A на единичный круг |w| < 1 такое, что ϕ(0) = 0,
ϕ(e) = 1. Положим ϕn = ϕ ◦ Fn ◦ ϕ−1 и обозначим через ψn(w) отоб-
ражение, полученное продолжением по симметрии относительно еди-
ничной окружности отображения ϕn(w). Поскольку однолистные отоб-
ражения ψn(w) оставляют неподвижной точку w = 1 и не принимают
значений 0, ∞, то последовательность ψ1(w), ψ2(w), . . . представляет
собой нормальное семейство. Пусть ψk1

(w), ψk2
(w), . . . – произвольная

ее подпоследовательность, равномерно сходящаяся внутри R
2 \ {0} к

отображению ϕ0(w). Так как |ψn(eiθ)| = 1, 0 ≤ θ < 2π, а сходимость
равномерна на окружности |w| = 1, то ψ0(w) 6≡ const. Поэтому отобра-
жение ψ0(w) однолистно в R

2 \ {0} и в силу нормировки

ψ0(1) = 1, ψ0(0) = 0, ψ0(∞) = ∞ ,

совпадает с тождественным. Отсюда заключаем, что отображения ϕn(w)
сходятся равномерно к тождественному внутри кольца 0 < |w| < 1, а
отображения Fn(x) – внутри области A \ {0}.

Зафиксируем произвольно круг B(0, d) = {x ∈ R
2 : |x| < d}, содер-

жащийся строго внутри каждой из областей A и B. Для достаточно
больших n множества Dn = D \ Kn суть двусвязные области, и для
доказательства соотношения (7.2.4) достаточно установить существо-
вание предела

lim
n→∞

(mod (An) − mod (Dn)) = (2π)−1 log(RA/RD) . (7.2.6)
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Обозначим через pn образ окружности |x| = d при отображении

x̃ = Fn(x), через D̃n – двусвязную область, заключенную между pn
и окружностью |x̃| = ρn. Заметим, что D̃n = Fn(Dn). Из равномерной
сходимости отображений Fn(x) к тождественному следует, что кривые
pn равномерно сходятся к окружности |x̃| = d. Поэтому мы можем
утверждать существование последовательности ε1, ε2, . . . положитель-
ных чисел, стремящейся к 0 и такой, что каждая из областей D̃n со-
держится в кольце ρn < |x̃| < d + εn и содержит внутри себя кольцо
ρn < |x̃| < d − εn. Сравнивая модули этих круговых колец с модулем

двусвязной области D̃n и пользуясь выражением (7.2.1) для модуля кру-
гового кольца, приходим к неравенству

(2π)−1 log
d− εn
ρn

≤ mod (D̃n) ≤ (2π)−1 log
d+ εn
ρn

.

Отсюда получаем

lim
n→∞

(
mod (D̃n) + (2π)−1 log ρn

)
= (2π)−1 log d . (7.2.7)

С другой стороны, в силу соотношений (7.2.2) и (7.2.3) имеем

lim
n→∞

(
mod (Ãn) + (2π)−1 log ρn

)
= (2π)−1 logRA . (7.2.8)

Объединяя (7.2.7), (7.2.8) и учитывая, что

d = RD , mod (An) = mod (Ãn) , mod (Dn) = mod (D̃n) ,

приходим к (7.2.5).
Доказательство первого из утверждений леммы следует из теоремы

3.7.1 и доказанного выше. По поверхности Ω находим распределение
характеристик (p(x), θ(x)) в области D. Посредством вспомогательно-
го квазиконформного отображения ξ = w(x) : D → R

2 вводим в Ω
изотермические координаты. Тем самым, находим односвязную область
D = w(D) и метрику

λ(ξ) |dξ|2 , ξ ∈ D , (7.2.9)

такие, что для произвольного семейства дуг (или кривых) Γ, лежащих
в D, выполнено

modΩ Γ = modλ Γ∗ ,

где Γ∗ = w(Γ) и modλΓ
∗ означает модуль Γ∗ в метрике (7.2.9). Но мет-

рика (7.2.9) конформна и потому

modλ Γ∗ = mod Γ∗ . (7.2.10)
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Таким образом, мы имеем

modΩ (An) − modΩ (Bn) = mod (w(An)) − mod (w(An)) . (7.2.11)

Проблема существования предела (7.2.4) равносильна вопросу о суще-
ствовании предела в левой части соотношения (7.2.11) и сводится к уже
доказанному утверждению. �

Фиксируем произвольно три простых конца e′, e0, e
′′ ∈ D̃ \ D, рас-

положенных в порядке положительного обхода границы D̃ \ D. Пусть
l ⊂ D — жорданова дуга, отделяющая в D конец e′ от e0 и e′′. Вы-
берем локально липшицеву функцию h : D → (0, 1) со следующими
свойствами

lim
(x,y)→e′

h(x, y) = 0, h|l = 1, (7.2.12)

и такую, что для любого компакта A ⊂ {(x, y) ∈ D : 0 < h(x, y) < 1}
выполнено

ess inf
A

|∇h(x, y)| > 0. (7.2.13)

Обозначим через Eh(t) компоненту связности множества

{(x, y) ∈ D : h(x, y) = t} ,
отделяющую простой конец e′ от e0 и e′′. Положим

λh(t) =

∫

Eh(t)

(
g11h2

x + 2g12hxhy + g22h2
y

) √
g

|∇h|
√
dx2 + dy2,

где gij (i, j = 1, 2) — элементы обратной матрицы (gij) = (gij)
−1.

Имеет место утверждение.

Лемма 7.2.2. Пусть f : D → R
2 — однолистное, конформное в мет-

рике ds2
Ω отображение. Тогда если

∫

0

dt

λh(t)
= ∞, (7.2.14)

то образом простого конца e′ является некоторый простой конец об-
ласти f(D).

Доказательство непосредственно вытекает из "принципа длины и
площади"в метрике ds2

Ω. Действительно, пользуясь (7.2.13), на основа-
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нии неравенства (1.9.37) мы можем записать

1∫

0

osc2(f, Eh(t))
dt

λh(t)
≤

≤
∫∫

D

(
g11|fx|2 + 2g12〈fx, fy〉 + g22|fy|2

)
dσΩ .

(7.2.15)

Если f(D) = R
2, то граница f(D) имеет единственный простой конец

и наше утверждение тривиально.
Пусть f(D) 6= R

2. Так как простые концы инвариантны при кон-
формных отображениях, то, не умаляя общности, можем считать, что
область f(D) есть единичный круг B = B(0, 1). При этом предположе-
нии находим

∫∫

D

(
g11|fx|2 + 2g12〈fx, fy〉 + g22|fy|2

)
dσΩ =

∫∫

D

√
g dxdy =

= 2 area f(D) = 2 π.

Здесь с целью упростить вычисления достаточно было заметить, что
первый из двойных интегралов является интегралом Дирихле для отоб-
ражения f , конформного в метрике ds2

Ω.
В силу (7.2.15), имеем

1∫

0

osc2(f, Eh(t))
dt

λh(t)
<∞.

Из условия (4.4.13) теперь следует, что вдоль некоторой последователь-
ности дуг {Eh(tk)}, k → ∞, выполнено

lim
k→∞

osc(f, Eh(t)) = 0.

Каждая из дуг Eh(tk) отделяет простой конец e′ от дуги ẽ0e′′. Однако,

lim
k→∞

diam f(Eh(tk)) = 0,

и для произвольной последовательности точек am ∈ D, am → e′, мы
вправе утверждать, что {f(am)} сходится к некоторой точке на границе
∂B. �
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Замечание. Не трудно видеть, что свойство (7.2.14) характеризует
поведение метрики ds2

Ω в окрестности простого конца e′ и не зависит от
выбора дуги l, отделяющей e′ от e0 и e′′. �

Всюду ниже до конца главы мы предполагаем, что поверхность Ω ⊂
R
m – локально билипшицева и задана посредством вектор-функции

(2.1.1) над некоторой односвязной областью D ⊂ R
2 с непустой гра-

ницей. Пусть, далее, G ⊂ D – односвязная область, (0, 0) ∈ G и Ω
удовлетворяет условию (7.2.14) в каждой "граничной точке"e ∈ ∂G, а
функция Λ(x)/λ(x) является суммируемой по области G.

Зафиксируем три различных простых конца e′, e0, e
′′, входящих в

область G и расположенных в порядке положительного обхода мно-
жества G̃ \ G. Рассмотрим произвольную односвязную подобласть G′,
примыкающую к простому концу e′, не примыкающую к e′′ и имеющую
связную границу ∂GG

′ относительно области G.
Пусть γ1, γ2, . . . – произвольная цепь сечений, определяющая про-

стой конец e′ и являющаяся одновременно цепью сечений подобласти
G′. Пусть Γ′

n – множество всех локально спрямляемых дуг γ ⊂ G, за-
мыкания которых [γ]G̃ представляют собой простые жордановы дуги

в G̃, разделяющие в G̃ сечение [γn]G̃ и замкнутую дугу ẽ0e′′ ⊂ G̃ \ G,
не содержащую на себе простого конца e′. Пусть ∆′

n – множество всех
локально спрямляемых дуг γ ⊂ G′, замыкания которых [γ]G̃ являются

простыми жордановыми дугами в G̃ и разделяют в G̃ множества [γn]G̃
и [∂GG

′]G̃. Так как подобласть G′ примыкает к простому концу e′, то
для достаточно больших n множества Γ′

n и ∆′
n не пусты.

Лемма 7.2.3. Существует конечный предел

lim
n→∞

(modΩ (Γ′
n) − modΩ (∆′

n)) , (7.2.16)

не зависящий от выбора цепи сечений γ1, γ2, . . ., определяющей про-
стой конец e′.

Доказательство. В силу предположения (7.2.10) и гипотезы о сум-
мируемости функции Λ(x)/λ(x) по области G, отображение (2.1.1) про-
должимо по непрерывности до гомеоморфного отображения ∂̃ D на
∂̃ Ω. Таким образом, как и при доказательстве леммы 7.2.1 достаточно
проверить справедливость (7.2.16) лишь в случае евклидовой метрики
dsΩ = |dx|.

Пусть w = f(x) – однолистное конформное отображение области G
на верхнюю полуплоскость H+

w с граничным соответствием

f(e′) = 0, f(e0) = α, f(e′′) = ∞ (α > 0). (7.2.17)
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Так как модуль семейства кривых есть конформный инвариант, то

mod (Γ′
n) = mod (f(Γ′

n))

и в силу принципа симметрии для модуля семейства кривых в евкли-
довой метрике (см. лемму 1.5.2) имеем

mod (Γ′
n) = 2 mod

(
f(Γ′

n) + f(Γ′
n)
)
. (7.2.18)

Замкнем каждую кривую семейства {f(Γ′
n) + f(Γ′

n)}, присоединив к
ней ее предельные точки на горизонтальной оси Imw = 0. Множество
всех кривых, полученных посредством такой процедуры из семейства
{f(Γ′

n)+f(Γ′
n)}, будем обозначать символом [Γ′

n]. Нетрудно видеть, что
модуль семейства при этом не изменится, и равенство (7.2.18) остается
справедливым

mod (Γn) = 2 mod [Γ′
n] . (7.2.19)

Фиксируем произвольно сечение γn из цепи сечений, определяющей
простой конец e′, и обозначим через [γn] кривую, полученную из кри-

вой f(γn) + f(γn) посредством ее замыкания. Пусть An – двусвязная
область, заключенная между кривой [γn] и лучом

L = {w ∈ Cw : Im w = 0, Re w ≥ α} .
Покажем, что

mod ([Γ′
n]) = mod (An) . (7.2.20)

Действительно, каждая кривая γ ∈ [Γ′
n] содержится в области An и

разделяет граничные компоненты An. Поэтому на основании свойства
монотонности модуля имеем

mod ([Γ′
n]) ≤ mod (An) . (7.2.21)

С другой стороны, поскольку семейство f(Γ′
n) + f(Γ′

n) состоит из кри-
вых, симметричных относительно вещественной прямой, то при вычис-
лении его модуля достаточно ограничиться допустимыми функциями
ρ(x) такими, что ρ(x1, x2) = ρ(x1,−x2). Пусть ρ(x) – произвольная до-

пустимая для f(Γ′
n)+ f(Γ′

n) функция с указанным свойством и пусть γ
– произвольная кривая, разделяющая граничные компоненты области
An. Обозначим через γ+ связную компоненту γ, лежащую в верхней
полуплоскости H+

w и разделяющую в H+
w граничные компоненты An,

через γ− ⊂ γ – дугу с аналогичным свойством, лежащую в нижней
полуплоскости. Так как область An симметрична относительно веще-
ственной прямой, то кривые γ+ + γ+, γ− + γ− содержатся в семействе
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f(Γ′
n) + f(Γ′

n). Отсюда, в силу симметрии функции ρ(x) получаем
∫

γ

ρ(x) |dx| ≥
∫

γ+

+

∫

γ−

=
1

2

∫

γ++γ+

+
1

2

∫

γ−+γ−

≥ 1 .

Итак, функция ρ(x) оказывается допустимой для семейства кривых,
разделяющих граничные компоненты An. Поэтому

mod
(
f(Γ′

n) + f(Γ′
n)
)
≥ mod (An)

и
mod ([Γ′

n]) ≥ mod (An) . (7.2.22)

Объединяя (7.2.21), (7.2.22), приходим к (7.2.19), откуда, учитывая ра-
венство (7.2.20), получаем окончательно

mod ([Γ′
n]) = 2 mod (An) . (7.2.23)

Обозначим теперь через Pn наибольшую из двусвязных областей в
Cw, симметричных относительно вещественной прямой, совпадающих
в H+

w с областью f(G′
n) и имеющих в качестве одной из граничных ком-

понент кривую [γn]. Так как подобласть G′ не примыкает к простому
концу e′′ и имеет связную границу ∂GG

′, то множество кривых [∆n],

полученных из семейства f(∆′
n) + f(∆′

n) посредством замыкания, со-
стоит из тех и только тех кривых, которые содержатся в области Pn,
симметричны относительно прямой Imw = 0 и разделяют граничные
компоненты Pn. Как и выше, устанавливается, что

mod (∆′
n) = 2 mod (Pn) . (7.2.24)

Равенства (7.2.23), (7.2.24) и (7.2.5) позволяют заключить о суще-
ствовании предела

lim
n→∞

(mod (Γ′
n) − mod (∆′

n)) = π−1 log
RA

RP
, (7.2.25)

где RA – внутренний конформный радиус относительно точки w = 0
плоскости Cw с разрезом по лучу L, RP – внутренний конформный
радиус области P = ∪∞

n=1Pn ∪ {0}. Лемма доказана. �

Анализ соотношений (7.2.3), (7.2.5) и (7.2.25) приводит к мысли о су-
ществовании определенной аналогии между пределом (7.2.16) и приве-
денным модулем односвязной области относительно внутренней точки.
В соответствии с этим мы назовем предел (7.2.16) приведенным моду-
лем подобласти G′ относительно простого конца e′ и области G с от-
меченными простыми концами e0, e

′′. В дальнейшем будем обозначать
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этот предел символом

kΩ(G′, e′/e0, e
′′)

или, в тех случаях, когда это не может привести к недоразумениям,
символом kΩ(G′).

Для Ω = R
2 индекс Ω в обозначениях kΩ(G′, e′/e0, e

′′) и kΩ(G′) будем
опускать.

Равенство (7.2.25) содержит в себе существенно больше информации,
нежели это было необходимо при доказательстве леммы. Поскольку эта
избыточная информация важна для дальнейшего, опишем полученный
результат более подробно.

Пусть G ⊂ Cx – односвязная область с непустой границей и фикси-
рованными простыми концами e′, e0 и e′′. Пусть G′ – односвязная под-
область G, примыкающая к e′ и не примыкающая к e′′. Пусть w = f(x)
– однолистное конформное отображение области G на верхнюю полу-
плоскость H+

w с нормировкой (7.2.17). Обозначим через P наибольшую
из односвязных областей в Cw, содержащих точку w = 0, симметрич-
ных относительно вещественной прямой и совпадающих в H+

w с обла-
стью f(G′), черезRP – ее внутренний радиус относительно точки w = 0.

Лемма 7.2.4. Справедливо равенство

k(G′, e′/e0, e
′′) = π−1 log

4α

RP
. (7.2.26)

Доказательство следует из (7.2.25), если заметить, что RA = 4α.
�

Отметим конформную инвариантность введенной величины. Пусть
G ⊂ Cx – односвязная область с отмеченными простыми концами e′,
e0, e

′′ и пусть G′ – ее односвязная подобласть, примыкающая к e′ и не
примыкающая к e′′. Пусть ζ = ϕ(x) – однолистное конформное отобра-
жение области G на область U ⊂ Cζ с граничным соответствием

ϕ(e′) = t′, ϕ(e0) = t0, ϕ(e′′) = t′′ ,

где t′, t0, t′′ – простые концы области U .

Лемма 7.2.5. Если U ′ – образ области G′ при отображении ζ =
ϕ(x), то U ′ примыкает к простому концу t′, не примыкает к t′′ и ее
приведенный модуль k(U ′, t′/t0, t′′) совпадает с приведенным модулем
k(G′, e′/e0, e

′′).
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Доказательство. Согласно теории К.Каратеодори конформное отоб-
ражение ζ = ϕ(x) индуцирует гомеоморфизм множества простых кон-
цов области G на множество простых концов области U , при этом вся-
кая цепь сечений области G переходит в цепь сечений области U и об-
ратно. Отсюда следует, что подобласть U ′ примыкает к простому концу
t′ и не примыкает к t′′. Поскольку приведенные модули k(G′) и k(U ′)
строятся на базе конформно-инвариантных величин и не зависят от
выбора цепей сечений, определяющих простые концы e′ и t′, то их ра-
венство очевидно. �

Предположим теперь, что G′ и G′′ – произвольные односвязные под-
области односвязной области G ⊂ Ω, примыкающие к простым концам
e′ и e′′ соответственно. Предположим, что подобласти G′ и G′′ не нале-
гают, т.е. G′∩G′′ = ∅, и имеют связные границы ∂GG

′ и ∂GG
′′. Если за-

фиксирован некоторый простой конец e0, входящий вG, то имеет смысл
говорить о приведенных модулях kΩ(G′, e′/e0, e

′′) и kΩ(G′′, e′/e0, e
′′).

Лемма 7.2.6. Справедливо неравенство

kΩ(G′) + kΩ(G′′) ≥ π−1 log 16 . (7.2.27)

Доказательство. Достаточно проверить соотношение (7.2.27) лишь
в случае Ω = R

2. Согласно лемме 7.2.5 приведенные модули k(G′) и
k(G′′) конформно-инвариантны, и нам достаточно рассмотреть ситуа-
цию, в которой область G совпадает с верхней полуплоскостью H+

x , а
простые концы e′, e0, e

′′ отождествлены с граничными точками 0, α,
∞ (α > 0) соответственно. Воспользуемся леммой 7.2.4, положив в ней
f(x) ≡ x. Сохраняя за обозначениями P и RP прежний смысл, обо-
значим через Q наибольшую из односвязных областей в расширенной
плоскости Cw, содержащих точку w = ∞, симметричных относительно
прямой Imw = 0 и совпадающих в H+

w с f(G′′). По лемме 7.2.4

k(G′) = π−1 log
4α

RP
. (7.2.28)

Покажем, что

k(G′′) = π−1 log
4

αRQ
, (7.2.29)

где RQ – внутренний конформный радиус области Q относительно точ-
ки w = ∞.

Пусть w̃ = F (w) – однолистное конформное отображение полуплос-
кости H+

w на себя с граничным соответствием

F (∞) = 0, F (α) = α, F (0) = ∞ .
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Пусть U – наибольшая из областей, содержащих точку w̃ = 0, сим-
метричных относительно вещественной прямой и совпадающих в H+

w̃ с
F (G′′). Пусть RU – ее конформный радиус относительно точки w̃ = 0.
По лемме 7.2.4

k(G′′) = π−1 log
4α

RU
.

Но w̃ = F (w) есть сужение на H+
w отображения ϕ(w) = 4α

w , и, замечая,
что U = ϕ(Q), RU = α2RQ, получаем нужное.

Далее, поскольку подобласти G′ и G′′ не налегают в H+
x , то и области

P и Q также не налегают. Пользуясь неравенством

RP ·RQ ≤ 1 , (7.2.30)

связывающим конформные радиусы неналегающих областей [28, тео-
рема 7.1], и учитывая соотношения (7.2.28) и (7.2.29), убеждаемся в
справедливости леммы. �

Сделаем замечания о возможности равенства в (7.2.27). Ограничимся
случаем евклидовой метрики. Прежде всего отметим, что равенство в
(7.2.30) возможно тогда и только тогда, когда область P в Cw есть круг
с центром в начале координат, а область Q = Cw \P [28]. Предположим
теперь, что область G ⊂ Cx совпадает с полуплоскостью H+

x , а простые
концы e′, e0, e

′′ отождествлены с граничными точками 0, α, ∞. Анали-
зируя доказательство леммы, видим, что равенство в (7.2.27) возможно
тогда и только тогда, когда подобласть G′ ⊂ H+

x есть полукруг

K ′ = {x ∈ H+
x : |x| < r}, а G′′ = H+

x \K ′ .

В случае произвольной областиG равенство в (7.2.27) возможно в том и
только том случае, когда существует однолистное конформное отобра-
жение областиG наH+

w с нормировкой (7.2.17), при котором подобласть
G′ отобразится на K ′, а подобласть G′′ – на H+

w \K ′.

7.3 Оценки конформного отображения

Введенная величина позволяет переформулировать некоторые гранич-
ные задачи теории конформных отображений поверхностей к внутрен-
ним задачам теории конформных отображений плоских областей, ме-
тоды решения которых в настоящее время достаточно хорошо разрабо-
таны. В качестве примера рассмотрим следующие три задачи, связан-
ные с теоремами типа теорем 7.1.1 и 7.1.2 о конформных отображениях
плоской области на полосу.



7.3. ОЦЕНКИ КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 159

Пусть G ⊂ Ω – область с отмеченными простыми концами e′, e0, e
′′ и

пусть ζ = F (x) – однолистное конформное отображение области G на
полосу1

Π = {ζ ∈ C : 0 < Im ζ < π}
с нормировкой

lim
x→e′

ReF (x) = −∞, F (e0) = 0, lim
x→e′′

ReF (x) = +∞ . (7.3.31)

Для произвольной односвязной подобласти G′ ⊂ G, примыкающей к
простому концу e′, полагаем

I1(G
′;F ) = inf

x∈σ
ReF (x) (σ = G \G′).

Если подобласть G′′ примыкает к простому концу e′′ и не налегает на
подобласть G′, то пусть

I2(G
′, G′′;F ) = inf

x∈σ
ReF (x),

I3(G
′, G′′;F ) = sup

x∈σ
ReF (x), (σ = G \ (G′ ∪G′′)),

I4(G
′, G′′;F ) = sup

x′,x′′∈σ
|ReF (x′) − ReF (x′′)|.

Рассмотрим следующие задачи.
Задача A. При заданном приведенном модуле kΩ(G′, e′/e0, e

′′) ука-
зать точную нижнюю грань величины I1(G

′;F ).
Задача B. При заданных приведенных модулях kΩ(G′, e′/e0, e

′′) и
kΩ(G′′, e′′/e′, e0) указать точную нижнюю и точную верхнюю грани
величин I2(G

′, G′′;F ), I3(G
′, G′′;F ) соответственно.

Задача C. В условиях задачи B указать точную верхнюю грань
величины I4(G

′, G′′;F ).

Каждая из указанных граничных задач эквивалентна некоторой внут-
ренней задаче. Действительно, посредством вспомогательного отобра-
жения w = eζ сводим ситуацию к изучению отображения f(x) = eF (x)

области G ⊂ Ω на полуплоскость H+
w . Нормировка (7.3.31) отображе-

ния F (x) обеспечивает нормировку (7.2.17) с α = 1 отображения f(x).
Обозначим через P наибольшую из односвязных областей в ком-

плексной плоскости Cw, содержащих точку w = 0, симметричных отно-
сительно вещественной оси и совпадающих в полуплоскости H+

w с обла-
стью f(G′); через Q обозначим наибольшую из областей в расширенной

1Ниже нам удобно считать, что ζ = F (x) есть комплекснозначная функция, где
аргументом является точка x ∈ Ω.
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плоскости Cw, содержащих точку w = ∞, симметричных относительно
вещественной прямой и совпадающих вH+

w с f(G′′). Из (7.2.26) находим

RP = 4 exp{−π k(G′)} (7.3.32)

и, рассуждая как при доказательстве равенства (7.2.29), получаем

RQ = 4 exp{−π k(G′′)} . (7.3.33)

Таким образом, задачи A, B и C оказываются эквивалентными следу-
ющим задачам.
Задача A′. Среди всех односвязных областей P ⊂ Cw, симметрич-
ных относительно прямой Imw = 0, содержащих точку w = 0 и
имеющих заданный внутренний конформный радиус RP относитель-
но точки w = 0, найти

inf
w∈Σ

|w| (Σ = Cw \ P ) .

Задача B′. Среди всех пар не налегающих друг на друга односвяз-
ных областей P и Q в Cw, содержащих точки w = 0 и w = ∞ соот-
ветственно, симметричных относительно вещественной оси и име-
ющих внутренние конформные радиусы RP , RQ относительно w = 0
и w = ∞ соответственно, найти

inf
w∈Σ

|w| , sup
w∈Σ

|w| (Σ = Cw \ (P ∪Q)) .

Задача C ′. В условиях задачи B ′ найти

sup
w′,w′′∈Σ

|w′|
|w′′| (Σ = Cw \ (P ∪Q)) .

Решение задачи A
′ дается теоремой Кёбе об 1

4 (см., например, [24, §4
главы II]). Поэтому, в силу (7.3.32), имеем.

Теорема 7.3.1. В условиях задачи A справедливо неравенство

I1(G
′;F ) > −π kΩ(G′) . (7.3.34)

Неравенство не может быть улучшено при фиксированном kΩ(G′).

Для доказательства достаточно проверить неулучшаемость оцен-
ки (7.3.34). Здесь необходимо заметить, что экстремальной областью в
теореме Кёбе является плоскость, разрезанная вдоль некоторого прямо-
линейного луча, и что существуют области P с заданным конформным



7.3. ОЦЕНКИ КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 161

радиусом RP , симметричные относительно прямой Imw = 0, имеющие
жордановы границы и сколь угодно близкие к "лучевой"области Кёбе.
�

Опишем в нужной нам форме решение задачи B
′, принадлежащее

О. Тейхмюллеру [222].2

Лемма 7.3.1. Для произвольной точки w ∈ Σ выполнено

µ(t0)RP/4 ≤ |w| ≤ 4/(RQµ(t0)) , (7.3.35)

где t0 – единственный корень уравнения

ν(t) = RP ·RQ/16 , (7.3.36)

а функции µ(t), ν(t) определяются равенствами

µ(t) = [(t2 − 1)/t] · [(t+ 1)/(t− 1)]1/t (7.3.37)

и
ν(t) = [t2/(t2 − 1)2] · [(t− 1)/(t+ 1)]t+1/t . (7.3.38)

Равенства в (7.3.35) достигаются одновременно в том и только том
случае, когда RP · RQ = 1 или, что то же самое, когда множество Σ
представляет собой окружность с центром в точке w = 0.

Если же RP · RQ < 1, то полное описание экстремальных областей,
на которых достигаются оценки (7.3.35), довольно громоздко. Поэтому
мы ограничимся лишь их качественным описанием, достаточным для
наших целей.

Левое из неравенств (7.3.35) обращается в равенство тогда и только
тогда, когда область P принадлежит некоторому специальному семей-
ству областей M, Q = Cw \ P . Каждая из областей множества M
симметрична относительно вещественной прямой и может быть полу-
чена из области с жордановой границей посредством проведения в ней
одного единственного разреза положительной длины, лежащего на ве-
щественной оси. Заметим при этом, что нижняя оценка в (7.3.35) до-
стигается именно в концевой точке данного разреза. Правое из нера-
венств в (7.3.35) обращается в равенство тогда и только тогда, когда
область Q принадлежит семейству областей N , P = Cw \Q; каждая из
областей множества N может быть получена как образ при инверсии
относительно подходящей окружности с центром в начале координат
некоторой области из класса M. Верхняя оценка в (7.3.35) достигается
также в концевой точке разреза.

Приведенный результат О. Тейхмюллера позволяет дать полное ре-
шение задачи B.

2Этот результат может быть извлечен также из работы Р. Кюнау [176].
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Теорема 7.3.2. В условиях задачи B справедливы следующие неравен-
ства

I2(G
′, G′′;F ) ≥ −π kΩ(G′) + log µ(t0) , (7.3.39)

I3(G
′, G′′;F ) ≤ π kΩ(G′′) − log µ(t0) , (7.3.40)

где t0 есть единственный корень уравнения

π−1 log
1

ν(t)
= kΩ(G′) + kΩ(G′′) , (7.3.41)

а функции µ(t), ν(t) определяются равенствами (7.3.37), (7.3.38).
Равенства в (7.3.39), (7.3.40) достигаются в том и только том

случае, когда
kΩ(G′) + kΩ(G′′) = π−1 log 16 . (7.3.42)

В других случаях оценки строгие, однако при фиксированных kΩ(G′) и
kΩ(G′′) не могут быть заменены никакими лучшими.

Доказательство. Неравенства (7.3.39) и (7.3.40) следуют из (7.3.35).
Остановимся подробно на изучении возможностей равенства в этих
оценках. Предположим сначала, что выполнено условие (7.3.42). Со-
отношение (7.3.41) влечет

ν(t0) =
1

16
, t0 = 1 , µ(t0) = 4 ,

и (7.3.39), (7.3.40) преобразуются к виду

I2(G
′, G′′;F ) = I3(G

′, G′′;F ) = −πkΩ(G′) + log 4 = πkΩ(G′′) − log 4 .

Предположим теперь, что условие (7.3.42) не выполнено, однако в
(7.3.39) имеет место равенство. Тогда существует точка w0 ∈ Σ, в ко-
торой достигается нижняя из оценок (7.3.35). Тем самым область P
принадлежит множеству M, Q = Cw \ P . Но область P может быть
получена из области с жордановой границей посредством проведения в
ней разреза вдоль вещественной прямой, причем w0 есть концевая точка
этого разреза. Точка w0 должна находиться на положительном рассто-
янии от образа множества G \ (G′ ∪ G′′) при отображении w = f(x),
что невозможно.

Аналогичным образом устанавливается и строгость оценки (7.3.40) в
отсутствии условия (7.3.42).

Неулучшаемость оценок (7.3.39), (7.3.40) при фиксированных приве-
денных модулях kΩ(G′), kΩ(G′′) следует из неулучшаемости неравенств
(7.3.35) в задаче B

′ на подклассе пар областей с жордановыми грани-
цами. �
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Следствие 7.3.1. В условиях задачи B выполнено

−π kΩ(G′) < I2(G
′, G′′;F ) ≤ I3(G

′, G′′;F ) < π kΩ(G′′) . (7.3.43)

Доказательство вытекает из (7.3.39), (7.3.40) и неравенства µ(t) >
1. �

Точное решение задачи C
′ нам не известно. Поэтому при оценке ве-

личины I4(G
′, G′′;F ) мы воспользуемся теоремой 7.3.2 и покажем, что

полученное неравенство не слишком сильно отличается от наилучшего.

Теорема 7.3.3. В условиях задачи C выполнено

π δ(G′, G′′) − log 16 ≤ I4(G
′, G′′;F ) ≤ π δ(G′, G′′) − log µ2(t0) , (7.3.44)

где t0 – корень уравнения (7.3.41), а через δ(G′, G′′) обозначено выра-
жение kΩ(G′) + kΩ(G′′).

Доказательство. Верхняя оценка в (7.3.44) является прямым след-
ствием неравенств (7.3.39), (7.3.40). Остановимся на проверке нижней
оценки. Переходя к плоскости Cw, рассуждая, как и выше, и пользу-
ясь теоремой площадей для неналегающих областей [57, теорема 1, §1
главы III], получаем

1

RQ
≤ sup

w∈Σ
|w| , inf

w∈Σ
|w| ≤ Rp .

Отсюда, учитывая (7.3.32) и (7.3.33), находим

π kΩ(G′′) − log 4 ≤ sup
x∈σ

ReF (x) , inf
x∈σ

ReF (x) ≤ −π kΩ(G′) + log 4 ,

что непосредственно приводит к нижней оценке в (7.3.44). �

При выполнении условия (7.3.42) неравенства (7.3.44) обращаются
в точные равенства. В остальных случаях верхняя оценка в (7.3.44),
по-видимому, не точна. Однако она не слишком сильно отличается от
наилучшей, поскольку 1 < µ(t) ≤ 4 для всех t.

7.4 Оценки величин kΩ(G′), kΩ(G′′)

Ниже даются оценки приведенных модулей

kΩ(G′, e′/e0, e
′′) , kΩ(G′′, e′′/e′, e0)
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через модули некоторых специальных семейств дуг и тем самым уста-
навливается связь введенных величин с известными.

Пусть G ⊂ Ω – односвязная область с фиксированными простыми
концами e′, e0, e

′′. Пусть G′ и G′′ – односвязные подобласти области G,
примыкающие к простым концам e′, e′′ соответственно и не налегающие
друг на друга. Зафиксируем цепь сечений γ1, γ2, . . . области G, опреде-
ляющую простой конец e′ и являющуюся одновременно цепью сечений
области G′. Пусть Γ′ и ∆′ – семейства дуг, участвующие в определении
приведенного модуля kΩ(G′). Кроме того, пусть Λ′ – семейство локаль-
но спрямляемых дуг γ ⊂ G\G′, замыкания которых в [γ]G̃ суть простые

жордановы дуги в G̃, разделяющие [∂GG
′]G̃ и ẽ0e′′, а E ′

n – семейство дуг

γ ⊂ G, замыкания которых [γ]G̃ разделяют [γn]G̃ и ẽ0e′′ и таковы, что

[γ]G̃ ∩ ẽ0e′′ 6= ∅. Отметим, что если [∂GG
′]G̃ ∩ ẽ0e′′ 6= ∅, то множество

Λ′ = ∅.
Лемма 7.4.1. Если граница ∂GG

′ связна, то справедливо разложение

Γ′
n = ∆′

n ∪ Λ′ ∪ E ′
n . (7.4.45)

Доказательство. Пусть γ ∈ Γ′
n – произвольная дуга. Если [γ]G̃ ∩

[∂GG
′]G̃ 6= ∅, то γ ∈ E ′

n. Поэтому предположим, что [γ]G̃ ∩ [∂GG
′]G̃ = ∅.

Тогда γ содержится либо в G′, либо в G \ G′. Рассмотрим каждый из
случаев в отдельности.

Пусть γ ⊂ G′. Покажем, что γ ∈ ∆′
n. Полагая противное, т.е. что

дуга [γ]G̃ не разделяет γn и [∂GG
′]G̃, находим континуум K ⊂ G̃, соеди-

няющий [γn]G̃ с [∂GG
′]G̃ и такой, что [γ]G̃∩K = ∅. Так как граница ∂GG

′

связна, то множество G\G′ также связно, а из включения G′′ ⊂ (G\G′)
выводим, что [G \ G′]G̃ ∩ ẽ0e′′ = ∅. Поэтому множество K ∪ [G \ G′]G̃
связно и соединяет дугу [γn]G̃ с дугой ẽ0e′′. Тем самым пришли к про-
тиворечию с предположением γ ∈ Γ′

n.
Итак, всякая дуга γ ∈ Γ′

n обязательно принадлежит одному из се-
мейств E ′

n, ∆′
n, Λ′, и мы доказали вложение

Γ′
n ⊂ (∆′

n ∪ Λ′ ∪ E ′
n) .

Для доказательства противоположного вложения достаточно пока-
зать, что Λ′ ⊂ Γ′

n. Пусть Λ′ 6= ∅ и γ ∈ Λ′ – произвольная дуга. Предпо-

лагая, то γ /∈ Γ′
n, находим континуум K ⊂ G̃, соединяющий [γn]G̃ и ẽ0e′′

в G̃ и не пересекающийся с [γ]G̃. Если K ∩ [∂GG
′]G̃ 6= ∅, то имеем проти-

воречие с гипотезой γ ∈ Λ′. Поэтому пусть K ∩ [∂GG
′]G̃ = ∅. Возникают
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две возможности: либо [∂GG
′]G̃ ∩ ẽ0e′′ 6= ∅, либо это пересечение пусто.

В первом случае приходим к противоречию с предположением Λ′ 6= ∅.
Во втором рассмотрим множество K ∪ ẽ0e′′. Данное множество связно
и соединяет сечения [γn]G̃ с простым концом e′′, но не пересекается с
[∂GG

′]G̃. Это невозможно, поскольку подобласти G′ и G′′ не налегают
друг на друга. Лемма доказана. �

Сохраняя условия и обозначения предыдущего пункта, обозначим
через E ′ семейство всевозможных дуг γ ⊂ G′, замыкания которых суть
простые жордановы дуги в G̃, разделяющие в G̃ простой конец e′ и дугу

ẽ0e′′ и такие, что [γ]G̃ ∩ [∂GG
′]G̃ 6= ∅.

Лемма 7.4.2. Справедливо неравенство

modΩ (Λ′) ≤ kΩ(G′, e′/e0, e
′′) ≤ modΩ (Λ′) + modΩ (E ′) . (7.4.46)

Доказательство. Поскольку семейства Λ′ и ∆′
n расположены в непе-

ресекающихся измеримых множествах, на основании (1.5.13) имеем

modΩ (∆′
n ∪ Λ′) = modΩ (∆′

n) + modΩ (Λ′) .

Но согласно (7.4.45) выполнено (∆′
n ∪ Λ′) ⊂ Γ′

n и, пользуясь свойством
монотонности модуля

modΩ (∆′
n ∪ Λ′) ≥ modΩ (Γ′

n) ,

получаем
modΩ (Λ′) ≤ modΩ (Γ′

n) − modΩ (∆′
n) .

Переходя к пределу, убеждаемся в справедливости нижней оценки в
(7.4.46).

Остановимся на доказательстве верхней оценки. Из разложения (7.4.45)
и неравенства (1.5.13) следует

modΩ (Γ′
n) ≤ modΩ (∆′

n) + modΩ (Λ′) + modΩ (E ′
n) .

Но E ′
n ⊂ E ′ и

modΩ (E ′
n) ≤ modΩ (E ′) .

Поэтому

modΩ (Γ′
n) − modΩ (∆′

n) ≤ modΩ (Λ′) + modΩ (E ′)

и, переходя к пределу, получаем нужное. �

Объединяя оценки (7.3.34) и (7.4.46), приходим к утверждению.



166 Глава 7 Теоремы Альфорса – Варшавского

Теорема 7.4.1. Пусть ζ = F (x) – однолистное конформное отобра-
жение области G ⊂ Ω на полосу Π, нормированное условиями (7.3.31),
и пусть G′ – подобласть области G, примыкающая к простому концу
e′.

Тогда при всех x ∈ G \G′ выполнено

ReF (x) > −π {modΩ (Λ′) + modΩ (E ′)} . (7.4.47)

Сохраняя за обозначениями Λ′, E ′ прежнее содержание, обозначим
через Λ′′, E ′′ соответствующие семейства дуг, возникающие при рас-
смотрении подобласти G′′. Кроме того, пусть Λ – семейство дуг γ ⊂ G,
замыкания которых [γ]G̃ являются простыми жордановыми дугами в

G̃, разделяющими в G̃ множества [G′]G̃ и [G′′]G̃, и для произвольного

множества K ⊂ G̃ пусть E(K) означает семейство дуг γ ⊂ G, разделя-
ющих простые концы e′, e′′ и таких, что [γ]G̃ ∩ [K]G̃ 6= ∅.
Лемма 7.4.3. Имеет место следующая оценка

modΩ (Λ) ≤ kΩ(G′) + kΩ(G′′) ≤ modΩ (Λ) + S , (7.4.48)

где
S = modΩ(E1) + modΩ(E2) + min{modΩ(E1), modΩ(E2)} ,

а
E1 = E(∂GG

′) , E2 = E(∂GG
′′) .

Доказательство. Как нетрудно усмотреть из соотношений (7.2.28),
(7.2.29), величина kΩ(G′)+kΩ(G′′) не зависит от выбора простого конца
e0. Выберем в качестве e0 простой конец, принадлежащий множеству
[∂GG

′′]G̃ и расположенный между простыми концами e′, e′′ в порядке

положительного направления обхода границы G̃\G. При таком выборе
e0 семейство Λ′′ = ∅ и по лемме 7.4.2

0 ≤ kΩ(G′′) ≤ modΩ (E ′′) .

Но
E ′′ ⊂ E2 = E(∂GG

′′) ,

поэтому
0 ≤ kΩ(G′′) ≤ mod (E2) . (7.4.49)

Заметим теперь, что
Λ ⊂ Λ′ ⊂ (Λ ∪ E2) ,

и, следовательно,

modΩ(Λ) ≤ modΩ(Λ′) ≤ modΩ(Λ) + modΩ(E2) .
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Пользуясь далее неравенствами (7.4.46), (7.4.49) и учитывая, что

modΩ(E ′) ≤ modΩ(E1) ,

получаем

modΩ(Λ) ≤ kΩ(G′) + kΩ(G′′) ≤ modΩ(Λ) + modΩ(E1) + 2 modΩ(E2) .
(7.4.50)

С другой стороны, выбирая в качестве e0 простой конец, принадле-
жащий множеству [∂GG

′]G̃ и расположенный между простыми концами
e′, e′′, аналогичными рассуждениями приходим к неравенству

modΩ(Λ) ≤ kΩ(G′) + kΩ(G′′) ≤

≤ modΩ(Λ) + modΩ(E2) + modΩ(E1) .
(7.4.51)

Сравнивая (7.4.50) и (7.4.51), получаем нужное. �

Следующее утверждение представляет собой уточнение неравенства
(7.4.48) в специальном случае, когда ∂GG

′ = ∂GG
′′.

Лемма 7.4.4. Предположим, что жорданова дуга L ⊂ G разделяет
G на две подобласти G′ и G′′ так, что подобласть G′ примыкает к
простому концу e′, а подобласть G′′ – к простому концу e′′. Тогда

0 ≤ kΩ(G′) + kΩ(G′′) ≤ 2 modΩ (E(L)) . (7.4.52)

Как и при доказательстве леммы 7.4.3, зафиксируем простой конец
e0 ∈ [L]G̃. Тогда Λ′ = Λ′′ = ∅. Замечая, что E ′ , E ′′ ⊂ E(L), и пользуясь
неравенством (7.4.46), получаем нужное. �

Неравенства (7.4.46), (7.4.48), (7.4.52) позволяют вывести из теорем
7.3.1 – 7.3.3 ряд оценок конформного отображения поверхности на по-
лосу менее точных, однако сформулированных в терминах более при-
вычных величин. Приведем две из них.

Теорема 7.4.2. Пусть ζ = F (x) – однолистное конформное отобра-
жение области G ⊂ Ω на полосу Π, нормированное условиями (7.3.31),
и пусть L ⊂ G – жорданова дуга, разделяющая простые концы e′, e′′.

Тогда выполнено

−π {modΩ(Λ′) + modΩ(E(L))} ≤ ReF (x) (∀ x ∈ L) , (7.4.53)

и
oscx∈L ReF (x) ≤ 2πmodΩ(E(L)) , (7.4.54)

где через Λ′ обозначено семейство кривых, разделяющих L и ẽ0e′′, через
oscx∈L ReF (x) – колебание ReF (x) по множеству L.
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Доказательство. Неравенство (7.4.53) является прямым следстви-
ем неравенств (7.3.34) и (7.4.46), неравенство (7.4.54) – неравенств (7.3.44)
и (7.4.52). �

Непосредственная комбинация неравенств (7.3.39), (7.3.40), (7.4.46)
приводит к верхним оценкам для ReF (x) на множестве L. Отметим,
для примера, следующую оценку.

Теорема 7.4.3. В условиях теоремы 7.4.2 выполнено

ReF (x) ≤ π{modΩ(Λ′′) + modΩ(E ′′)} − log µ(t0) (x ∈ L) . (7.4.55)

Другие оценки для случая евклидовой метрики см. в [60], [10].

Задачи: 1) Представляют несомненный интерес оценки приведен-
ного модуля k(G′), k(G′′) через геометрический величины, отличные от
модуля семейства дуг. 2) Найти аналоги теорем 7.1.1 и 7.1.2 для поло-
сообразных областей на поверхностях с ограничениями на кривизны.



Глава 8

Скорость стабилизации решений

Указываются границы допустимой скорости стабилизации решений урав-
нения газовой динамики и уравнения минимальной поверхности, при
превышении которой решения могут быть лишь тождественно посто-
янными [84]. Доказательства базируются на оценках типа Альфорса –
Варшавского конформного отображения поверхности на полосу. Отно-
сительно общей постановки задачи и ее современного состояния см. [67],
[95], [2], [231], [232], [203], [220], [151] и др.

8.1 Уравнение газовой динамики

Ниже рассматриваются обобщенные решения уравнения вида

∂

∂x
(δ(q)ϕx) +

∂

∂y
(δ(q)ϕy) = 0, q = |∇ϕ|, (8.1.1)

где δ(q) – непрерывная функция, δ(0) = 1.
При

δ(q) =

(
1 − γ − 1

2
q2

)1/(γ−1)

мы имеем классическое уравнение газовой динамики. Данное уравне-
ние описывает потенциал скоростей плоского установившегося течения
идеального газа в адиабатическом режиме; γ, −∞ < γ < +∞, — посто-
янная, характеризующая газ (см., например, [55, §15 главы IV]). Для
γ = 1 ± 0 полагаем

δ(q) = exp

{
−1

2
q2

}
.

Данное уравнение имеет эллиптический тип при γ ≤ 1. Для γ > 1
оно эллиптично при q <

√
2/(γ − 1), параболично при q =

√
2/(γ − 1)

169
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и гиперболично при q >
√

2/(γ − 1). Ниже мы предполагаем, что или
γ ≤ 1, или γ > 1 и

ess sup
D′

q(x, y) <

√
2

γ − 1
для всякой подобласти D′ ⊂⊂ D, (8.1.2)

т.е. уравнение (8.1.1) является эллиптическим на решении ϕ.
Последнее означает, что при фиксированном решении ϕ мы рассмат-

риваем δ как (наперед заданную) измеримую функцию переменной
(x, y), после чего уравнение (8.1.1) становится линейным и эллипти-
ческим.

Пусть D — область в R
2. Для произвольной локально липшицевой

функции f : D → R, мы обозначаем через Db(f) множество всех точек
a ∈ D, в которых f не имеет полного дифференциала. Согласно теореме
Радемахера множество Db(f) имеет нулевую двумерную меру Лебега.

Нам удобно пользоваться здесь следующим определением обобщен-
ного решения уравнения (8.1.1) [76]. Локально липшицева в D функция
ϕ называется обобщенным решением уравнения (8.1.1), если для про-
извольной подобласти ∆ ⊂⊂ D со спрямляемой границей ∂∆ такой,
что mes1 (∂∆ ∩Db(ϕ)) = 0 , и для произвольной функции η ∈ Lip ∆
выполнено∫∫

∆

δ(q) (ϕxηx + ϕyηy) dxdy =

∫

∂∆

η δ(q) (−ϕydx+ ϕxdy) . (8.1.3)

Подчеркнем, что в случае достаточной гладкости решения ϕ соотно-
шение (8.1.3) влечет выполнение (8.1.1) в традиционном смысле.

В настоящей главе приводятся теоремы типа Фрагмена – Линделефа,
описывающие допустимую скорость стабилизации градиента решения
в окрестности граничной точки, при превышении которой решения мо-
гут быть лишь тождественно постоянными. В частности, приводится
доказательство следующей теоремы [84].

Теорема 8.1.1. Пусть ϕ — обобщенное решение уравнения (8.1.1) в
полуполосе Π = {(x, y) : 0 < x < ∞, 0 < y < ~}. Предположим, что
при всяком 0 < x < +∞ выполнено

lim
y→+0

ϕ(x, y) = lim
y→~−0

∂ϕ

∂y
(x, y) = 0, (8.1.4)

и для некоторого s > π/~ для всех, достаточно больших x > 0 спра-
ведлива оценка

ess sup
0<y<~

|∇ϕ(x, y)| ≤ exp {− exp {s x}} . (8.1.5)
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Тогда ϕ ≡ 0 в Π.

Рассмотрим теперь круговой сектор раствора α, 0 < α ≤ 2 π. Имен-
но,

D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 <

√
x2 + y2 < 1, y > 0 и y cosα < x sinα},

если 0 < α ≤ π, и

D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 <

√
x2 + y2 < 1, y > 0 или y cosα < x sinα},

если π < α ≤ 2π.
Положим

γ0 = {(x, y) ∈ ∂D\{0} : y = 0}, γα = {(x, y) ∈ ∂D\{0} : arctg
y

x
= α}.

Для угловых областей справедлива теорема.

Теорема 8.1.2. Пусть ϕ — обобщенное решение уравнения (8.1.1) в
круговом секторе D раствора 0 < α ≤ 2π, удовлетворяющее гранич-
ным условиям

lim
(x,y)→γα

ϕ(x, y) = lim
(x,y)→γ0

∂ϕ

∂y
(x, y) = 0. (8.1.6)

Предположим, что для некоторого s > π/α и всех, достаточно ма-
лых r > 0 выполнено

ess sup√
x2+y2=r

|∇ϕ(x, y)| ≤ exp

{
− 1

rs

}
. (8.1.7)

Тогда ϕ ≡ 0 в D.

8.2 Комплексный потенциал

Пусть D — односвязная область. Наряду с потенциальной функцией
ϕ(x, y), рассмотрим функцию тока ψ(x, y), связанную с ϕ соотношени-
ями: {

ψx = −δϕy
ψy = δϕx

. (8.2.8)

Соотношение (8.1.3) влечет, что для любого замкнутого спрямляемого
контура C ⊂ D, обладающего свойством mes1 (C ∩Db(ϕ)) = 0, выпол-
нено ∫

C

δ(q) (−ϕydx+ ϕxdy) = 0.
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Ясно, что для любой пары точек a, b ∈ D почти все ломаные C ⊂ D,
соединяющие a и b, обладают указанным свойством. Таким образом,
для произвольным образом фиксированной точки a ∈ D мы можем
положить

ψ(x, y) =

(x,y)∫

a

δ(q) (−ϕydx+ ϕxdy) , (8.2.9)

и локально липшицева в D функция ψ, удовлетворяющая (8.2.8), дей-
ствительно существует.

Комплекснозначная функция ζ = ϕ + iψ называется комплексным
потенциалом.

Рассмотрим квадратичную форму

ds2
Ω = dϕ2 + dψ2 = (ϕxdx+ ϕydy)

2 + (ψxdx+ ψydy)
2 =

= (ϕ2
x + δ2ϕ2

y) dx
2 + 2(1 − δ2)ϕxϕy dxdy + (ϕ2

y + δ2ϕ2
x) dy

2 ≡

≡ g11 dx
2 + 2g12 dxdy + g22 dy

2.

Данная форма положительно определена в каждой точке, где |∇ϕ| > 0.

Рассмотрим абстрактную поверхность (D, dsΩ). Обозначим через gij,
(i, j = 1, 2), коэффициенты матрицы (gij), обратной к матрице (gij).
Положим g = det (gij). Мы имеем

g = g11g22 − g2
12 = δ2 |∇φ|4

и, далее, в силу соотношений

g11 =
g22

g
, g12 = −g12

g
, g22 =

g11

g
,

уравнение Лапласа – Бельтрами для гармонических в метрике dsΩ функ-
ций u(x, y) переписываем в виде

(√
g g12 ∂u

∂y
+
√
g g11 ∂u

∂x

)′

x

+

(√
g g12 ∂u

∂x
+
√
g g22 ∂u

∂y

)′

y

= 0. (8.2.10)
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Здесь обозначено

g11 =
ϕ2
y + δ2 ϕ2

x

δ2 |∇ϕ|4 ,

g12 = g21 = −(1 − δ2)ϕx ϕy
δ2 |∇ϕ|4 ,

g22 =
ϕ2
x + δ2 ϕ2

y

δ2 |∇ϕ|4 .

(8.2.11)

Система Коши – Римана в метрике dsΩ тогда принимает вид




∂v

∂x
=

(1 − δ2)ϕx ϕy
δ |∇ϕ|2

∂u

∂x
− ϕ2

x + δ2 ϕ2
y

δ |∇ϕ|2
∂u

∂y
,

∂v

∂y
=
ϕ2
y + δ2 ϕ2

x

δ |∇ϕ|2
∂u

∂x
− (1 − δ2)ϕx ϕy

δ |∇ϕ|2
∂u

∂y

(8.2.12)

(см., например, [121, глава 1, §1]).
Несложно проверить следующее утверждение.

Лемма 8.2.1. Функция ζ(x, y) голоморфна в метрике dsΩ.

Для доказательства достаточно заметить, что при u = ϕ и v = ψ
система (8.2.12) обращается в систему (8.2.8).

8.3 Отображение на полосу

Пусть D — односвязная область, отличная от R
2, и пусть ϕ — обобщен-

ное решение уравнения (8.1.1). Рассмотрим произвольное семейство за-
мкнутых, локально спрямляемых дуг γ ∈ Γ, лежащих в области D и
таких, что mes1 (γ ∩Db(ϕ)) = 0. Измеримая по Лебегу, локально огра-
ниченная, неотрицательная функция ρ(x, y), определенная в областиD,
является допустимой для семейства Γ в метрике dsΩ, если для любой
дуги γ ∈ Γ выполнено ∫

γ

ρ(x, y) dsΩ ≥ 1. (8.3.13)
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Величина

modΩΓ = inf

∫

D

ρ2(x, y) dσΩ, (8.3.14)

где точная нижняя грань берется по всем допустимым для Γ в метрике
поверхности (D, dsΩ) функциям ρ(x, y), является модулем семейства Γ
в метрике (D, dsΩ).

Фиксируем три простых конца e′, e0 и e′′ на границе областиD, распо-
ложенных в порядке положительного обхода D̃\D. Предположим, что в
окрестности простого конца e′ поверхность (D, dsΩ) обладает свойством
(7.2.14). Предположим дополнительно, что

0 < ess inf
A
δ(|∇ϕ(x, y)|) ≤ ess sup

A
δ(|∇ϕ(x, y)|) <∞ (8.3.15)

для всякого компакта A ⊂ D̃ \ {e′}.
Ясно, что условие (8.3.15) влечет выполнение (7.2.14) в каждом про-

стом конце e ∈ D̃ \ {e′}.
Пусть f : D → R

2 — однолистное, конформное (в метрике (D, dsΩ))
отображение со свойствами

f(D) = Π, Π = {(u, v) ∈ R
2 : −π

2
< v <

π

2
},

и

lim
(x,y)→e′

u(x, y) = +∞, f(e0) = (0, 1), lim
(x,y)→e′′

u(x, y) = −∞. (8.3.16)

Фиксируем локально липшицеву функцию h : D → [0, 1], для кото-
рой

lim
(x,y)→e′

h(x, y) = 0, lim
(x,y)→ẽ0e′′

h(x, y) = 1. (8.3.17)

Предположим, что h обладает также свойством (7.2.13).
Для произвольной дуги Eh(t), 0 < t < 1, символом E(t) обозначим се-

мейство всевозможных локально спрямляемых дуг γ, mes1 (γ ∩Db(ϕ)) =

0, таких, что [γ]D̃ разделяет в D̃ конец e′ и дугу ẽ0e′′ так, что [γ]D̃ ∩
[Eh(t)]D̃ 6= ∅. Пусть Λ(t) — семейство дуг, разделяющих Eh(t) и ẽ0e′′ в
D.

Следующее утверждение представляет собой простое следствие тео-
ремы типа Альфорса – Варшавского о конформных отображениях по-
лос.
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Лемма 8.3.1. В описанных предположениях для всякого однолистно-
го и конформного в метрике поверхности (D, dsΩ) отображения f с
нормировкой (8.3.16) выполнено

u(x, y) ≤ π (modΩ Λ(t) + modΩ E(t)) для всех (x, y) ∈ Eh(t)
(8.3.18)

и
osc (u(x, y), Eh(t)) ≤ 2πmodΩ E(t). (8.3.19)

Доказательство ограничивается ссылкой на теорему 7.4.1 �

8.4 Проблема единственности

Определим класс голоморфных функций ограниченного вида A как
класс функций, регулярных в круге |z| < R и удовлетворяющих усло-
вию

sup
ρ<R

2π∫

0

ln+ |f(ρeiϕ)| dϕ <∞ (ln+ x = max{ln x, 0}) .

При этом обозначается

A(f, ρ) =
1

2π

2π∫

0

ln+ |f(ρeiϕ)| dϕ , A(f) = sup
ρ<R

A(f, ρ) .

Важную роль играет следующая лемма:

Лемма 8.4.1. Если функция f(z) регулярна в круговом кольце r1 <
|z| < r2, то функции

A(f, z) =
1

2π

2π∫

0

ln+ |f(z eiϕ)| dϕ ,

L(f, z) =
1

2π

2π∫

0

ln |f(z eiϕ)| dϕ

субгармоничны в кольце r1 < |z| < r2 и зависят только от |z|.
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Доказательство. Ограничимся доказательством для A(f, z). Заме-
тим сначала, что функция A(f, |z|eiθ) не зависит от θ, поскольку инте-
грал от периодической функции по периоду не меняется от изменения
начала промежутка интегрирования.

Далее, интеграл для A(f, z) есть предел интегральных сумм

Sn(z) =
1

2π

∑
ln+ |f(zeiϕk)| (ϕk+1 − ϕk) ,

причем это стремление к пределу равномерно относительно переменной
z в любом круговом кольце, лежащем внутри исходного кольца. Каж-
дая из функций Sn(z) является субгармонической как сумма субгармо-
нических функций, а предел этих сумм A(f, z) также субгармоничен.
�

Следующее утверждение непосредственно вытекает из принципа мак-
симума для субгармонических функций:

Следствие 8.4.1. Если f(z) регулярна в круге |z| < R, то функции
A(f, z) и L(f, z) неубывают как функции переменной ρ = |z|.

Формулируемая ниже теорема утверждает, что функции ограничен-
ного вида не могут сколь угодно быстро стремиться к нулю при стрем-
лении переменной z к окружности |z| = R.

Теорема 8.4.1. Если f(z) – функция ограниченного вида в круге |z| <
R и если

lim
ρ→R

2π∫

0

ln |f(ρ eiϕ)| dϕ = −∞ ,

то f(z) ≡ 0.

Доказательство. Так как ln+ x ≥ lnx, то принадлежность f классу
A влечет ограниченность сверху интеграла A(f, ρ). Следствие 8.4.1 га-
рантирует, что этот интеграл является неубывающей функцией ρ. Тем
самым, условие теоремы может быть выполненным тогда и только то-
гда, когда интеграл не зависит от ρ и тождественно равен −∞. Это
возможно лишь в случае f(z) ≡ 0. �

Данная теорема обобщает классическую теорему единственности, ко-
торая может быть сформулирована в следующем виде:

Если функция f(z) регулярна в окрестности точки z = a и при
z → a функция f(z) стремится к нулю быстрее любой степени z−a,
то f(z) ≡ 0.

Обобщением классической теоремы единственности является также
и следующее утверждение.
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Теорема 8.4.2. Пусть f(z) – функция ограниченного вида в круге
|z| < R, имеющая нули в точках z1, z2, . . .

1. Если

∞∑

n=1

(R− |zn|) = +∞ ,

то f(z) ≡ 0.

Доказательство. Предположим, что f(z) 6≡ 0. Не умаляя общности
можем считать, что f(0) 6= 0. Это ясно, поскольку в противном случае
вместо f(z) мы можем взять функцию g(z) = z−mf(z), где m – крат-
ность нуля функции f(z) в точке z = 0. Понятно, что функция g(z)
также будет являться функцией ограниченного вида.

Воспользуемся известной формулой Иенсена

1

2π

2π∫

0

ln |f(ρeiϕ)| dϕ = ln |f(0)| −
∑

|zn|<ρ
ln

ρ

|zn|
,

справедливой для всякой регулярной в круге |z| ≤ R функции f(z),
имеющей там нули z1, z2, . . . , zn, . . . (см., например, [33, глава VIII, §2]).

Переходя к пределу при ρ→ R, получаем

lim
ρ→R

1

2π

2π∫

0

ln |f(ρeiϕ)| dϕ = ln |f(0)| −
∞∑

n=1

ln
ρ

|zn|
.

Однако, при 0 < |z| < R выполнено

ln
R

|z| = − ln

(
1 − R− |z|

R

)
=

∞∑

n=1

1

n

(
R− |z|
R

)n
>
R− |z|
R

и потому
∞∑

n=1

ln
R

|zn|
≥

∞∑

n=1

R− |zn|
R

= +∞ .

Тем самым,

lim
ρ→R

2π∫

0

ln |f(ρeiϕ)| dϕ = −∞ ,

1Кратный нуль записываем столько раз, какова его кратность.
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и согласно теореме 8.4.1 , имеем f(z) ≡ 0. �

В произвольных односвязных областях плоскости эта теорема может
выглядеть, к примеру, следующим образом.

Теорема 8.4.3. Пусть D – односвязная область плоскости и w(z) –
какое-либо конформное отображение D на круг |w| < 1. Если функция
f(z) регулярна и ограничена в D и имеет нули в точках z1, z2, . . ., а

∞∑

n=1

(1 − |w(zn)|) = +∞ ,

то f(z) ≡ 0 .

Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

g(w) = f(z(w)) ,

где z(w) – отображение, обратное к w(z). Функция g(w) регулярна и
ограничена в круге |w| < 1, имеет нули в точках wn = w(zn). При этом
выполнено ∞∑

n=1

(1 − |wn|) =
∞∑

n=1

(1 − |w(zn)|) = +∞.

По теореме 8.4.2 имеем g(w) ≡ 0. �

Укажем функции, иллюстрирующие точность теорем 8.4.1 и 8.4.2.
Пусть a(ϕ) – произвольная непрерывная функция, для которой

2π∫

0

ln a(ϕ) dϕ > −∞ .

Несложно показать, что функция

f(z) =
1

2π

2π∫

0

Reiϕ + z

R eiϕ − z
ln a(ϕ) dϕ (|z| < R)

голоморфна и ограничена в круге |z| < R, причем

|f(z)| → a(ϕ) при z → Reiϕ .

Другой пример. Предположим, что задана произвольная последова-
тельность {zn}, подчиненная условиям

|zn| < R ,
∞∑

n=1

(R− |zn|) <∞ .
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Функция

f(z) =
∞∏

n=1

R(zn − z)

R2 − zzn
e−iϕn (ϕn = arg zn)

голоморфна, не превосходит единицы в круге |z| < R и f(zn) = 0.
Следует отметить, что в применениях теоремы 8.4.3 наибольшую

трудность доставляют оценки величины w(zn) при n → ∞. В этих
целях могут быть использованы теоремы Альфорса и Варшавского, до-
казанные ранее в разделе 7.1.

Сформулируем теорему 8.4.1 в более простом виде:
Предположим, что функция f(z) голоморфна в круге |z| < 1 и

непрерывна вплоть до его границы. Если

2π∫

0

ln |f(eiϕ)| dϕ = −∞ ,

то f(z) ≡ 0.
При помощи вспомогательного конформного отображения данное утвер-

ждение легко переносится на другие области. Мы докажем сперва со-
ответствующий результат для полуплоскости, придав ему еще более
удобный для дальнейших применений вид.

Теорема 8.4.4. Предположим, что функция f(z) регулярна в полу-
плоскости Re z > 0 и непрерывна в полуплоскости Re z ≥ 0. Предпо-
ложим, что существует непрерывная положительная функция ν(t) :
R+ → R, для которой

ln |f(z)| < −ν(|z|) (Re z ≥ 0) .

Тогда если ∞∫

1

ν(t)

t2
= +∞ ,

то f(z) ≡ 0.

Доказательство. Функция

z =
1 + w

1 − w

конформно отображает круг |w| < 1 на полуплоскость Re z > 0. Тем
самым, функция

F (w) = f

(
1 + w

1 − w

)
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голоморфна в круге |w| < 1 и непрерывна вплоть до его границы. Мы
имеем

2π∫

0

ln |F (eiϕ)| dϕ =

π∫

−π

ln

∣∣∣∣
1 + eiϕ

1 − eiϕ

∣∣∣∣ dϕ < −2

π∫

0

ν
(
ctg

ϕ

2

)
dϕ .

Однако,

π∫

0

ν
(
ctg

ϕ

2

)
dϕ = 2

π/2∫

0

ν (ctgθ) dθ =

= 2

∞∫

0

ν(t)dt

1 + t2
≥ 2

∞∫

1

ν(t)dt

1 + t2
≥

∞∫

1

ν(t)

t2
dt = +∞ .

Согласно теореме 8.4.1 имеем F (w) ≡ 0 и, значит, f(z) ≡ 0. �

Аналогично устанавливается.

Теорема 8.4.5. Пусть f(z) – регулярна в полосе | Im z| < π
2 , непре-

рывна в ее замыкании и подчинена неравенству

ln |f(x+ iy)| < −ν(x)
(
−π

2
< y <

π

2

)
,

где ν(t) – положительная непрерывная функция. Тогда если
∞∫

0

ν(t) e−tdt = +∞ ,

то f(z) ≡ 0.

С использованием теоремы Варшавского можно доказать подобное
утверждение для полосообразных областей достаточно общего вида.
Именно, пусть D – область, задаваемая неравенствами

ϕ(x) − 1

2
θ(x) < y < ϕ(x) +

1

2
θ(x) (−∞ < x <∞) ,

где ϕ(x) и θ(x) – непрерывно дифференцируемые функции со свойства-
ми

|ϕ′(x)| < M , |θ′(x)| < M ,

∞∫

0

θ′2(x)

θ(x)
dx < +∞ .
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Теорема 8.4.6. Предположим, что функция f(z) голоморфна в обла-
сти D, непрерывна в D и удовлетворяет условию

ln |f(x+ iy)| < −ν(x) (x+ iy ∈ D) ,

где ν(x) – положительная непрерывная неубывающая функция. Пусть

s(x) = π

x∫

0

1 + ϕ′2(t)

θ(t)
dt .

Тогда если ∞∫

0

ν(x)e−s(x)
dx

θ(x)
= +∞ ,

то f(z) ≡ 0.

Доказательство. Обозначим через w(x) функцию, конформно отоб-
ражающую область D на полосу | Imw| < π

2 так, что

Rew → ±∞ при Re z → ±∞ .

При данных предположениях мы вправе воспользоваться теоремой Вар-
шавского 7.1.2. В принятых обозначениях неравенство Варшавского
имеет вид

Rew(x+ iy) − Rew(a+ ib) < s(x) − s(a) + C ′ (x > a) ,

где постоянная C ′ не зависит от x, y, a, b. Полагая

a = 0 , C = C ′ + sup
b

Rew(ib) ,

приходим к неравенству

Rew(x+ iy) < s(x) + C ′ (x > 0) . (8.4.20)

Обозначим через z(w) функцию, обратную к w(z) и, далее,

x(u) = min Re z(w)
(
Rew = u, | Imw| ≤ π

2

)
.

Выбирая в неравенстве (8.4.20) в качестве w то самое значение, для
которого

Rew = u Re z(w) = x(u) ,

получаем
u < s(x(u)) + C . (8.4.21)
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Функция

F (w) = f(z(w))
(
| Imw| < π

2

)

голоморфна, непрерывна в замкнутой полосе и удовлетворяет неравен-
ству

ln |F (u+ iv)| = ln |f(z(u+ iv))| < −ν(x(u)) ,
поскольку ν(x) есть неубывающая функция. На основании неравенства
(8.4.21) выводим

x(u) < k(u− C) ,

где k(u) – функция, обратная к s(x). При этом ясно, что функция k(u)
– неубывающая и что k(u) → +∞ при u→ +∞. Отсюда находим

ln |F (u+ iv)| < −ν(k(u− C))

и

eC
∞∫

C

ν(k(u− C))e−udu =

=

∞∫

0

ν(x)e−s(x)s′(x) dx >

∞∫

0

ν(x)e−s(x)
dx

θ(x)
= +∞ .

По теореме 8.4.5 заключаем, что F (w) ≡ 0. Это означает, что f(z) ≡ 0,
что и требуется. �

8.5 Теоремы Фрагмена – Линделефа

Нам потребуется также следующая версия теоремы Фрагмена – Лин-
делефа.

Теорема 8.5.1. Пусть F : Π → R
2 — голоморфна в Π и удовлетворя-

ет неравенству

ln |F (u, v)| < −ν(u)
(
−π

2
< v <

π

2

)
, (8.5.22)

где ν(u) — положительная непрерывная неубывающая функция. Если

+∞∫
ν(u) e−udu = +∞, (8.5.23)

то F (u, v) ≡ 0.
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Для доказательства достаточно заметить, что в случае евклидо-
вой метрики и предположении непрерывности F вплоть до границы
данное утверждение содержится в теореме 8.4.5. В общем случае до-
казательство практически не меняется — достаточно рассмотреть F в
более узкой полосе {(u, v) ∈ R

2 : |v| < c < π
2}, c ≡ const, и перейти к

пределу. �

Следующая теорема типа Фрагмена – Линделефа для голоморфных
в метрике dsΩ функций носит подготовительный характер.

Теорема 8.5.2. Пусть D ⊂ R
2 — односвязная область, отличная от

R
2. Пусть e′, e0 и e′′ — простые концы на ∂D̃ и h : D → R — ло-

кально липшицева функция, подчиненная условиям (8.3.17), (7.2.13).
Предположим, что решение ϕ уравнения (8.1.1) удовлетворяет усло-
виям (8.3.15), (7.2.14). Пусть Φ : D → R

2 — функция, голоморфная в
метрике dsΩ и такая, что

ln |Φ(x, y)| ≤ −ν(t) для всех (x, y) ∈ Eh(t) (0 < t < 1) (8.5.24)

для некоторой положительной непрерывной неубывающей функции ν.
Пусть τ = θ(t) — строго монотонно убывающая, непрерывная на

(0, 1) функция, θ(+0) = +∞ и

π (modΩ Λ(t) + modΩ E(t)) ≤ θ(t) (0 < t < 1). (8.5.25)

Тогда если
+∞∫
ν
(
θ−1(τ)

)
e−τ dτ = +∞, (8.5.26)

то Φ(x, y) ≡ 0.

Доказательство. Обозначим через f однолистное, конформное в
метрике dsΩ отображение, приводящее квадратичную форму ds2

Ω к виду
λ(u, v) (du2 + dv2). В силу предположений (7.2.14), (8.3.15), мы можем
предполагать, что f(D) = Π и удовлетворяет условиям нормировки
(8.3.16).

Положим F (u, v) = Φ ◦ f−1(u, v). Данная функция голоморфна в
полосе Π в евклидовой метрике. Условие (8.5.24) влечет, что

sup
Dt

|Φ(x, y)| ≤ e−ν(t),

где
Dt = {(x, y) ∈ D : h(x, y) ≤ t}.

Таким образом,
sup
f(Dt)

|Φ ◦ f−1(u, v)| ≤ e−ν(t).
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Однако, в силу (8.3.18) и (8.5.25), выполнено

u ≤ θ(t) для всех (u, v) ∈ D \ f(Dt).

Функция ν(t) неубывает, а потому при всех (τ, v) ∈ Π имеем

|Φ ◦ f−1(τ, v)| ≤ e−ν(θ
−1(τ))

и, далее,

ln |F (τ, v)| ≤ −ν1(τ), где ν1(τ) = ν
(
θ−1(τ)

)
.

Условие (8.5.26) влечет

+∞∫
ν1(τ)e

−τ = ∞.

По теореме 8.5.1 заключаем, что F (u, v) ≡ 0. Тем самым, Φ(x, y) ≡ 0 и
теорема доказана. �

8.6 Две леммы

Фиксируем t, 0 < t < 1, и подобласть Dt, определенную в предыдущем
разделе. Оценим modΩΛ(t). Рассмотрим семейство Λ∗(t) всевозможных
локально спрямляемых дуг γ лежащих вD\Dt, удовлетворяющих усло-
вию

mes (γ ∩Db(ϕ)) = 0

и соединяющих в D \Dt граничную дугу ẽ0e′′ с Eh(t). В соответствии
с (1.6.18), мы имеем

modΩΛ(t) =
1

modΩΛ∗(t)
. (8.6.27)

Далее, мы воспользуемся известной связью между модулем и емкостью
конденсатора 1.8.1. Мы имеем

modΩΛ∗(t) = capΩ

(
Eh(t), ẽ0e′′;D \Dt

)
, (8.6.28)

где

capΩ(Eh(t), ẽ0e′′;D \Dt) = inf

∫∫

D\Dt

(
g11ξ2

x + 2g12ξxξy + g22ξ2
y

)
dσΩ
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и точная нижняя грань берется по всем локально липшицевым функ-
циям ξ : D \Dt → R, для которых

ξ
∣∣∣ẽ0e′′ = 1, ξ

∣∣
Eh(t) = 0 .

Легко видеть, что∫

D\Dt

(
g11ξ2

x + 2g12ξxξy + g22ξ2
y

)
dσΩ =

∫

D\Dt

(
ϕ2
y + δ2ϕ2

x

δ|∇φ|2 ξ2
x − 2

1 − δ2

δ|∇ϕ|2ϕxϕyξxξy +
ϕ2
x + δ2ϕ2

y

δ|∇φ|2 ξ2
y

)
dxdy =

∫

D\Dt

{
ϕ2
yξ

2
x − 2ϕxϕyξxξy + ϕ2

xξ
2
y

δ|∇ϕ|2 + δ
ϕ2
xξ

2
x + 2ϕxϕyξxξy + ϕ2

yξ
2
y

|∇ϕ|2

}
dxdy =

∫

D\Dt

{
δ

〈
∇ξ, ∇ϕ

|∇ϕ|

〉2

+
1

δ

〈
∇ξ, (∇ϕ)⊥

|∇ϕ|

〉2
}
dxdy,

где 〈·, ·〉 означает скалярное произведение и (·)⊥ — ортогональное до-
полнение вектора.

Замечая теперь, что

δ

〈
∇ξ, ∇ϕ

|∇ϕ|

〉2

+
1

δ

〈
∇ξ, (∇ϕ)⊥

|∇ϕ|

〉2

≥

≥ min

(
δ,

1

δ

) {〈
∇ξ, ∇ϕ

|∇ϕ|

〉2

+

〈
∇ξ, (∇ϕ)⊥

|∇ϕ|

〉2
}

=

= min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2,

мы получаем
∫

D\Dt

(
g11ξ2

x + 2g12ξxξy + g22ξ2
y

)
dσΩ ≥

∫

D\Dt

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy.
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Учитывая (8.6.27) и (8.6.28), приходим к утверждению

Лемма 8.6.1. Имеет место оценка

modΩΛ(t) ≤ 1

/
inf
ξ

∫∫

D\Dt

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy . (8.6.29)

Укажем другую полезную оценку для модуля семейства дуг в мет-
рике dsΩ. Для произвольного семейства Γ локально спрямляемых дуг
γ мы имеем

modΩΓ = inf
ρ≥0

∫∫

D

ρ2(x, y) δ|∇ϕ|2dxdy

inf

γ

∫

γ

ρ(x, y) dsΩ




2 =

= inf
ρ̃≥0

∫∫

D

ρ̃2(x, y) δ dxdy

infγ

∫

γ

ρ̃(x, y) ds̃Ω




2 ,

где ρ̃ = ρ |∇ϕ| и

ds̃2
Ω =

ϕ2
x + δ2ϕ2

y

|∇ϕ|2 dx2 + 2(1 − δ2)
ϕxϕy
|∇ϕ|2dxdy +

ϕ2
y + δ2ϕ2

x

|∇ϕ|2 dy2.

Легко видеть, что

ds̃2
Ω =

(ϕxdx+ ϕydy)
2

|∇ϕ|2 +
(ϕydx− ϕxdy)

2

|∇ϕ|2 ≥

≥ min(1, δ)(dx2 + dy2).

Поэтому, полагая
ρ̃(x, y) = ρ(x, y) min(1, δ)

и замечая, что
δ

min(1, δ2)
= max

(
δ,

1

δ

)
,
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приходим к соотношению
∫∫

D

ρ2(x, y) dσΩ


inf

γ

∫

γ

ρ(x, y) dsΩ




2 ≤

∫∫

D

ρ̃2(x, y) max(δ,
1

δ
) dxdy


inf

γ

∫

γ

ρ̃(x, y)
√
dx2 + dy2




2 .

Таким образом, доказана следующая лемма.

Лемма 8.6.2. В описанных предположениях справедлива оценка

modΩΓ ≤ inf
ρ≥0

∫∫

D

ρ2(x, y) max

(
δ,

1

δ

)
dxdy


infγ

∫

γ∈Γ

ρ(x, y)
√
dx2 + dy2




2 . (8.6.30)

8.7 Круговой сектор

Рассмотрим круговой сектор раствора α, 0 < α ≤ 2 π. Фиксируем про-
стые концы

e′ = (0, 0), e0 = (1, 0), e′′ = (cosα, sinα)

и функцию

h(x, y) =
√
x2 + y2.

Легко проверяется, что h удовлетворяет (7.2.13) и (8.3.17).
Далее для произвольного 0 < r < 1 полагаем

SD(0, r) = D ∩ {(x, y) : x2 + y2 = r2} ,
BD(0, r) = D ∩ {(x, y) : x2 + y2 < r2} .

При применениях теоремы 8.5.2 наибольшую трудность составляет
получение подходящей оценки modΩE(t). Приведем одну из таких оце-
нок. Фиксируем t, 0 < 2t < 1, и обозначим через E1(t) множество все-
возможных дуг γ ∈ E(t), расположенных в BD(0, 2t) \BD(0, t/2), через
E2(t) — множество дуг γ ∈ E(t) \ E1(t). Мы имеем

modΩE(t) ≤ modΩE1(t) + modΩE2(t). (8.7.31)
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Воспользуемся леммой 8.6.2. В силу (8.6.30) имеем

modΩE1(t) ≤ inf
ρ≥0

∫∫

D

ρ2(x, y) max

(
δ,

1

δ

)
dxdy


infγ

∫

γ∈E1(t)

ρ(x, y)
√
dx2 + dy2




2 .

Полагая здесь B∗
D(t) = BD(0, 2t) \BD(0, t/2) и

ρ(x, y) =





1

h(x, y)
при (x, y) ∈ B∗

D(t),

0 вне B∗
D(t),

получаем

modΩE1(t) ≤

∫∫

B∗
D(t)

max (δ, 1/δ) h−2(x, y) dxdy


infγ

∫

γ∈E1(t)

h−1(x, y)
√
dx2 + dy2




2 .

Поскольку для произвольной дуги γ ∈ E1(t) выполнено
∫

γ∈E1(t)

h−1(x, y)
√
dx2 + dy2 ≥ α,

приходим к оценке

modΩE1(t) ≤
1

α2

∫∫

B∗
D(t)

max (δ, 1/δ)
dxdy

h2(x, y)
. (8.7.32)

Чтобы оценить modΩE2(t) заметим сначала, что всякая дуга γ ∈ E2(t)
пересекает одновременно SD(0, t) и хотя бы одну из дуг SD(0, t/2),
SD(0, 2t). Отсюда заключаем, что

modΩE2(t) ≤ modΩE3(t) + modΩE4(t), (8.7.33)

где
E3(t) = {γ ∈ E(t) : γ ∩ SD(0, t/2) 6= ∅}
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и
E4(t) = {γ ∈ E(t) : γ ∩ SD(0, 2t) 6= ∅} .

На каждой дуге γ ∈ E3(t) выберем поддугу γ∗, лежащую в области
D ∩ {t/2 < h(x, y) < t} и соединяющую SD(0, t/2) с SD(0, t). Пусть
E∗

3 (t) семейство всевозможных таких дуг γ∗. Легко видеть, что

modΩE3(t) ≤ modΩE∗
3 (t).

Выбирая теперь в (8.6.30) плотность ρ(x, y) = 1/h(x, y) при (x, y) ∈
B∗∗
D (t), где B∗∗

D (t) = BD(0, t) \ BD(0, t/2), и доопределяя ее нулем во
всех остальных точках, мы находим

modΩE∗
3 (t) ≤

∫∫

B∗∗
D (t)

max (δ, 1/δ) h−2(x, y) dxdy


inf

γ

∫

γ∗∈E∗
3 (t)

h−1(x, y)
√
dx2 + dy2




2 ≤

≤ ln−2 2

∫∫

B∗∗
D (t)

max (δ, 1/δ)
dxdy

h2(x, y)
.

Тем самым,

modΩE3(t) ≤ ln−2 2

∫∫

B∗∗
D (t)

max (δ, 1/δ)
dxdy

h2(x, y)
. (8.7.34)

Аналогично,

modΩE4(t) ≤ ln−2 2

∫∫

B∗∗
D (t)

max (δ, 1/δ)
dxdy

h2(x, y)
. (8.7.35)

Объединяя теперь (8.7.31) — (8.7.35), приходим к утверждению.

Лемма 8.7.1. Если 0 < 2t < 1, то

modΩE(t) ≤
(

2

ln2 2
+

1

α2

) ∫∫

B∗∗
D (t)

max

(
δ,

1

δ

)
dxdy

x2 + y2
. (8.7.36)

Оценим modΩ Λ(t). Здесь мы будем пользоваться леммой 8.6.1. Вве-
дем обозначение

µ∗(t) = inf
D\BD(0,t)

min (δ, 1/δ) .
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Мы имеем

inf
ξ

∫

D\BD(0,t)

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy ≥

≥ µ∗(t) inf
ξ

∫

D\BD(0,t)

|∇ξ|2 dxdy = µ∗(t) cap(SD(0, t), ẽ0e′′;D \BD(0, t)),

где символом cap(A,B;C) обозначена обычная конформная емкость
(1.8.28) конденсатора (A,B;C).

Так как область D есть угол раствора α > 0, то

cap(SD(0, t), ẽ0e′′;D \BD(0, t)) =
α

ln 1/t
.

Тем самым, приходим к оценке

inf
ξ

∫

D\BD(0,t)

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy ≥ αµ∗(t)

ln 1/t
. (8.7.37)

Имеет место теорема.

Теорема 8.7.1. Пусть D — круговой сектор раствора 0 < α ≤ 2π с
вершиной в начале координат. Пусть ϕ — обобщенное решение (8.1.1),
удовлетворяющее условию (8.3.15) и такое, что

∫

0

dt

/ ∫

SD(0,t)

(δ + δ−1)
√
dx2 + dy2 = +∞. (8.7.38)

Пусть Φ : D → R
2 — функция, голоморфная в метрике dsΩ, причем

ln |Φ(x, y)| ≤ −ν(t) для всех (x, y) ∈ SD(0, t) (0 < t < 1) (8.7.39)

для некоторой положительной непрерывной неубывающей функции ν.
Пусть τ = θ(t) — строго монотонно убывающая, непрерывная на

(0, 1) функция, θ(+0) = +∞ и

π
ln 1/t

α µ∗(t)
+ C1 µ

∗(t) ≤ θ(t) (0 < t < 1), (8.7.40)

где

C1 = πα ln 2

(
2

ln2 2
+

1

α2

)
и µ∗(t) = sup

B∗∗
D (t)

max

(
δ,

1

δ

)
.
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Тогда если ν удовлетворяет (8.5.26), то Φ(x, y) ≡ 0.

Для доказательства воспользуемся теоремой 8.5.2. Так как |∇h| ≡
1, то мы можем положить ∇h(x, y) = (cos β, sin β). В силу (8.2.11) име-
ем

λh(t) =

∫

SD(0,t)

(g11 cos2 β + 2g12 cos β sin β + g22 sin2 β)
√
g
√
dx2 + dy2

≤
∫

SD(0,t)

(δ + δ−1)
√
dx2 + dy2 .

Тем самым, условие (7.2.14) выполнено, если выполнено (8.7.38).
Заметим теперь, что при 0 < 2t < 1 из (8.7.36) следует

modΩ E(t) ≤ α ln 2

(
2

ln2 2
+

1

α2

)
µ∗(t).

Кроме того, объединяя оценки (8.6.29) и (8.7.37), находим

modΩΛ(t) ≤ ln 1/t

α µ∗(t)
.

Таким образом,

modΩΛ(t) + modΩE(t) ≤ ln 1/t

α µ∗(t)
+ α ln 2

(
2

ln2 2
+

1

α2

)
µ∗(t)

и условие (8.7.40) влечет (8.5.25). �

8.8 Доказательство теоремы 8.1.2

Выберем постоянную k > 1 так, чтобы

k
π

α
< s.

По лемме 8.2.1 комплексный потенциал ζ является голоморфной в об-
ласти D функцией. На основании (8.1.6) легко убеждаемся, что реше-
ние ϕ ≡ 0 на γ0, а сопряженная функция ψ, определяемая равенством
(8.2.9), является тождественной постоянной на γα. Обозначим через C
эту постоянную и рассмотрим голоморфную функцию ζ1 = ζ − i C.



192 ГЛАВА 8. СКОРОСТЬ СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЙ

При всяком 0 < r < 1, пользуясь (8.1.7), имеем

supSD(0,r) |ζ1| ≤ osc(ϕ, SD(0, r)) + osc(ψ − C, SD(0, r)) ≤

≤
∫

SD(0,r)

|∇ϕ|
√
dx2 + dy2 +

∫

SD(0,r)

|∇ψ|
√
dx2 + dy2 ≤

≤ αr exp

{
− 1

rs

}
+ αr exp

{
− 1

rs

}
sup
SD(0,r)

δ(|∇ϕ|).

Условие (8.1.7) влечет, что ∇ϕ(x, y) → 0 при (x, y) → 0. Так как коэф-
фициент δ(q) в (8.1.1) является непрерывной функцией и δ(0) = 0, то
мы можем считать, что при достаточно малых t > 0 величины

sup
SD(0,t)

δ(|∇ϕ|), 1

µ∗(t)
, и µ∗(t)

не превосходят k. Поэтому при достаточно малых t > 0 выполнено

sup
SD(0,t)

|ζ1| ≤ 2α t k exp

{
− 1

ts

}
≤ exp

{
− 1

ts1

}
,

где s1 — некоторая постоянная,

k
π

α
< s1 < s.

Воспользуемся теоремой 8.7.1. Предположение (8.7.38) следует из
ограниченности δ + δ−1 в окрестности точки 0. Условие (8.7.39) вы-
текает из (8.1.7) с функцией

ν(t) =
1

ts1
.

Далее находим

π
ln 1/t

α µ∗(t)
+ C1 µ

∗(t) ≤ π k
ln 1/t

α
+ C1 k ≡ θ(t).

Замечая теперь, что для обратной функции

t = θ−1(τ) = exp

{
−α
π

τ − C1 k

k

}
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справедливо

+∞∫
ν
(
θ−1(τ)

)
e−τ dτ =

∫

0

dτ

/
τ

1+ s1 −
kπ

α = +∞,

убеждаемся в (8.5.26).
Наше утверждение следует теперь из теоремы 8.7.1. �

8.9 Полуполоса

Здесь рассуждения близки к предыдущим, поэтому ограничимся лишь
узловыми моментами. Рассмотрим полуполосу Π = {(x, y) : 0 < x <
∞, 0 < y < ~}. Зафиксируем простые концы e′′ = (0, 0), e0 = (0, 1),
e′ = ∞ и функцию

h(x) =
1

1 + x
.

Легко видеть, что данная функция удовлетворяет условиям (7.2.13) и
(8.3.17). Для произвольного 0 < t < +∞ обозначаем

SΠ(t) = Π ∩ {(x, y) : h(x) = t}, BΠ(t) = Π ∩ {(x, y) : h(x) < t}.
Оценим modΩE(t). Фиксируем постоянные ∆ > 0 и t > 0 так, чтобы

0 < ∆ < t. Обозначим через E1(t) множество всевозможных дуг γ ∈
E(t), расположенных в BΠ(t+ ∆) \BΠ(t−∆), через E2(t) — множество
дуг γ ∈ E(t) \ E1(t). Мы имеем

modΩE(t) ≤ modΩE1(t) + modΩE2(t). (8.9.41)

Полагая здесь Q∗
Π(t) = BΠ(t+ ∆) \BΠ(t− ∆) и

ρ(x, y) =

{
1 при (x, y) ∈ Q∗

Π(t),
0 вне Q∗

Π(t) ,

как и выше, в разделе 8.7, получаем

modΩE1(t) ≤

∫∫

Q∗
Π
(t)

max (δ, 1/δ) dxdy


infγ

∫

γ∈E1(t)

√
dx2 + dy2




2 .



194 ГЛАВА 8. СКОРОСТЬ СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЙ

Поскольку для произвольной дуги γ ∈ E1(t) выполнено
∫

γ∈E1(t)

√
dx2 + dy2 ≥ ~,

приходим к оценке

modΩE1(t) ≤
1

~2

∫∫

Q∗
Π
(t)

max (δ, 1/δ) dxdy. (8.9.42)

Чтобы оценить modΩE2(t) заметим теперь, что всякая дуга γ ∈ E2(t)
пересекает одновременно SΠ(t) и хотя бы одну из дуг SΠ(t−∆), SΠ(t+
∆). Отсюда заключаем, что

modΩE2(t) ≤ modΩE3(t) + modΩE4(t), (8.9.43)

где
E3(t) = {γ ∈ E(t) : γ ∩ SΠ(t− ∆) 6= ∅}

и
E4(t) = {γ ∈ E(t) : γ ∩ SΠ(t+ ∆) 6= ∅}.

На всякой дуге γ ∈ E3(t) можно выбрать поддугу γ∗, лежащую в обла-
сти Π ∩ {t−∆ < h(x, y) < t} и соединяющую SΠ(t−∆) с SΠ(t). Пусть
E∗

3 (t) семейство всевозможных таких дуг γ∗. Легко видеть, что

modΩE3(t) ≤ modΩE∗
3 (t).

Выберем в (8.6.30) плотность ρ(x, y) = 1 при (x, y) ∈ Q∗∗
Π (t), гдеQ∗∗

Π (t) =
BΠ(t) \ BΠ(t − ∆), и доопределим ее нулем во всех остальных точках.
Мы находим

modΩE∗
3 (t) ≤

∫∫

Q∗∗
Π

(t)

max (δ, 1/δ) dxdy


inf

γ

∫

γ∗∈E∗
3 (t)

√
dx2 + dy2




2 ≤

≤ ∆−2

∫∫

Q∗∗
Π

(t)

max (δ, 1/δ) dxdy.

Тем самым,

modΩE3(t) ≤ ∆−2

∫∫

Q∗∗
Π

(t)

max (δ, 1/δ) dxdy. (8.9.44)
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Аналогично,

modΩE4(t) ≤ ∆−2

∫∫

Q∗∗
Π

(t)

max (δ, 1/δ) dxdy. (8.9.45)

Объединяя теперь (8.9.41) — (8.9.45), приходим к утверждению.

Лемма 8.9.1. Если 0 < 2t < 1, то

modΩE(t) ≤
(

2

∆2
+

1

~2

) ∫∫

Q∗∗
Π

(t)

max

(
δ,

1

δ

)
dxdy. (8.9.46)

Оценим modΩ Λ(t). Здесь, как и ранее, мы пользуемся леммой 8.6.1.
Введем обозначение

δ∗(t) = inf
Π\BΠ(t)

min (δ, 1/δ) .

Имеем

inf
ξ

∫∫

Π\BΠ(t)

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy ≥ δ∗(t) inf

ξ

∫∫

Π\BΠ(t)

|∇ξ|2 dxdy =

= δ∗(t) cap(SΠ(t), ẽ0e′′; Π \BΠ(t)).

Поскольку область Π есть полуполоса ширины ~ > 0 и область Π\BΠ(t)
является прямоугольником длины (1 − t)/t, то

cap(SΠ(t), ẽ0e′′; Π \BΠ(t)) =
~

(1 − t)/t
.

Отсюда приходим к оценке

inf
ξ

∫∫

Π\BΠ(t)

min

(
δ,

1

δ

)
|∇ξ|2 dxdy ≥ ~ t δ∗(t)

1 − t
. (8.9.47)

Теорема 8.9.1. Пусть Π — полуполоса ширины 0 < ~ < +∞. Пусть
ϕ — обобщенное решение (8.1.1), удовлетворяющее условию (8.3.15) и
такое, что ∫

0

t4 dt

/ ∫

SΠ(t)

ϕ2
y + δ2 ϕ2

x

δ |∇ϕ|2 |dy| = +∞. (8.9.48)
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Пусть Φ : Π → R
2 — функция, голоморфная в метрике dsΩ, причем

ln |Φ(x, y)| ≤ −ν(t) для всех (x, y) ∈ SΠ(t) (0 < t < 1) (8.9.49)

для некоторой положительной непрерывной неубывающей функции ν.
Пусть τ = θ(t) — строго монотонно убывающая, непрерывная на

(0, 1) функция, θ(+0) = +∞ и

π
1 − t

~ t δ∗(t)
+ C2 δ

∗(t) ≤ θ(t) (0 < t < 1), (8.9.50)

где

C2 = π~∆

(
2

∆2
+

1

~2

)
и δ∗(t) = sup

B∗∗
Π

(t)

max

(
δ,

1

δ

)
.

Тогда если ν удовлетворяет (8.5.26), то Φ(x, y) ≡ 0.

Доказательство. Мы пользуемся теоремой 8.5.2. Мы имеем

∇h = (−1/(1 + x)2, 0) .

В силу (8.2.11),

λh(t) =
1

(1 + x)4

∫

SΠ(t)

g11 √g
√
dx2 + dy2 ≤

≤ 1

(1 + x)4

∫

SΠ(t)

ϕ2
y + δ2 ϕ2

x

δ |∇ϕ|2 |dy| .

Тогда (7.2.14) выполняется, если выполняется (8.9.48).
Из (8.9.46) вытекает, что

modΩ E(t) ≤ ~∆

(
2

∆2
+

1

~2

)
δ∗(t).

Объединяя оценки (8.6.29) и (8.9.47), получаем

modΩΛ(t) ≤ 1 − t

~ t δ∗(t)
.

Тем самым,

modΩΛ(t) + modΩE(t) ≤ 1 − t

~ t δ∗(t)
+ ~∆

(
2

∆2
+

1

~2

)
δ∗(t)

и на основании (8.9.50) заключаем о справедливости (8.5.25). �
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8.10 Доказательство теоремы 8.1.1

Выберем постоянную k > 1 так, чтобы

k
π

~
< s.

Согласно лемме 8.2.1 комплексный потенциал Ω голоморфен в Π. В
силу (8.1.4) убеждаемся, что ϕ ≡ 0 при y = ~, а ψ ≡ C, C = const, при
y = 0. Положим Ω1 = Ω − i C.

При всяком 0 < t < 1 на основании (8.1.5) имеем

sup
SΠ(t)

|ζ1| ≤ osc(ϕ, SΠ(t)) + osc(ψ − C, SΠ(t)) ≤

≤
∫

SΠ(t)

|∇ϕ| |dy| +
∫

SΠ(t)

|∇ψ| |dy| ≤

≤ ~ exp {− exp{st}} + ~ exp {− exp{st}} sup
SΠ(t)

δ(|∇ϕ|).

Из (8.1.5) вытекает, что ∇ϕ(x, y) → 0 при x → +∞. Поскольку коэф-
фициент δ(q) в (8.1.1) непрерывен и δ(0) = 0, то при достаточно малых
t > 0 величины

sup
SΠ(t)

δ(|∇ϕ|), δ∗(t) и
1

δ∗(t)

не превосходят k. Тем самым, при малых t > 0 получаем

sup
SΠ(t)

|ζ1| ≤ 2~ k exp {− exp{st}} .

Воспользуемся теоремой 8.5.2. Выполнение (8.9.48) при x = +∞ оче-
видно. Требование (8.9.49) следует из (8.1.5) с функцией

ν(t) = − exp
s(1 − t)

t
.

Далее находим

π
1 − t

~ t δ∗(t)
+ C2 δ

∗(t) ≤ π k
1 − t

~t
+ C2 k ≡ θ(t).

Заметим теперь, что для обратной функции

t = θ−1(τ) =

(
1 +

~

πk
(τ − C2k)

)−1
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выполнено (8.5.26).
Необходимое утверждение вытекает из теоремы 8.5.2. �

Задачи: 1) Рассмотреть вопросы стабилизации решений в "угло-
вых"и "полосообразных"областях общего вида. 2) Рассмотреть про-
блему допустимой скорости стабилизации для решений нелинейных урав-
нений высокого порядка.



Глава 9

Критические точки решения

Доказывается аналог теоремы Ниче для решений уравнений типа мини-
мальной поверхности в "узких" областях, даются оценки суммарного
топологического индекса критических точек решения.

9.1 Проблема Ниче

Хорошо известно следующее наблюдение И.И.С. Ниче [200]. Пусть D ⊂
R

2 – угол раствора α > 0. Пусть u(x) – решение уравнения мини-
мальной поверхности (2.3.14) в области D, имеющее на границе ∂D
нулевые данные Дирихле. Тогда, если α < π, то u(x) ≡ 0 в D.

Подчеркнем, что никаких априорных ограничений на рост решения
при 0 < α < π не предполагается. Тем самым, вместо классического
высказывания типа альтернативы Фрагмена – Линделефа здесь спра-
ведливо более сильное утверждение. При α = π имеет место принцип
Фрагмена – Линделефа в обычной форме для полуплоскости (см. [162],
[21], [229]).

Доказательство данного утверждения совсем просто. Ниче заметил,
что при α < π существуют специальные решения ϕ(x) уравнения (2.3.14),
обращающиеся в нуль на сторонах угла D и имеющие бесконечный
градиент на некоторых дугах, соединяющих стороны D. Рассуждения
завершаются применением принципа максимума к разности решений
u(x) − ϕ(x).

Специальные решения ϕ(x) для угловых областей D строятся Ниче в
[200], на основе поверхности Эннепера. В общем случае задача о суще-
ствовании подобных решений является весьма трудной, что послужило,
по-видимому, главным препятствием на пути доказательства указанно-
го утверждения для решений в областях с криволинейными границами
сколь либо общего вида.

В работе [74] нами было предложено другое объяснение эффекту Ни-
че, пригодное для областей с криволинейными границами. Вкратце,
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наш подход заключается в следующем. Пусть D ⊂ R
2 – односвязная

область. Положим

v(x) =

∫
− u′x2√

1 + |∇u|2
dx1 +

u′x1√
1 + |∇u|2

dx2 .

Данная функция однозначна, а функция u(x) + i v(x) голоморфна в
метрике поверхности, описываемой уравнением x3 = u(x1, x2). Предпо-
ложим, что область D неограничена и решение u(x) = 0 на ∂D. Пред-
положим также, что нам удалось доказать для u(x) + i v(x) принцип
Фрагмена – Линделефа. Тогда функция v(x) должна быть либо тожде-
ственной постоянной, либо достаточно быстро расти при x→ ∞ вдоль
области D. При этом скорость роста функции v(x) может быть сколь
угодно большой, если только область D достаточно "узка"в окрестно-
сти бесконечно удаленной точки R

2. Однако |∇v(x)| < 1 всюду в D, и
v(x) не может возрастать слишком быстро (к примеру, если D – угол,
то возрастать быстрее линейной функции). Таким образом, утвержде-
ние Ниче должно иметь место в таких областях, в которых гипо-
тетический принцип Фрагмена – Линделефа для v(x) в D входит в
противоречие с ограничением |∇v(x)| < 1 всюду в D.

Предложенная схема рассуждений оказывается эффективной как в
случае нулевых граничных данных Дирихле, так и случае нулевых гра-
ничных данных Неймана, а также распространяется на решения урав-
нений типа минимальной поверхности.

Аналог теоремы Ниче для решений уравнений типа минимальной по-
верхности в областях с криволинейными границами позволяет доказать
следующее утверждение, отражающее своеобразие уравнений данного
класса.

Всякое целое1 решение u(x) уравнения типа минимальной поверхно-
сти имеет конечное число критических точек a1, a2, . . . , aN , причем

N∑

i=1

i(ai) ≤ c(ν) ,

где i(ai) – топологический индекс функции u(x) в точке ai и c(ν) –
величина, определяемая только уравнением.

Получены некоторые другие, родственные результаты, специфиче-
ские для решений уравнений типа минимальной поверхности. Это —
утверждение о знакопостоянстве и условия отсутствия критических то-
чек у решений задач Дирихле и Неймана с нулевыми граничными дан-
ными.

1То есть определенное во всей плоскости R
2.
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В основе построений лежит оценка искажения при конформном отоб-
ражении графика решения u(x) в плоскость R

2, устанавливаемая ме-
тодом модулей. Для конформных отображений плоских областей ука-
занная оценка представляет собой одну из возможных модификаций
классической теоремы Альфорса о конформном отображении полос.

9.2 Обобщенные решения

Опишем рассматриваемый класс уравнений. Пусть D ⊂ R
2 – область и

пусть A : D × R
2 → R

2 – отображение, удовлетворяющее следующим
предположениям:

(i) для почти всех x ∈ D отображение ξ ∈ R
2 → A(x, ξ) определено

и непрерывно,
(ii) отображение x ∈ D → A(x, ξ) измеримо для всех ξ ∈ R

2;
(iii) для почти всех x ∈ D и всех ξ ∈ R

2 выполняются следующие
структурные ограничения:

ν1
|ξ|2√

1 + |ξ|2
≤ 〈ξ, A(x, ξ)〉 , (9.2.1)

|A(x, ξ)| ≤ ν2
|ξ|√

1 + |ξ|2
, (9.2.2)

где ν1, ν2 > 0 – некоторые постоянные.
Удобно обозначить ν = ν2/ν1. Ясно, что всегда ν ≥ 1.

Предположения (i) и (ii) гарантируют измеримость отображения x ∈
D → A(x, u(x)) для произвольного измеримого на D векторного поля
u(x) (детали см. в [159], раздел 3).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

L[u] ≡ divA(x,∇u) = 0 . (9.2.3)

Нам необходимо определить обобщенные решения уравнения (9.2.3)
с нулевыми смешанными граничными условиями. Технически удобно
пользоваться следующим определением.

Пусть D ⊂ R
2 – область и E ⊂ ∂D̃ – некоторое замкнутое множество

простых концовD. Пусть ∆ ⊂ D̃ – произвольное множество и [∆]D̃ – его

замыкание в топологии пространства D̃. Будем говорить, что [∆]D̃ ⊂
(D∪E), если никакая бесконечная последовательность точек xn ∈ ∆, не
имеющая предельных точек в D, не имеет также предельных точек (в
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топологии D̃) на ∂D̃ \E. Далее, для произвольной функции h : D → R

полагаем
suppD̃ h ≡ [{x : h(x) 6= 0}]D̃.

Функция u ∈ LiplocD называется обобщенным решением уравнения
(9.2.3) с нулевыми смешанными граничными данными на множестве
E ⊂ ∂D̃, если для произвольной функции ϕ ∈ LiplocD такой, что

suppD̃ ϕ ⊂ (D ∪ E) , (9.2.4)

выполнено ∫

D

〈∇ϕ,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 = 0 . (9.2.5)

Рассмотрим пример. Пусть D – односвязная неограниченная область
в R

2 с гладкой границей ∂D. Предположим, что u ∈ C2(D) ∩ C1(D),
вектор-функция A(x, ξ) принадлежит классу C1(D×R

2) и что в каж-
дой граничной точке x ∈ ∂D выполнено хотя бы одно из соотношений

u(x) = 0 , 〈A(x,∇u),n〉 = 0 , (9.2.6)

где n – единичный вектор внутренней нормали.
Пространство D̃ совпадает в данном случае с замыканием области

D как области на сфере Римана R̃
2 и можно положить

E = ∂D = ∂ D̃ \ {∞} .
Пусть ϕ = uψ, где функция ψ ∈ C1

0(R
2) – произвольна. Функция ϕ

имеет носитель suppD̃ ϕ ⊂ (D ∪ ∂D) и, тем самым, соотношение (9.2.4)
для ϕ выполняется. На основании формулы Грина имеем
∫

∂D

ψ(x)u(x) 〈A(x,∇u),n〉 |dx| =

∫

D

〈∇(ψu), A(x,∇u)〉 dx1 dx2+

+

∫

D

ψ(x)u(x)L[u] dx1 dx2 .

Отсюда, в силу условий (9.2.6) и равенства L[u] = 0, приходим к (9.2.5).
Обратно, в предположениях L[u] = 0 и (9.2.5), выполнение соотно-

шения ∫

∂D

ψ(x)u(x) 〈A(x,∇u),n〉 |dx| = 0
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с указанным произволом в выборе функции ψ(x), влечет (9.2.6).

Ясно, что уравнение минимальной поверхности (2.3.14) содержится
в описанном классе уравнений. Однако отдельными свойствами, прису-
щими решениям уравнения (2.3.14), решения некоторых из уравнений
данного класса могут и не обладать. Сказанное относится, например
к теореме С.Н. Бернштейна, утверждающей, что всякое целое реше-
ние уравнения минимальной поверхности является линейной функ-
цией [11, стр. 257]. Несложно показать, что уравнение

2∑

i=1

∂

∂xi

(
uxi√

1 + u2
xi

)
= 0

удовлетворяет ограничениям (9.2.1), (9.2.2). Тем не менее, оно имеет
целые решения u = C x1x2, не являющиеся линейными.

9.3 Отображение на полуплоскость

Пусть D – односвязная, неограниченная область в R
2 с границей ∂D,

спрямляемой в любой своей компактной порции. Ниже такие области
будем называть элементарными.

Пусть u(x) – обобщенное решение уравнения L[u] = 0 в области D,
удовлетворяющее условию

u ∈ Lip (Dr), Dr = {x ∈ D : |x| < r} , (9.3.7)

при всяком r > 0.
Обозначим, как и выше, через Ω – поверхность, являющуюся графи-

ком решения x3 = u(x1, x2), через

ds2
Ω =

2∑

i,j=1

(δij + uxi
uxj

) dxidxj

– элемент длины на поверхности Ω, через

dΩ =
√

1 + |∇u|2 dx1dx2

– элемент площади Ω.
Как и выше, в разделе 3.7, вводим изотермические координаты на

поверхности Ω. Именно, пусть x ∈ D – произвольная точка, где u(x)
имеет полный дифференциал. Так как квадратичная форма ds2

Ω поло-
жительно определена в D, то бесконечно малый круг в метрике ds2

Ω
с центром в точке x представляет собой бесконечно малый эллипс в
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евклидовой метрике. Пусть θ(x), p(x) – характеристики этого эллипса.
Так как поверхность Ω есть график локально липшицевой функции, то
характеристика p(x) локально ограничена в D и по теореме 3.7.2 суще-
ствует квазиконформное отображение ξ = ξ(x) области D в плоскость
переменной ξ = (ξ1, ξ2), характеристики которого почти всюду в D сов-
падают с θ(x), p(x). Такое отображение определяется с точностью до
конформного преобразования в плоскости переменной ξ.

Обозначим через x = x(ξ) = (x1(ξ), x2(ξ)) отображение, обратное к
ξ = ξ(x), через x3 – функцию u(x(ξ)). Вектор-функция

χ(ξ) = (x1(ξ), x2(ξ), x3(ξ))

осуществляет однолистное конформное отображение областиD∗ = ξ(D)
на поверхность Ω и определяет изотермические координаты на Ω.

Так как решение u(x) подчинено условию (9.3.7), то характеристика
p(x) ограничена в окрестности каждой конечной граничной точки об-
ласти D и может неограниченно возрастать лишь при x→ ∞ вдоль D.
Поэтому пользуясь следствием 4.4.1, несложно заключить, что D∗ есть
односвязная область, отличная от R

2.
Посредством вспомогательного конформного преобразования в плос-

кости переменной ξ = (ξ1, ξ2) добьемся того, чтобы образом D∗ обла-
сти D при отображении ξ = ξ(x) была верхняя полуплоскость {ξ ∈
R

2 : ξ2 > 0}. Граница ∂D есть простая жорданова дуга и выпол-
нено предположение (9.3.7), а потому по теореме 4.4.1 отображение
ξ = ξ(x) : D → D∗ непрерывно вплоть до границы ∂D. При этом
продолженное отображение оказывается взаимно однозначным на этой
дуге.

Заметим, однако, что a priori не ясно, является ли образом беско-
нечно удаленной точки на границе области D единственный простой
конец в D∗ либо некоторый континуум простых концов.

Зафиксируем точки a, b ∈ ∂D и предположим, что отображение ξ =
ξ(x) удовлетворяет требованиям

ξ(a) = (0, 0) , ξ(b) = (1, 0)

и существует последовательность точек xk ∈ D, xk → ∞, вдоль которой
ξ(xk) → ∞ (k → ∞) .

В силу сказанного выше, такая нормировка возможна.
Положим

m(t) = min
|x−a|=t

|ξ(x)| .

Для произвольного t > 0 обозначим через SD(t) компоненту связности
множества x ∈ D : |x− a| = t, разделяющую в D граничные точки a и
∞. Символом D(r, R) обозначаем часть D, заключенную между SD(r)
и SD(R) при 0 < r < R <∞.
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Следующее утверждение позволяет заключить, что образом области
D при отображении ξ = ξ(x) является вся верхняя полуплоскость.

Теорема 9.3.1. Пусть u(x) – обобщенное решение уравнения (9.2.3) в
элементарной неограниченной односвязной области D с границей ∂D,
удовлетворяющее на ∂D нулевому смешанному граничному условию.
Тогда отображение ξ = ξ(x) обладает свойством

lim
x→∞

ξ(x) = ∞ .

При этом

lim
t→∞

lnm(t)

ln2 t



∫

D(1,t)

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2


 ≥ 2

ν
. (9.3.8)

9.3.1 Оценки модуля семейства дуг

Не ограничивая общности можем считать, что точка a есть начало ко-
ординат в R

2. Обозначим через ΓΩ(r, R) семейство дуг γ, лежащих в
D(r, R) и соединяющих SD(r) и SD(R). Центральное место в построени-
ях занимает оценка модуля семейства Γ(r, R) в метрике ds2

Ω. Своеобра-
зие этой оценки заключается в том, что коэффициенты метрики a priori
не известны, а известно лишь их происхождение от решения дифферен-
циального уравнения. Другими словами, производятся оценки модуля
конденсатора на неизвестной поверхности, и в этом — главное отличие
рассматриваемой ситуации от стандартного случая, в котором оцени-
вается модуль конденсатора в R

2.

Лемма 9.3.1. Справедливо неравенство

modΩΓ(r, R) ≤ νπ

2 ln2

(
1 +

R− r

M

)



∫

D(r,R)

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2


 , (9.3.9)

где
M = max

S(r)

(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
.

Доказательство. Мы воспользуемся теоремой 1.5.1. Выберем в
(1.5.10) плотность

ρ(x) =
(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
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при x ∈ D(r, R) ∩ {r < |x| < R} и ρ(x) = 0 при всех остальных
значениях x ∈ D. Тогда имеем

modΩΓ(r, R) ≤

∫

D(r,R)

(
|x|2 + u2(x)

)−1
dΩ


 inf
γ∈Γ(r,R)

∫

γ

(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
dsΩ




2 . (9.3.10)

Замечая, что на всякой дуге γ ∈ Γ(r, R) имеется поддуга γ ′, лежащая
в D(r, R) ∩ {r < |x| < R} и имеющая концевые точки на граничных
дугах SD(r) и SD(R), оцениваем знаменатель
∫

γ

(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
dsΩ ≥

∫

γ′

(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
∣∣∣d
(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
∣∣∣

и, далее,
∫

γ

(
|x|2 + u2(x)

)−1/2
dsΩ ≥ ln

(
1 +

R− r

M

)
. (9.3.11)

Перейдем к оценке числителя в правой части неравенства (9.3.10).
Положим

η(x) =
1

|x|arctg δ(x) , δ(x) =
u(x)

|x| .

Зададим произвольно R′ > R, 0 < r′ < r и обозначим через ψ(τ)
функцию

ψ(τ) =





0 при τ ∈ [0, r′) ;

(τ − r′)/ (r − r′) при τ ∈ [r′, r) ;

1 при τ ∈ [r, R) ;

(R′ − τ)/ (R′ −R) при τ ∈ [R,R′) ;

0 при τ ∈ [R′,∞] .

Функция ϕ(x) = ψ(|x|) η(x) принадлежит классу LiplocD и обладает
свойством

suppD̃ ϕ ⊂ {x : r′ < |x| ≤ R′} ∩ suppD̃ u ⊂ (D ∪ ∂ D) .



9.3. ОТОБРАЖЕНИЕ НА ПОЛУПЛОСКОСТЬ 207

Поэтому она допустима в интегральном соотношении (9.2.5), и мы мо-
жем записать∫

D

η(x) 〈∇ψ,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 = −
∫

D

ψ(x) 〈∇η, A(x,∇u)〉 dx1 dx2 .

Таким образом, находим∫

D

ψ(x) 〈∇η, A(x,∇u)〉 dx1 dx2 ≤
∫

D

|η(x)| |∇ψ| |A(x,∇u)| dx1 dx2 .

Воспользуемся спецификой в выборе функции ψ(x) и заметим, что

∇η =
∇u

|x|2 + u2(x)
− ∇|x|

|x|2
(

arctg δ +
δ

1 + δ2

)
,

а также
〈∇u,A(x,∇u)〉 ≥ 0 , |η(x)| ≤ π

2 |x|
и

|∇ψ| =





1/(R′ −R) при R < |x| < R′ ,

1/(r − r′) при r′ < |x| < r .

Тем самым, обозначая

U = {x ∈ D : r′ < |x| < r} ,
V = {x ∈ D : r < |x| < R} ,
W = {x ∈ D : R < |x| < R′} ,

приходим к соотношению
∫

V

〈∇u,A(x,∇u)〉dx1dx2

|x|2 + u2(x)
≤
∫

V

∣∣∣∣arctg δ +
δ

1 + δ2

∣∣∣∣ |A(x,∇u)| dx1 dx2

|x|2 +

+
π

2(r − r′)

∫

U

|A(x,∇u)| dx1 dx2

|x| +
π

2(R′ −R)

∫

W

|A(x,∇u)| dx1 dx2

|x| .

Структурные ограничения (9.2.1), (9.2.2) на дифференциальный опе-
ратор L[u] влекут

ν1

√
1 + |∇u|2 − ν1√

1 + |∇u|2
≤ 〈∇u,A(x,∇u)〉
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и

|A(x,∇u)| ≤ ν2 |∇u|√
1 + |∇u|2

≤ ν2 .

Таким образом,

∫

U

√
1 + |∇u|2

|x|2 + u2(x)
dx1dx2 ≤

∫

V

Q(x)
dx1 dx2

|x|2 +

+
νπ

2(r − r′)

∫

U

dx1 dx2

|x| +
νπ

2(R′ −R)

∫

W

dx1 dx2

|x| ,

(9.3.12)

где

Q(x) =
1

(1 + δ2)
√

1 + |∇u|2
+

1

ν1

∣∣∣∣arctg δ +
δ

1 + δ2

∣∣∣∣ |A(x,∇u)| .

Несложно видеть, что

νπ

2(r − r′)

∫

U

dx1 dx2

|x| +
νπ

2(R′ −R)

∫

W

dx1 dx2

|x| ≤ 2ν π2 .

Величина Q(x) оценивается следующим образом

Q(x) ≤ 1

(1 + δ2)
√

1 + |∇u|2
+ ν

∣∣∣∣arctg δ +
δ

1 + δ2

∣∣∣∣
|∇u|√

1 + |∇u|2

≤
(

1

(1 + δ2)
+ ν2

(
δ

1 + δ2
+ arctg δ

)2
)1/2

≤ νπ

2
.

Объединяя найденные оценки, из (9.3.12) получаем
∫

V

dΩ

|x|2 + u2(x)
≤ νπ

2

∫

V

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2 .

На основании (9.3.10), (9.3.11) приходим к неравенству (9.3.9). �
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9.3.2 Доказательство теоремы 9.3.1

Пусть G′ – подобласть области D, отделяемая дугой SD(R) от бесконеч-
но удаленной точки R

2. Подобласть G′ примыкает к граничной точке
a = (0, 0) и мы вправе воспользоваться результатами, полученными в
задаче A, рассмотренной в разделе 7.3.

Согласно теореме 7.3.1 имеем

inf
x∈SD(R)

|ξ| ≥ exp{−π kΩ(G′)} .

Однако, в силу леммы 7.4.2, выполнено

kΩ(G′) ≤ modΩE ,
где E – семейство локально спрямляемых дуг γ, отделяющих граничную
точку a от SD(R) и таких, что γ ∩ SD(r) 6= ∅. Отсюда находим

inf
x∈SD(R)

|ξ| ≥ exp{−π kΩ(G′)} ,

и так как величина C = modΩE не зависит от R, то

inf
x∈SD(R)

|ξ| ≥ C1exp{−πmodΩΓ(r, R)} ,

где
C1 = exp{−π C} .

Воспользуемся леммой 9.3.1. Оценка (9.3.9) влечет, что

inf
x∈SD(R)

|ξ| ≥ C1exp




− νπ2

2 ln2
(
1 + R−r

M

)



∫

D(r,R)

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2







.

(9.3.13)
Первое из утверждений теоремы 9.3.1 следует теперь из неравенства

∫

D(r,R)

dx1dx2

|x|2 ≤ 2π ln
R

r
.

Соотношение (9.3.8) получается из (9.3.13) предельным переходом. �

9.4 Оценки скорости роста решений

Пусть
D∗ = {ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2 : ξ2 > 0}
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– верхняя полуплоскость,

D∗(t) = {ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2 : ξ2 > 0 , |ξ| < t}

и пусть
w(ξ) = (u(ξ1, ξ2), v(ξ1, ξ2)) : D∗ → R

2

– голоморфная функция.
Предположим, что для любого t > 0 вторая производная w′′(ξ) огра-

ничена в D∗(t) . Отсюда, в частности, следует принадлежность первой

производной w′(ξ) классу Lip (D∗(t)) в каждом полукруге D∗(t) и про-
должимость по непрерывности на границу ∂D∗ функций w(ξ), w′(ξ).

9.4.1 Неравенство для интеграла энергии

Докажем следующее энергетическое неравенство, часто называемое прин-
ципом Сен-Венана (см., например, [202], [92]). Относительно других его
модификаций и обобщений на случаи решений эллиптических уравне-
ний общего вида, а также параболических и гиперболических уравне-
ний см. [17], [18], [93], [72], [122], [111], [169], [186], [163] и др.

Теорема 9.4.1. Пусть H1 – замкнутое множество на вещественной
оси ξ2 = 0, а H2 = ∂D∗ \ H1 – его дополнение. Обозначим через χ(t)
функцию, равную 1, если H1 ∩ [−t, t] = ∅ или H2 ∩ [−t, t] = ∅, и χ(t) =
1/2, если H1 ∩ [−t, t] 6= ∅ и H2 ∩ [−t, t] 6= ∅.

Предположим, что в каждой точке ξ = (ξ1, 0) границы ∂D∗ выпол-
нено хотя бы одно из условий:





u(ξ1, 0) = 0 , если (ξ1, 0) ∈ H1 ;

dv(ξ1, 0) = 0 , если (ξ1, 0) ∈ H2 .
(9.4.14)

Тогда для любых 0 < r < R <∞ имеет место соотношение

I(r) ≤ I(R) exp



−1

2

R∫

r

χ(t)
dt

t



 , (9.4.15)

где

I(t) =

∫

D∗(t)

|∇u|2 dξ1dξ2 .
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Доказательство. Мы воспользуемся идеей, восходящей к Т. Кар-
леману [137]. Фиксируем произвольно r < t < R. Векторное поле

u(ξ)∇v(ξ) удовлетворяет условию Липшица в D∗(t) и согласно фор-
муле Грина выполнено

∫

∂D∗(t)

u dv =

∫

D∗(t)

(uξ1vξ2 − uξ2vξ1) dξ1dξ2 . (9.4.16)

Данное утверждение есть специальное следствие теоремы 4.5.6 из [144].
Пользуясь условиями Коши – Римана для вектор-функции w = (u, v)

и граничными условиями (9.4.14), из (9.4.16) выводим
∫

SD∗(t)

u dv =

∫

D∗(t)

|∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 . (9.4.17)

Случай A). Предположим сперва, что хотя бы один из концов дуги
SD∗(t) лежит на H1. Мы имеем

∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

u(ξ) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∫

SD∗(t)

|u(ξ)| |〈∇u(ξ),n(ξ)〉| |dξ| ≤

≤



∫

SD∗(t)

|u(ξ)|2 |dξ|




1/2

∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ),n(ξ)〉|2 |dξ|




1/2

.

Введем обозначение

λ1 (SD∗(t)) =



∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 |dξ|




1/2



∫

SD∗(t)

|u(ξ)|2 |dξ|




1/2
,

где τ(ξ) есть единичный касательный к SD∗(t) в точке ξ ∈ SD∗(t) вектор.
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Тогда имеем
∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

u(ξ) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

λ1 (SD∗(t))



∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 |dξ|




1/2

×

×



∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ),n(ξ)〉|2 |dξ|




1/2

и, пользуясь неравенством Коши

2 a b ≤ a2 + b2 ,

находим
∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

u(ξ) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2λ1 (SD∗(t))
×

×



∫

SD∗(t)

(
|〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 + |〈∇u(ξ),n(ξ)〉|2

)
|dξ|


 .

Однако,
|〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 + |〈∇u(ξ),n(ξ)〉|2 = |∇u(ξ)|2

и потому
∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

u(ξ) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2λ1 (SD∗(t))

∫

SD∗(t)

|∇u(ξ)|2 |dξ| . (9.4.18)

Соотношения (9.4.17), (9.4.18) влекут
∫

D∗(t)

|∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 ≤ 1

2λ1 (SD∗(t))

∫

SD∗(t)

|∇u(ξ)|2 |dξ| .
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Легко видеть, что

I(t) =

∫

{ξ∈D∗: |ξ|<t}

|∇u|2 dξ1dξ2 =

t∫

0

dt

∫

SD∗(t)

|∇u(ξ)|2 |dξ|

и потому для почти всех t ≥ 0 выполнено

d

dt
I(t) =

∫

SD∗(t)

|∇u(ξ)|2 |dξ| .

Тем самым, из предыдущего неравенства находим

I(t) ≤ 1

2λ1 (SD∗(t))

d

dt
I(t) .

Интегрируя данное дифференциальное соотношение, получаем

exp





R∫

r

2λ1 (SD∗(t)) dt



 ≤ I(R)

I(r)
. (9.4.19)

Случай B). Предположим, что оба конца полуокружности SD∗(t) ле-
жат на H2. Тогда для произвольной постоянной C на основании (9.4.14)
имеем

(u− C) dv|∂D∗ = 0

и, пользуясь (9.4.17), можем записать
∫

SD∗(t)

(u− C) dv =

∫

D∗(t)

|∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 . (9.4.20)

Отсюда,
∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

(u(ξ) − C) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∫

SD∗(t)

|u(ξ)| |〈∇u(ξ),n(ξ)〉| |dξ| ≤

≤



∫

SD∗(t)

|u(ξ)|2 |dξ|




1/2

∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ),n(ξ)〉|2 |dξ|




1/2

.
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Здесь обозначаем

λ2 (SD∗(t)) =



∫

SD∗(t)

|〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 |dξ|




1/2



∫

SD∗(t)

|u(ξ) − C|2 |dξ|




1/2
.

Далее, как и выше, находим
∣∣∣∣∣∣∣

∫

SD∗(t)

(u(ξ)−) dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2λ2 (SD∗(t))

∫

SD∗(t)

|∇u(ξ)|2 |dξ| . (9.4.21)

Объединяя соотношения (9.4.20), (9.4.21), приходим сначала к диф-
ференциальному неравенству

I(t) ≤ 1

2λ2 (SD∗(t))

d

dt
I(t)

и, далее, к соотношению

exp





R∫

r

2λ2 (SD∗(t)) dt



 ≤ I(R)

I(r)
. (9.4.22)

Оценим величины λ1 (SD∗(t)) и λ2 (SD∗(t)). Мы будем пользоваться
для этого хорошо известным неравенством Виртингера (см., например,
[9, глава 5, §10] или, в общем виде, [131, глава III])

2π∫

0

h2(s) ds ≤
2π∫

0

h′2(s) ds , (9.4.23)

справедливым для любой 2π-периодической функции h : R → R, удо-
влетворяющей условию Липшица и такой, что

2π∫

0

h(s) ds = 0. (9.4.24)
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При этом в неравенстве (9.4.23) для функций

h(τ) = c1 cos s+ c2 sin s

достигается равенство.
Если функция h : R → R – периодична с периодом T ≥ 0 и интеграл

по периоду равен нулю, то, очевидно,

T∫

0

h2(s) ds ≤
(

2π

T

)2
T∫

0

h′2(s) ds .

В предположениях A), полагая

h(s) = u(t cos s, t sin s)

находим

|dξ|ξ∈SD∗(t) = t ds , |〈∇u(ξ), τ(ξ)〉|2 =
1

t2
h′2(s)

и, далее,

λ1 (SD∗(t)) =
1

t




π∫

0

|h′(s)|2 ds




1/2




π∫

0

h2(s) ds




1/2
.

Возможны два случая. Предположим, что оба конца полуокружно-
сти SD∗(t) лежат на H1. Тогда

h(0) = h(π) = 0 .

Продолжим функцию h(s) сначала по симметрии относительно точ-
ки s = 0 до функции h∗(s), заданной на [−π, π] по правилу h∗(s) =
−h∗(−s) (−π ≤ s ≤ π), и удовлетворяющей условию

π∫

−π

h∗(s) ds = 0 .

Далее, продолжим по периодичности до липшицевой функции

h∗∗ : R → R .
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Данная функция 2π-периодична, удовлетворяет (9.4.24) и на основа-
нии неравенства (9.4.23) получаем

λ1 (SD∗(t)) =
1

t




2π∫

0

|(h∗∗)′(s)|2 ds




1/2




2π∫

0

(h∗∗)2(s) ds




1/2
≥ 1

t
. (9.4.25)

Если же только один из концов полуокружности SD∗(t) лежит на H1,
то, полагая без нарушения общности h(π) = 0, продолжим сначала эту
функцию по правилу

h∗(s) = h∗(−s) , h∗ : [−π, π] → R .

Тогда имеем h∗(−π) = h∗(π) = 0 и h∗(s) продолжима до 4π-периодической
функции h∗∗(s), удовлетворяющей условию Липшица и имеющей инте-
грал по периоду, равный нулю. Тем самым, получаем

λ1 (SD∗(t)) =
1

t




4π∫

0

|(h∗∗)′(s)|2 ds




1/2




4π∫

0

(h∗∗)2(s) ds




1/2
≥ 1

2t
. (9.4.26)

В предположенияхB), определяя, как и выше, функцию h(s) : [0.π] →
R, мы имеем

λ2 (SD∗(t)) =
1

t




π∫

0

|h′(s)|2 ds




1/2




π∫

0

(h(s) − C)2 ds




1/2
.

Заметим, что
π∫

0

(h(s) − C) ds = 0
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и обозначим через h̃(s) = h(s)−C. Продолжим по симметрии функцию
h̃(s), полагая

h̃∗(s) = h̃(−s) , s ∈ [−π, 0) , h̃∗(s)
∣∣∣
[0,π]

= h̃(s) .

Функция h̃∗(s) удовлетворяет условию Липшица на отрезке [−π, π] и
имеет равные значения на его концах. При этом

π∫

−π

h̃∗(s) ds = 0 .

Тем самым, эта функция продолжима по периодичности на всю число-
вую прямую до 2π-периодической функции h̃∗∗(s) с нулевым интегра-
лом по периоду. На основании неравенства Виртингера получаем

λ2 (SD∗(t)) =
1

t




2π∫

0

|(h̃∗∗)′(s)|2 ds




1/2




2π∫

0

(h̃∗∗)2(s) ds




1/2
≥ 1

t
. (9.4.27)

Объединяя соотношения (9.4.19), (9.4.22), (9.4.25), (9.4.26), (9.4.27),
приходим к (9.4.15). �

9.4.2 Сопряженная функция

Пусть D ⊂ R
2 – односвязная область и x0 – фиксированная точка.

Если u(x) – обобщенное решение уравнения L[u] = 0 в D, то можно
рассмотреть сопряженную функцию

v(x) =

x∫

x0

−A2(x,∇u(x)) dx1 + A1(x,∇u(x)) dx2 .

В случае, когда вектор-функция A : D × R
2 → R

2 принадлежит
классу C1(D × R

2), а u ∈ C2(D), сопряженная функция v(x) опреде-
лена и однозначна в D. В общем случае необходимы дополнительные
обоснования.
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Введем в рассмотрение комплекснозначную функцию

w = u(x) +
i

ν1
v(x) .

Теорема 9.4.2. Отображение w : D → R
2 есть отображение с огра-

ниченным искажением в метрике ds2
Ω с коэффициентом искажения,

не превосходящим

q(ν) =
1

2

(
1 + ν2 +

√
ν4 + 2ν2 − 3

)
. (9.4.28)

В частности, существуют гомеоморфизм T : D → R
2 и голоморф-

ная функция Φ : T (D) → R
2 такие, что w(x) = Φ ◦ T (x).

Доказательство. В силу условия (9.2.2) на вектор-функциюA(x, ξ),
функция v (и, тем самым, вектор-функция w) локально липшицевы. По
теореме Радемахера w дифференцируема почти всюду вD. Для доказа-
тельства нашего утверждения достаточно показать, что в каждой точке
x ∈ D дифференцируемости w якобиан отображения неотрицателен и
выполнено неравенство

max
ds2

Ω
=1

|dw(x)| ≤ q(ν) min
ds2

Ω
=1

|dw(x)| . (9.4.29)

Не умаляя общности можно считать, что ν1 = 1 и ν2 = ν. Тогда
якобиан отображения w имеет вид

ux1
vx2

− ux2
vx1

=
2∑

i=1

uxi
Ai(x, ∇u)

и, в силу условия (9.2.1), неотрицателен. Далее имеем

|dw|2 = (u2
x1

+ A2
2) dx

2
1 + 2 (ux1

ux2
− A1A2) dx1 dx2 + (u2

x2
+ A2

1) dx
2
2 ,

где
Ai = Ai(x,∇u) (i = 1, 2) .

Рассмотрим пучок квадратичных форм |dw|2 −λ ds2
Ω. Пусть λ1 – ми-

нимальное, а λ2 – максимальное из характеристических чисел этого
пучка. Тогда

λ1 = min
ds2

Ω
=1

|dw(x)|2 , λ2 = max
ds2

Ω
=1

|dw(x)|2 .
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Определим отношение λ2/λ1. Характеристическое уравнение для пучка
записывается в виде
∣∣∣∣∣∣∣

(u2
x1

+ A2
2) − λ (1 + u2

x1
) (ux1

ux2
− A1A2) − λux1

ux2

(ux1
ux2

− A1A2) − λux1
ux2

(u2
x2

+ A2
1) − λ (1 + u2

x2
)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

или,

λ2 (1 + |∇u|2) − λ (|∇u|2 + |A|2 + 〈∇u,A〉2) + 〈∇u,A〉2 = 0 .

Отсюда, полагая

µ =
|∇u|2 + |A|2 + 〈∇u,A〉2
2
√

1 + |∇u|2〈∇u,A〉
,

находим (
λ2

λ1

)1/2

= µ+
√
µ2 − 1 .

Условия (9.2.1), (9.2.2) на дифференциальный оператор L влекут за
собой соотношения

|∇u|2 + |A|2 + 〈∇u,A〉2 ≤ (1 + ν2) |∇u|2

и
|∇u|2 ≤

√
1 + |∇u|2 〈∇u,A〉 .

Поэтому

µ ≤ 1

2
(1 + ν2) ,

откуда непосредственно вытекает необходимая оценка для коэффици-
ента искажения.

Завершая доказательство теоремы, заметим, что по теореме 3.1.1 на
поверхности Ω можно ввести (глобально) изотермические координаты
ξ = (ξ1, ξ2) и существует гомеоморфное отображение h : D → R

2 такое,
что

(dξ1)
2 + (dξ2)

2 = ds2
Ω ◦ h−1 .

Функция w◦h−1 голоморфна в метрике |dξ|2 и можно положить Φ = w◦
h−1, T = h. Детали см., например, в §6 главы 2 монографии И.Н. Векуа
[16]. �
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9.4.3 Рост сопряженной функции (I)

Предположим, как и выше, что для любого t > 0 вторая производная
w′′(ξ) ограничена в D∗(t) . В частности, отсюда следует принадлеж-

ность первой производной w′(ξ) классу Lip (D∗(t)) в каждом полукру-
ге D∗(t) и продолжимость по непрерывности на границу ∂D∗ функций
w(ξ), w′(ξ).

Теорема 9.4.3. Если голоморфная в полуплоскости D∗, отличная от
тождественной постоянной, функция w(ξ) имеет ограниченную вто-
рую производную w′′(ξ) в каждой из подобластей D∗(t), t > 0, и всюду
на границе ∂D∗ ее вещественная часть Rew(ξ) ≡ 0, то

limt→∞t
−1osc (Imw(ξ), |ξ| = t) > 0 . (9.4.30)

Доказательство. Фиксируем произвольно r > 0. Положим

g(τ) =





1 при τ ≤ r ,

ln 2r
τ

/
ln 2 при r < τ < 2r ,

0 при τ ≥ 2r .

Для произвольной постоянной C векторное поле

(v(ξ) − C) g2(|ξ|)∇u(ξ)

удовлетворяет условию Липшица в D∗ и его носитель содержится в
D∗(2r). Так как du = 0 вдоль ∂D∗, то согласно формуле Грина имеем

∫

∂D∗

(v − C) g2 du = 2

∫

D∗

(v − C) g du ∧ dg −
∫

D∗

g2du ∧ dv ,

где символ ∧ означает внешнее произведение.
Отсюда, пользуясь условиями Коши – Римана для вектор-функции

w = (u, v), выводим

∫

D∗(2r)

g2(|ξ|) |∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 ≤ 2

∫

D∗(2r)

|v − C| |g| |∇g| |∇u| dξ1dξ2 .



9.4. ОЦЕНКИ СКОРОСТИ РОСТА РЕШЕНИЙ 221

Далее,
∫

D∗(2r)

g2(|ξ|) |∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 ≤

≤ 2



∫

D∗(2r)

g2(|ξ|) |∇u(ξ)|2 dξ1dξ2
∫

D∗(2r)

|v − C|2 |g| |∇g|2 dξ1dξ2




1

2

и, замечая, что |g| ≤ 1, находим
∫

D∗(r)

|∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 ≤ 4

ln2 2

∫

D∗(2r)\D∗(r)

|v(ξ) − C|2 dξ1dξ2|ξ|2 ≤

≤ 4π

ln2 2
max

ξ∈D∗(2r)
|v(ξ) − C|2 .

Несложно проверить, что по принципу максимума – минимума

osc{Im w, D∗(2r)} = osc{Im w, SD∗(2r)} .
Тем самым, приходим к соотношению

∫

D∗(r)

|∇u(ξ)|2 dξ1dξ2 ≤
4π

ln2 2
osc2{Im w, SD∗(2r)} . (9.4.31)

Воспользуемся теоремой 9.4.1. На основании (9.4.31) при любых 0 <
r < R <∞ выполнено

I(r) ≤ 4π

ln2 2
osc2{Im w, SD∗(2R)}

( r
R

)1/2

.

Отсюда заключаем, что при нарушении соотношения (9.4.30) интеграл
I(r) обращается в нуль. Следовательно, w ≡ const в D∗(r), что невоз-
можно. �

9.4.4 Рост сопряженной функции (II)

Положим

α(t) =

∫

D(1,t)

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2 .
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Следующее утверждение накладывает условия на скорость роста со-
пряженной функции v(x) в односвязной области общего вида и для
решений уравнений типа минимальной поверхности.

Теорема 9.4.4. Пусть D ⊂ R
2 – элементарная область. Пусть u

– обобщенное решение уравнения (9.2.3), подчиненного ограничениям
(9.2.1), (9.2.2), и пусть

u ∈ LipD(t) при всяком t > 0 .

Предположим, что всюду на границе ∂D выполнено u ≡ 0. Если
функция v(x) отлична от тождественной постоянной в области D,
то при всяком ε ∈ (0, 1) справедливо соотношение

limt→∞osc{v(x), SD(t)} exp

{
−2(1 − ε)

ν q(ν)

ln2 t

α(t)

}
> 0 . (9.4.32)

Здесь

α(t) =

∫

D(1,t)

dx1dx2

|x|2 + 2νπ2 .

Доказательство. Воспользуемся вспомогательным отображением
ξ = ξ(x) и перейдем к изотермическим координатам на графике Ω
решения x3 = u(x1, x2). Так как отображение ξ(x) : D → D∗ преоб-
разует эллипсы ds2

Ω = 1 в круги, то функция w∗ = w(x(ξ)) имеет в
полуплоскости D∗ коэффициент искажения в евклидовой метрике, не
превосходящий q = q(ν). Вещественная часть w∗(ξ) тождественно по-
стоянна на границе ∂D∗. Поэтому справедлива.

Лемма 9.4.1. Если Im w∗(ξ) отлична от тождественной постоян-
ной в полуплоскости D∗, то

limτ→∞τ
−1/qosc {Imw∗(ξ), |ξ| = τ} > 0 . (9.4.33)

Доказательство основывается на следующих аргументах. Функция
w∗(ξ) представима в виде суперпозиции Φ ◦ T , где Φ — аналитическая
функция и T : D∗ → D∗ — однолистное q(ν) – квазиконформное отоб-
ражение полуплоскости на себя, нормированное условиями

T (0, 0) = (0, 0) , T (1, 0) = (1, 0) , T (∞) = ∞ .

Продолжая отображение T по симметрии на всю плоскость R
2 и поль-

зуясь теоремой 3.7.2, заключаем, что при достаточно больших ξ ∈ D∗
выполнено

C1 |ξ|1/q(ν) ≤ |T (ξ)| ≤ C2 |ξ|q(ν) ,
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где C1, C2 – некоторые постоянные. Соотношение (9.4.33) является те-
перь прямым следствием теоремы 9.4.3. �

Доказательство теоремы 9.4.4 завершается ссылкой на теорему
9.3.1. Действительно, в силу принципа максимума при всяком t > 0
имеем

osc {v(x), SD(t)} ≥ osc {Imw∗(ξ), |ξ| = m(t)} .
Отсюда вытекает неравенство

limt→∞m
−1/q(ν)(t) osc {v(x), SD(t)} ≥

≥ limt→∞m
−1/q(ν)(t) osc {Imw∗(ξ), |ξ| = m(t)} ,

и на основании (9.4.33)

limt→∞m
−1/q(ν)(t) osc {v(x), SD(t)} > 0 .

С другой стороны, из (9.3.8) следует, что для всякого ε > 0 при
достаточно больших t > 0 выполнено

m(t) ≥ exp

{
2(1 − ε)

ν

ln2 t

α(t)

}
.

Объединяя найденные соотношения, приходим к (9.4.32). �

9.5 Узкие области

Условимся в обозначениях. Будем говорить, что односвязная область
D ⊂ R

2 есть m-область, если она имеет ровно m <∞ различных ком-
понент связности границы ∂D. В частности, 0-область есть вся плос-
кость R

2.
Положим

β(D) = limt→∞
1

ln t

∫

D(1,t)

dx1dx2

|x|2 .

Величина β(D) есть некоторая характеристика узости области D в
окрестности бесконечно удаленной точки R

2. В случае, когда D есть
угол раствора θ, имеем β(D) = θ.

Если D1, D2, . . ., DN — система попарно неналегающих друг на друга
областей, лежащих в области D, то, как легко видеть,

N∑

i=1

β(Di) ≤ β(D) . (9.5.34)
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Имеет место следующий аналог теоремы И.С.С. Ниче в односвязных
областях.

Теорема 9.5.1. Пусть D – произвольная элементарная m-область в
R

2, m ≥ 1, и пусть u(x) – решение уравнения типа минимальной
поверхности (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3), удовлетворяющее условию u|∂D =
0. Тогда, если

β(D) <
2

ν q(ν)
,

то u(x) ≡ 0 всюду в D.

Нам потребуется следующая слабая форма принципа Фрагмена –
Линделефа для обобщенных решений.

Лемма 9.5.1. Пусть D ⊂ R
2 – неограниченная область, ∂D 6= ∅. Ес-

ли u(x) – обобщенное решение уравнения типа минимальной поверх-
ности (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3) в области D, удовлетворяющее условию
u|∂D = 0, то либо u ≡ 0 в D, либо

lim
r→∞

Mu(r)

ln1/2 r
> 0 , Mu(r) = max

x∈SD(r)
|u(x)| .

Доказательство. Пусть 0 < r < R < ∞ – фиксированные числа.
Выберем функцию ψ : (0,+∞) → (0,+∞) в виде

ψ(t) =





1 при 0 < t ≤ r ,

ln t/r

lnR/r
при r < t < R ,

0 при R ≤ t < +∞ .

Функция ϕ(x) = u(x)ψ2(|x|) имеет компактный носитель

suppD̃ϕ ⊂ D̃ ∩ {x : |x| ≤ R} .
В соответствии с определением (9.2.5) обобщенного решения можем за-
писать ∫

D

〈
∇(uψ2), A(x,∇u)

〉
dx1 dx2 = 0 .

Отсюда,∫

D

ψ2〈∇u,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 = −2

∫

D

uψ 〈∇ψ,A(x,∇u)〉 dx1 dx2
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и, далее, на основании интегрального неравенства Коши, имеем
∫

D

ψ2〈∇u,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 ≤

≤ 2



∫

D

ψ2 |A(x,∇u)|2 dx1 dx2




1/2

∫

D

u2 |∇ψ|2 dx1 dx2




1/2

.

Замечая, что из структурных условий (9.2.1) и (9.2.2) следует

|A(x,∇f)|2 ≤ ν2
2

ν1
〈∇u,A(x,∇u)〉 ,

находим
∫

D

ψ2〈∇u,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 ≤ 4
ν2

2

ν1
M 2

u(R)

∫

D

|∇ψ|2 dx1 dx2 .

Таким образом, пользуясь специальным выбором функции ψ, получаем
∫

BD(r)

〈∇u,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 ≤ 4
ν2

2

ν1

M 2
u(R)

ln2R/r

∫

r<|x|<R

dx1 dx2

|x|2

или, ∫

BD(r)

〈∇u,A(x,∇u)〉 dx1 dx2 ≤ 8π
ν2

2

ν1

M 2
u(R)

lnR/r
.

ЕслиMU(R) растет медленнее, чем указано в лемме, то, в силу (9.2.1),
выполнено ∇u ≡ 0 в D, а потому u ≡ 0 в D. �

Перейдем к доказательству теоремы. Так как уравнение удовле-
творяет предположениям (9.2.1), (9.2.2), то по лемме 9.5.1 решение u(x)
либо тождественно постоянно, либо не ограничено в D. Предположим,
что в некоторой точке x0 ∈ D решение положительно. Обозначим че-
рез Ki (i = 1, 2, . . . ,m) компоненты связности границы ∂D, через di –
расстояние от x0 до Ki. Пусть

d = max
1≤i≤m

di .

Рассмотрим множество Ot, на котором

u(x) > t max
|x−x0|≤d

u(x) .
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Так как решение u(x) является локально липшицевой функцией, то
для почти всех t > 0 граница ∂Ot локально спрямляема [144, теорема
3.2.31].

Выберем t > 1 с вышеуказанным свойством. Пусть Σ – компонента
связности множества ∂Ot. Множество Σ разбивает область D на две
подобласти D1 и D2, каждая из которых в силу принципа максимума
не ограничена. Поскольку Σ не может пересекать круг |x − x0| ≤ d,
одна из областей, например D1, является элементарной.

На границе области D1 решение u(x) постоянно. При этом

β(D1) ≤ β(D) <
2

ν q(ν)
.

Отсюда вытекает, что u(x) ≡ const на D1.
Чтобы убедиться в справедливости данного высказывания восполь-

зуемся теоремой 9.4.4. Выберем 0 < ε1 < 1 столь малым, чтобы для
некоторой последовательности чисел tk → ∞ было выполнено

α(tk)

ln tk
≤ 2(1 − ε1)

ν q(ν)
.

Тогда на основании (9.4.32) можно записать

lim
k→∞

t
−(1−ε)/(1−ε1)
k osc {v(x), SD(tk)} > 0 (∀ ε > 0) ,

и, полагая ε < ε1, находим последовательность дуг SD(tk), вдоль кото-
рой колебание v(x) растет быстрее, чем линейная функция. Однако в
силу условия (9.2.2) на уравнение,

|∇v(x)| ≤ |A(x,∇u(x))| ≤ ν2

и
osc {v(x), SD(tk)} ≤ 2πν2 tk .

Полученное противоречие позволяет сделать вывод, что v(x) ≡ const в
D1 и u(x) ≡ 0 в D. �

Замечание 9.5.1. Если L[u] = 0 – уравнение минимальной поверхно-
сти, то постоянные ν и q(ν) равны 1. Тогда если D – угол раствора α,
то заключение теоремы 9.5.1 верно лишь при α < 2. Это несколько
хуже, чем результат Ниче и было бы желательно доказать теорему
9.5.1 при условии α < π.

Данное пожелание сформулировано в нашей статье 1981 г. Близкая
задача была поставлена В.Х. Миксом в его докладе "The Global Theory
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of Minimal Surfaces"в Clay Mathematics Institute’s Summer School (2001).
Микс предполагает, что не может быть более 2 непересекающихся обла-
стей в R

2, в каждой из которых имеется решение уравнения минималь-
ной поверхности с нулевыми граничными данными. Дж. Спрук [221]
доказал предположение Микса при некоторых специальных условиях
на поведение решения u(x). Ранее П. Ли и Дж. Ванг [183] доказали,
что число таких областей не превосходит 12. Теорема 9.5.1 влечет, что
это число не превосходит 3 (см. также [195].)

Аналогичная проблема для решений уравнений типа максимальной
поверхности рассматривается в [75], [42, §3.7].

Из теоремы 9.5.1 вытекает следующее высказывание о единственно-
сти в задаче Дирихле для уравнения типа минимальной поверхности.

Следствие 9.5.1. Пусть D – m-область, m ≥ 1, и пусть ϕ(x) –
непрерывная ограниченная функция, определенная всюду на границе
∂D. Пусть ui(x) (i = 1, 2) – непрерывные в D решения уравнения типа
минимальной поверхности (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3) такие, что

ui(x)|∂D = ϕ(x) (i = 1, 2) .

Тогда, если β(D) < 2/(ν q(ν)), то u1(x) = u2(x) всюду в области D.

Доказательство будет немедленно вытекать из следствия 5 работы
[73] (см. также лемму 9.5.1), если показать, что каждое из решений
ui(x) (i = 1, 2) ограничено в области D.

Предположим противное. Не ограничивая общности, можно считать,
что функция ui(x) не ограничена сверху в D. Тогда существуют посто-
янные c1 > c > 0 такие, что ϕ(x) < c всюду на границе ∂D и множество

O = {x ∈ D : ui(x) > c1}
не пусто. В силу принципа максимума, граница ∂O не имеет компакт-
ных компонент связности. Зафиксируем точку x0 ∈ O и обозначим че-
рез Ki (i = 1, 2, . . . ,m) компоненты связности множества ∂O, отделя-
ющие x0 от соответствующей компоненты границы ∂D. Рассмотрим D′
— подобласть D, содержащую точку x0 и имеющую множество ∩mi=1Ki

в качестве границы. Область D′ есть m-область. Так как ui(x) = c1 на
∂D′ и

β(D′) ≤ β(D) < 2/(νq(ν)) ,

то на основании теоремы 9.5.1 заключаем, что ui(x) ≡ c1 в D′, что
невозможно. �

Другое применение теоремы об "узких"областях мы свяжем с усло-
вием знакопостоянства решений.
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Следствие 9.5.2. Пусть D – m-область, m ≥ 1, и пусть u(x) –
непрерывное в D решение уравнения типа минимальной поверхности
(9.2.1), (9.2.2), (9.2.3) такое, что u(x)|∂D = 0 . Тогда, если β(D) <
4/(ν q(ν)), то u(x) сохраняет знак всюду в области D.

Доказательство. Действительно, предполагая, что решение меняет
знак, и рассуждая как и выше, найдем две непересекающиеся подобла-
сти D1, D2 области D, на границе каждой из которых решение u(x)
постоянно. Пользуясь неравенством (9.5.34), имеем

β(D1) + β(D2) <
4

ν q(ν)
,

и хотя бы одна из областей удовлетворяет условиям теоремы 9.5.1. Тем
самым, хотя бы на одной из этих областей решение u(x) постоянно, что
невозможно. �

9.6 Критические точки решения

Следуя М. Морсу [90, глава I, §2], определим понятие индекса критиче-
ской точки решения u(x). Прежде всего заметим, что согласно теореме

9.4.2 отображение w(x) = u(x) +
i

ν1
v(x) есть композиция голоморф-

ной функции и гомеоморфизма, т.е. является псевдоголоморфной (или
псевдоаналитической) функцией2. Тем самым, его вещественная и мни-
мая части суть псевдогармонические функции, т.е. представимы в виде
суперпозиций h◦T подходящих гармонических функций h и гомеомор-
физмов T .

Пусть x0 ∈ D – произвольная точка и пусть E – множество, где
u(x) = u(x0). Множество E разбивает окрестность точки x0 на 2s кри-
волинейных секторов. Точка x0 называется критической точкой реше-
ния u(x), если s > 1. Число s−1 называется топологическим индексом
решения u(x) в точке x0 и обозначается через i(x0).

В силу псевдогармоничности решения u(x) его критические точки
изолированы. Для гармонических функций в подобластях R

2 это явля-
ется по существу единственным ограничением на распределение крити-
ческих точек. Как следует из теоремы Вейерштрасса о представлении
голоморфной функции бесконечным произведением, всякая последова-
тельность точек a1, a2, . . ., не имеющая предельных точек в области, мо-
жет служить последовательностью критических точек некоторой гар-
монической функции, определенной в этой области (см., например, [118,

2О псевдоаналитических функциях см. С. Стоилов [103, глава V], Ф.Г. Авхадиев
[1, глава 1].
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с. 235]). То же самое может быть сказано и в отношении решений линей-
ных уравнений эллиптического типа достаточно общего вида. Условия
(9.2.1), (9.2.2) принадлежности уравнения (9.2.3) классу уравнений ти-
па минимальной поверхности накладывают существенные ограничения
на количество и индексы критических точек решения u(x).

Именно, имеет место теорема.

Теорема 9.6.1. Пусть D – произвольная элементарная m-область с
границей ∂D, состоящей из простых дуг Жордана. Если m > 0, то
пусть ϕ(x) – непрерывная функция, определенная на ∂D и имеющая
там j, 0 ≤ j < ∞, точек локального экстремума. Предположим,
что u(x) – непрерывное в D решение уравнения типа минимальной
поверхности (9.2.1), (9.2.2), (9.2.3), удовлетворяющее условию

u(x)|∂D = ϕ(x) .

Тогда u(x) имеет в D конечное число критических точек a1,a2, . . . ,aN
и справедливо неравенство

2
N∑

k=1

i(ak) − δ(m, j) + 2 ≤ 1

2
νq(ν) β(D) , (9.6.35)

где δ(m, j) = 2m+ j в общем случае и δ(m, 0) = m при ϕ ≡ 0 на ∂D.

Доказательство. Пусть a1, a2, . . . , ak, . . . – критические точки ре-
шения u(x). Обозначим через Ek ту из компонент связности множества

{x ∈ D : u(x) = u(ak)} ,
которая содержит точку ak.

Рассмотрим множество E1. В силу принципа максимума и односвяз-
ности D, каждая из компонент связности O1,n множества D \ E1 од-
носвязна и неограничена. Так как критические точки решения u(x)
изолированы, то достаточно малая окрестность точки a1 разбивается
множеством E1 ровно на

l1 = 2 i(a1) + 2

криволинейных секторов. Пусть ∆11, . . ., ∆1l1 — те из областей O1,n,
которые содержат точку a1 в своем замыкании. В целом, число таких
областей не менее l1, поскольку множество E1 не может иметь замкну-
тых циклов.

Рассмотрим множество E2. Предположим, что E1 ∩ E2 6= ∅. Тогда
E1 = E2 и существует l2 = 2 i(a2) компонент связности ∆21, . . ., ∆2l2
множества D \ E1, примыкающих к точке a2 и отличных от ∆1n. Тем
самым мы находим

2 i(a1) + 2 i(a2) + 2



230 Глава 9 Критические точки

не налегающих друг на друга неограниченных односвязных областей,
расположенных в D и имеющих на своих границах постоянное значение
функции u(x).

Пусть E1 ∩ E2 = ∅ и точка a2 принадлежит одной из областей ∆1n,
например, ∆11. Множество ∆11 разбивается континуумом E2 на области
O2,n, из которых ровно

l2 = 2 i(a2) + 1

областей ∆21, . . ., ∆2l2 примыкают к точке a2, односвязны и неограни-
чены. И в этом случае возникает

2 i(a1) + 2 i(a2) + 2

не налегающих друг на друга областей в D, на границе каждой из ко-
торых решение u(x) постоянно.

Случай, в котором E1∩E2 = ∅, но точка a2 не принадлежит ни одной
из областей ∆1n, анализируется аналогично.

Рассмотрим далее поочередно множества E3, . . ., EN . Выполнив N
шагов, мы найдем, как минимум,

2s = 2
N∑

k=1

i(ak) + 2

попарно неналегающих подобластей области D с описанными свойства-
ми. Некоторое число из этих областей примыкает к границе ∂D. В об-
щем случае их не более чем 2m+ j и существует, по крайней мере,

p = 2 s− 2n− j

попарно неналегающих, неограниченных областей D1, . . ., Dp, на гра-
нице каждой из которых решение u(x) постоянно.

Из соотношения (9.5.34) следует, что хотя бы одна из этих областей,
например D1, обладает свойством

β(D1) ≤
1

p
β(D) .

Тем самым, предполагая неравенство (9.6.35) нарушенным, имеем

1

2
p ν q(ν) β(D1) ≤

1

2
ν q(ν) β(D) < 2s− 2m− j = p ,

и потому

β(D1) <
2

ν q(ν)
.

На основании теоремы 9.5.1 отсюда заключаем, что u(x) ≡ const в D1.
Это невозможно.
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В случае, когда ϕ(x) ≡ 0 на ∂D, необходимо исключить из рассмот-
рения лишь подобласти, содержащие в качестве компонент связности
своей границы одну или несколько компонент связности границы ∂D.
Число таких подобластей не превышает m. Дальнейшие рассуждения
полностью аналогичны, и доказательство теоремы завершено. �

В специальных случаях m = 0 и m = 1 из неравенства (9.6.35) вы-
текают признаки отсутствия у решения критических точек; именно,
имеют место следующие высказывания.

Следствие 9.6.1. Если u(x) – целое решение уравнения (9.2.3) со струк-
турными ограничениями (9.2.1), (9.2.2) и

ν q(ν) <
4

π
,

то u(x) не имеет критических точек.

Следствие 9.6.2. Пусть D есть 1-область и u(x) есть решение урав-
нения (9.2.3), обращающееся в нуль на границе ∂D. Предположим, что
уравнение удовлетворяет структурным ограничениям (9.2.1), (9.2.2)
и

β(D) ≤ 6

ν q(ν)
.

Тогда решение u(x) не имеет в D критических точек.

Для решений уравнения минимальной поверхности (2.3.14) последнее
условие записывается в виде β(D) < 6. Если бы теорема 9.5.1 была
верна при β(D) < π, то, как и выше, отсюда следовало бы, что решения
уравнения минимальной поверхности, обращающиеся в нуль на границе
∂D, не могут иметь критических точек в 1-области.

Пример функции

u(x1, x2) =

√
ch2x1 − x2

2 (верхняя половина катеноида)

показывает, что уже в 2-областях существуют решения уравнения ми-
нимальной поверхности, имеющие критические точки. Эта функция
определена в 2-области D, описываемой неравенством

{x = (x1, x2) ∈ R
2 : x2

2 < ch2x1} ,
обращается в нуль на границе ∂D и имеет критическую точку (0, 0)
индекса 1.
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Задачи: 1) Дать решение задачи Ниче, указав в полном объеме
класс областей, на которых принцип максимума для решений уравне-
ния минимальной поверхности имеет место в усиленной формулировке.
2) Найти оценки суммарного топологического индекса для целых реше-
ний уравнения типа минимальной поверхности, лучшие, чем в теореме
9.6.1. 3) Расширить класс уравнений типа минимальной поверхности,
для решений которых указанные эффекты имеют место.



Глава 10

Решения вблизи границы

Изучаются обобщенные решения уравнений типа минимальных поверх-
ностей. Устанавливается, что всякое решение имеет на границе не более
счетного числа скачков. В частности, всякое решение, определенное во
внешности круга, продолжимо по непрерывности всюду на граничную
окружность за возможным исключением некоторого счетного множе-
ства точек. Приводится оценка суммы некоторых нелокальных харак-
теристик скачков решения на границе. Доказывается теорема типа тео-
ремы Фату об угловых граничных значениях. См. [65], [177], [68], [187],
[81].

10.1 Основные результаты

ПустьD ⊂ R
2 — область и пусть e ⊂ D — некоторое множество нулевой

линейной меры Хаусдорфа.
Пусть

A = (A1(x, ξ), A2(x, ξ)) : (D \ e) × R
2 → R

2

— непрерывная вектор-функция. Предположим, что для всякой точки
x = (x1, x2) ∈ D \ e и всякого ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2 выполнены следующие
структурные условия:

ν1
|ξ|2√

1 + |ξ|2
≤

2∑

i=1

ξiAi(x, ξ), (10.1.1)

|A(x, ξ)| ≤ ν2(x), (10.1.2)

где ν1 — положительная постоянная и ν2(x) — положительная непре-
рывная функция.

233
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Ниже мы будем предполагать, что функция ν2(x) подчинена следу-
ющему ограничению

lim
{Dn}

∫

∂Dn

ν2(x) |dx| = ν∗2 <∞, (10.1.3)

где нижний предел берется по всевозможным последовательностям {Dn}
подобластей областиD со спрямляемыми границами, для которыхDn ⊂
Dn+1, ∪∞

n=1Dn = D. (Здесь и ниже символомH обозначается замыкание
множества H ⊂ R

2 в топологии R
2.)

Рассмотрим уравнение

2∑

i=1

d

dxi
Ai(x,∇f) = 0 . (10.1.4)

Как и выше, в главе VIII, мы будем использовать следующее опре-
деление обобщенного решения. Обозначим через Db(f) подмножество
D, в каждой точке которого функция f не имеет полного дифферен-
циала. Под обобщенным решением уравнения (10.1.4) будем понимать
произвольную локально липшицеву функцию f такую, что для всякой
ограниченной подобласти ∆, ∆ ⊂ D, со спрямляемой границей ∂∆,
mes1 (∂∆ ∩Db(f)) = 0, и произвольной функции ϕ ∈ Lip ∆ имеет ме-
сто соотношение

∫

∂∆

ϕ
2∑

i=1

Ai(x,∇f)ni |dx| =

∫

∆

2∑

i=1

ϕ′
xi
Ai(x,∇f) dx1 dx2 . (10.1.5)

Здесь и ниже n = (n1(x), n2(x)) есть единичный вектор внешней нор-
мали к границе ∂∆.

Множество точек разрыва вектор-функции A имеет нулевую линей-
ную меру Хаусдорфа и, тем самым, контурный интеграл в (10.1.5) су-
ществует.

Упражнение. Доказать (или опровергнуть !), что классы обобщен-
ных решений уравнений типа минимальной поверхности (9.2.1), (9.2.2),
(9.2.3), вводимых здесь и в главе IX совпадают. �

Пусть f – непрерывная функция, определенная в области D ⊂ R
2,

имеющей спрямляемую границу. Говорят, что функция f имеет ко-
нечное (или бесконечное) угловое граничное значение α в точке a =
(a1, a2) ∈ ∂D, если

lim
x→a

f(x) = α
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вдоль любого угла C с вершиной в точке a, лежащего внутри D.
Следующая теорема является версией классической теоремы П. Фа-

ту [96, глава I, §5]. Всякая ограниченная, гармоническая в единичном
круге B функция f имеет угловые граничные значения почти всюду
на окружности ∂B.

Более того, существуют примеры неограниченных гармонических функ-
ций, не имеющих угловых граничных значений на множествах H ⊂ ∂B
линейной меры mes1H > 0 [43, глава 2, §10].

Задача. (И.С.С.Ниче [200, глава VII, n.4]) Справедливы ли теоре-
мы типа Фату для решений f уравнения минимальных поверхностей
(2.3.14) ?

Следующий результат в данном направлении был получен автором
в [68].

A) Всякое решение уравнения минимальных поверхностей (2.3.14)
имеет конечные или бесконечные угловые граничные значения почти
всюду на ∂B.

Подчеркнем, что никаких дополнительных ограничений на решение
не предполагается.

Вместе с тем необходимо заметить, что поведение решений уравне-
ния (2.3.14) зависит от специфики строения области, где эти решения
определены. Именно, для решений, определенных во внешности круга
B, имеет место утверждение [68].

B) Всякое решение уравнения минимальных поверхностей (2.3.14),
определенное над R

2 \B, продолжимо по непрерывности почти всюду
на границу, т.е. почти всюду на окружности ∂B существует конеч-
ный предел

lim
x→a

f(x) = α, x ∈ R
2 \B.

В настоящей главе мы доказываем следующее утверждение

Теорема 10.1.1. Пусть D ⊂ R
2 — область с жордановой спрямляе-

мой границей. Всякое обобщенное решение уравнения (10.1.4) со струк-
турными условиями (10.1.1), (10.1.2), (10.1.3) имеет конечные или бес-
конечные угловые граничные значения почти всюду на ∂D.

Относительно обобщений см. [187], [81].

Пример 1. Решение уравнения (2.3.14) может принимать беско-
нечные значения на множестве положительной меры. Рассмотрим по-
верхность Шерка

f(x1, x2) = log
cosx2

cosx1
,
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определенную над квадратом −π
2 < xi <

π
2 (i = 1, 2). Эта поверхность

минимальна, а функция f равна ±∞ на горизонтальных и вертикаль-
ных участках границы квадрата. В вершинах квадрата вдоль его гра-
ницы функция f имеет скачки. �

Пусть D ⊂ R
2 — односвязная область с жордановой границей ∂D и

O ∈ D — фиксированная точка. Пусть U ⊂ D — открытое множество.
Обозначения: [U ] = U \ ∂D, ∂ ′U = [U ] \ U.
Определение 10.1.1. Пусть f — непрерывная в области D функ-
ция. Будем называть a ∈ ∂D точкой квазинепрерывности f , если
существует последовательность подобластей {Dk}∞k=1, области D со
свойствами:

(α) каждая из ∂ ′Dk отделяет a от фиксированной точки O;

(β) ∩k [Dk] = ∅; length ∂ ′Dk → 0 при k → ∞;

(γ) lim infk→∞ osc(∂ ′Dk, f) = 0,
где osc(A, f) = supx∈A f − infx∈A f — колебание функции f на множе-
стве A.

Все остальные точки ∂D будем называть точками скачка функции
f.

Введем следующую нелокальную характеристику граничной точки
a ∈ ∂D. Положим

δ(a, f, O) = inf
γ

max{osc (γ, f), length (γ)},

где точная нижняя грань берется по всевозможным дугам γ ⊂ D, γ ∩
∂D 6= ∅, разделяющим точки a и O в D.

Ясно, что точка a ∈ ∂D является точкой квазинепрерывности f тогда
и только тогда, когда δ(a, f, O) = 0.

Строение решений уравнения (2.3.14) в точках скачка исследовалось
К. Ланкастером [177]. Мы докажем, что граничные точки квазинепре-
рывности решений f уравнения типа минимальной поверхности явля-
ются типичными.

Рассмотрим множество H всех кусочно непрерывных функций h :
R → R со свойствами:

(i) 0 ≤ h(t) ≤ 1 для всех t ∈ R;

(ii)
+∞∫
−∞

h(t) dt ≤ h0 <∞, h0 = const.

Имеет место теорема.

Теорема 10.1.2. Пусть D ⊂ R
2 — односвязная область, ограничен-

ная простой спрямляемой жордановой кривой ∂D, O ∈ D. Пусть f —
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произвольное решение в D уравнения (10.1.4) со структурными огра-
ничениями (10.1.1), (10.1.2), (10.1.3).

Тогда для произвольной h ∈ H функция

w(x) =

f(x)∫

−∞

h(t) dt

квазинепрерывна во всех точках a ∈ ∂D за исключением разве лишь
счетного множества.

Более того, если a1, a2, . . . — точки скачка f , то

3∑
i=1

max

{
π − K2

πδ2(ai, w,O)
, 0

}
+

+2
∞∑
i=4

arcsin

(
1
2 exp

{
− K2

δ2(ai, w,O)

})
≤ π ,

(10.1.6)

где

K = 2
√
π

(
h0
ν∗2
ν1

+ 2 mes2 (D)

)1/2

.

Пример 2. Предположим, что |f | < 1 всюду в D. Выберем

h(t) =

{
1 при t ∈ [−1, 1] ,
0 при |t| > 1 .

Для вспомогательной функции

w(x) =

f(x)∫

−∞

h(t) dt

выполнено 0 ≤ w(x) ≤ 2. Точки квазинепрерывности функции f(x)
суть точки квазинепрерывности w(x), при этом

δ(ak, w,O) = δ(ak, f, O) для всех k = 1, 2, . . . .

�

Пример 3. В общем случае неограниченной функции f(x) можем
положить

h(t) =
1

1 + t2
.
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Тогда

w(x) =

f(x)∫

−∞

dt

1 + t2
= arctg f(x) +

π

2
.

Здесь теорема 10.1.2 гарантирует квазинепрерывноcть функции
arctg f(x). Ясно, что в общем случае квазинепрерывность этой функции
не влечет квазинепрерывности f(x). Функция f(x) из примера 1 не яв-
ляется квазинепрерывной ни в одной граничной точке, однако функция
arctg f(x) квазинепрерывна всюду на границе квадрата за исключени-
ем его вершин. �

В качестве следствия теоремы 10.1.2 мы имеем утверждение.

Теорема 10.1.3. Пусть E = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : x2

1 + x2
2 > 1} —

внешность единичной окружности C. Пусть D ⊂ E — область и
Γ ⊂ (C ∩ ∂D) — некоторая граничная дуга.

Тогда всякое решение f уравнения минимальной поверхности (2.3.14)
в D продолжимо по непрерывности в любую точку a ∈ Γ, исключая,
самое большее, счетное множество.

Задачи: 1) Найти аналоги теоремы 10.1.3 для решений уравне-
ний типа минимальной поверхности. 2) Доказать (или опровергнуть)
теорему 10.1.3 после замены в ее формулировке граничной окружности
вогнутой кривой достаточно общего вида.

10.2 Вспомогательное конформное отображение

10.2.1 Определение и свойства

Пусть Ω — график локально липшицевой в области D ⊂ R
2 функции

x3 = f(x1, x2) и пусть

ds2
Ω = (1 + f ′2x1

) dx2
1 + 2f ′x1

f ′x2
dx1 dx2 + (1 + f ′2x2

) dx2
2 (10.2.7)

— квадрат длины линейного элемента на Ω.
Выберем произвольно точку a ∈ D, где f имеет полный дифференци-

ал. Функция f ∈ LipD, а потому по теореме Радемахера имеет полный
дифференциал почти всюду в D.

Квадратичная форма ds2
Ω положительно определена, и бесконечно

малая окружность в метрике ds2
Ω с центром в точке a есть бесконеч-

но малый эллипс в евклидовой метрике. Пусть θ(a), 0 ≤ θ < π, и p(a),
p ≥ 1, — характеристики этого эллипса, т.е. угол между его наибольшей
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осью и осью Ox1 и отношение его большей оси к меньшей, соответствен-
но.

Не трудно видеть, что

θ(a) =
π

2
+ arctg

f ′x2
(a)

f ′x1
(a)

, p(a) =
√

1 + |∇f(a)|2.

Рассмотрим квазиконформное отображение u = u(x) области D в
плоскость переменной u = (u1, u2) с характеристиками, почти всюду
в D совпадающими с θ(x) и p(x). Поскольку ess supD′ p(x) < ∞ для
произвольной ограниченной подобласти D′, D′ ⊂ D, такое отображение
существует и определено с точностью до конформного отображения в
u−плоскости (см. теорему 3.7.2).

Мы будем предполагать известными следующие свойства квазикон-
формного отображения u : D → R

2.

1) Отображение u = u(x) имеет полный дифференциал почти всю-
ду в D и в каждой точке дифференцируемости преобразует бесконечно
малый эллипс с характеристиками θ(x), p(x) в бесконечно малые круги
(см. [8, §1]).

2) Отображение u = u(x) имеет обобщенные производные в смысле
С.Л. Соболева, суммируемые с квадратом локально в D, т.е. принадле-
жит классу W 1,2

loc (D) (см. [8, §4]).

3) Обозначим через G = u(D) образ области D при отображении
u = u(x), через x = x(u) = (x1(u), x2(u)) — обратное отображение. Ха-
рактеристика p(u) обратного отображения x : G → D локально огра-
ничена в области G (см. [8, §1]) и, в силу свойства 2), отображение
x = x(u) также принадлежит классу W 1,2

loc (G).

Положим x3(u) = f(x(u)). Так как функция f локально липшицева
в D, то, в силу 3), функция x3(u) ∈ W 1,2

loc (G).
Из 2) вытекает, что вектор-функция χ(u) = (x1(u), x2(u), x3(u)) так-

же принадлежит классу W 1,2
loc (G). Ясно, что χ(u) имеет дифференциал

почти всюду.
Вектор-функция χ : G→ Ω осуществляет взаимно-однозначное отоб-

ражение области G = u(D) на поверхность Ω. Пусть a ∈ G — точка
дифференцируемости χ. Обозначим через j : F → D проекцию поверх-
ности Ω на область D. Отображение χ : G → Ω является композицией
отображений j−1 и x(u), а потому преобразует бесконечно малый круг
с центром в точке a сначала в бесконечно малый эллипс в x−плоскости
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(по свойству 1)) и, далее, в бесконечно малый круг на поверхности Ω
(по определению характеристики p(x)).

Тем самым, χ : G → Ω конформно почти всюду и почти всюду на
G обладает свойствами (2.1.2). Переменные u1, u2 суть изотермические
координаты на Ω.

10.2.2 Конформный тип поверхности

В силу сказанного выше, будем говорить, что поверхность Ω имеет па-
раболический конформный тип, если G = R

2, и гиперболический кон-
формный тип, если G 6= R

2.
Фиксируем произвольно функцию h ∈ H. Обозначим через W гра-

фик функции

w(x) =

f(x)∫

−∞

h(t) dt.

Теорема 10.2.1. Пусть D ⊂ R
2 — односвязная область, ограничен-

ная простой жордановой спрямляемой кривой. Если f есть обобщен-
ное решение уравнения (10.1.4) в D со структурными ограничениями
(10.1.1), (10.1.2), (10.1.3), то для любой h ∈ H график W функции
x3 = w(x) имеет гиперболический конформный тип.

Некоторые признаки гиперболичности и параболичности конформ-
ного типа графика функции могут быть получены из теоремы 1.7.1.
Приведем для полноты два таких признака.

Теорема 10.2.2. Пусть f – локально липшицева функция и пусть Ω
– ее график.

Тогда, если Ω задана над кругом |x| < R, 0 < R ≤ ∞, и для некото-
рого 0 < r < R выполнено

∫

r<|x|<R

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dx1dx2

|x|2 <∞ , (10.2.8)

то Ω имеет гиперболический конформный тип.
Если Ω определена над всей плоскостью R

2 и

lim
R→∞

1

R2

∫

1<|x|<R

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dx1dx2 = 0 , (10.2.9)
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то Ω имеет параболический конформный тип.

Здесь символом x⊥ обозначен единичный вектор в R
2, ортогональ-

ный вектору x и образующий угол 3π/2 в направлении от x⊥ к x.

Доказательство несложно. Зафиксируем 0 < r < R < ∞. Пусть
Γ(r, R) – семейство всевозможных локально спрямляемых дуг γ, соеди-
няющих граничные окружности и лежащих в круговом кольце {r <
|x| < R}. Так как modΩ Γ(r, R) есть конформный инвариант, то Ω име-
ет параболический тип тогда и только тогда, когда modΩ Γ(r, R) = 0.
В силу замечания, сделанного в конце раздела 1.7, имеем




R∫

r

dτ

τ

2π∫

0

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dθ




−1

≥

≥ modΩΓ(r, R) ≥
2π∫

0

dθ
R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2
τ
√

1 + |∇f |2
dτ

.

Пользуясь интегральным неравенством Коши, находим

(R− r)2 ≤
R∫

r

dτ

τ

2π∫

0

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dθ

×

×
R∫

r

τ dτ

2π∫

0

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dθ
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и, далее,

(R− r)2

∫

r<|x|<R

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dx1dx2

≤
R∫

r

dτ

τ

2π∫

0

1 + 〈∇f, (x/|x|)〉2√
1 + |∇f |2

dθ

,

что доказывает (10.2.9).
Для доказательства (10.2.2) воспользуемся неравенством Коши



2π∫

0

dθ




2

≤
2π∫

0

dθ

τ

R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dτ

2π∫

0

τ dθ

R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dτ

и, далее,

4π2

2π∫

0

dθ

R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2
τ
√

1 + |∇f |2
dτ

≤
2π∫

0

τ dθ
R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dτ

.

Таким образом, мы получаем

4π2

∫

r<|x|<R

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dx1dx2

|x|2
≤

2π∫

0

τ dθ
R∫

r

1 + 〈∇f, x⊥〉2√
1 + |∇f |2

dτ

.

Условие (10.2.8) влечет, что modΩΓ(r, R) > 0 и поверхность Ω имеет
параболический конформный тип. �

Относительно признаков конформного типа см. также [217], [196],
[66], [154], [119] и др.

10.2.3 Свойства относительного расстояния

Пусть Ω ⊂ R
3 — график локально липшицевой функции f , определен-

ной над односвязной областью D ⊂ R
2, и O′ ∈ Ω — фиксированная

точка.
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Для произвольной пары точек p, q ∈ Ω пусть ρ(p, q;O′,Ω) – относи-
тельное расстояние между ними, введенное в главе 4. Символом ∂Ω̃,
как и выше, обозначаем границу Ω в метрике ρ, т.е. множество всевоз-
можных последовательностей {pn} точек на Ω, фундаментальных по
относительной метрике ρ и не имеющих точек накопления на Ω.

Если Ω — график постоянной функции x3 ≡ const над областью
D ⊂ R

2, то мы идентифицируем Ω с D, и относительная граница ∂Ω̃
совпадает с границей К. Каратеодори области D.

Предположим, что область D односвязна, а ее образ G = u(D) от-
личен от целой плоскости R

2. Так как соотношения (2.1.2) инвариант-
ны относительно конформных преобразований в плоскости переменной
u = (u1, u2), то, не умаляя общности, можем считать область G огра-
ниченной.

Рассмотрим описанное выше конформное отображение

χ(u) = (x1(u), x2(u), x3(u)) : G→ Ω, u = (u1, u2) . (10.2.10)

Положим O′′ = χ−1(O′) и обозначим через r(G) евклидово расстоя-
ние от O′′ до ∂G.

Следующее утверждение есть специальный случай теоремы 4.3.1.

Теорема 10.2.3. Если площадь mes2 (Ω) < ∞, то для произвольной
пары точек p, q ∈ G, удовлетворяющих условию

ρ(p, q;O′′, G) < min{1, 1

16
r4(G)}, (10.2.11)

справедлива следующая оценка относительного расстояния

ρ(χ(p), χ(q);O′,Ω) ≤ K log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
. (10.2.12)

Здесь
K = 2

√
πmes2 (Ω).

Для доказательства достаточно заметить, что поверхность Ω, за-
даваемая графиком локально липшицевой функции f , является ло-
кально билипшицевой. Это очевидно, поскольку для любой подобласти
D′ ⊂⊂ D соотношение (10.2.7) влечет

|dx|2 ≤ ds2
Ω = (1+f ′2x1

) dx2
1+2f ′x1

f ′x2
dx1 dx2+(1+f ′2x2

) dx2
2 ≤ C(f,D′) |dx|2 ,

где C(f,D′) – постоянная. �

Оценка (10.2.12) влечет, что всякая фундаментальная по относитель-
ному расстоянию ρ(p, q;O′′, G) последовательность точек {an} ⊂ G пре-
образуется в фундаментальную в метрике ρ(χ(p), χ(q);O′,Ω) последо-
вательность {χ(an)} ⊂ Ω. Тем самым, мы получаем утверждение.
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Следствие 10.2.1. В описанных в теореме 10.1.3 условиях конформ-
ное отображение (10.2.10) продолжимо до непрерывного отображения
"относительной границы"∂G̃ на "относительную границу"∂Ω̃.

Отметим следующее важное свойство проекции j : F → D.

Лемма 10.2.1. Пусть Ω — график локально липшицевой функции,
определенной над односвязной областью D ⊂ R

2, и проекция j(O′) =
O.

Тогда для произвольной пары точек p, q ∈ Ω выполнено

ρ(j(p), j(q);O,D) ≤ ρ(p, q;O′,Ω). (10.2.13)

Доказательство. Достаточно заметить, что проекция j : F → D не
увеличивает длин кривых. �

Пусть x(u) = (x1(u), x2(u)) : G→ D — отображение, осуществляемое
компонентами x1(u), x2(u) вектор-функции (10.2.10).

Следствие 10.2.2. Если mes2 (Ω) < ∞, то для произвольной пары
точек p, q ∈ G со свойством (10.2.11) выполнено

ρ(x(p), x(q);O,D) ≤ K log−1/2 1

ρ(p, q;O′′, G)
,

где K — постоянная из теоремы 10.2.3.

Доказательство следует из теоремы 10.2.3 и леммы 10.2.1. �

10.3 Скачки решения на границе

Докажем теорему 10.1.2.

10.3.1 Оценка площади графика

Заметим сначала, что утверждение тривиально, если f ≡ const. Так
что, мы можем считать f 6≡const.

Пусть f — локально липшицево решение уравнения (10.1.4) со струк-
турными условиями (10.1.1)–(10.1.3). Будем предполагать область D
односвязной и ограниченной простой жордановой спрямляемой кривой.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 10.3.1. В описанных предположениях выполнено

mes2 (W ) ≤ h0ν + 2 mes2 (D). (10.3.14)
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Доказательство. Зафиксируем последовательность областей Dk,
k = 1, 2, . . . , так, чтобы

Dk ⊂ Dk+1, ∪∞
k=1Dk = D.

Функция w(x) принадлежит классу Lip (Dk), k = 1, 2, . . .. Выбирая
φ = w(x) в (10.1.5), получаем
∫

Dk

2∑

i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)h(f(x)) dx1 dx2 =

∫

∂Dk

w(x)
2∑

i=1

Ai(x,∇f)ni |dx|

≤
∫

∂Dk

w(x) |A(x,∇f)| |dx|.

Так как 0 < w(x) ≤ h0 <∞, то
∫

Dk

2∑

i=1

f ′xi
Ai(x,∇f)h(f(x)) dx1 dx2 ≤ h0

∫

∂Dk

|A(x,∇f)| |dx|.

Переходя к пределу при k → ∞ и пользуясь структурными ограниче-
ниями (10.1.1) – (10.1.3), находим

ν1

∫

D

|∇f |2√
1 + |∇f |2

h(f(x)) dx1 dx2 ≤ h0 ν
∗
2 . (10.3.15)

Из (10.3.15) выводим
∫

D

√
1 + |∇f |2h(f(x)) dx1 dx2 ≤ h0

ν∗2
ν1

+

∫

D

h(f(x))√
1 + |∇f |2

dx1 dx2.

Отсюда, вспоминая, что 0 ≤ h(f(x)) ≤ 1, приходим к оценке∫

D

|∇w(x)| dx1 dx2 =

∫

D

|∇f(x)|h(f(x)) dx1 dx2 ≤ h0
ν∗2
ν1

+ area (D).

Поскольку √
1 + |∇w(x)|2 < 1 + |∇w(x)|,

окончательно находим∫

D

√
1 + |∇w|2 dx1 dx2 ≤ h0

ν∗2
ν1

+ 2 area (D),

что эквивалентно (10.3.14). �
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10.3.2 Монотонность решения

Квадрат элемента длины на поверхности W дается выражением

ds2
W =

2∑

i,j=1

gij(x) dxi dxj, gij(x) = δij + w′
xi
w′
xj
dxi dxj (i, j = 1, 2),

где δij (i, j = 1, 2) — символ Кронекера.
Пусть (gij(x)) = (gij)

−1(x) — матрица, обратная к матрице (gij). Про-
стые вычисления влекут

gij = δij −
w′
xi
w′
xj

1 + |∇w|2 .

Для произвольного ξ ∈ R
2 полагаем

|ξ|2W =
2∑

i,j=1

gij(x) ξiξj.

Легко проверяется, что

|∇w|2W =
1 + w′2

x2

1 + |∇w|2 w
′2
x1
− 2

w′
x1
w′
x2

1 + |∇w|2 w
′
x1
w′
x2

+

+
1 + w′2

x1

1 + |∇w|2 w
′2
x2

=
|∇w|2

1 + |∇w|2 .

Поскольку ∇w(x) = h(f(x))∇f(x), соотношение (10.3.15) дает
∫

D

|∇w|2√
h2(f) + |∇w|2

dx1 dx2 =

∫

D

|∇f |2√
1 + |∇f |2

h(f(x)) dx1 dx2 ≤ h0
ν∗2
ν1
.

Отсюда, учитывая, что h(f(x)) ≤ 1, приходим к неравенству
∫

D

|∇w|2√
1 + |∇w|2

dx1 dx2 ≤ h0
ν∗2
ν1
,

или ∫

D

|∇w|2W
√

1 + |∇w|2 dx1 dx2 ≤ h0 ν. (10.3.16)

Нам потребуется следующее утверждение.
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Лемма 10.3.2. Всякое обобщенное решение f уравнения (10.1.4) со
структурными условиями (10.1.1), (10.1.2), (10.1.3) является моно-
тонным в смысле Лебега.

Доказательство. Действительно, предположим, что a ∈ D есть, на-
пример, точка строгого локального максимума. Для достаточно малых
ε > 0 множество {x ∈ D : f(x) > f(a) − ε} содержит предкомпактную
компоненту связности U ⊂ D, a ∈ U .

На границе области U мы имеем f(x) − f(a) + ε = 0. Для почти
всех ε > 0 кривые ∂U спрямляемы. Выбирая в (10.1.5) функцию φ =
f(x) − f(a) + ε, для почти всех ε > 0 можем записать

∫

U

2∑

i=1

f ′xi
Ai(x,∇f) dx1dx2 =

∫

∂U

(f(x)−f(a)+ε)
2∑

i=1

Ai(x,∇f)ni |dx| = 0.

Тем самым, из структурного предположения (10.1.1) вытекает
∫

U

|∇f |2√
1 + |∇f |2

dx1dx2 = 0,

т.е. ∇f ≡ 0 и f ≡ const в U. Противоречие с предположением, что a —
точка локального максимума в строгом смысле. �

10.3.3 Доказательство теоремы 10.2.1

Как и выше, посредством вспомогательного квазиконформного отобра-
жения u = u(x) : D → R

2 вводим изотермические координаты (u1, u2)
на поверхности W .

Рассмотрим отображение x = x(u) = (x1(u), x2(u)), обратное к u =
u(x), и функцию x3(u) = w(x(u)). Векторнозначная функция χ(u) =
(x1(u), x2(u), x3(u)) осуществляет взаимно однозначное конформное отоб-
ражение области G = u(D) на поверхность W .

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы. Сначала мы
заметим, что по лемме 10.3.2 функция w(x) монотонна вD, и поскольку
отображение x(u) : D → G гомеоморфно, функция w∗(u) = w(x(u))
также монотонна в G. Так как отображение x(u) квазиконформно и
функция f локально липшицева, то w∗ ∈ W 1,2

loc (G).
Предположим, что функция w∗ определена над всей плоскостью R

2.
Зафиксируем произвольно R > 0 и t > 1. Пусть B(τ) и S(τ) — круг и
окружность с центром в точке u = 0 и радиусом τ, соответственно.
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Как и соотношение (4.3.10), устанавливаем

inf
R≤τ≤tR

osc(S(τ), w∗) ≤
(

2π I(R)

log t

)1/2

, (10.3.17)

где

I(R) =

∫

|u|<tR

|∇w∗|2du1 du2.

Функция w∗ монотонна и потому для любого t > 1 выполнено

osc(B(R), w∗) ≤ osc(S(R), w∗) ≤ inf
R≤τ≤tR

osc(S(τ), w∗).

Следовательно,

osc(B(R), w∗) ≤
(

2π I(∞)

log t

)1/2

.

Учитывая неравенство (10.3.16), находим

I(∞) =

∫

R2

|∇w∗|2 du1 du2 =

∫

D

|∇w|2W
√

1 + |∇w|2 dx1 dx2 ≤ h0 ν,

а потому

osc(B(R), w∗) ≤
(

2π h0 ν

log t

)1/2

.

Полагая теперь здесь t → ∞, заключаем, что w∗ ≡ const на B(R).
Но R > 0 произвольно, а потому w∗ ≡ const во всей плоскости R

2.
Отсюда вытекает, что w ≡ const в D.

Однако, если w ≡ const в области D, то отображение u = u(x) : D →
R

2 есть конформное отображение в евклидовой метрике и образом огра-
ниченной области D не может быть вся плоскость R

2. Противоречие.
�

10.3.4 Точки квазинепрерывности

Так как односвязная область G 6= R
2, а отображение u(x) : D → G

определено с точностью до конформного преобразования в u−плоскости,
мы вправе предполагать, что область G является единичным кругом с
центром в точке O′′.

Покажем, что все точки ∂G суть точки квазинепрерывности w∗.
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Фиксируем произвольно точку a ∈ ∂G. Пусть S(a, τ) — компонента
связности множества {u ∈ G : |u−a| = τ}, разделяющая точку a ∈ ∂G
и начало координат O′′, 0 < τ < 1.

Как и в (10.3.17), доказываем, что для всякого R ∈ (0, 1) и всякого
t ∈ (0, 1) существует τ0 ∈ (tR,R) такое, что

inf
tR<τ<R

osc (S(a, τ), w∗) ≤
(

2π I

log 1
t

)1/2

,

где

I =

∫

G

|∇w∗|2 du1 du2.

Выбирая теперь tn → 0, находим последовательность τn → 0, вдоль
которой

osc(S(a, τn), w
∗) → 0. (10.3.18)

Это означает, что a есть точка квазинепрерывности функции w∗ в точке
a ∈ ∂G.

По лемме (10.3.1) интеграл
∫

D

√
1 + |∇w|2 dx1 dx2 <∞.

Пользуясь теоремой 10.1.3 и леммой 10.2.1, заключаем, что отобра-
жение

x(u) = j ◦ χ(u) : G→ D

непрерывно вплоть до границы единичного круга ∂G.
Обозначим через x̃(u) : G → D, x̃(u)|G = x(u), соответствующее

отображение замкнутых областей, полученное продолжением по непре-
рывности на границу ∂G отображения x(u) : G→ D.

При этом, согласно следствию 10.2.2, для любых точек p, q ∈ G та-
ких, что ρ(p, q;O′′, G) < 1/16, справедлива оценка относительного рас-
стояния

ρ(x̃(p), x̃(q); O,D) ≤ K1 log−1/2 1

ρ(p, q; O′′, G)

с постоянной
K1 = 2

√
πmes2 (W ).

Cогласно лемме 10.3.1,

K1 ≤ 2
√
π (ν h0 + 2 area (D))1/2 = K.
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В частности, если точки p и q лежат на граничной окружности и
|p − q| < 1/16, то ρ(p, q;O′′, G) = |p − q|. Поэтому найденная оценка
принимает вид

ρ(x̃(p), x̃(q);O,D) ≤ K log−1/2 1

|p− q| при |p− q| < 1

16
. (10.3.19)

Так как отображение x̃(u) : G → D непрерывно, то прообразом
x̃−1(a) всякой точки a ∈ ∂D является замкнутое множество на еди-
ничной окружности ∂G. При этом для любых двух точек a 6= b на ∂D
выполнено

x̃−1(a) ∩ x̃−1(b) = ∅.
Множество x̃−1(a) связно. Действительно, поскольку граница ∂D яв-

ляется простой жордановой кривой, то при достаточно малых ε > 0
множество Uε = {x ∈ D : |x − a| < ε} связно. Отображение x(u) :
G → D гомеоморфно, а потому прообразы x−1(Uε) связны для всех
ε ∈ (0, ε0), где ε0 > 0 достаточно малое число. Тем самым, множество

x̃−1(a) = ∩ε>0U ε

также связно.
Итак, для произвольной точки a ∈ ∂D множество x̃−1(a) может быть

или изолированной точкой или замкнутой связной дугой.
Поскольку количество попарно непересекающихся дуг на окружно-

сти может быть, разве лишь, счетным, то обратное отображение x̃−1(x)
однозначным образом определено всюду на границе ∂D, исключая, са-
мое большее, некоторое счетное множество E ⊂ ∂G.

Покажем, что всякая точка a ∈ ∂D \E есть точка квазинепрерыв-
ности функции w(x).

Пусть b = x̃−1(a) — прообраз точки a ∈ ∂D \ E. Согласно (10.3.18)
существует последовательность подобластей {Gn}, ∂′Gn = S(b, τn), со
свойствами: каждая из дуг ∂ ′Gn отделяет точку b от начала координат
O; length (∂ ′Gn) → 0 и osc (∂ ′Gn, w

∗) → 0 при n → ∞; наконец,
∩∞
n=1[Gn] = ∅.
Положим Dn = x(Gn), n = 1, 2, . . .. Так как отображение x(u) : G→

D гомеоморфно, то каждая из дуг ∂Dn = x(S(b, τn)) отделяет точку
a ∈ ∂D от O.

Отображение x̃(u) : G → D непрерывно и потому length ∂ ′Dn → 0 и
∩∞
n=1[Dn] = ∅.
Наконец, osc (∂ ′Dn, w) = osc(S(b, τn), w

∗), а потому osc (∂ ′Dn, w) → 0
при n→ ∞.

Тем самым, точка a ∈ ∂D \E обладает всеми свойствами, определя-
ющими точки квазинепрерывности функции w(x).
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10.3.5 Поведение решения в точках скачка

Зададим произвольно точку скачка a ∈ E. Ее прообраз x̃−1(a) есть
некоторая дуга β окружности |u| = 1. Оценим ее длину l(β).

Пусть ξ ∈ β — середина дуги. Легко вычисляется, что расстояние от
ξ до концов дуги есть

r = 2 sin
l(β)

4
.

Предположим, что r < 1, т.е. l(β) < 2
3π. Рассмотрим семейство окруж-

ностей {S(ξ, τ)} с центром в точке ξ и радиусами τ, r < τ < 1. Поло-
жим Cτ = G ∩ S(ξ, τ).

На основании неравенства (4.3.8) имеем

1∫

r

l2(χ(Cτ))

τ
dτ ≤ 2π

∫

∆r,1

3∑

i=1

|∇xi(u)|2 du1 du2.

Заметим теперь, что при всяком τ ∈ [r, 1] выполнено

l(χ(Cτ)) ≥ max{osc (x(Cτ), w), length (x(Cτ))} ≥ δ(a, w,O),

а потому

δ2(a, w, O) ≤ 4π log−1 1

r
mes2 (W ).

Тем самым, учитывая оценку (10.3.14), приходим к неравенству

δ2(a, w,O) ≤ K2

log 1/r
,

где K — постоянная из теоремы 10.1.2.
Отсюда,

r = 2 sin
l(β)

4
≥ exp{− K2

δ2(a, w,O)
},

и мы приходим к следующей оценке величины l(β) для "малых" δ(a, w,O)

l(β) ≥ 4 arcsin

(
1

2
exp{− K2

δ2(a, w,O)
}
)

при l(β) <
2

3
π. (10.3.20)

Приступим к оценке величины l(β) для "больших"δ(a, w,O).
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Пусть a ∈ ∂D∩E — точка скачка, в которой 2
3π ≤ l(β) ≤ 2π. Не огра-

ничивая общности, можем считать, что дуга β = x̃−1(a) описывается
соотношениями

β = {u = (u1, u2) : u2
1 + u2

2 = 1, −l(β)

2
≤ arctg

u2

u1
≤ l(β)

2
}.

Зададим отрезок

γ = {u = (u1, u2) : 0 ≤ u1 ≤ 1, u2 = 0}
и обозначим через p1 и p2 граничные точки единичного круга с разрезом
γ, лежащие на пересечении окружности |u| = 1 с верхним и нижним
краями разреза γ, соответственно.

Пусть T : G → V — конформное отображение круга |u| < 1 с разре-
зом γ на полукруг V = {v = (v1, v2) : v2

1 + v2
2 < 1, v2 > 0} такое, что

T (p1) = (1, 0), T (p2) = (−1, 0) и T (0, 0) = (0, 0).
При отображении T дуге β ⊂ ∂G соответствует дуга

η =

{
v = (v1, v2) :

l(β)

4
≤ arctg

v2

v1
≤ π − l(β)

4

}
.

При всяком 0 < k < cos l(β)
4 прямолинейный отрезок

ζ(k) = {v = (v1, v2) : −
√

1 − k2 < v1 <
√

1 − k2, v2 = k}
отделяет в области V дугу η от точки (0, 0). Ее образ ζ∗(k) = x̃ ◦
T−1(ζ(k)) есть дуга, разделяющая вD точки a и O. Поэтому при всяком

k ∈ (0, cos l(β)
4 ) выполнено

l2(ζ∗(k)) ≤



∫

ζ(k)

∣∣∣∣
∂χ∗

∂v1

∣∣∣∣ dv1




2

≤ 2
√

1 − k2

∫

ζ(k)

∣∣∣∣
∂χ∗

∂v1

∣∣∣∣
2

dv1,

где χ∗ = χ ◦ T−1.
Далее,

cos l(β)/4∫

0

l2(ζ∗(k))√
1 − k2

dk ≤ 2

∫

V

∣∣∣∣
∂χ∗

∂v1

∣∣∣∣
2

dv1 dv2 ≤ 2 mes2 (W ).

Учитывая, что

l(ζ∗(k)) ≥ δ(a, w, O) при всех k ∈ (0, cos
l(β)

4
),
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отсюда получаем

δ2(a, w,O)

cos l(β)/4∫

0

1√
1 − k2

dk ≤ 2 mes2 (W ),

или

δ2(a, w,O)

(
π

2
− l(β)

4

)
≤ K2

2π

(K — постоянная из теоремы 10.1.2).
Тем самым, находим оценку

l(β) ≥ max

{
2π − 2K2

π δ2(a, w,O)
, 0

}
. (10.3.21)

10.3.6 Оценка суммарного скачка

Пусть ak — точки скачка функции w(x) и пусть βk — соответствующие
им замкнутые дуги на окружности |u| = 1, k = 1, 2, . . .. Мы вправе
предполагать, что

l(β1) ≥ l(β2) ≥ . . . ≥ l(βk) ≥ . . . .

Так как βi ∩ βj = ∅ при i 6= j, то

∞∑

k=1

l(βk) ≤ 2π.

По крайней мере, начиная с k = 4, выполнено l(βk) <
2
3π и мы можем

воспользоваться оценкой (10.3.20). Мы имеем

4
∞∑

k=4

arcsin

(
1

2
exp{− K2

δ2(a, w,O)
}
)

≤
∞∑

k=4

l(βk). (10.3.22)

Для каждой из точек a1, a2, a3 воспользуемся оценкой (10.3.21). Тогда

3∑

k=1

max{2π − 2K2

πδ2(a, w,O)
, 0} ≤

3∑

k=1

l(βk). (10.3.23)
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Объединяя (10.3.22) и (10.3.23), приходим к неравенству

3∑

k=1

max{2π − 2K2

π δ2(a, w,O)
, 0} + 4

∞∑

k=4

arcsin

(
1

2
exp{− K2

δ2(a, w,O)
}
)

≤
3∑

k=1

l(βk) +
∞∑

k=4

l(βk) ≤ 2π.

Тем самым, теорема 10.1.2 доказана полностью. �

10.4 Теорема типа теоремы Фату

Приведем доказательство теоремы 10.1.1.
Пусть f : D → R — монотонная в смысле Лебега функция и a ∈ ∂D

— некоторая точка. Будем говорить, что f обладает в точке a свой-
ством Линделефа, если из существования конечных пределов f вдоль
любых двух путей Γ1 и Γ2, ведущих в данную точку, следует существо-
вание предела f вдоль любого пути, ведущего в a и лежащего между
Γ1 и Γ2.

Доказательство 10.1.1 опирается на следующее утверждение.

Лемма 10.4.1. Если монотонная в смысле Лебега функция квазине-
прерывна в некоторой граничной точке, то данная функция обладает
также свойством Линделефа в этой точке.

Для доказательства зафиксируем точку квазинепрерывности a ∈
∂D и некоторую последовательность подобластей {Dk}∞k=1 области D
со свойствами (α), (β) и (γ) определения 10.1.1.

Пусть Γ1 и Γ2 — произвольные пути, ведущие в точку a, вдоль ко-
торых f имеет пределы α1 и α2, соответственно. Обозначим через Uk
подобласть области Dk, заключенную между Γ1, Γ2, ∂Dk и ∂Dk+1. Не
умаляя общности, можем считать, что такая подобласть однозначным
образом определена при всяком k = 1, 2, . . ..

Для k = 1, 2, . . . мы полагаем

γ1k = ∂Uk∩Γ1, γ2k = ∂Uk∩Γ2, γ3k = ∂Uk∩∂Dk, γ4k = ∂Uk∩∂Dk+1 .

Заметим, что поскольку функция f имеет конечные пределы вдоль
Γ1 и Γ2, то

osc (γik, f) → 0 при k → ∞ для любого i = 1, 2.

Кроме того, в силу свойства (γ) определения 10.1.1, мы имеем

osc (γik, f) → 0 при k → ∞ для любого i = 3, 4.
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Таким образом, учитывая, что

∂Uk = ∪4
i=1γik,

мы можем заключить

osc (∂Uk, f) → 0 при k → ∞.

Однако, функция f монотонна в смысле Лебега, а потому

osc (Uk, f) → 0 при k → ∞.

Это означает, что функция f имеет предел вдоль последовательности
{Uk} и, в частности, α1 = α2. Тем самым, f обладает свойством Лин-
делефа в точке a. �

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 10.1.1. Пусть
f — произвольное решение уравнения (10.1.4) со структурными огра-
ничениями (10.1.1), (10.1.2), и (10.1.3) в области D. Положим Φ(x) =
arctg f(x).

Выберем h(t), как в примере 3. В силу оценки (10.3.14), имеем
∫

D

|∇Φ(x)| dx1 dx2 <∞.

Обозначим через Dc пересечение D с прямой линией {(x1, x2) ∈ R
2 :

x1 = c}, а через Γc — пересечение ∂D с той же самой прямой. Пользуясь
теоремой Фубини, заключаем, что для почти всех c, принадлежащих
проекции D на ось ox1, справедливо следующее соотношение

∫

Dc

|∇Φ(c, x2)| dx2 <∞.

Отсюда, для любой пары точек (c, x′2), (c, x′′2), которые принадлежат
одной и той же компоненте связности множества Dc, получаем

|Φ(c, x′′2) − Φ(c, x′2)| ≤
x′′2∫

x′2

|∇Φ(c, x2)| dx2 (x′2 < x′′2).

Так что, Φ(c, x2) равномерно непрерывна на каждой компоненте связ-
ности множества Dc и, следовательно, в каждой точке a ∈ Γc она имеет
предел вдоль Dc.

Будем поворачивать систему координат в (x1, x2)−плоскости на угол
α ∈ F, где F есть счетное, всюду плотное на (0, 2π) множество, и рас-
суждать каждый раз, как и выше. Тем самым, почти всякой точки
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a ∈ ∂D можно коснуться углом раствора, сколь угодно близкого к π,
и таким, что функция Φ имеет пределы вдоль каждой из сторон этого
угла.

Предположим, что точка a ∈ ∂D — произвольная точка описанного
вида. По теореме 10.1.2 функция Φ = arctg f квазинепрерывна всюду
на границе ∂D за возможным исключением некоторого счетного мно-
жества точек и, не умаляя общности, мы вправе предполагать, что a —
точка квазинепрерывности f . По лемме 10.3.2 функция f (и, следова-
тельно, Φ = arctg f) является монотонной в смысле Лебега. Тем самым,
согласно лемме 10.4.1, данная функция обладает свойством Линделефа
в a.

Выберем произвольно угол, вдоль которого Φ имеет пределы. Тогда
эти пределы равны некоторому числу α, |α| ≤ π

2 и постоянная α есть
также и предел функции Φ вдоль угловой области. Но раствор этого
угла может быть выбран сколь угодно близким к π, а потому Φ имеет
угловое граничное значение α.

Отсюда, функция f = tg Φ имеет конечное или бесконечное угловое
граничное значение tgα в этой точке. �

10.5 Непрерывность и квазинепрерывность

Ниже дается доказательство теоремы 10.2.3.
Нам будет нужен один специальный случай леммы Р. Финна [146].

В форме, необходимой ниже, это утверждение содержится в [94, лемма
10.2].

Лемма 10.5.1. Пусть ∆ — область, расположенная в кольце 1 <
|x| < b, и пусть γ — множество граничных точек области ∆, не
лежащих на единичной окружности. Пусть f — решение уравнения
минимальной поверхности (2.3.14) в ∆ такое, что для всех точек
x ∈ γ выполнено

m ≤ f(x) ≤M ,

где m и M — некоторые постоянные.
Тогда всюду в области ∆ справедливо неравенство

m− arccosh b ≤ f(x) ≤M + arccosh b. (10.5.24)

Приступим непосредственно к доказательству теоремы 10.1.3. Функ-
ция f не может обращаться тождественно в ±∞ ни на какой дуге
Γ1 ⊂ Γ (см. [94, §10]). Поэтому существует всюду плотное множество на
Γ, в каждую точку которого можно коснуться изнутри областиD дугой,
вдоль которой f ограничена. Пользуясь леммой 10.5.1, отсюда заклю-
чаем, что на любой, строго внутренней поддуге Γ1 ⊂ Γ, предельные
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значения f ограничены. Тем самым, утверждение достаточно доказать
в случае, когда область D односвязна и ограничена простой жордано-
вой спрямляемой кривой, а функция f ограничена в D.

Как показано в теореме 10.1.2, всюду на границе ∂D, за возможным
исключением некоторого счетного множества, функция f квазинепре-
рывна.

Фиксируем произвольно точку a ∈ ∂D квазинепрерывности f и неко-
торую внутреннюю точку O ∈ D. Существует последовательность {γk},
γk ⊂ D, k = 1, 2, . . ., дуг с концами на Γ, отделяющих точку a от O и
таких, что

lim
k→∞

osc (γk, f) = 0. (10.5.25)

Обозначим через Dk подобласть области D, отделяемую дугой γk от
точки O. Неравенство (10.5.24) влечет

osc (Dk, f) ≤ osc (γk, f) + 2 arccosh (1 + length (γk)) (k = 1, 2, . . .).

Поэтому на основании (10.5.25) получаем

lim
k→∞

osc (Dk, f) = 0,

и функция f продолжима по непрерывности в точку квазинепрерыв-
ности a ∈ Γ. Теорема доказана. �

Задачи: 1) Дать прямое (не использующее вспомогательного кон-
формного преобразования поверхности в плоскость изотермических ко-
ординат) доказательство теоремы 10.1.2. 2) Исследовать поведение
обобщенных решений вблизи точек квазинепрерывности и вблизи то-
чек скачка. В каких случаях можно говорить о существовании преде-
лов решений вдоль некасательных путей ? Вдоль касательных путей?
3) Найти многомерные версии теоремы типа теоремы П. Фату для ми-
нимальных графиков.
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auf die Kugeloberfläche. - Inaugural – Dissertation zur Erlangung der Doktorwürde
der Hohen Philosophischen Fakultät der Universität Leipzig, Weida i. Thür. 1928,
1-74.

[153] E.G. Grigor’eva, A.A. Klyachin, and V.M. Miklyukov, Problem of Functional
Extension and Space-Like Surfaces in Minkowski Space, Journals of Analysis and
its Applications, V. 21, n. 3, 2002, P. 719—752.

[154] A. Grigor’yan, Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion
of the Brownian motion on Riemannian manifolds, Bull. Amer. Math. Soc., V. 36,
n. 2, 1999, P. 135—249.

268



[155] M. Gromov, Metric Structures for Riemannian and Non-Riemannian Spaces,
Boston—Basel—Berlin, Birkhäuser, 1999.
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[173] P. Koskela, J. Malý, Mappings of finite distortion: The zero set of the Jacobian,
Journal of the European Mathematical Society, V. 5, n. 2, 2003, P. 95—105.

[174] S.L. Krushkal’, Quasiconformal mappings and Riemann surfaces, John
Wiley&Sons, New York, Toronto, London, Sydney, 1979.
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