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1.Introduccio

En aquesta comunicacié es presenta una experiéncia realitzada amb alumnes de
I'Institut Badalona VII, al iniciar la trigonometria a 4t d'ESO. S’hi ha conjugat la
utilitzacio de la historia de forma explicita a I'aula per situar i donar context al contingut
estudiat, amb la utilitzacié del GeoGebra com a programa de geometria dinamica que
ha facilitat la visualitzacio de les construccions geométriques que requeria el problema
plantejat.

La proposta exemplifica la utilitzacié de la historia de la trigonometria com a recurs
didactic i a la vegada situa el GeoGebra com una eina de treball molt efica¢ quan es
tracta de trobar relacions numériques entre elements geomeétrics. A partir del text de la
demostracio del teorema de Menelau s’han dissenyat dues activitats per a l'aula, a la
primera es construeix amb el GeoGeogebra la situacié descrita en el teorema i es
comprova la seva validesa; a la segona, es demostra el teorema segons el text classic
de ’Almagest de Ptolemeu.’

L’estudi del teorema de Menelau, aixi com el disseny de I'activitat per a l'aula i els fulls
de material per a I'alumnat pertanyen al fons del grup d’historia ’ABEAM i formen part
del projecte “El naixement i desenvolupament de la trigonometria en les diferents
civilitzacions” que investiga els origens de la trigonometria. Aquest estudi, amb el titol
“Geometria i Trigonometria en el Teorema de Menelau (100 dC) va ser presentat pel
grup a les lll Jornada d’Historia de la Ciéncia i Ensenyament (Girona 2006)
organitzades per la SCHCT? es va presentar a les XIll JAEM? (Granada 2007) amb el
titol “Ensenar matematicas a través de su historia: algunos conceptos trigonométricos”;
posteriorment es va publicar amb el mateix titol a la revista Epsilon* (2007); i amb el
titol “The Menelaus theorem, the Ptolemy proof (S. I) and the Geogebra construction”
es va presentar al 3rd International conference of the European Society for the History
of Science (Viena 2008)°. Finalment, EI Teorema de Menelau. Les Esfériques de
Menelau (s. 1), la construcci6 amb Geogebra (s. XXI) esta inclos en la memoria
d’'investigacio de la llicencia “La historia de les matematiques dins dels nous
curriculums de secundaria: La introduccio de contextos historics a I'aula, un recurs per
a millorar la competéncia matematica”, realitzada per lolanda Guevara durant el curs
2008-09.

"Vegeu a 'Annex 1i 2 els fulls de treball per a I'alumnat.

2 SCHCT: Societat Catalana d’Historia de la Ciéncia i la Técnica.

% Jornadas sobre el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, organitzades per la
FESPM (Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas)

* Revista de la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”.

® Vegeu l'apartat 7, Referéncies.



La utilitzacioé de la historia com a recurs a l'aula de matematiques requereix situar el
contingut matematic en relacié6 amb I'obra que el conté, els que I'han estudiat i el
moment i el lloc en qué es desenvolupa la historia.

2. El context historic

Des de ['Antiguitat, l'astronomia va representar un estimul important pel
desenvolupament d’algunes branques de les matematiques com la geometria i la
trigonometria esfériques que, juntament amb alguns elements de cosmografia, van
propiciar I'aparicié d’'una disciplina anomenada Esférica.

Dins d’aquesta tradicié, I'esfera era considerada com una figura més propia de
'astronomia que de la geometria i en les obres anomenades Esfériques s’estudiaven
les linies sobre I'esfera més que l'esfera propiament dita. Els treballs més antics
d’Esférica van ser escrits entre el segle IV aC i el | dC i van ser sintetitzats per Pappus
d’Alexandria (~320 dC) en el llibre VI de la seva Col-leccié Matematica.

Alguns autors anteriors a Menelau que van tractar problemes de I'estil dels tractats en
les Esfériques, van ser Autolycos de Pytane (~320 aC), Euclides (~300 aC), Hiparc de
Nicea (1190 aC - (M20 aC) i Teodosi (107 - 43 aC). D’aquest darrer autor 'obra més
important que ens ha arribat és Les Esferiques. Es tracta d’'un recull, dividit en tres
libres, que conté 60 teoremes i problemes sobre 'esfera.

Menelau d’Alexandria (70 - [1130) astronom grec, seguint aquesta tradicié va escriure
l'obra homonima, Les Esfériques (100 dC), amb un element innovador el triangle
esféric, absent a 'obra de Teodosi.® Menelau demostra propietats generals per als
triangles esférics de manera semblant a com Euclides ho havia fet als Elements per
als triangles plans.

Encara que es coneix molt poc de la seva vida, Claudi Ptolemeu ([0 - [168) esmenta
observacions astrondmiques realitzades per Menelau a Roma el 14 de gener de l'any
98. Una d'aquestes observacions correspon a una conjuncié de la Lluna amb les
estrelles del front d'Escorpi. La comparanga entre successives observacions,
suficientment distanciades en el temps, de la posicié d'aquestes estrelles, va permetre
constatar a Ptolemeu (i possiblement a Menelau amb anterioritat) que els equinoccis
es desplacen cap a l'oest a rad¢ d'un grau cada cent anys’, com havia postulat Hiparc®.
Menelau també apareix citat en una obra de Plutarc® (45 - 125) que descriu una
conversa entre ell i Luci Apuleu™, en la qual aquest es disculpa a Menelau per haver
dubtat que la llum, quan es reflecteix, compleix el que coneixem actualment com a
primera llei de la reflexié: “I'angle d'incidéncia és igual a I'angle de reflexié”. Aquesta
conversa se suposa que va tenir lloc a Roma bastants anys després del 75 i
concordaria amb el fet de situar el seu naixement en I'any 70. Poca cosa més se sap
d'ell, excepte que va ser anomenat Menelau d'Alexandria per Pappus' ((B00 - [B50) i

6 Segons Paul Ver Eecke (1927) Hipparc de Nicea ja havia fet observacions astrondmiques, un segle
abans que Teodosi, que I'havien dut a plantejar-se problemes que exigien I'Us del triangle esferic. El fet
que Teodosi el descartés de la seva obra, podria ser degut a que les propietats d’aquesta figura no havien
estat encara totalment desenvolupades caldria esperar a I'obra de Menelau.

" En realitat avui sabem que és un grau cada setanta-dos anys

8 Conegut com a “pare de I'astronomia” per les seves taules de cordes.

® Plutarc va ser un historiador grec. Es famés per la seva obra Vides paral-leles, on estableix
comparacions entre figures gregues i romanes i és una font molt important d’informacié sobre I'Antiguitat.
Els altres escrits seus soén: Obres morals, sén 78 tractats que recullen discussions filosofiques i de
caracter retoric.

0 uci Apuleu (Madaure, Numidia, ~125 - Cartago, ~180) Pensador, narrador i orador llati. Traslladat a
Atenes, estudia el pensament de Platd. S'interessa per tots els aspectes de la ciéncia i s'inicia en els
misteris religiosos grecoorientals. Posteriorment visqué a Roma, i, finalment, s'establi a Cartago.



Procle'® (410 - 485). L'Unica cosa que es pot deduir de les dades anteriors, és que va
passar temporades a Roma i a Alexandria. Segurament va viure a Alexandria de jove,
on se suposa que va néixer i més tard va marxar cap a Roma.

Una altra referéncia la trobem en un registre de matematics realitzat per Ibn al-Nadim
(segona meitat del segle X), on a I'entrada corresponent a Menelau se’l situa abans
que Ptolemeu basant-se en qué aquest darrer el cita a la seva obra. En aquest
registre, s'atribuixen a Menelau diverses obres: El llibre de les Proposicions de les
esferiques, Sobre el coneixement dels pesos i la distribucié dels diferents cossos, tres
libres sobre Elements de Geometria i El Llibre del triangle. De totes elles I'Unica que
ha sobreviscut és les Esfériques™.

FIGURA 1: Mapa de
I'lmperi roma al s. Il

3. Les Esferiques de Menelau

El text original grec no ens ha arribat i només el coneixem a través de les diferents
versions arabs, llatines i hebraiques a les quals ha donat lloc. La primera de les
traduccions podia haver estat feta cap a I'any 200 de I'Hégira (= 815-816 dC) a partir
d’'una versié siriaca. Aquesta traduccié va ser revisada per l'astronom i matematic
al-Mahani (entre el 825 i el 880) i després per al-Harawi (entre el 930 i el 990) un dels
més grans astronoms perses del seu temps. Hi ha hagut moltes altres versions del text
perd se’n poden destacar dues explicitament critiques redactades per dos savis arabo-
musulmans: la primera, el 1265 pel conegut astronom i matematic Nasir-al-Din
al-Tusi (1201 - 1274) i la segona, poc abans del 1300 per Muhammad Jamal al - Din.

Pel que fa a Europa cal destacar la traduccié al llati de I'erudit sicilia Francois

Maurolico, publicada a Messina el 1558. Aquesta traduccié llatina va ser reimpresa en
una obra del pare Mersenne a Paris el 1664 i per Hunt a Oxford el 1707, a continuacio

" Pappus d’Alexandria va escriure una obra titulada Col-lecci6 Matematica que contenia originalment 8
llibres dels quals el primer i part del segon, s’han perdut. Aquesta obra és important perqué presenta
resultats de diversos autors, afegint lemes, demostracions i comentaris.

2 Procle, nascut a Constantinoble, va estudiar retorica, filosofia i matematiques a Alexandria i més tard a
Atenes, a I'’Academia fundada per Plato, on finalment va succei a Plutarc com a maxim responsable d’ella.
¥ Vegeu més informacio sobre la biografia de Menelau a Bulmer-Thomas, Ivan (1971).



de la segona edicié del text grec de Teodosi. També el gran astronom Halley (1656 -
1742) va donar-ne una versio llatina que va ser impresa el 1758.

Les Esfériques de Menelau, segons les versions i els agrupaments de proposicions
que s’hi fan, comprenen entre 63 i 91 teoremes i normalment es divideixen en tres
libres, amb els quals s’evidencia que és el primer autor que separa la trigonometria de
les esferiques i de I'astronomia.

El llibre | comenga amb la definicié: “un triangle esféric és I'espai comprés entre tres
arcs de cercles maxims sobre la superficie de I'esfera amb la limitacié6 que aquests
arcs so6n sempre menors que un semicercle”. En aquest llibre sembla tenir la intencio
de demostrar per als triangles esférics proposicions analogues a les d’Euclides per als
triangles plans en el llibre | dels Elements, adaptant-les de manera adequada.
Menelau, perd, no va utilitzar I'estil de demostracié d’Euclides, va evitar I'Us de proves
indirectes com la reduccié a I'absurd.

En el segon llibre s’hi troben les primeres proposicions directament relacionades amb
problemes d’astronomia, algunes de les quals es poden trobar a I'obra de Teodosi, les
Esferiques, o a la d’Euclides, els Fenomens. Aplica a l'astronomia la geometria
esférica desenvolupada en el llibre I.

El tercer llibre es pot dividir en dues parts i esta dedicat a la trigonometria esférica. La
primera part conté alguns resultats trigopnométrics fonamentals com la proposicio |
coneguda amb el nom de “teorema de Menelau”. No esta clar com apareixia
exactament aquest teorema a I'obra de Menelau ja que les diverses traduccions en
mostren versions diferents. Les proposicions seglents estableixen la proporcionalitat
dels sinus de certs arcs homolegs (o de la seva suma o diferéncia) de dos triangles
esférics amb certs elements iguals. Hi ha també teoremes que procedeixen de la
geometria plana, referits, per exemple, a la interseccié de les bisectrius o les altures
d'un triangle esferic. La segona part tracta problemes més especifics, com la
comparacio de raons entre determinats arcs de cercles maxims. Aquesta segona part
sembla reprendre una altra obra de Menelau que es va perdre i que tractava de
problemes relatius a la sortida i la posta dels signes del zodiac.

4. El teorema de Menelau i la demostracié en I’AlImagest de Ptolemeu

El Llibre Il de les Esferiques de Menelau comenca amb la proposicié seglent, que
més tard es coneixera com a “teorema de Menelau”:

Si ADB i AEG sé6n dos arcs de cercles maxims i DG i BE sén dos arcs més que es
tallen en el punt Z, aleshores es compleix:

Crd(arc 2GE) _ Crd(arc 2GZ) DCrd(arc 2DB)
Crd(arc 2EA) Crd(arc 2ZD) Crd(arc 2BA)

FIGURA 2 : ll'lustraci6 del Teorema
de Menelau de 'Almagest.
(Ptolemy, 1984: 68, fig. 1.14)




La demostracio d’aquest teorema esta més desenvolupada en el llibre | de 'AImagest,
de Ptolemeu (85-165 dC) perqué en aquesta obra la demostracioé ve precedida de sis
lemes que faciliten la seva comprensio.™

Els dos primers lemes expressen relacions entre les longituds dels segments obtinguts
al tallar els costats d’un triangle, o les seves prolongacions, per una recta qualsevol.

El lema 2, que es coneix com a versié plana del teorema de Menelau, és el que s’ha
desenvolupat com a activitat d’aprenentatge per a 'alumnat de 4t ’'ESO

5. Teorema de Menelau en el pla. Activitat de classe

L’enunciat del Teorema diu:

Si una recta talla els costats AG, GD i DA (o les seves prolongacions) del triangle ADG

en els punts E, Z i B respectivament, aleshores: —GE = —GZ D—DB
EA DZ BA
AE _GZ DB
ival ir —0—0—=1
Que equival a dir £G"7D 'BA

FIGURA 3 : ll-lustracio del lema 2
de 'Almagest.

6 (Ptolemy, 1984: 65, fig. 1.9)

4

L’activitat es realitza durant dues sessions de classe consecutives, a la primera de les
quals, cada alumne ha de disposar d’'un ordinador. Es tracta de fer una construccio
amb el GeoGebra, semblant a la que il-lustra el lema 2 previ a la demostracié del
teorema de Menelau a 'Almagest i comprovar amb el mateix programa la darrera
igualtat.

4 Menelau no havia inclos a les seva obra els sis lemes previs que trobem a I’ AImagest de Ptolemeu. No
se sap del cert perqué no els va incloure, bé perque eren coneguts per I'época o bé perque els havia
demostrat en altres llibres que s’han perdut.



A continuacio, amb la dinamica que permet el programa' es tracta d’anar movent la
figura i de refer el calcul per diferents posicions, per comprovar que la igualtat es
manté per a qualsevol triangle i qualsevol recta que talli els seus costats o les seves
prolongacions.

Els alumnes han de construir un triangle A,B,C i una recta qualsevol per dos punts P,Q
que talla els costats del triangle o les seves prolongacions en les punts D,E,F'®. Se’ls
donen una série d’instruccions i finalment se’ls demana que enunciin el teorema".

AF BD CE
Amb | io, el T iu: - 0—=0——== 1
mb la nova notacio, el Teorema diu BE "CD AE

FIGURA 4 :ll-lustracié de la construccié del Teorema amb el GeoGebra

L’activitat es va desenvolupar satisfactdoriament. La majoria d’alumnes van enunciar el
teorema de forma correcta després d'una posta en comu amb els companys.
Finalment un alumne va escriure I'enunciat a la pissarra.

Per a la segona sessi6 els alumnes havien d’haver cercat informaci6 sobre Menelau i
Ptolemeu, I'épocai el lloc en qué van viure, i les seves obres.

L’'objectiu d’aquesta activitat era que cada alumne reproduis la demostracié del
teorema de Menelau que apareix a I’Almagest amb I'ajuda d’unes indicacions que se’ls
donaven en els fulls de treball."

Es interessant remarcar que la demostracié inclou dos tipus de raonaments, el
geometric i I'aritmétic, i que trobar-los plegats en una demostracié ja és de per si un
bon argument per incloure aquesta activitat en una unitat didactica. Com a mostra del
primer raonament s’adjunta el paragraf seguent del dossier:

® En les construccions amb GeoGebra es poden moure objectes, sense que es perdin els vincles amb
qué han estat creats. Aixd0 permet comprovar propietats d’'una manera molt agil. Encara que aquestes
comprovacions no poden substituir les demostracions, sén de gran ajut per a la seva comprensié. Sovint
convencen més als alumnes que les demostracions formals.

'® En I'activitat dissenyada per a 'alumnat es va optar per designar els punts que determinen el triangle i
els tres punts d’interseccio amb les sis primeres lletres de I'alfabet perqué en I'actualitat és la forma més
habitual per anomenar punts en una construccié geomeétrica.

i Vegeu Annex 1: El Teorema de Menelau d’Alexandria (segle 1), construccié amb el GeoGebra
18 Vegeu Annex 2: El Teorema de Menelau d’Alexandria (segle 1), la demostracié de Ptolemeu



Completa la proporcié segiient amb els segments corresponents:

AF _

BF

Pinta sobre el dibuix amb dos colors diferents els quatre segments relacionats,
els numeradors verds i els denominadors vermells.

Com a mostra del raonament aritmétic, més endavant, es llegeix el paragraf seguent:
AF

La relaci6 que volem demostrar comenca com la férmula E = — pero cal

introduir el segment CE

AF___CE
BF ~CE

Si la primera igualtat és certa també ho és la segona, quina propietat de les fraccions
permet fer-ho?

Per tal de donar rellevancia a la introduccioé de petites falques d’historia, aquest tipus
d’activitats d’aprenentatge també son avaluades dins de la seqiéncia didactica on
s'incorporen. En aquest cas el tema treballat pels alumnes va ser el teorema de Tales i
el teorema de Menelau. Una de les activitats d’avaluacio va consistir en un examen de
quatre preguntes, la darrera de les quals era:

a) Enuncia el teorema de Menelau ajudant-te amb un dibuix

b) Quin altre teorema s'utilitza per a fer la demostracio?

¢) A quina epoca va viure Menelau i per a qué s'utilitzava teorema que ara porta el seu
nom?

Es interessant remarcar la bona acollida que va tenir 'activitat per part de 'alumnat i la
riqguesa de registres que va suposar incloure preguntes d’historia de la matematica en
la prova; va donar més versatilitat a 'avaluacio i va afavorir I'atenci6 a la diversitat.

Mostrem a continuacié un parell de respostes de I'alumnat:

=t & *t‘é't‘n-:. Mo Mpwelow en cpraliees Glaan an un

Triangy Jﬂ;;,uu-:.( amd nts s TR TN ."i', 2 tallql On

s era Acua asstls o gl'iLcr\gA._ Cow AV una .r'c.;‘c:\‘

o " L = Y 3
L &y W D £ VL havevd és anlin s WO Lk
iy " ; : A .o Y
_':\(o“';.-.,.—'.- Teka oo™ on've els ain »&-‘&n{.ﬁ_&: __._\-"_\L_E\ - t‘% - ‘. A
g A¢c Cb :

) Jk(-i: LY 1= Iy ')(r‘ .L‘i‘.'.:n\‘-t‘:.l\-T‘Ri' L-"‘L. Ady, k\:f v &y va (ecalaarv &n ‘_- \.“111-‘: +f;"“w\.‘. ®
Todtr
K:) AQHJLM Ly U;t.'T( d-L ‘-—\L"‘I-H:\- AUk 54‘ 1II._[*..F ‘.L"(-\u.'cu.\.\ {\j Ml *:‘_'\{1--. ) \'L«‘\ AV e

£ _E\O.L‘%taﬂl'\:m 31'\‘ A C'"\.‘:-.-L-J‘--:' 6: ‘*1_'-“.1.-\\-3_

FIGURA 5 :Les respostes d’un alumne
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FIGURA 6 :Les respostes d'un altre alumne

6. Conclusions

L'activitat de classe ha aportat als alumnes diversos coneixements i han aprés
diferents maneres de treballar. Han construit el teorema utilitzant el GeoGebra, un
recurs actual per a demostrar un teorema antic. Han fet la demostracié simulant el
raonament que fa Ptolemeu en ’Almagest.

Han constatat que aquest teorema matematic doéna resposta a un problema
d’astronomia: mesurar les posicions i el moviment dels astres. Han vist que la recerca
matematica obté resultats importants quan hi ha confluéncia entre diferents escoles i
autors que treballen en la mateixa linia. La introduccié de la part historica ha contribuit,
també, a la millora de I'actitud d’alguns alumnes.

Des de la perspectiva del projecte “El naixement i desenvolupament de la trigonometria
dins les diferents civilitzacions”, el teorema de Menelau és significatiu perqué marca el
moment en que se separa la trigonometria de les esféeriques i de I'astronomia. A les
Esferiques de Menelau, després del llibre | dedicat a la geometria esférica i del Il
dedicat a I'astronomia, el teorema és la primera proposicio del llibre Ill, que, com hem
dit abans, esta dedicat a la trigonometria esférica.

Perb a més, el teorema de Menelau és important perqué va ser un dels pilars sobre els
quals es va construir la trigonometria arab. El mateix Nasir Al Din Al-Tusi (1201-1274),
en el Tractat del quadrilater, reconeix la importancia del teorema i referint-se a la
relacié que estableix diu: “Els antics no han deixat d’utilitzar-la en aquest sentit i se
n’han servit amb confianga, aixi és com es veu a les Esfériques de Menelau i al
comencament de I'Almagest de Ptolemeu” (Nasir Al Din Al-Tusi, 1891:? ). | més
endavant, en el mateix text, la utilitza per demostrar el teorema del sinus. Aquest nou
teorema sera un altre pas de gegant en el desenvolupament de la trigonometria
perqué permetra passar d’'una relacioé entre sis quantitats, la que establia el teorema
de Menelau,

sinCE _sinCZ Dsin DB

SinEA  sinZD sinBA

a una relaci6 més simple i eficag per als calculs on només n’hi apareixen quatre

sinaDsinB -1
sinb sin A

quantitats:
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Annex 1: El Teorema de Menelau d’Alexandria (segle I), construccié amb el
GeoGebra

Si en un triangle ABC, tracem una recta qualsevol que talli els tres costats o les seves
prolongacions en els punts D, E, F, aleshores es compleix una relacié entre sis
segments en que la recta ha tallat els tres costats del triangle.

Et proposem que investiguis amb el GeoGebra la relacié esmentada:

Resolucié amb el GeoGebra

a) Construccio de la situacio:

1.

2.

Entra a “visualitza” i treu els eixos de coordenades.

Situa tres punts qualssevol A, B, C que seran els vértexs del triangle:
Desplega la 2a icona i activa “punt nou”.

Traca les tres rectes que formen el triangle: Desplega la 3a icona i activa “recta
que passa per dos punts”, soén els costats del triangle

» rectaper AC

* rectaperA, B

» rectaperB,C
Neteja el dibuix traient el nom de les rectes, a, b i c. Situat damunt de la lletra
activa el boto dret del ratoli i desactiva “mostra etiqueta”.

Tens el triangle construit

4.

Situa dos punts qualssevol, fora del triangle, que anomenarem P, Q. Caldra
renombrar-los perquée el GeoGebra hi posa unes altres lletres. Pots fer-ho
situat al damunt i activant el boto dret del ratoli. Aquests dos punts serviran per
tracar la recta que tallara els costats del triangle.

Traca la recta que passa per aquests punts. Desplega la 3a icona i activa
“recta que passa per dos punts”. Es possible que en el teu dibuix no es vegi el
tercer punt de tall damunt de la prolongacié d’'un costat, utilitza el zoom o bé
torna a fer la construccio.

Anomena D, E, F els punts d’interseccié de la recta per P i Q amb el triangle
ABC

D = punt d’intersecci6 de la recta per P i Q amb el costat BC

E = punt d’interseccio de la recta per P i Q amb el costat AC

F = punt d’intersecci6 de la recta per P i Q amb el costat AB

Tens la situacié construida

b) Calculs amb el GeoGebra

1. Calcula les 6 distancies seguents, que son els 6 segments en que la recta ha
dividit els tres costats del triangle ABC:

sobre el costat AB: AF = BF =

sobre el costat BC: BD = CD =

sobre el costat AC: CE = AE =
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Es convenient que a mesura que obtens els resultats canviis el nom que, per defecte,
ha posat el GeoGebra a aquests segments dels quals estem calculant la longitud, és a
dir que siguin AF, BF, ....en lloc de e, f,.... que son les lletres que thi posa el
GeoGebra. Igual que abans en el dibuix, el canvi de nom d’un objecte sempre és
situar-se damunt de l'objecte i activar el boté dret del ratoli.

2. Larelacié que busquem:

AF BD CE _
BF CD AE

Calcula aquesta relaci6 amb el GeoGebra, recorda que cal situar-se a la linia d’edici6 i
escriure:

(AF/BF)0(BD/CD)*(CE/AE) i aplica I'enter

Tens la relacié numérica entre els 6 segments

Ves ara al GeoGebra, mou les diferents rectes i punts que apareixen a la construccio i
observa que la relacio es manté fixa.

Conclusié:
a) Enuncia el teorema de Menelau. Acompanya I'enunciat amb el dibuix

corresponent.
b) Cerca informacié sobre Menelau d’Alexandria.
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Annex 2: El Teorema de Menelau d’Alexandria (segle 1), la demostracié de
Ptolemeu

Si en un triangle ABC, tracem una recta qualsevol que talli els tres costats o les seves
prolongacions en els punts D, E, F, aleshores es compleix

AF BD CE__,
BF CD AE

La demostracioé utilitza una relacié equivalent a I'anterior :

AF _ AE CD
BF CE BD

justifica que les dues férmules son equivalents
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Una mica d’historia

Tot i que aquest teorema rep el nom de teorema de Menelau, la demostracié que
construirem no ens ha arribat a través de I'obra de Menelau (70-130 DC), sin6é d’'un
autor una mica posterior, Ptolemeu (85-165 DC).

Menelau demostra el teorema per a triangles esférics perqué eren els que s'utilitzaven
en aquella época per a realitzar els calculs astrondmics. L’astronomia era cabdal per
mesurar el temps.

La demostracié que realitzarem esta recollida en I'’Aimagest de Ptolemeu. En aquesta
obra apareix el Teorema de Menelau també per a trigonometria esférica perd amb tots
els lemes i consideracions prévies que no apareixen a I'obra de Menelau. No se sap si
aquestes lemes previs estaven en alguna obra que no ha arribat fins a nosaltres o bé
Menelau ja donava els resultats com a coneguts per a I'época.

Demostracio

El teorema per a geometria plana, tal com el demostrarem, apareix com a Lema 2 de
la proposicio 13 del llibre | de ’Almagest.

AF ? AE _CD

= ()
BF CE BD

a) Construccié d’una paral-lela a DEF per B i obtencio del punt I.

Traca pel punt B una paral-lela a DEF i anomena | al punt d’interseccié d’aquesta recta
amb la recta ACE.
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b) Condicions per aplicar el Teorema de Tales

AB i AC son dues rectes que es tallen en el punt A i que estan tallades per dues rectes
paral-leles FED i Bl. En aquestes condicions es pot aplicar el teorema de Tales.

Completa la proporcié seglient amb els segments corresponents:

AR
BF @)

Pinta sobre el dibuix en color els quatre segments relacionats. Pinta en verd els
numeradors i en vermell els denominadors.

¢) Introduim CE a la relacié anterior

La relacié anterior comenga com la formula (1) perod cal introduir el segment CE

d) Es tornen a complir les condicions per aplicar el teorema de Tales
Fixem-nos ara en les rectes Cl i CB que també sén dues rectes que es tallen en un

punt, el punt C, i a la vegada aquestes dues rectes estan tallades per dues rectes
paral-leles FE i Bl
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Ara es tracta de tornar a aplicar el teorema de Tales a aquesta nova configuracié
substituint el segon factor del segon membre de I'expressio (3) pel seu corresponent al
aplicar el teorema. Completa la proporcié segient:

. ¢eP
“sp @

Pinta sobre el dibuix en color els quatre segments relacionats. Pinta en verd els
numeradors i en vermell els denominadors.

e) Conclusié

Si enllacem correctament les relacions (2), (3) i (4) obtenim la relacié buscada (1).
Fes-ho:

15



	El teorema de Menelau, la demostració de Ptolemeu (s.I) 
i la construccció amb Geogebra (s. XXI)
	7. Referències

