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2. KONECNE HRY 2 HRACU

Definice 2.1:

Konecna hra dvou (raciondlnich) hracu je specidlni pfipad hry v normalnim tvaru (viz definice 1.1.2)
<L{A; iel},{H; iel}>

kde I={1,2} a kde systémy strategii A;, A, obou (racionalnich) hract jsou kone¢nymi mnoZinami.

Poznamky 2.2:
1. Formalni popis her dvou hra¢ti miizeme vyrazné zjednodusit tim, Ze systémy strategii A, A, oznac¢ime po
fadé A a B, tj. polozime-li:
A=A={ay,a,,....a,,},
Ay=B={b|,b,,...,b,}
a obdobné vyplatni funkce H,, H, oznac¢ime po fadé¢ H a G. Tyto funkce pfedstavuji zobrazeni
kartézského souc¢inu AxB do mnoziny realnych ¢isel a mohou byt reprezentovany dvéma maticemi
H=(hl-j), G=(gl-j) typu mxn, kde hij=H(ai,bj) a gl-j:G(al-, bj) a nebo jedinou bimatici
(H,G)=(h;, 8ij) téhoz typu - viz nasledujici maticové schéma:

if
b, b, b,
a (hy, 811 (M1 812) oo (hyp> 810)
a, (hy1> 821 (Mpp,830) oo (hop> 82
Ay (hml’ gml) (hm2’ gm2) """ (hmn’ gmn)

Vsimnéme si, Ze bimatici (H, G)=(hij, gl-j), i=1.2,..m,j=12,..n je korzeénai hra dvou hracua

jednoznacné zadana a tedy mtzeme tuto hru s touto bimatici ztotoznit. R4dktim bimatice

odpovidaji strategie prvého hrace a sloupctim strategie druhého hrace (proto také nazyvame

prvého hrdce fadkovym a druhého hrace sloupcovym). Hru zadanou bimatici typu mxn
(H,G)

nazyvame také bimaticovou hrou typu mxn .

2. Konec¢né hry dvou hracti mohou byt roztfidény nasledujicim zptisobem:
e Antagonistické (maticové) hry
e Neantagonistické (bimaticové) hry
e Nekooperativni hry
e Kooperativni hry
e Hry s nepfenosnou vyhrou
e Hry s pfenosnou vyhrou
Vsechny uvedené typy her budou déle podrobné pojednany.

2.1. Antagonistické hry

Definice 2.1.1:
Antagonistickd hra typu mxn je hra v normalnim tvaru <[, {A;: iel},{H;: iel}>
e se dvéma racionalnimi hraci, tj. I={1,2},
e s m strategiemi prvého a n strategiemi druhého hrace, tj. A;={a;V,a,?,....a,™}, A,={a,(D,a,?,....a, ™},
e snulovym souctem, tj. pro vSechna a; €A, a,€A, plati H(a,a,) + Hy(a;,a,) = 0, neboli
Hy(a;,a,) = - Hi(a,a,).

Poznamky 2.1.1:
1. Nulovy soucet vyplat vyjadiuje antagonisticnost hry: zdjmy obou hracu jsou presné protichidné, vyse vyhry
jednoho hrace je pfesné rovna vysi prohry druhého hrace
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2. Antagonistickou hru mizeme také definovat jako specidlni pfipad bimaticové hry (H,G) - viz definice a
poznamky 2.1 - pro kterou plati:

(Vi) [ 85 = - hyj]
neboli, coz je totéz,
(Vi)(V)) [y + g5 =Ol.

3. Vzhledem k pravé uvedenym vztahiim je ziejmé, zZe antagonistickd hra je jednozna¢né urcena jedinou
libolné zvolenou matici z dvojice matic H,G - proto antagonistické hry nazyvame také maticovymi hrami.
Zpravidla volime matici H, to souvisi s tim, Ze hru vétsinou komentujeme a analyzujeme z pozice 1.hrace
(ztotoznujeme se s nim) a 2.hrac¢i prisuzujeme ulohu protivnika.

4. Princip realizace hry. Hraci voli své strategie navzajem nezavisle. Je-li prvek matice H lezici na praseciki
zvolenych strategii (fddku a sloupce) kladné ¢islo, pak 1.hra¢ vyhral a 2.hrac vyplati 1.hraci ¢astku rovnou
tomuto Cislu. Je-li hodnota prvku vyjadfena zapornym cislem, pak vyhrdl 2.hrac a 1.hra¢ vyplati 2.hraci
obnos rovny absolutni hodnoté tohoto zaporného cisla.

5. Oba hraci jsou pii svém rozhodovani plné informovani (jedna se o hru s uplnou informaci), tj. oba znaji
celou matici H. Kazdy hrac je racionélni, sleduje vyhradné sviij zajem a totéz piredpokladd i o svém protivni
kovi. Navic: kazdy hrac vi, ze protivnik je raciondlni (navic: kazdy hrac vi, ze kazdy hrac vi, ze protivnik je
racionalni, atd.). VSechny tyto znalosti tvofi tzv. spele¢nou znalost (common knowledge).

Definice 2.1.2:
Necht f{x,y) je funkce definovand pro xeX a yeY. Bod (x(,yy) € XxY se nazyva sedlovym bodem funkce
fix,y) vzhledem k mnoziné XxY, jestlize plati

f(x,y0) < f(xg,y0) < f(x0,¥)
pro vSechna xeX a yeY.

Véta 2.1.1:
Nechf f(x,y) je funkce definovand pro xe X a yeY a nechf existuji veli¢iny
A, yminyf(5y) @ minycymax, . f(5)
Potom plati:
max, . ymin . yf(x,y) < ming_ymax,yf(x,y).

Diikaz:
Z definice minima a maxima vyplyva platnost nasledujicich dvou nerovnosti:
miny <fx.y) < fix,y) pro kazdé pevné zvolené xeX,
Sfix,y) € max,_y fix,y) prokazdé pevné zvolené yeY.
Spojenim pravé uvedenych nerovnosti dostdvame

min,  f0) < max, .y fix,),
a odtud, vzhledem k tomu, Ze leva strana posledni nerovnosti nezavisi na y, mizeme psat
o ‘ miny Xy < miny cymax, _y flx,y).
Nyni, jelikoZ pravd strana nezavisi na x, 1ze ziskanou nerovnost prepsat do tvaru

max,_y miny ey < miny cymax, _y fx,y),
coz mélo byt dokazéano.

Véta 2.1.2:
Bod (xg,yp) € XxY je sedlovym bodem funkce f(x,y) vzhledem k mnoZiné XeY pravé tehdy, kdyzZ plati:
max, _y min yeY f(x,y) = min yey Max,y fxy) = fixg.yo)-

Dukaz:
1. Necht (xy,y) € XxY je sedlovym bodem funkce f{x,y). Potom pro vSechna xeX a yeY plati
f(xs)’()) Sf(x()ay()) Sf(xo’)’)
Odtud dostdvame
maxxeXf(XO’y) Sf(xO’yO) <min yeY f(xayo),
a déle

miny cymax, . x fx,y) < fixg.yo) <max, _ymin yeY fx,y).
Podle predchozi véty vsak mame

max, . Xminy cyf(%,y) < min yeyMax, . H(xy)
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a tedy musi platit
min _ymax, . xf(x,y) = fxg,yp) = max, y min _yfx.y).

Definice 2.1.3:
Uvazujme hru zadanou matici H=( hij) typu mxn a definujme veli¢iny
a; = minj {hij}, i=1,2,....m,
a=max; {;} = max; { minj {hij} },
ﬁ}- = max; {hij}’ j=1.2,...,n,
pB= minj{ﬁi} = minj{ max; {hij} }.
Veli¢ina o se nazyva dolni cenou hry a veliCina 3 horni cenou hry.
Maximinovd strategie 1.hrdée je strategie 1.hrace s indexem i* pro ktery plati:
a; = o= max; {a;}.
Minimaxovd strategie 2.hrdée je strategie 2.hrace s indexem j* pro ktery plati:
fr= = min; ).

Minimaxové strategie ve hi‘e jsou maximinova strategie 1.hrace a minimaxova strategie 2.hrace.

Poznamky 2.1.2:
1. Veli¢iny ;, o, ,b}-, fa minimaxové strategie muzeme pocitat napf. v nasledujici tabulce 2.1.1.
A/B b, by b, o;=min;{h;;}
az h21 h22 ceee hzn (ZZ
ay, R hyn R %y
fimmaxiihyt | B 1) By

Tab.2.1.1.
2. Veli¢iny a;, o, /3]-, S maji nasledujici ndzorny vyznam:
e ¢; je zarucend minimdlni vyhra 1.hrd¢e pokud voli svou i-tou strategii, tj. pfi a;eA.
e « jezaru¢end minimdlni vyhra 1.hrdce pokud voli svou maximinovou strategii a; ,. .

. ,B] je nejveétsi mozna prohra 2.hrace (nejniz$i mozna vyhra 1.hrace) pokud voli svou j-tou strategii, tj.

strategii bj -

3. Podlevéty 2.1.1 jevzdy o< f.

4. Je-li specialné a=f, pak podle véty 2.1.2 minimaxové strategie definuji sedlovy bod vyplatni matice.
Hodnotu v=0=[ pak nazyvame cerou hry. V tomto pripadé¢ existuje jednoduché feseni hry. Jsou jim
minimaxové strategie. Odchyli-li se jeden hra¢ od své minimaxové strategie a druhy se své minimaxové stra
tegie pridrzuje, pak ten, ktery se odchylil, prodélava a ten, ktery se se neodchylil, ziskava. V pripadé
o=f predstavuji minimaxové strategie optimalni (rovnovazné, stabilni) feseni hry. Je-li a<p, pak

neexistuje optimdlni feseni hry vymezené definici 2.1.1.

Definice 2.1.4:
Strategie a 1.hrdce dominuje strategii a, téhoz hrace (a,,a,eA), jestlize pro j=1,2,..,n (pro vSechna
bjeB) plati:
hrj < hsj .
Jestlize plati ostra nerovnost hrj < hsj pak fikdme, Ze strategie a, dominuje strategii a, silné.
Strategie a™* je dominantni strategii 1.hrdée, jestlize dominuje viechny ostatni strategie 1.hrace.
Strategie b, 2.hrdce dominuje strategii b, téhoz hrace (b,,b,eB), jestliZe pro i=1,2,..,m (pro vSechna
a;eA) plati:
hip> his -
JestliZe plati ostra nerovnost 4;, > h;, pak fikame, Ze strategie b, dominuje strategii b, silné.
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Strategie b* je dominantni strategii 2.hrdée, jestlize dominuje viechny ostatni strategie 2.hrace.

Poznamky 2.1.3:

1. Pouzivani dominované strategie je pro kazdého hrace nevyhodné a racionalni hra¢ ji proto nepouziva. Pro 1.
hrace uziti dominované strategie znamena, ze jeho vyhra nebude nikdy (tj. nezdvisle na tom jakou strategii
pouzije protivnik) vetsi nez pfi pouziti dominujici strategie. Pro 2.hrd¢e uziti dominované strategie
znamena, ze jeho prohra bude vzdy (tj. nezavisle na tom jakou strategii pouzije 1.hra¢) aspon tak velka jako

pii pouziti dominujici strategie.

2. Analyza dominovdni by méla vzdy pfedchdzet vlastnimu feseni hry. Vylouceni dominovanych strategii
vede k jednodussi ekvivalentni hie se stejnym feSenim.

Priklad 2.1.1:
Uvazujme maticovou hru typu 3x3 zadanou nasledujici tabulkou 2.1.2:
A/B b, by by | fi=minj{h;}
a; 4 -3 -2 -3
a, 0 -1 3 -1
a3 3 1 2 1
ﬂ,-=max,~{hi,~} 4 1 3
Tab. 2.1.2.

V tomto prikladé jest a=p=1, hra ma sedlovy bod a existuje optimalni (rovnovazné, stabilni) feSeni
dané minimaxovymi strategiemi, tj. trojici:
o (al* ’bj* ’ V) = (339 b27 ]-) .
Jakékoliv jednostranné odchyleni od tohoto feSeni mé za nésledek snizeni vyplaty tomu hraci, ktery
zmeénil svou strategii.

Priklad 2.1.2:

Uvazujme maticovou hru typu 3x3 zadanou nasledujici tabulkou 2.1.3:

A/B bl b2 b3 ai=min,~{hl-,~}
a, 0 3 2 0
a, 2 2 4 2
a; -1 0 1 -1
Bi=max;{h;;} 2 3 4
Tab. 2.1.3.

V tomto prikladé jest a=0<2=/, tj. dolni cena je mensi nez horni cena. Neexistuje tedy cena hry a tedy
ani stabilni feseni hry. Bude-li 2.hr4¢ drzet svou minimaxovou strategii b;, pak je pro 1.hrdce vyhodné piejit od
minimaxové strategie a; k strategii a, a tak zvySit svou vyhru z O na 2. Bude-li 1.hrd¢ drzZet strategii a,, pak je
pro 2.hrice vyhodné zménit strategii b, na b,, a zménit tak prohru -2 na vyhru 2, atd., atd... Pfi tomto postupu
dojde k nasledujicimu cyklickému stfidani strategii a cen hry:

(a1, by, 0), (ay, by, 2), (ay, by, -2), (a1, by, 3), (ay, by, 0), (ay, by, 2), ...
Toto pravidelné stfidani strategii neni optimalnim feSenim. K tomu, abychom mohli obecné formulovat pojem
optimalniho feseni, a toto feseni nalézt, potfebujeme zobecnit pojem maticové hry (viz definice 2.1.5).

Na hie zadané tabulkou 2.1.3 si vSimnéme, Ze strategie a3 1.hrace je dominovéna strategii a;. Podobné
strategie b3 2.hrace je dominovéna strategii b;. Dominované strategie racionalni hraci nikdy nepouziji a proto je
mizeme z popisu hry vyloucit. Misto hry popsané tabulkou 2.1.3 muzeme uvazovat ekvivalentni hru (tj. hru se
stejnym fesenim) definovanou tabulkou 2.1.4.

A/B b, b, a;=min;{ h;;}
a; 0 3 0
a, 2 2 2
ﬁi=max,-{ hl} 2 3

Tab. 2.1.4.
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Definice 2.1.5:
Mg¢jme maticovou hru s prostory strategii A={ay,a,,...,a,,}, B={by,b,,...,b,} as vyplatni matici
H=(h; j), kde hij=H(ai’ bj). SmiSené rozireni této hry je hra s prostory strategii
P={p=(p1.pp---P)" : 2p=1,p20}, Q={q=(q1,95---q,)" : 2q;=1,¢>0}
a s vyplatni funkei
H(p.q) = ;2 pihjjaj =p"Hq .

Poznamky 2.1.4:

1. Strategie a, bj puvodni maticové hry nazyvame ryzimi(¢istymi)strategiemi a jejich kone¢né mnoziny A, B
prostory ryzich (Cistych) strategii. Strategie p, q rozsifené hry nazyvame smiSenymi strategiemi a jejich
nekonecné mnoziny P, Q prostory smiSenych strategii. SmiSena strategie predstavuje pravdépodobnostni
rozdéleni (distribuci) na mnoziné Cistych strategii.

2. Cistd strategie je specidlni pfipad smisené strategie, napf. ¢istd strategie a;€4 je smiSend strategii p s p;=1a
D=0 pro k=i.

3. Vyplatni funkce H(p,q) udava stfedni (o¢ekavanou) hodnotu vyplaty pouziva-li 1.hrd¢ smiSenou strategii
peP a2.hrac strategii g€ Q. Podle konvence je H(p,q) stfedni hodnota vyplaty pro 1.hrace; vyplata pro 2.
hrace je opacna, tj. -H(p,q).

Definice 2.1.6:
ReSenim maticové hry (rozsifené maticové hry) nazyvame trojici (Po-49» V)» Pro kterou plati
(VpeP)(VqeQ) [H(p.qy) < Hpo.qy) < Hpy,9)), v=HPpy.qy)-
Strategie poe P, qy€Q nazyvame rovnovdZnymi (optimdlnimi) strategiemi 1. a 2.hrace a hodnotu v nazyvame
cenou hry.

Poznamky 2.1.5:

1. Setrvava-li 1.hra¢ na své optimalni strategii p,, pak jakdkoliv odchylka 2.hréce od jeho optimdlni strategie
qo (tj. volba jiné strategii g€ Q, g#q,) ma za ndsledek jeho ztratu, nebot H(py,q0)<H(p,q). Obracené,
setrvava-li 2.hrd¢ na své optimalni strategii g, pak jakakoliv odchylka 1.hrdce od jeho optimdlni strategie
Dy (tj. volba jiné strategii pe P, p#p,) ma za ndsledek jeho ztratu, nebot H(p,qq)<H(p,q,). V tomto smyslu
jsou optimalni strategie rovnovaznymi strategiemi.

2. Je-li cena hry nulova, tj. v=H(p,q,)=0, nazyvame hru spravedlivou.

3. Bod (p,9) spliujici podminku z definice 2.1.6 nazyvdme také Nashovym rovnovaznym bodem. Obecnéjsi
definice Nashovova rovnovazného bodu (nikoliv jenom pro hry s nulovym souctem a jenom s dvéma hraci)
bude podana pozdéji.

Véta 2.1.3:
Necht (p(,q¢, V) je fesenim maticové hry s vyplatni matici ryzich strategii H=(h; j)' Potom (py,q,, v+c) je feSenim
maticové hry s vyplatni matici H> = (h’; j) =H+C, kde h’; ji= h; jte

Neboli: zvétseni vSech prvka vyplatni matice o tutéz konstantu ma za ndsledek stejné zvétSeni ceny hry,
optimélni strategie obou hraci se vSak neméni.

Dukaz:
Pro vyplatni matici smiSenych strategii plati
H'(p,q) =p'H’q = p"(H+C)q = p"Hq +p"Cq = H(p,q)*p"Cq = H(p,g)*c.
Posledni rovnost vyplyva z fetézce rovnosti:
p'Cq = Ziszicq]' = Czisziqj = cZipiquj =c.l.l=c.
Protoze p,q, jsou optimélnimi strategiemi hry s matici H plati pro vSechna p,q (viz definice 3.1.5)
H(p,q¢) < H(p).q0) < H(p,q).
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Odtud plyne
H(p,qp)+c < H(py,q9)*+c < H(py,q9)*c,
neboli
g’(P,‘IO) <H (Po»‘IO) < 27(170;‘1)'
Tedy pg,qq jsou také optimalnimi strategiemi hry s matici H’ a pro cenu této hry plati

V' = H (py,q0) = HPpy,q9)*+c = vte.

Véta 2.1.4 (zdkladni véta teorie maticovych her, J.v.Neumann):
Smisené rozsifeni kazdé maticové hry ma (optimalni, rovnovazné feSeni) feseni.

Diikaz:
Na zakladé véty 2.1.3 mizeme bez ujmy na obecnosti predpokladat, Ze vSechny prvky matice H jsou kladné, tj.
h; i 0. Kdyby tomu tak nebylo, staci pficist ke vSem prvkim matice H dostate¢né velké kladné ¢islo. Ziskame
tak hru, ktera ma stejné optimalni strategie jako hra ptivodni.

Ma-li matice H vSechny prvky kladné, pak jisté existuje kladné ¢islo v takové, ze pro libovolné pevné
zvolené p,e P a pro vSechna geQ plati

v < po'Hq = Hpy,q) = fl)- ey

Funkce flq) = poTHq je na omezené, neprazdné a uzaviené mnoziné Q spojita a tedy musi mit na mnozine Q bod
minima. Protoze f{q) je na celé mnoziné Q kladna, musi byt i jeji minimum kladné. Vezméme v za toto
minimum.

K tomu, aby nerovnost (1) platila, je nutné a staci, aby platila pro vSechny ryzi strategie, tj. pro vektory
q tvaru (1,0,...,0), (0,1,...,0),..., (0,0,...,1). Dosadime-li tyto strategie do (1) obdrzime nasledujici systém
nerovnosti:
hy1por+ Moy Popt -+ My Popy 2V
hiaPo1 + hyp Poat -+ hyp Py 2 vV

e 2)
hyabor * Mo Poa* - - -+ Py Pom 2V
JelikozZ p, je pravdépodobnostni distribuce, déle plati
pOl + poz +... +p0m = 1, pOl >0 pro i=1,2,...,m. (3)

Strategie p, bude rovnovaznou (optimdlni) strategii 1.hrace a vbude cena hry, jestlize vedle nerovnosti
v< poTHgq bude soucasné platit také nerovnost
PHqy < v “)
pro libovolné pevné zvolené go€Q a pro vSechna pe P. K tomu staci, aby tato nerovnost byla splnéna pro
vektory p tvaru (1,0,...,0), (0,1,...,0),..., (0,0,...,1), tj. bude-li platit

hiydor* M2 ot -+ ipdon < vV
hyrdor* Madoa*t -+ By don <V
o 5)
hmlqOI + hm2 dop t--- % hmn dop < Vv
Vzhledem k tomu, zZe g, je pravdépodobnostni distribuce plati
qu + q02 +...+ qu = 1, qu >0 pr0j=1,2,...,n. (6)
Piejdeme-li od proménnych py; , do; k proménnym
x=polv, i=1,2,...,m; yj=q0j/ v, j=1,2,..n @)
muzeme soustavy nerovnosti (2) prepsat ve tvaru
hyp X1+ hyyxp+...+h,1x, 21
h12x1+ hsz2+ R hmzxm > 1
.. 8)
hyx1+ hypxo+. . +h,x, 21
a soustavu nerovnosti (5) prepsat ve tvaru
hypyi+ hyg ypt .o+ hyy y, <1
<1

hoyyi+ hyy vt ..t hy, y,

®
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hm1y1+ hm2 y2+“‘+hmn Yn s 1
Rovnice (3), (6) pak dostavaji podobu

X+t x+...+x,=1/v, x 20 proi=1,2,...m. (10)
Nt yt.. oty =1y, X 2 0 proj=1,2,...,n. (11)

1.hrac usiluje o maximalizaci veli¢iny v a tedy o minimalizaci funkce
X+t X+ ...+Xx,=min (12)

na mnoziné pfipustnych fesSeni vymezené nerovnostmi (8) a (10). Na druhé strané 2.hra¢ usiluje o minimalizaci
veli¢iny v a tedy o maximalizaci funkce

Y1+ ypt...+y,=max (13)
na mnoziné pfipustnych feseni vymezené nerovnostmi (9) a (11). Jednd se dvojici vzajemné dualnich uloh
linearniho programovani. Jejich vyfesenim nalezneme hodnoty veli¢in

X5 X5 coe Xy V1o V2o oo sV V

a pomoci nich podle (7) smisené feseni rozsifené maticové hry (pg,q,, V), kde cenu hry tieba snizit o konstantu,
o kterou byly zvétseny vSechny prvky matice H.

Poznamky 2.1.6:

1. Pfipomenme, Ze obecnou ulohu linearniho programovani (dvojici uloh navzajem dudlnich) 1ze formulovat v
prehledném maticovém zapisu takto: jsou dany redlnd matice A typu mxn, realné vektory ¢ typu mx1, b typ
u nx1 a hledaji se redlné vektory x typu mx1, y typu nx1 pro které plati:

Ay<c, y>0
bTy = max

ATx>b, x>0
¢Tx = min

V prvé tiloze hledame nezéporny vektor y maximalizujici linedrni formu bTy pfi dodrzeni podminky
Ay<c a v druhé tloze hleddme nezaporny vektor x minimalizujici linedrni formu ¢Tx pfi dodrzeni podminky
ATx>b. Ulohy jsou navzajem dudlni: pii pfechodu od jedné ulohy k druhé tloze:
e matice jedné uilohy (A nebo AT) vznikne transponovanim matice druhé tlohy,
e vektory b a ¢ si navzdjem vyméni mista,
e symbol nerovnosti < se zméni na > nebo obracené¢,
e symboly max se zméni na min nebo obracené.
Dvojice uloh na kterou se prevadi feSeni maticovych her je specialni piipad dvojice dudlnich
uloh linearniho programovani, ve kterych:
e A=H-= (hl-j) s hij>0 pro vSechna i,j,
e b je vektor tvaru (1,1,...,1)T dimenze n a ¢ je vektor téhoz tvaru dimenze m.
2. Celkovy postup feseni maticové hry je nasledujici:

e Vypocet dolni a horni ceny hry. Jestlize se sobé rovnaji, pak feSeni je dano ryzimi (Cistymi)
minimaxovymi strategiemi, které predstavuji feseni. Jestlize se navzajem nerovnaji, pak je tfeba
hledat feseni v oblasti smiSenych strategii.

e Analyza dominanovani a vylouc¢eni dominovanych strategii, pokud existuji. Eliminace
dominovanych strategii neni nutnd, ale zjednodusuje dalsi feSeni

e Ma-li matice hry H=(h; j) nekteré prvky nekladné (zaporné nebo nulové), pak hodnotu vsech prvka
zvetSime o stejnou konstantu tak, aby vSechny prvky matice byly kladné. Podle véty 2.1.3 ma
nové hra stejné optimalni strategie obou hraci jako hra puvodni (nikoliv vSak stejnou cenu).

e  Po této uprave je problém nalezeni optimalnich smiSenych strategii je pfeveden na reseni ulohy
linearniho programovani: minimalizovat uc¢elovou funkci (12) pfi splnéni podminek (8), nebo
maximalizovat uc¢elovou funkci (13) pii splnéni podminek (9). Toto feseni nalezneme standardnimi

metodami, napf. simplexovou metodou - viz dale véta 2.1.5 a priklad 2.1.4.

e Pokud jsme v predpfedchozim bod¢ upravovali matici hry pfi¢tenim konstanty ke vSem jejim
prvkiim, pak nyni opravime cenu hry, vypoctenou v predchozim bod¢, odectenim této konstanty.
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3. Je-li maticova hra typu 2x2 nebo 2xn nebo mx2, pak mizeme ulohu linedrniho programovani fesit
jednoduchymi analytickymi postupy (bez znalosti obecnych metod linearniho programovani) - viz
nasledujici priklad 2.1.3..

Priklad 2.1.3:
Budeme hledat feSeni maticové hry typu 3x3 zadané v prikladu 2.1.2 tabulkou 2.1.3, ktera po eliminaci

dominovanych strategii pfejde na maticovou hru typu 2x2 zadanou tabulkou 2.1.4. Nejprve upravime vyplatni
matici na tvar se vsemi prvky kladnymi (pfictenim konstanty 3 ke vsem jejim prvkiim). Dostaneme tak tab.2.1.5.

A/B b, b, aizminj{hij
991 hy)
a,  DPor 3 6 3
4@ Pp 5 1 1
ﬂi=max,~{ hl} 5 6
Tab. 2.1.5

Dale budeme hledat optimalni feseni hry dvojim nezavislym zpusobem:
1) Obecnou metodou spocivajici v pfevodu na ulohu linedrniho programovani (viz dikaz véty 3.1.4).

2) Specialni grafickou metodou pouzitelnou pouze pro feseni her typu 2x2, 2xn nebo mx2.

Adl)
V nasem konkrétnim piikladé maji rovnice (2),(3), (5),(6), formulujici podmimky pro rovnovazné reseni, n
asledujici konkrétni tvar (2°),(3’), (5°),(6°):

3po1 +3pgy 2 vV 3qg; + 6499y < Vv
6pg1+ Py 2 V @27 S5q01* qu <V &)
Port Pop =1 (3" do1* dop =1 (67

Odpovidajici dvojice dudlnich uloh linearniho programovani (8”),(12%) a (9”),(13’) je specialnim pfipadem o
becnych uloh (8),(12) a (9),(13):

3x;+5x, 2 1 3y, + 6y, < 1
6x;+ x, 21 (®) Sy;+ yy<1 ©)
X,% 20 Y1 Y22 0
X+ Xy = min 12°) ¥y + ¥, = max 13’)
Resenim dvojice dudlnich tloh nalezneme:
(%)) = (3127, 4/27) 1, ¥2) = (5/27,2/27)
X1+ xy = 727 Y1+ ya= 727
Vratime-li se zpét od tlohy linedrniho programovani k feSeni dané hry, dostaneme podle (10), (11)
pro cenu hry

Vo= 1+ xp) = 1y + yy) =27/7
a dale pro otimalni smiSené strategie podle (7)

(Poppoz) =(x v, xyv) = (3/7, 4/7), (quCIoz) = VyV) = (5/7,2(7).
Cena hry v’ se vztahuje ke hie dané tabulkou 2.1.5. Cena puvodni hry definované tabulkou 2.1.4 je
v=1v -3=6/7.

Reseni této hry je tedy trojice
Po90.V) =((4/7, 3I7), (5/7, 2]7), 6/7)
a feseni praptivodni hry popsané tabulkou 2.1.3 je trojice
(Po-90,V) =((4/7,3]17,0), (5/7,2/7, 0), 6/7) .

Na obr. 3.1.1, resp. 3.1.2 je vysrafovanim zobrazena oblast pfipustnych feseni (8’) primarni ulohy, resp
.oblast pripustnych reseni (9°) dudlni ulohy a je oznacen bod ve kterém ucelova funkce (12”) dosahuje
svéhominima, resp. bod ve kterém ucelova funkce (13°) dosahuje svého maxima.
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N

< xT+x2=min!
‘ Obr. 3.1.1. Uloha lin.programovani

oblast pfipustnych feseni

y1

> x1+x2=max!

Obr. 3.1.2. Dualni uloha lin.programovani

Ad2)
Na obr. 3.1.3 a 3.1.4 je ilustrovén specidlni zptisob feseni antagonistickych her neodkazujici na obecné
metody linearniho programovani. Na obr. 3.1.3 je feSena hra z pohledu 1.hrace. Poradnice al, a2 oznacuji
ryzi strategie 1. hrace a pfimky b1,b2 ryzi strategie 2.hrac¢e. Bod na vodorovné usecce 0-1 oznacuje
smisenou strategii 1.hrace (p1,p2). Je-li p1=1 a tedy p2=0, dostavame ryzi strategii al, je-li obracen¢ p2=1
a tedy p1=0, dostavame ryzi strategii a2. Velikost poradnice vztycend v libovolném bodé usecky 0-1 az
do priseciku s piimkou b1, resp. b2 udava velikost vyhry 1.hrace voli-li 2.hrac ryzi strategii b1, resp. b2.
Optimalni smisSena strategie 1.hrdce je dana bodem na usecce 0-1 ve kterém vztycend pofadnice prochdzi
prasec¢ikem primek b1l a b2. Délka této poradnice udava cenu hry. Jakakoliv odchylka od této smiSené
strategie umoziuje 2.hraci snizit vyhru 1.hrace. Na obr. 3.1.4 je hra feSena z pohledu 2.hrice.
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b2_[h12=6

§,a1

a1 Obr. 3.1.3 a2 b1 Obr.3.1.4 b2

Véta 2.1.5 (obecny algoritmus i'eSeni maticovych her - prizpiisobend simplexovd metoda):

Reseni kazdé maticové hry s vyplatni matici H=(hl~j) 1ze nalézt nasledujicim postupem:

(1) Pripadna uprava vyplatni matice. Nejsou-li vS§echny prvky matice kladné, pak toho docilime prictenim

vhodné konstanty ke vSem prvkim. Tato operace nema vliv na vypocet optimalnich strategii, ale jen zvysi
cenu hry o tuto konstantu (viz véta 2.1.3). V tomto pfipadé se vypoctena cena hry po skonceni prace
algoritmu o zvolenou konstantu opét snizi. V dal$im jiz pfedpoklddame hij>0 pro vSechna i,j.

(2) Zobrazeni simplexovou tabulkou. Tvar této tabulky a jeji pocatecni vyplnéni - viz tab.2.1.6. Tabulka je

3

vzdy tvorena ¢tyfmi Castmi: matici (na pocatku je totoznd s vyplatni matici), dolnim fadkem (s pocatku je
obsazen minus jedni¢kami), pravym sloupcem (s pocatku je obsazen jednickami) a pravym dolnim rohem
(s pocétku obsahuje nulu).

Y1 Y2 Jn
Xy hyy hyy hy, 1
Xy hyy hy» hyy 1
Xmn iy hyp hyy 1
-1 -1 -1 0
Tab. 2.1.6

Vybeér pivotniho prvku. Pivotni prvek lezi na prise¢iku pivotniho fadku a pivotniho sloupce. Pivotnim
sloupcem muze byt vybran libovolny sloupec, ktery obsahuje v dolnim fadku zaporné ¢islo. Pivotni fadek
musi byt vybran tak, aby pivotni prvek byl kladny a tak, aby v pivotnim fadku byl pomér prvku v pravém
sloupci ku pivotnimu prvku co nejmensi.

(4) Jordanova transformace tabulky podle vybraného pivotniho prvku. Nova tabulka vznikne z vychozi tabulky

zpusobem naznacenym v tab.2.1.7.a,b. Tabulka 2.1.7.a predstavuje stav simplexové tabulky (vcetné dolniho
fadku, pravého sloupce a pravého dolniho rohu) pred transformaci, pfi¢emz vybrany pivotni prvek je
vysrafovan. Tabulka 2.1.7.b predstavuje stav simplexové tabulky po provedené transformaci. VSechny
prvky maji novou hodnotu: pivotni prvek s hodnotou a ma nyni hodnotu 1/a, prvek pivotniho fadku

(rtzny od pivotniho prvku) s hodnotou b zméni hodnotu na b/a, prvek pivotniho sloupce (rizny od
pivotniho prvku) s hodnotou ¢ zméni hodnotu na - c/a a ostatni prvky nelezici ani v pivotnim fadku ani

v pivotnim sloupci zméni ptivodni hodnotu d na hodnotu d - b.c/a, pticemz b je hodnota prvku leziciho

na pruseciku pivotniho fadku a sloupce transformovaného prvku a ¢ je hodnota prvku leziciho na praseciku
pivotniho sloupce a fadku taransformovaného prvku. Navic se prohodi oznaceni pivotniho fadku a sloupce:
bylo-li pivodné x;, Yi pak v nové tabulce bude Y X - viz tab.2.1.7a,b.

Yj X
X; a b Yj 1/a bla
.es con s :> .es s .es
c d -cla d-b.cla

Tab.2.1.7.a Tab.2.1.7.b
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(5) Test. Zbyvaji-li v dolnim fadku tabulky (bez pravého dolniho rohu) néjaké zaporné prvky, pak navrat
k bodu (3), jinak pokracovani bodem (6).

(6) Odecteni vysledkii z vysledné tabulky. Hodnota prvku v pravém dolnim rohu je prevracenou hodnotou ceny
hry. Optimdlni strategie 1. hrace se urci takto: Proménné x;, jejiZ oznaceni ziistane na levé strané tabulky, je
pfifazena nulova pravdépodobnost. Proménné x;, jejiZ oznaceni se pfesune nad tabulku, je pfifazena
pravdépodobost rovna hodnoté prvku v dolnim fadku vydéleném hodnotou prvku v pravém dolnim rohu.
Optimalni strategie 2. hrace se urci obdobné: Proménné Y jejiz oznaceni zistane nad tabulkou, je pfifazena
nulova pravdépodobnost. Proménné Yi jejiz oznaceni se presune pied levou stranu tabulky, je pfifazena
pravdépodobost rovna hodnoté prvku v levém sloupci vydéleném hodnotou prvku v pravém dolnim rohu.

(7) Pripadna uprava ceny hry. Pokud v kroku (1) byla upravovéana vyplatni matice, pak je tfeba odecist od
vypoctené ceny hry kladnou konstantu o kterou byly v kroku (1) zvétSeny vSechny prvky vyplatni matice,
abychom ziskaly cenu puvodni hry.

Priklad 2.1.4:
Resme maticovou hru zadanou vyplatni matici H = (h;;) zapsanou v tabulce 2.1.8.a.
1 -2 5
-1 0 2
-3 1 0
Tab.2.1.8.a

Dolni cena hry je . = max; { min; {hij} }=-2, ahornicena f3 = minj{ max; {hij}} = 1. Hra tedy nema
feseni v ryzich strategiich a je tfeba hledat reseni v prostoru smisenych strategii. Analyzou dominovani déle
zjistime, Ze zadnd ryzi strategie 1.hrdCe nedominuje zadnou jinou jeho ryzi strategii a stejné tomu tak je
iv pripadé 2.hrace. Hru tedy nelze redukovat, ztistava hrou typu 3x3 a nezbyva nez ji fesit pfevodem na tilohu
linearniho programovani. Prvnim krokem je uprava vyplatni matice podle véty 2.1.3 (pficteni konstanty 4 ke
vSem jejim prvkam) tak, aby vSechny jeji prvky byly kladné. Ziskame tak matici H’ = (h ’ij), kde h ’ij=hl~j+4
- viz tab.2.1.8.b.

5 2 9

4 2

1 5 4
Tab.2.1.8.b

Tab.2.1.8.c predstavuje vychozi simplexovou tabulku pfislusnou k upravené vyplatni matici H’. Za
pivotni sloupec je mozné volit libovolny sloupec (v dolnim fadku pod vyplatni matici jsou sama zéporna Cisla),
volme tedy 1. sloupec. Pro volbu pivotniho fadku zkoumame poméry prvku v pravém sloupci ku prvkim v pivo
tnim sloupci: 1/5, 1/3, 1/1. Nejmensi je 1/5 a tedy za pivotni fadek volime 1. fadek.

Y1 Y2 Y3
X 5 2 9 1
Xy 3 4 2 1
X3 1 5 4 1
-1 -1 -1 0
Tab.2.1.8.c

Nasleduje Jordanova transformace tabulky 2.1.8.c podle uréeného pivotniho prvku (v tabulce je
vysrafovan), vysledkem je tabulka 2.1.8.d (nezapomeneme na prohozeni proménnych prislusnych k pivotnimu
prvku: x; <> y;).V dalSim kroku je vybér pivotniho sloupce jednoznacny, nebot v fadku pod matici je jen jediny

zaporny prvek. Pro vypocet pivotniho fadku pocitame opét poméry: (1/5)/(2/5)=1/2, (2/5)/(14/5)=1/7, (4/5)/(23/
5)=4/23. Nejmensi hodnota je 1/7 a tedy pivotnim fadkem bude 2. fadek.

Xl Y2 Y3
v 1/5 2/5 9/5 1/5
Xy -3/5 14/5 -17/5 2/5
X3 -1/5 23/5 11/5 4/5
1/5 -3/5 4/5 1/5
Tab.2.1.8.d

Nasleduje Jordanova transformace tabulky 2.1.8.c podle ur¢eného pivotniho prvku (prvek

(X5,y,) - v tabulce vysrafovan), vysledkem je tabulka 2.1.8.e. Oznaceni pivotniho fadku a sloupce je pfehozeno:
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X X2 Y3
v 2/7 -2/14 16/7 1/7
bL) -3/14 5/14 -17/14 1/7
X3 5/14 23/14 103/14 1/7
1/14 3/14 Y14l 217
Tab.2.1.8.e

Tab.2.1.8.e je vyslednd, nebot vSechny prvky dolniho fadku pod matici jsou nezdporné. Z vysledné
tabulky odecitame feseni hry s matici H’ = (h ’l-j) takto:
Vv =1@Q2[T) =712, (x1, Xy, x3) = (1/14, 3/14,0), (v, ¥2,¥3) = (1/7, 1/7,0)
Cena hry je pfevracena hodnota pravého dolniho prvku; x3=0 protoze x5 zlistalo oznacenim fadku;
y3=0 protozZe y; zlistalo oznacenim sloupce. Optimdlni smiSené strategie jsou:
@1, P2 P3) = (X V), %3V, x3V)) = (1/4, 3/4,0)
(q1> 92> 93) = 01V, 2V, y3v) = (1/2, 1/2,0)
a kompletnim fesenim hry s matici H’ = je trojice
((1/4, 3/4,0), (1/2, 1/2, 0), 7/2).
Cena puvodni hry s matici H = (hij), hij =h ’ij -4, je
v=v'-4="772-4=-1]2
a tedy kompletnim feSenim pivodni hry s vyplatni matici H je trojice
((1/4, 3/4,0), (1/2, 1/2, 0), -1/2).

Definice 2.1.7:
Nejlepsi odpovédi 1. hrdée na strategii geQ zvolenou 2. hracem je jakdkoliv strategie pe P
1. hrace patfici do mnoziny
BR,(q) = {peP: (Vp’eP) [H(p’,q) < H(p.q)]} =
= {arg max, pH(p,q)}
Nejlepsi odpovédi 2. hrdée na strategii pe P zvolenou 1. hracem je jakakoliv strategie ge Q 2. hrace
patfici do mnoziny
BR,(p) = {q€Q: (Vq’€Q) [H(p.q) < H(p.q")]} =

={arg min, _oH(p.q)}.
(BR znaci “Best Response”, tj. nejlepsi odpovéd”)

Poznamky 2.1.7:
1. Zfejmé plati:
(Pg-90) je Nashilv rovnovazny bod <> pge BR;(gg) A gp€ BR,(pp)
2. Jestlize zname strategii, kterou voli protivnik, pak je vzdy rozumné odpovédét strategii, ktera patii
do mnoziny nejlepSich odpovédi. Je-li protivnik raciondlni a voli g, pak je nasi nejlepsi odpovédi gy,
kde (p(,q) je Nashilv rovnovazny bod hry. Jestlize vSak protivnik racionalni neni a voli néjakou jinou
strategii g '#q, a my tuto strategii zname (jeji uziti pfedpokladdme), pak neni rozumné volit g, ale néjakou
strategii peBR(g’). Iracionalni rozhodnuti protivnika miizeme vyuZit ke zvySeni své vyplaty.

Priklad 2.1.5:
Uvazujme hru zadanou matici v tab. 2.1.9
A/B bl b2 al=m1nj{hlj}

9] 9
a, p; 3 6 3
a, P 5 1 1

f=max;{hj} 5 6

Tab.2.1.9

Resenim této hry je trojice (pg,q0, V) =((4/7, 3/7), (5/7,2/7), 27/7) - viz piiklad 2.1.3. Pfedstavme si
nyni, Ze 2. hra¢ pouZije nikoliv svou optimalni strategii q,=(5/7, 2/7), ale strategii ¢°=(1/2, 1/2). Nejlepsi
odpovédi 1. hrace je potom strategie:

P=(01:07)<BR,(¢") = {arg max,_pH(p.q")} = (arg max,_pp"Hq’} =
={arg max, . p(p,pp)H(1/2, 1/2)T} = {arg max,  p(p1,92)(9/2, 6/2)T} =
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= {arg max,, . p(9/2p,+ 6/2py)} = {arg 3/2max,, . p(3p,+ 2p))} = {(LO)}.
V poslednim kroku bereme v uvahu, Ze p,+ p,= 1, coz umoziiuje pfevést ulohu na jednorozmérnou
extremalizaci. Hodnota vyplatni funkce je
Hp,q)} = 1,00H(1/2,1/2)T=9/2=45 ... best response proti neoptimalni,

cozZ je vice nez

H(py.q0)} = 47,3/ H(5/7,2/T)T=27/7=385 ... optimalni proti optimalni,
nebo také

H(po.q)} = (4/7, 3/T)H(1/2, 1/2)T=27/7=385 ... optimalni proti neoptimalni.

2.2. Nekooperativni hry 2 hraca s obecnym souctem

V predchozi kap. 2.1 jsme se zabyvali antagonistickymi hrami, tj. hrami 2 hra¢t s nulovym souctem.
Pro tyto hry plati z moci definice
(Va;eA)(Vb;eB) [H(apb) + Gayb)) = 0],
neboli strucnéji
VO [ hij + 8ij = 0]
a tedy tato hra mohla byt plné popsana jedinou vyplatni funkci H(ai,bj), resp. jedinou vyplatni matici H = (hl-j =
(H(ai,bj)).

Nyni se budeme zabyvat obecnym typem her 2 hracu (antagonistické hry jsou jejich zvlastnim
ptipadem), kdy veliCiny hij = H(ai,bj), 8ij= G(al-,bj) jsou obecné nezavislé a jejich soucet mize mit (obecné
ma4) rtiznou hodnotu pro rizné dvojice strategii (a;, bj). V tomto pfipadé uplny popis hry vyzaduje znalost obou
vyplatnich funkci H(ai,bj), G(ai,bj), resp. obou vyplatnich matic H = (4;,), G = (gl-j). Obecna konecna hra 2 hraca

[}
je tedy plné zadana bimatici (H, G) = ((hi]" 8;)) - tyto hry nazyvame prf)to také bimaticovymi hrami.

Reseni neantagonistickych her je podstatné rozmanitéjsi nez her antagonistickych. Zajmy hraca
nemusi byt nutné protichtidné a v mnoha pfipadech maze byt ucelna spoluprace (kooperace) hracu. V piipadé
antagonistickych her je kooperace nesmyslna, kooperujici hraci by v tomto piipadé nebyly raciondlnimi hraci
- jak vzdy predpokladame.

Kooperace hraci spociva v uzavieni zavaznych dohod pred vlastni realizaci hry a to:

e pouze o volbé strategii bez prerozdéleni vyher (kooperativni hry s nepienosnymi vyhrami),

e nejen o volbeé strategii, ale i o tom, jak si hraci rozdéli soucet vyplat ziskanych v disledku realizace

dohodnutych strategii (kooperativni hry s pFenosnymi vyhrami).
Jakékoliv kooperace hracti muze byt také zakazana nebo realné nemozna (nekooperativni hry).

Definice 2.2.1:
Bimaticovd hra typu mxn je hra v normalnim tvaru <I,{A;: iel},{H;: iel}> se dvéma
racionalnimi hraci, tj. I={1,2} a s kone¢nymi mnozinami strategii prvého i druhého hrace.
A1=A= {al,az,...,am}, A2=B={b1,b2,...,bn},
Hra je plné zaddna dvojici matic (hij)=H(ai,bj), (gij)=G(ai,bj), neboli bimatici (hij, gij), i=1.,2,...m;
j=1,2,...,n - viz tab.2.2.1.

A/B by b, b,
a hy 81 hip 815 M 81n
b hyp 89 hy & how 8an
A hml’ Sml hmz’ Sm2 hmn’ Smn
Tab. 2.2.1.
Priklad 2.2.1:
Uvazujme hru zadanou bimatici v tabulce 2.2.2.
A/B bl b2 b3 al-=min,~{h”}
a, 2,2 3,1 5,0 2, -
a2 O, 4 1, 9 3, 3 07 B
ﬂl=mlnl{gl]} ) 2 ) 1 ) 0

Tab. 2.2.2.
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Je-li zakdzdna kooperace, pak optimdlnim feSenim hry je volba strategii (a;,b,) s vyplatami (2,2). Obé
strategie a,b; jsou maximinové a bod (2,2) je lokdlnim extrémem bimatice. Strategie a,b; jsou rovnovazZné:
jednostranna odchylka kteréhokoliv hrace od téchto strategii vede ke zmenseni jeho vyplaty.

Je-1i dovolena dohoda o volbé strategii, ale nikoliv o pferozdéleni vyher, pak optimalnim feSenim hry je
volba strategii (a,,b3) s vyplatami (3,3). Kooperaci dosahli oba hraci zvySeni své vyplaty, aniZ by se
prerozdélovaly vyhry.

Je-li navic mozna i dohoda o pferozdéleni vyher, pak optimalnim feSenim hry je volba strategii (a,,b,)
s vyplatami (1,9). Soucet vyplat je 10 a po rozdéleni mohou byt vyplaty napf. (5,5). Pokud by nedoslo k prerozd
€leni, 1. hra¢ by nepfistoupil na dohodu o volbé strategii (a,,b,).

V této kapitole 2.2 se budeme zabyvat nekooperativnimi hrami, v kapitole 2.3 kooperativnimi hrami
s nepfenosnymi vyhrami a v kapitole 2.3 kooperativnimi hrami s pfenosnymi vyhrami.

Definice 2.2.2:

Nekooperativni hra 2 hrdéi typu mxn je bimaticova hra typu mxn, ve které neni mozna (z moci defini
ce) zadna dohoda o volbéch strategii (natoz pak o pferozdéleni vyher) jednotlivych hract pred vlastni realizaci
hry. Hraci voli své strategie navzajem nezavisle.

Definice 2.2.3:
Strategie a, 1. hrdce (slabé) dominuje strategii a, téhoz hrace (a,.a,€A), jestlize pro j=1,2,..,n
(pro vSechna bjeB) plati:
hrj < hsj ,

a obdobné strategie b, 2. hrdce (slabé) dominuje strategii b, téhoz hrace (b,,b e B), jestlize pro i=1,2,..,m
(pro vSechna a;€A) plati:
gir=8 JS
Strategie ag 1. hrdce silné dominuje strategii a, téhoZ hrace (a,,a,cA), jestlize pro j=1,2,..,n
(pro vSechna bjeB) plati:
hyj < hj»
a podobné strategie b, 2. hrdce silné dominuje strategii b, téhoz hrace (b,,b,eB), jestliZe pro i=1,2,..,m
(pro vSechna a;€A) plati:
8ir < 8is -
Dana strategie i-tého hrdce je (slabé) dominantni strategii i-tého hrdce, jestlize (slab&é) dominuje
vsechny ostatni strategie i-t¢ho hrace (i=1,2).
Dana strategie i-tého hrdce je silné dominantni strategii i-tého hrdce, jestlize ostfe dominuje vsechny
ostatni strategie i-tého hrace (i=1,2).

Poznamky 2.2.1:

1. Relace dominovani strategii pro hry s obecnym souctem jsou definovany naprosto rovnopravnym
zpusobem pro oba hrace, na rozdil od obdobné definice pro antagonistické hry - viz definice 2.1.4.

2. Definice slabé dominance byva nékdy zpfisnéna podminkou a, # a,.

Z definice vyplyva, Ze kazda silna dominance je i slaba dominance.

4. Racionadlni hra¢ nikdy nehraje dominovanou strategii. Eliminaci dominované strategie (jejim vyskrtnutim z
mnoziny strategii) prechazime k ekvivalentni redukované hie (se stejnym fesenim, ale mensi).

et

Definice 2.2.4:

Dvojice strategii (a*,b™), a*€A, b*eB, je slabé rovnovdinym bodem hry (rovnovaznym bodem
vzhledem k relaci slabého dominovani), jestlize a* je slabé dominantni strategii 1. hrace a b* je slabé dominantni
strategii 2. hra¢e. Mnozinu vSech rovnovaznych bodt hry G vzhledem k relaci slabého dominovani oznac¢ime
symbolem DW(G). (DW =Dominant Weakly.)

Dvojice strategii (a*,b*), a*€A, b*eB, je silné rovrovdinym bodem hry (rovnovaznym bodem
vzhledem k relaci silného dominovani), jestlize a* je silné dominantni strategii 1. hrace a b* je silné dominantni
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strategii 2. hrace. Mnozinu vSech rovnovaznych bodt hry G vzhledem k relaci silného dominovani ozna¢ime sy
mbolem DS(G). (DS =Dominant Strictly.)

Poznamky 2.2.2:

1. Rovnovazné body vyhledem k relacim dominovani - pokud existuji - 1ze nalézt iteracnim procesem
postupného eliminovani (vylu¢ovani, vyskrtavani) dominovanych strategii: na konci tohoto procesu je pak
hra typu 1x1, predstavujici rovnovazny bod. Pokud dana hra rovnovazné body nema, pak iteracni proces
vylucovani dominovanych strategii muze vést alespon k redukci hry (k “zmenseni” jejiho typu) a tim
k usnadnéni jejiho dalsiho feSeni.

2. Existuje-li silné rovnovazny bod, pak je jen jeden (dokazte sporem) a predstavuje feSeni dané hry. Kazda
hra ma tedy nejvyse jeden siln¢ rovnovazny bod.

Priklady 2.2.2:

e Bimatice v tab.2.2.3 (zaramovana ¢ast tabulky) zadava nekooperativni hru 2 hract typu 2x2
(varianta hry "Véznovo dilemma”). Zde 1. fadek silné dominuje 2. fadek a 1. sloupec silné¢ dominuje
2. sloupec. Po vyskrtnuti dominovanych 2. fadku a 2. sloupce zbyva dvojice strategii (a;,b,)
s vyplatami (1,1). Tato dvojice strategii predstavuje siln€ (a tedy také slabé) rovnovazny bod hry.

A/B b, b, a;=min;{ h;;}
a; 1, 1 6, O 1, -
a, 0, 6 5 5 0, -
ﬂj=mini{gl~j} -1 - 0
Tab.2.2.3

e Ve hie zadané bimatici z tabulky 2.2.4 2. fadek slabé dominuje 1. fadek a 2. sloupec slabé dominuje
1. sloupec. Po vyskrtnuti dominovanych 1. fadku a 1. sloupce zbyva dvojice strategii (a,,b,)
s vyplatami (4,3). Tato dvojice strategii predstavuje slabé (ale nikoliv silné) rovnovazny bod hry.

a; 2, 1 0, 2 0,
a, 2, 3 4, 3 2,
ﬁi=mini{gl~j} -1 B
Tab.2.2.4

e  Uvazujme hru zadanou bimatici z tabulky 2.2.5. Postupnymi eliminacemi siln¢ dominovanych strategii
- viz tabulky 2.2.5.b,c,d (b5 je dominovana b,, a, je domindna a,, b, je dominovana b,) nachazime
nakonec silné¢ dominantni strategie a; a b,, které predstavuji feSeni hry s vyplatami (1, 2).

A/B b, b, by a;=min;{h;;}
a 1, 0O 1, 2 0, 1 0, -
a, 0, 3 , 1 2, 0 0, -

ﬁi=minl~{gij} - 0 - 1 -1
Tab.2.2.5.a
A/B bl bz ai=min,-{hl~,-}
a; 1, 0 1, 2 1,
a, 0, 3 0, 1 0, -
B=min;{g;;} - 0 - 1
Tab.2.2.5.b
A/B by b, a;=min { h;;}
a 1, 0O 1, 2 1,
bj=mini{gij} -, 0 - 1
Tab.2.2.5.c
A/B b2 ai:min,-{hl-,-}

a, 1, 2 1,
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fi=min;{g;;} | - 1
Tab.2.2.5.d

Definice 2.2.5:
Dvojice strategii (a*,b*), je Nashovym (slabé) rovnovdznym bodem hry, jestlize plati
(VaeA) [H(a,b*) < H@",b")] A (VbeB) [G(a",b) < G(a*,b")] .
Dvojice strategii (a*,b*), je Nashovym silné rovnovdZnym bodem hry, jestlize plati
(VaeA) [aza* = H(a,b*) < H(a",b*)] A (VbeB) [b2b* = G(a",b) < G(a*,b")]
neboli
(VaeA\a*) [H(a,b*) < H(a*,b*)] A (VbeB\b*) [G(a",b) < G(a*,b")] .
Mnozinu vsech Nashovych (slab&) rovnovaznych bodu hry G oznacime NW(G) a nebo jenom N(G) a
mnozinu vSech Nashovych silné rovnovaznych bodt hry G oznacime NS(G).

Priklady 2.2.3:
Uvazujme hru G zadanou bimatici v tabulce 2.2.3 (PD, “Prisoner Dilemma”, Véznovo dilema). Zde:
DW(G) =DS(G) =NW(G) = NS(G) = {(a;,bp},
Uvazujme hru G zadanou bimatici v tabulce 2.2.4. Zde:
DS(G) =<, NS(G) = &, DW(G) = NW(G) = {(a,,by)}
Uvazujme hru G zadanou bimatici v tabulce 2.2.5.a. Zde:
DS(G) =DW(G) = NS(G) = NW(G) = {(a},b,)}
Uvazujme hru G zadanou bimatici v tab.2.2.6 (SH, “Stag Hunt", Jelen - zajic)

A/B bl bz al-=min,-{hi,-}
a, 2, 2 0, 1 0, -
a2 1, 0 1, 1 la -
B=min;{g;;} - 0 - 1
Tab.2.2.6

Zde:
DS(G) =DW(G) =<,  NW(G) =NS(G) = {(ay,b), (a,by)},
Uvazujme hru G zadanou bimatici v tab.2.2.7 (BoS, “Battle of the Sexes”, konflikt mezi manzely).

A/B b, b, a;=min;{ h;;}
a; 2, 1 0, O 0, -
a, 0, 0 1, 2 0,
ﬂi=mini{gl~j} - 0 - 0
Tab.2.2.7

Zde:

DS(G) =DW(G) =<, NW(G) =NS(G) = {(a,by), (ap,b))},
Uvazujme nekooperativni hru 2 hraci typu 2x2 (MW, “Merchantship-Warship Game”, Obchodni lod
proti vélecné lodi) zadanou bimatici v tab.2.2.8

A / B b1 b2 oci=mini {h"
a; 0, 1 1, O 0, -
32 ]., O O, 1 07 -
Pi=min; {g;;} -0 -0
Tab.2.2.8
Zde:
DS(G) = DW(G) = NS(G) =NW(G) =
Definice 2.2.6:

Nejlepsi odpovédi 1. hrdde na strategii bjeB zvolenou 2. hrd¢em je jakakoliv strategie 1. hrace patfici

do mnoziny
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BR(b) = {a€A: (Va;€A) [H(a,b) > H(a;,b)]} =
= {arg max, o AH(a,bj)}
Nejlepsi odpovédi 2. hrdde na strategii acA zvolenou 1. hracem je jakdkoliv strategie 2. hrace patfici
do mnoziny
BR,(a;) = {beB: (VbjeB) [G(a;,b) > G(ai,bj)]} =
={arg maxy, c pG(a;,b)}.
(BR = Best Response, nejlepsi odpoved™)

Poznamky 2.2.3:
1. Pro mnoziny rovnovaznych bodi DS(G), DW(G), NS(G) a NW(G) dané hry G (viz definice 2.2.4-5)
plati nasledujici vztahy:
DS(G) c DW(G) -
NS(G) = NW(G)
DS(G) = NS(G)
DW(G) c NW(G)
Prvni dvé z uvedenych inkluzi vyplyvaji ihned z definic 2.2.4 a 2.2.5. Uvedené ctyfi vztahy mizeme
prepsat takto:
DS(G) c DW(G) c NW(G)
DS(G) < NS(G) c NW(G)
a nebo zndzornit jedinym mnozinovym diagramem - viz obr. 2.2.1.

tab.2.2.4 p 7 MW - tab.2.2/8
a PD - tab.2.2.3 SH-tab.2.2.6
N BoS -tab.2.2.7 )

Obr.2.2.1

2. Nejlepsi odpovédi souviseji s Nashovymi rovnovaznymi body takto.
(@*,b*)eNW(G) < a*eBR(b*) A b*eBR,(a%)
Dokazte a nebo alespon ovéite na vySe uvedenych prikladech.

Postup pri reSeni nekooperativnich her v ryzich strategiich:
1. Ma-li hra jediny Nashtiv rovnovazny bod, pak tento bod predstavuje optimalni feseni hry.
2. Na rozdil od maticovych (antagonistickych) her mize mit bimaticova hra vice Nashovych boda.
Napf. hra zadana bimatici z tabulky 2.2.6 (SH) ma dva rovnovazné body (dvojice strategii (a,b)):
e bod(a;,by) s vyplatami (2,2),
e bod (a,,by) s vyplatami (1,1).
Racionadlni hraci, aniz by se domlouvali, voli za feseni prvy bod, které kromé toho, Ze je stabilni, je také nav
ic pro oba vyhodnéjsi. Toto feseni je tedy optimalnim feSenim.
Hra zadana bimatici z tabulky 2.2.7 ma rovnéz dvé rovhovazna feSeni:
e bod (a;,by) s vyplatami (2,1),
e bod (a,,by) s vyplatami (1,2).
1. hrac by rad dal pfednost 1. rovnovaznému bodu a 2.hra¢ 2. bodu. Pokud to vsak ucini, tj. voli strategie
(a1,b,) skondi s nejhorsimi moznymi vyplatami (0,0).
Maé-1i bimaticova hra vice rovnovaznych strategii, pak je tfeba provést podrobnéjsi analyzu hry.
Budto mezi rovnovaznymi body nalezneme dominantni otimalni bod (hra zadana tab.2.2.6) a nebo nikoliv
(hra zadand tab.2.2.7) a pak je tfeba prejit ke smiSenému rozsifeni hry a hledat otimalni feSeni mezi
smiSenymi strategiemi (viz dale definice 2.2.7).
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3. Navic existuji bimaticové hry, které nemaji Zadné rovnovazné body (v ryzich strategiich) - viz napf.
hra MW zadana bimatici z tab. 2.2.8.. I v téchto pfipadech je tieba prejit ke smiSenému rozsireni hry a
hledat otimalni feseni mezi smiSenymi strategiemi (viz definice 2.2.7 a dale nasledujici vyklad).

Definice 2.2.7:
Mgjme bimaticovou hru s prostory strategii A={a,a,,...,.a,,}, B={b,b,,...,b, } a s vyplatnimi maticemi
H=(h; j) a G=(gij)- SmiSené rozsireni této hry je hra s prostory strategii
P={p=1.Ps-P) "+ 2p;=1, P20}, Q=1{q=(q1,qp,--q,)" : 2q;=1, q=0}
a s vyplatnimi funkcemi
H({p,q) = Ziszihiﬂj =p'Hgq ,
G(p.q) = X284, =P"Gq -
Nosice (suporty) smiSenych strategii pc P a g Q jsou mnoziny ryzich strategii, které vstupuji do
smiSenych strategii s nenulovymi pravdépodobnostmi, tj.
supp(p) = {g;€4: p>0},
supp(q) = {b;eB: q;>0}.

Poznamky 2.2.4:

1. Strategie a;, bj plivodni bimaticové hry nazyvame ryzimi (Cistym)i strategiemi a jejich konecné mnoziny A,
B prostory ryzich (Cistych) strategii. Strategie p, q rozsifené hry nazyvame smiSenymi strategiemi a jejich
nekonecné mnoziny P, Q prostory smiSenych strategii. Smisena strategie pfedstavuje pravdépodobnostni
rozdéleni (distribuci) na mnoziné Cistych strategii.

2. Cistd strategie je specidlni pfipad smiSené strategie; napf. Cistd strategie a; je smiSend strategii p s p=1 a
Pi=0 pro k=i. Cistd strategie je smiSend strategie jejiz nosi¢ je jednoprvkovy.

3. Vyplatni funkce H(p,q) a G(p.,q) udavaji stiedni (ocekdvané) hodnoty vyplat 1. a 2. hrace pouzije-li
1. hra¢ smisenou strategii pe P a 2. hra¢ strategii g€ Q.

Definice 2.2. 8:
Dvojice strategii (p*,q™) je Nashiiv rovnovdzny bod smiseného rozsireni bimaticové hry G,
ti. @*.¢")eN(G)=NW(G), jestlize plati:

(VpeP)[Hp.g*) < Hp".q)] » (VqeQ)[G(p".q) <GP~ .q*)]

Poznamky 2.2.5:

1. Setrvava-li 2. hra¢ na své rovnovazné strategii ¢*, pak Zddna odchylka 1. hra¢e od jeho rovnovazné strategie
P’ (tj. volba jiné strategii g€ Q, g#q™) nemiize zvétsit vyplatu 1. hrace. Podobné, setrvava-li 1. hrac na své
rovnovazné strategii p*, pak jakakoliv odchylka 2. hra¢e od jeho rovnovazné strategie g™ (tj. volba jiné
strategii g€ Q, g#q™) nemlize zvétsit vyplatu 2. hrace. V tomto smyslu jsou rovnovazné strategie
optimdlnimi strategiemi.

2. Trojici

(@".4", Hp* 4", Gp*.q")
nazyvame (optimalnim) reSenim bimaticové hry zadané bimatici (H, G).

3. Ziejmé plati:

»*.4")eNG) < p*eBRy(q") A q*e BRy@Y), (*)
kde BR,(g*) resp. BRz(p*) jsou mnoziny nejlepsich odpovédi (Best Responses) 1. hrace na strategii ¢*
2. hrace, resp. 2. hrice na strategii p* 1. hrace, neboli (porovne;j s definici 2.2.6)

BR(¢%) = {arg max,. pH(p.q")},

BR2(p*) = {arg maxquG(P*aQ) } . (**)
Vyse uvedena ekvivalence (*) predstavuje alternativni definici pojmu Nashova rovnovazného bodu.
Dokazte platnost ekvivalence.

4. Pro (p*,q™)eN(G) ziejmé plati (dokazte):
p*eBR(¢") < (Vaesupp(p®))[acBR (g™,
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q €BR,(p*) < (Vbesupp(g*)[be BR,(¢%)], (%)
tj. spolu se smiSenou nejlepsi odpovédi na optimalni strategii protihrace jsou nejlepsimi odpovédmi také
vSechny ryzi strategie, které patii do nosice smiSené strategie. Z vlastnosti (**x*) vyplyva, ze kazdy smiSeny
Nashiv rovnovazny bod je jen slabé rovnovovaznym bodem (zadny neni silné rovnovaznym bodem) podle
definice 2.2.5.

5. Vlastnosti (***) lze vyuzit k vypoctu Nashova bodu. Uvazujme napi. hru typu 2x2 s A={a,a,},
B={b,,b,}. Oznaéme (p*,q™) neznamy Nashiiv rovnovézny bod smiseného rozsifeni hry. Pro nosice
nedegenerovanych smiSenych strategii hry typu 2x2 plati supp(p*)={a1,a2} a supp(g")=1{b,,b,}. Potom
podle vztahli (*+*) jsou i ryzi strategie a;,a, (j. degenerované smisSené strategie (1,0), (0,1)) nejlepsimi
odpovédmi na g*. Obdobné ryzi strategie by,b, (neboli degenerované smisené strategie (1,0), (0,1))
nejlepsimi odpovédmi na p*. Plati tedy:

(1,0).H.(q,*,q,")T = (0,1).H.(q, .9, q,%+q,"= 1, @
coz jsou dvé rovnice o dvou neznamych, ze kterych Ize vypocitat g*= (ql*,qz*). Podobné ze systému dvou
rovnic

1" 5).G.(LO)T = (p,*,,").G.O.DT, p*+p,"= 1 (ii)

Ize vypocitat p*= (pl*,pz*).

Priklady 2.2.4:

Uvazujme hru BoS (“Battle of the Sexes”, konflikt mezi manzely) diskutovanou jiz v rdmci
serie prikladu 2.2.3. Tato hra je zadana bimatici v tab.2.2.9 .

A/B by b,

a; 2, 1 0, O

a, 0, 0 1, 2
Tab.2.2.9

Hra nemd Zadné dominantni strategie, md vSak dva silné Nashovy rovnovazné body (a;,b;), (a,,b,)
s vyplatami (2, 1), (1, 2). Bohuzel, zadny z téchto bodi nedominuje druhy bod (kazdy hra¢ ma tedy zdjem na
jiném rovnovazném bodu) a chceme-li fesit tuto hru, je tfeba hledat feSeni v obecnéjsich smisenych strategiich.
Reseni nalezneme postupem vysvétlenym v poznamkéch 2.2.5. Systémy rovnic (i), (ii) maji v daném
pfipadé - po dosazeni matic H a G z tab.2.2.9 - tvar
2q" =a",  a"+at= L
Pt =2p%,  ptpyts L
Odtud dostdvame:
g, =13, q,*=2/3, neboli ¢* =(1/3,2/3)
pl* =2/3, p2*= 1/3, neboli p* = (2/3, 1/3)
Zbyva jesté vypocitat vyplaty obou hracu:
Hp*,q") = ,%;p;"hjja;* = p*"Hq" = 2/3
] 6" .q") =33 pi*gjjai" = p*"Gg* = 2/3
Resenim hry je tedy trojice
(@".4"), Hp*.4"), Gp*.4") = ((2/3, 1/3), (1/3,2/3)), 2/3,2/3).

Jestlize je nékterému hraci znamo, jakou strategii pouzije druhy hrac, pak této znalosti mize vyuzit
k ptipadnému zvyseni své vyplaty. V této situaci neni raciondlni hrat optimalni strategii ¢*, kterd je nejlepsi za
ptedpokladu, e i protihra¢ hraje optimélné, tj. p*. Raciondlni je vzdy hrat nejlepsi odpovéd (best response) na
predpoladanou strategii protihrace. Jestlize je napf. 2. hraci znamo, zZe 1. hrac hraje strategii p = (1/2, 1/2), pak
jeho nejlepsi odpovedi je
q = BR,(p) = {arg maquQG(p,q) }= {arg maquQpTGq} = {arg maquQ(l/Z,1/2).G.(q1,q2)T} =

= {arg max, EQ(1/2q 1Tani=(@,1) /pfi vypoctu maxima vyuzivame vztahu q;+q,=1/.
Nejlepsi odpovédi 2. hrace na predpokladanou strategii 1. hrace p = (1/2, 1/2) je tedy strategie g = (0, 1), neboli
ryzi strategie b,<B. Vyplata (stfedni hodnota vyplaty) 2. hrace je pak

G(p.g) = G((1/2, 1/2),(0, 1)) = (1/2,1/2).G.(0, T =1

a vyplata (jeji stfedni hodnota) 1. hrace je
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H(p,q) = H((1/2, 1/2),(0, 1)) = (1/2, 1/2).H.(0, )T= 1/2.
Vidime tedy, ze 1. hra¢, ktery se odchylil od teoreticky optimalni strategie snizil svou vyplatu ze 2/3 na 1/2 a 2.
hra¢, ktery o tomto odchyleni védél a reagoval na néj, zvysil svou vyplatu ze 2/3 na 1.

Véta 2.2.1 (zobecnéni véty 2.1.4 pro obecnéjsi hry s libovolnym soucétem):

SmiSené rozsifeni kazdé bimaticové hry ma feSeni.

Duakaz: .......

2.3. Kooperativni hry 2 hraci s nepirenosnou vyhrou

V této kapitole se budeme zabyvat bimaticovymi hrami (konecnymi hrami 2 hraci) pripoustéjicich dohodu o vol
bé strategii, nikoliv vsak dohodu o pierozdéleni vyher (vyplat). U her tohoto typu nés zajimaji odpovédi na nasle
dujici dvé otazky:

e kdy je vyhodné uzavirat zavaznou dohodu o volbé strategii ,

e je-li to vyhodné, pak na jakych strategiich se dohodnout.

Definice 2.3.1:

Zarucend vyhra 1.hrdce je céastka (vyplata)

h* = max,_, min,_p {H(a,b)} = max; minj {hij}'
Obdobné¢ zaruéend vyhra 2.hrdée je castka (vyplata)
&%= max,_p min,_, {G(a,b)} = max; min; {gij}.

Terminem zarucené vyhry rozumime dvojici vyher (h%,g%).

MnoZina dosaZitelnych vyher v dané kooperativni hfe je

D = {(h,g)eHxG: h=>h* A g>g%}

kde hZ%, g% jsou zarucené vyhry 1. a 2. hrace ve hie a H, G jsou mnoziny vSech prvki matic H a G.

MnoZina nedominovanych dosaZitelnych vyher N v dané kooperativni hfe je mnozina dosazitelnych
vyher zmensend o dominované vyhry. Pfipomenme, ze dosazitelné vyhry (4,g) € D jsou nedominované v D,
jestlize neexistuji vyhry (h',g") e D takové, ze plati

((W'zh) A (8'28)),

pticemz (h',g") # (h,9).

Sti‘ed mnofiny nedominovanych dosafitelnych vyher N je stiedni hodnota (h°,g°) vsech vyher (h,g)eN.
Pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné N predpokladame zpravidla rovhomeérné.

Optimadlni vyhry dané kooperativni hry 2 hra¢ii s nepfenosnou vyhrou jsou vyhry (h*,g*) eN,
které maji minimélni vzdalenost od stiedu mnoziny nedominovanych dosazitelnych vyher (4°,g%). Vétsinou
pouzivame euklidovskou vzdélenost.

Optimdlni strategie dané kooperativni hry 2 hraca s nepfenosnou vyhrou jsou strategie

(a*,b™)eAxB, pfi nichz se dosahuje optimalnich vyher (h*,g*) € N, tj. strategie pro které plati:
(h*,8%) = (H@"b"), G@"b").

Poznamky 2.3.1:

1. Zarucend vyhra je nejniz8i mozna vyhra, ktera je hraci garantovand, voli-li svou maximinovou strategii.

2. Dosazitelné vyhry jsou vyhry, které kazdému hraci zajistuji alespon zaruc¢enou vyhru.

3. Uziti rovhomérného rozdéleni na mnoziné N pfi vypoctu stiedu je nejpfirozené;si, ale neni exaktné
zdivodnéno.

4. Vedle euklidovské vzdalenosti lze pfi vypoctu optimalnich vyher pouzivat i rizné neeuklidovské metriky.
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Priklad 2.3.1:

Uvazujme hru 2 hra¢t zadanou bimatici v tabulce 2.3.1 a feSme ji jako kooperativni hru s nepfenosnou
vyhrou.

a; 4,5 8,4 7,7 4, -
a, 1,1 0,0 9,3 0, -
as 3,2 6 1 7,2 3,-
mlnl{glj} ) 1 ) 0 ) 2’
Tab. 2.3.1.

Pomoci tabulky a jednoduchych vypocti postupné zjistujeme:

e  Zarucené vyhry jsou: (h%,g%) = (4,2).

e  Mnozina dosazitelnych vyher je D = {(4,5), (8,4), (7,7), (9,3), (7,2)}.

e Mnozina nedominovanych dosazitelnych vyher je N = {(8,4), (7,7), (9,3)}. Vyhry (4,5) jsou dominovéany
vyhrami (8,4), (7,7) a vyhry (7,2) vyhrami (8,4), (9,3),(7,7).

e Stied mnoziny Nje (h°g°) = ((8,4) + (7,7) + (9,3)) | 3 = ((8+7+9)/3, (4+7+3)/3) = (24/3, 14/3) = (8, 4.67) .

e  Optimalni vyhry jsou (4*,g*) = (8,4). Na prvni pohled je patrno, Ze ostatni prvky mnoziny N maji od jejiho
stfedu podstatné vétsi vzdalenost.

e Optimalni strategie jsou (a*,b*) = (a;,b,), nebot (8,4) = (H(a,,b,),G(a,.b,)) .

Vsimnéme si, zZe v pripadé, kdy oba hraci voli své maximinové (opatrné) strategie jsou vyhry (7,7), coz jsou
podstatné lepsi vyhry nez garantované vyhry (4,2). V pfipadé neexistence zdvazné dohody o volbé strategii by
dvojice strategii (a;,b,) nebyla stabilni a nemohla by byt proto feSenim.

2.4. Kooperativni hry 2 hraci s prenosnou vyhrou

V této kapitole se budeme zabyvat bimaticovymi hrami (konecnymi hrami 2 hraci) pfipoustejicich moz
nost dohody jak o volbé strategii tak i o zptisobu pferozdéleni vyher (vyplat). U her tohoto typu nés zajimaji od
povédi na nasledujici tfi otazky:

e  kdy uzavirat dohodu,
e na jakych strategiich se dohodnout,
e  jak pferozdélit vyhry.

Definice 2.4.1:

Oznacme
o = h* = max; minj {hij} zarucenou vyhru 1.hréce,
p=gt= max; min; { gij} zaruc¢enou vyhru 2.hréace,
y = max; ; {hij+gij} maximalni dosazitelny soucet vyher obou hraca
a pfedpokladejme, ze plati:
y>atp.
V tomto piipadé optimalni dvojici strategii je dvojice (a*, b*) pro kterou plati
H(a™, b")+G(a™*, b*) = y.
Rozdéleni vyher je dvojice (h, g), kde A je céstka, ktera bude po pferozdéleni vyplacena 1. hraci a g je
Castka, kterd bude vyplacena 2.hraci.
Jddro hry J je mnozina vSech dvojic (h,g), splilujicich podminky
h+g=y h>a g=p t.
J=A{(h,g): h+g=y, h=a, g=p}
Za optimadlni rozdéleni vyher povazujeme dvojici (h",g") piedstavujici stfedni hodnotu na mnozingé
vsech dvojic jadra (pravdépodobnostni rozloZeni na mnoziné prvku jadra predpokladdme rovnomérné) .

Poznamky 2.4.1:

1. Dohodu o rozdéleni vyher ma smysl uzavirat jeding tehdy, je-li splnéna nerovnost >a+f. Vedle
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zaruc¢enych vyher muze kazdy hrac ziskat néco navic z prebytku y-(a+p). Je-li y=a+f nema smysl dohodu
uzavirat. Teoreticky myslitelny tfeti pripad <o+ nemuze nikdy nastat.

2. Jadro hry je tvoreno vsemi takovymi rozdélenimi, kdy cela spolecna vyhra je rozdélena a kazdy hrac ziska
alesponl svou zaru¢enou vyhru.

3. Jadro hry obsahuje nekonecné mnoho rozdéleni a kazdy hrac usiluje ziskat z prebytku y-(a+p) ziskat co
nejvice. Definice 2.4.1 (optimdlni rozdéleni vyher) doporucuje jako spravedlivé takové rozdéleni, pri
kterém si kazdy hra¢ ponechd svou zarucenou vyhru a pfebytek si hraci rozdéli rovnym dilem.

Priklad 2.4.1:
Uvazujme hru z piikladu 2.3.1 (zadanou tabulkou 2.3.1) a feSme ji jako hru s prenosnou vyhrou.
V tomto piipadé jest:
o =4 ... zaruCena vyhra 1.hrace (pfi maximinové strategii a,),
B =2 ... zaruCend vyhra 2 hrace (pfi maximinové strategii b;),
y= 14 ... maximdlni dosaZitelny soucet vyher obou hracu (pfi strategiich a;,b3).
Je p>a+f araciondlni hraci se proto domluvi na volbé strategii (a;,b3), protoze H(a,b3)+G(a,,b3)= .
Vsimnéme si, Ze v daném piikladé se ndhodou jedna o maximinove strategie obou hracu - tyto strategie vSak
nejsou stabilni bez zdvazné dohody obou hracu (napf. pro 1. hrace je vyhodné prejit ze své maximinové strategie
a, na strategii a,, pokud 2. hra¢ svou maximinovou stragii b3 drzi).
Optimalni (spravedlivé) rozdéleni vyher je podle definice 2.4.1:

(h*,8") = (a+ (y-a- P2, B+ (r-a-PB)2)=(4+8/2,2+8/2) = (8,6).

Priklady 2.4.2:

Interpretujte nekooperativni hry uvadéné v kap. 2.2. jako kooperativni a to jednak jako hry bez
prerozdéleni vyplat a jednak jako hry s prerozdélenim vyplat. Naleznéte feseni techto her v obou pfipadech.



