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1. A klasszikus kétérték( logika Notes:
1.1. Arisztotelész (Kr.e. 384-322)
1. Az ellentmondas elve: ,A legbiztosabb alapelv ez: lehetet-
len, hogy egy és ugyanaz a valami ugyanakkor, ugyanab-
ban a tekintetben vonatkozzék is valamire, meg nem is."
(1005b19-23)

2. A kizart harmadik elve: ,,Az ellentmondas két tagja kozott

nem allhat fenn semmi kézbees, hanem mindenrél mindent
vagy allitani vagy tagadni kell."(1011b 23-24)




1.2

Az alapelvek mai megfogalmazasai

1. Pontosan két igazsagérték létezik: az lgaz és a Hamis.

. A nyelv minden mondata minden egyes interpretacidban

meghatarozott igazsagértékkel rendelkezik.

. Az extenzionalitds szabalya: Egy interpretacidban a nyelv

barmely mondatanak az igazsagértékét a mondat részeinek
— az adott interpretacié szerinti — extenzidja (referen-
cidja) hatarozza meg.

Tobbértéki logika

Megsérti az 1. és/vagy a 2. elvet.

A 3. elv megsérthets, de meg is tarthatd.

Egyik 6 torténeti motivacié: a tengeri csata érvelés (Arisz-
totelész)

2.2.

A tobbeértéki logikak megjelenése

. tukasiewicz
. Post

. Kleene, Bochvar

tukasiewicz

A nem—euklidészi geometriajahoz hasonlitja logikajat, ami
segit kiszabadulni az arisztotelészi logika mentalis kényszer-
zubbonyabdl.

A jov6re vonatkoz6 allitasok igazsdganak a kérdése: Ha a
jovére vonatkozd allitasok éppugy igazak, ahogyan a multra
vonatkozdék, akkor a jové éppen anynyira meghatarozott
mint a malt (s csak annyiban kiilonbozik a malttél, hogy
még nem valt azza).

Elutasitja a kizart harmadik térvényét: a harmadik érték:
'lehetséges’.

Notes:

Notes:




e A klasszikus logika altalanositasaként megjelend két kon-
nektivum:

1. implikacié: D

2. negaci6: —

> |0 1/2 1
o[ 1 1 1
1/21/2 1 1
1|0 1/2 1

Tovabbi konnektivumok:

® pVqg=aey (PDq)Dqg Megj:pVgs (—pDq)
¢ PAG=def ~(—pV —q)
®p=q=aef PO AN(gDD)

e Tautolégia (logikai igazsag, érvényes formula): egy for-
mulat 3—értékii tautoldégianak neveziink, ha mindig az 1
értéket veszi fel.

o Az 1 értéket kitlintetett értéknek nevezziik.

Notes:




Hogyan jutott a fenti tablazatokhoz tukasiewicz?

e Nincs réla elégséges informacié.

e Tekintsiik tukasiewicz igazsagértékeit a klasszikus értékek

halmazainak:
0=A{F},1={T} 1/2={T,F}

o A klasszikus értékek minden egyes halmaza azoknak az ér-
tékeknek a halmazat reprezentalja, amelyeket a kijelentés a
jov6ben felvehet.

D {ry A{7.F} {1}
{F} {T} {ry {7}
{T,F} | {T, F} {T}
{T} {ry AT,F} {1}

- —p

{F} {T}

{T,F} | {T,F}

{1} {F}

e Hogyan tolthetd ki a hianyzé elem?

o tukasiewicz: {T'} (vagy 1). (Tautolégia: p D p)

e A reprezentacio szerint: {T, F'} (vagy 1/2).

tukasiewicz (kritika nélkiil) atvesz két elvet a klasszikus logikabél:

1. A Principia Mathematica eljarasat kell kovetni: a logikat
az axiomak, a helyettesités és a modus ponens segitségével
kell felépiteni.

2. Az Osszetett allitasok értékét részei értékének fiigg-
vényeként kell megadni.

A kdzponti érték megadasa:

e tukasiewicz: van 3-értékii tautoldgia, de megadhaté para-
dox olvasata a lehetséges szandékolt jelentésének.
— Az implikacié nem lesz igazsagfiiggvény.

— Kétséges, hogy az igy kapott logika valéban alter-
nativdja lenne az arisztotelészi logikanak.

e {T,F}: nincs 3-értékii szigort értelemben vett tautolégia.
(Médositani kell a tautolégia fogalmat.)

Notes:

Notes:




2.2.1. Feladatok

Mutassuk meg, hogy tukasiewicz 3-értékii logikajaban az alabbi
sémak tautolégiak:

e AD(BDA)
e (ADB)D((BDC)D(ADC(Q))
e (AD-A)DA)DA
e ("AD-B)D>(BDA)
e (AVB)=((ADB)D>B)
Legyen ©A =45 (WA D A)

e ADCA

e m0o-ADA

e “AD(-AD -0 A)

2.2.2. tukasiewicz n-értékd, végtelen értéki logikaja:

o Az n-értékii logika logikai értékeinek a halmaza:
L,={0,1/(n—1),2/(n—1),...,(n—=2)/(n—1),1}

o Az els6 végtelen értékii logika esetén:
Ly, ={s/w:0<s<w,s,weN,w#0}
Ly, =[0,1]

o Kitiitetett elem: Mindkét esetben: 1

o [-p] =der 1 = [p]
[p 2 q] =des min(1, 1 — [p] + [q])

®* pVqg=aes (PDq) Dgq
[p v q] = max([p], [¢])

® pAq=ger 7(—pV —q)
[p A gl = min([p], [¢])

Notes:

Notes:




Néhany tulajdonsag:

o tukasiewicz igazsagszabalyai esetén a {0,1} halmaz zart
barmely konnektivumra nézve, s a bevezetett konnektivu-
mok ezen a halmazon ugyantgy miikddnek mint a klasszi-
kus igazsagértékelések.

e Igy Taut, C Taut, minden n-re.

e Lindenbaum tétel: Barmely n, m (n,m > 2) esetén teljesiil,
hogy T'aut,, C Taut,, akkor és csak akkor, ham—1|n—1.

o Végtelen értékii logika esetén Tauto, = N{Taut, : n >
2,ne N}

e A rendszer funkcionalisan nem komplett, mert a 0 és 1
kivételével a konstans konnektivumok nem definidlhatéak.

e Wajsberg (1931): tukasiewicz 3-értékii logikaja axioma-
tizalhat6. (A feladatok 1-4 séméja, a helyettesités és a
modus ponens segitségével.)

o tukasiewicz és Tarski sejtése (1930): No-értékii logika is
axiomatizalhaté. (Rose, Rosser (1958), Chang(1959))

2.3. Post tobbértéki rendszere (1921)
Post rendszere:
e tukasiewicztél fliggetleniil dolgozta ki.

e m-értékii rendszerét a {0,1,...,m — 1} halmazon defi-
nialta.

e [p Vgl = min[p], [4]
e [-p] = [p] + 1(mod m)
A rendszer tulajdonsagai:

e m = 2 esetén a rendszer megegyezik a klasszikus allitaslo-
gikaval.

e Ha m > 2, akkor a rendszer nem tartalmazza a klasszikus
logikat a negacio értelmezése miatt.

e A kitiintetett elem: m — 1, A kizart harmadik térvényének
a megfelel6je tautolédgia lesz: pV—-pV-—pV---V=...—p

e Konnektivumai funkcionalisan komplett rendszert alkotnak.

Notes:

Notes:




2.4. Kleene tobbértékii rendszere (1938,1952)

e A hatarozatlansagot vagy a jelentésnélkiiliséget kivanja bee-
melni a logikai rendszerbe. Az eredeti motivacidk a rekurziv
figgvények elméletébsl szarmazik: egy egyébként jél mii-
kédé algoritmus bizonyos bemenetek esetén nem ad ered-
ményt (pl. végtelen ciklusba keriilt, tallépte szamitasi ka-
pacitasat stb.).

e A harmadik érték a hatarozatlansag, definidlatlansag: I

e Kleene rendszerében egy 6sszetett mondatnak lehet akkor
is igazsagértéke (F,T), ha bizonyos komponensei nem ren-
delkeznek igazsagértékkel, azaz definialatlanok.

2.4.1. Kleene er6s konnektivumai (1938):

m = >
m = -
m T |
=<
e e [ |
___|_
m — =M

MM —_— — -

m - —U
— — M|
= |l
e
— — M|

e
_|___

e Kleene 1938-as logikajaban nincsenek tautolégiak, mert ha
egy interpretacié minden allitasparaméterhez a 'definialat-
lan’ értéket rendeli, akkor minden formula érteke definialat-
lan lesz.

Notes:

Notes:




2.4.2. Kleene gyenge konnektivumai (1952):

V
T
I
F
F
F
I
T

MM —=—U . — 7=
— =

e Az er6s Kleene logika a parcialisan definialt igazsagfiigg-
vények elmélete.

e A gyenge Kleene rendszert a rekurzivitds matematikai el-
mélete motivélta: ha egy szdmolasi folyamatban (egy al-
goritmus végrehajtasa soran) valahol fellép a determinalat-
lansag, akkor az egész eljaras determinalatlanna valik.

e Frege els6dleges nézete: Ha egy mondatban jeldlet nélkiili
név szerepel, akkor a mondatnak nincs igazsagértéke.

2.5. Bochvar logikaja (1938):

e A klasszikus logika és a halmazelmélet paradoxonjainak a
megoldasara torekedett (Russell paradoxon).

o Az értelmezett allitaslogikai nyelvnek két szintje van: az
egyik a hagyomanyos értelemben vett targynyelvnek, mig a
masik a metanyelvnek felel meg.

o Mindkeét szint tartalmaz konnektivumokat:

— Belsé konnektivumok: konzervativ altalanositasai a
klasszikus konnektivumoknak.

— Kiils6 konnektivumok: Ap: p igaz

1. ~p=gey Ap
2. p&q =q4cr Ap&Aq

Notes:

Notes:




Belss konnektivumok:

=l
J
iS]

— —

Kiils6 konnektivumok:

A | Ap

~ | ~p
T[T T F
| F LT
F| F Fl T
&|T I F
T[T F F
| |F F F
FI|F F F

e A kiilsé konnektivumok arra szolgalnak, hogy az allita-
sok logikai értékei (igazsagértékei) kozotti kapcsolatot je-
lenitsék meg.

e Ebben a rendszerben [A] = [-A] nem jelent ellentmon-
dast, hisz mindkét érték lehet definidlatlan. Akkor a Russell
paradoxon nem paradoxon tobbé.

e Church: A Russell paradoxont nem oldja meg ez a kezelés,
mert [A] = [~ A] tovabbra is paradox.(R' = {x :~ z €

})

10

Notes:

Notes:




Néhany tulajdonsag:

o tukasiewicz igazsagszabalyai esetén a {0,1} halmaz zart
barmely konnektivumra nézve, s a bevezetett konnektivu-
mok ezen a halmazon ugyantgy miikddnek mint a klasszi-
kus igazsagértékelések.

e Igy Taut, C Taut, minden n-re.

e Lindenbaum tétel: Barmely n, m (n,m > 2) esetén teljesiil,
hogy T'aut,, C Taut,, akkor és csak akkor, ham—1|n—1.

o Végtelen értékii logika esetén Tauto, = N{Taut, : n >
2,ne N}

e A rendszer funkcionalisan nem komplett, mert a 0 és 1
kivételével a konstans konnektivumok nem definidlhatéak.

e Wajsberg (1931): tukasiewicz 3-értékii logikaja axioma-
tizalhat6. (A feladatok 1-4 séméja, a helyettesités és a
modus ponens segitségével.)

o tukasiewicz és Tarski sejtése (1930): No-értékii logika is
axiomatizalhaté. (Rose, Rosser (1958), Chang(1959))

2.6. Post tobbértéki rendszere (1921)
Post rendszere:
e tukasiewicztél fliggetleniil dolgozta ki.

e m-értékii rendszerét a {0,1,...,m — 1} halmazon defi-
nialta.

e [p Vgl = min[p], [4]
e [-p] = [p] + 1(mod m)
A rendszer tulajdonsagai:

e m = 2 esetén a rendszer megegyezik a klasszikus allitaslo-
gikaval.

e Ha m > 2, akkor a rendszer nem tartalmazza a klasszikus
logikat a negacio értelmezése miatt.

e A kitiintetett elem: m — 1, A kizart harmadik térvényének
a megfelel6je tautolédgia lesz: pV—-pV-—pV---V=...—p

e Konnektivumai funkcionalisan komplett rendszert alkotnak.
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Notes:




2.7. Kleene tobbértékii rendszere (1938,1952)

e A hatarozatlansagot vagy a jelentésnélkiiliséget kivanja bee-
melni a logikai rendszerbe. Az eredeti motivacidk a rekurziv
figgvények elméletébsl szarmazik: egy egyébként jél mii-
kédé algoritmus bizonyos bemenetek esetén nem ad ered-
ményt (pl. végtelen ciklusba keriilt, tallépte szamitasi ka-
pacitasat stb.).

e A harmadik érték a hatarozatlansag, definidlatlansag: I

e Kleene rendszerében egy 6sszetett mondatnak lehet akkor
is igazsagértéke (F,T), ha bizonyos komponensei nem ren-
delkeznek igazsagértékkel, azaz definialatlanok.

2.7.1. Kleene erés konnektivumai (1938):

'n——|‘J

— —m

AT IF V[T I F
T|T I F T[T T T
|1 1 F LT 1
FIF F F FIT 1 F
S|T I F =|T 1| F
T[T T F T(T I F
LT I
FIT T T FIF 10T

e Kleene 1938-as logikajaban nincsenek tautolégiak, mert ha
egy interpretacié minden allitasparaméterhez a 'definialat-
lan’ értéket rendeli, akkor minden formula érteke definialat-
lan lesz.

12
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2.7.2. Kleene gyenge konnektivumai (1952):
AT I F V|T | F
T|T | F T|T I T
1 O (1 I I
FIF I F F|T I F
O|T I F
T|T | F
I I
FIT I T

Az er6s Kleene logika a parcialisan definialt igazsagfiigg-
vények elmélete.

A gyenge Kleene rendszert a rekurzivitds matematikai el-
mélete motivalta: ha egy szamolasi folyamatban (egy al-
goritmus végrehajtasa soran) valahol fellép a determinélat-
lansag, akkor az egész eljaras determinalatlanna valik.

Frege elsédleges nézete: Ha egy mondatban jelélet nélkdili
név szerepel, akkor a mondatnak nincs igazsagértéke.

Bochvar logikaja (1938):

A klasszikus logika és a halmazelmélet paradoxonjainak a
megoldasara torekedett (Russell paradoxon).

Az értelmezett allitaslogikai nyelvnek két szintje van: az
egyik a hagyomanyos értelemben vett targynyelvnek, mig a
masik a metanyelvnek felel meg.

Mindkét szint tartalmaz konnektivumokat:

— Belsé konnektivumok: konzervativ altalanositasai a
klasszikus konnektivumoknak.

— Kiils6 konnektivumok: Ap: p igaz

1. ~p=gey ~Ap
2. p&q =aey Ap&Aq

13
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Belss konnektivumok:

Kiils6 konnektivumok:

A | Ap
T
I F
F| F
& | T
TI|T
| | F
F|F

M mm| -
M M T

Notes:

e A kiilsé konnektivumok arra szolgalnak, hogy az allita-
sok logikai értékei (igazsagértékei) kozotti kapcsolatot je-
lenitsék meg.

e Ebben a rendszerben [A] = [-A] nem jelent ellentmon-
dast, hisz mindkét érték lehet definidlatlan. Akkor a Russell
paradoxon nem paradoxon tobbé.

e Church: A Russell paradoxont nem oldja meg ez a kezelés,
mert [A] = [~ A] tovabbra is paradox.(R' = {z :~ z €

})

14

Notes:




3. Az altaldnos keretelmélet

Tételezziik fel, hogy a tovabbiakban egy rogzitett altaldnos nul-
ladrendii nyelvvel foglalkozunk:
Altalanos nulladrendii nyelven olyan

L =(LC,Con, Form)
rendezett harmast értiink, amelyre teljesiil, hogy
o LC = {_7 *, (a )}'

e Con = {p,q,7,p1,q1,71,...} allitasparamétereknek egy
tetsz6leges nemiires, megszamlalhaté halmaza;

e Form az a legsziikebb halmaz, amely eleget tesz a
kovetkezéknek:

1. Con C Form;
2. ha A € Form, akkor —A € Form;
3. ha A, B € Form, akkor '(A x B)'€ Form.

3.1. A matrix médszer
Definicic:
Az L nyelv matrixan egy

(2, D)
rendezett part értiink, amelyre teljesiil, hogy

1 A= (A, £V, 2} egy absztrakt algebra;
2. DC A,D # () (A kitiintetett elemeinek a halmaza.)

Példa:
tukasiewicz 3-értékii rendszere esetén
o A=1{0,1/2,1},
o D ={1},
[ ] fl(iL') =1- x,
f2 | 0 1/2 1
0 1 1 1
1/2 | 1/2 1 1
1 0 1/2 1

15
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Definicié

Az L nyelv egy (A, D) (A = (A4, f1, f2)) matrixra vonatkoz6
interpretaciéjan egy g : Con — A fiiggvényt értiink.

Az interpretaci6 general egy értékelést az L nyelven:

e Ha p € Con, akkor [p] = g(p).
e Ha A € Form, akkor [—A] = f1([A]).
e Ha A, B € Form, akkor [A x B] = f2([A], [B])-

A részmatrix értelmezése:
<Q[1,D1> részmatrixa <§2l2,D2>—nek, ahol Qll = <A1,f{7fé> és
2[2 = <A2, {/, él>, ha

o A C A

o f1,f5 az f{, illetve az f§ fiiggvényeknek az A; halmazra
valé sziikitései.

Megjegyzés:
A klasszikus logika matrixa az Osszes eddig bevezetett 3-értéki
logika matrixanak részmatrixa.

Definicio:

o Legyen ' A C Form, I', A véges. A kovetkezménye a I’
halmaznak az M maétrixra nézve, (I' Ej; A), ha teljesill
a kovetkezé: ha minden g (az M matrixra tamaszkodo)
interpretacié esetén, amenynyiben [A] € D minden A € T
formulara, agy [B] € D valamely B € A formulara.

e Az A formula tautoldgia az M matrixra nézve, ha § Fy; A
(Far A).

Az L nyelv barmely matrixa esetén teljesiilnek a kdvetkezok:

1. HaT'NA # 0, akkor T' Fp; A.
2. HaT Ejp A, akkor TUX )y AUII (bévitési tulajdonsag).

3. HaTLAEy AésT Ey A A, akkor T Epp A (metszet
tulajdonsag).

A kovetkezményrelaciét lehet Ggy definidlni, hogy legyen egy
olyan relacié, amely teljesiti a fenti harom tulajdonsagot.
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Definicié:

e Absztrakt kdvetkezményrelacionak nevezziik azokat a véges
formulahalmazok kozotti relacidkat, amelyek teljesitik az
alabbi tulajdonsagokat:

1. HaT'NA #0, akkor I' Fpy A
2. HaT Ejr A, akkor TU X Fpp A UTL
3. Ha F,A }:M AésT ):]u A,A, akkor T" ':1\4 A.

e Ha egy absztrakt - kdvetkezményrelacié egybeesik egy M
matrix altal definialt =), kdvetkezményrelaciéval, akkor M
a F kovetkezményrelacié karakterisztikus matrixa.

Notes:

A B (az M matrixra tdmaszkodo) kévetkezményrelacié néhany
tulajdonséga:

e Uniformitas: Ha I' E A, akkor IV E A’, ahol I, A’
agy keletkezik T'-bdl és A-bdl, hogy a benniik szerepld
formuldkban valamely allitasparamétert ugyanazzal a for-
mulaval helyettesitjiik.

e Egy kovetkezményrelaciot I'-primnek neveziink, ha for-
muldk barmely véges A halmaza esetén, amennyiben I' F
A, gy I' E A valamely A € A esetén.

Lemma: HaT ¥ A, akkor van olyan 1 I'-prim kbvetkezményrela-
cié, hogy F kiterjesztése a = kovetkezményrelaciénak, ésT" 1 A.

Bizonyitas: A Zorn lemma segitségével.

o Legyen F = {F':F’ kiterjesztése F-nak, gy, hogy T' ¥’
A}. A F-ben lévs kdvetkezményrelaciok barmely lancanak
unidja is F-ben van, igy a Zorn lemma szerint F-nek van
maximalis eleme, F;.

e Csak azt kell megmutatni, hogy £1 T'-prim.

Notes:

Zorn lemma:
Ha E egy nemiires halmazcsaldd és minden nemiires C lanc
esetén | JC € E, akkor E-nek van egy P maximalis eleme.

Masik megfogalmazas:

Tegyiik fel, hogy a (P, <) részbenrendezett halmazban minden
R C P halmaznak van felsé korlatja, azaz létezik olyan z, € P,
amelyre y =< x, teljesiil tetsz6leges y € R esetén. Ekkor létezik
olyan x € P, amelyik maximalis elem, melynél nincs nagyobb
P-ben.
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Tétel:
A kovetkezd allitdsok ekvivalanesek:

e Kivalasztasi axioma: Nemiires halmazok barmely {A, : vy €
I'} rendszeréhez létezik kivalasztasi fiiggvény. (Az f fiigg-
vényt a {A, : v € I'} halmazrendszerhez tartozé kivalasz-
tasi fliggvénynek nevezziik, ha Dom(f) = ' és minden
v €T esetén f(v) € A,).

e Zermelo jolrendezési tétele: Tetsz6leges A halmazhoz talal-
hat6 olyan < relaci6, amely jélrendazi A-t. (Ha minden
nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.)

e Teichmiiller-Tukey lemma: Legyen A egy halmaz, és ¢ az
A véges részhalmazain értelmezett tulajdonsdg. Tegyiik
fel, hogy B az A olyan részhalmaza, melynek minden véges
részhalmaza & tulajdonsagi. Ekkor B kiterjeszthet6 A-nak
olyan maximélis M részhalmazava, melynek minden véges
részhalmaza & tulajdonsagu.

o Kuratowski lemma: Tetszéleges (P, <) részbenrendezett
halmaznak van maximalis rendezett részhalmaza.

e Zorn lemma.

Tétel:
Ha F egy uniform kdvetkezményrelacid, akkor van karakterisztikus
matrixa.

3.2. A tobbértéki logikak kovetkezményrelacioi

3.2.1. Bochvar logikajanak kdvetkezményrelacidja

Jelolje Fp a Bochvar logika matrixa altal meghatarozott kovet-
kezményrelaciét. (Az egytelen kitiintetett elem legyen T')

Tétel
Y Ep O akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan ©’, hogy
O’ C O, és O kielégiti a kdvetkezé feltételeket:

1. ¥ F ©’ a klasszikus logika értelmében helyes.

2. A ©' minden allitasparamétere eléfordul X-ban.
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3.2.2. Kleene logikajanak kovetkezményrelacidja

Definicié

Legyen Fx az a legsziikebb uniform kdvetkezményrelacié, amely
tartalmazza a kovetkez§ szekvenseket:

pFx - p | p,pkk
PAqEK D
PAGFKq
P,qFKk pAg

Pk p
—pkr ~(pAqg)
=gtk ~(pAq)

~(pAq) Fr —p,q

Tétel

© kg ¥ akkor és csak akkor, ha © Fg X.

Notes:

3.2.3. tukasiewicz véges értékii logikajanak kdvetkezményrela-

ciéja

tukasiewicz m + 1-értékii logikajaban (t,,+1 esetén):

o Az igazsigértékek halmaza: {0,1,...,m}.

[=p] = m =+ [«]

MDﬂZWﬂ+MEﬁdw+y={g,%

o Példaul ts
D10 1 2 3 4|~
0|0 1 2 3 4]4
170 0 1 2 3|3
2|10 0 0 1 22
3]0 0 0 0 1)1
410 0 0 0 01O

ha z > y;
egyébként.

igazsagtablazata:

A fenti tablazatban 0 a 'legigazabb’ és 1 a 'leghamisabb’
érték.
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A tobbi konnektivum értelmezése:

® pVq=der (p D q) D q, ekkor pV ¢ =min([p], [¢])
® pAq=desr ~(-pV —q), ekkor pV ¢ = max([p], [¢])

0, hax=k;

e Ha k €{0,...,m}, akkor Jy(z) = { m, egyebkent.

Lemma

Legyen [xx(p)] = Jk([p]). Ekkor barmely k € {0,1,...,m}
esetén xi, L, 41 definidlhatd, azaz kifejezhet6 a D, — segitségével.
Megjegyzés:

Magat a fiiggvényt is szoktdk t,,.1-kifejezhetének mondani.

Notes:

Kérdés: Van-e ehhez a szemantikidhoz szintaktikai
kovetkezményrelacié?
Legyen F,,11 az a legsziikebb uniform kovetkezményrelacio,
amely barmely z,y,z € {0,1,...,m} esetén tartalmazza a ko-
vetkez8 szekvenseket:

1. F xo(p), *1(p), ..., *m(p) (Valamelyik értéket fel kell ven-
nie a p-nek.)

2. *5(p), *y(p) F, ha = # y. (A bemenetek nem vehetik fel
egyszerre a kitlintetett értéket.)

. *2(P), *y(q) F *y=z(p D q) (Az implikacié bevezetése.)

3

4. 5. (p) F *m—z(—p) (A negacié bevezetése.)
5. xo(p) F p (A *o mivelet kikiisz6bslhetSsége.)
6

. pExo(p) (A *o mivelet bevezethetSsége.)

Tétel:
Y Fnt1 © akkor és csak akkor, ha X F,,, 11 ©.
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Bizonyitas:
o A helyesség bizonyitasa trivialis.
o A teljesség bizonyitasa:

— Ha X K41 O, akkor a lemmank szerint van olyan
F kovetkezményrelacié, amely X-prim kiterjesztése
Fmt1-nek, és 3 F ©.

— Legyen a g az t,,,+1 nyelv egy olyan interpretal6 fiigg-
vénye, amelyre teljesiil, hogy ¢g(p) = k akkor és csak
akkor, ha ¥+ *,(p).

x 1. és 2. szerint a g fliggvény szabatosan definialt.

— 3. és 4. segitségével struktaralis indukcidval bebi-
zonyithatd, hogy barmely A € Form esetén X b, 41
*1(A) akkor és csak akkor, ha [A], = k.

x Ha A = p, akkor g definiciéja miatt teljesiil
allitasunk.

x Tegylik fel, hogy ¥ F,, 11 *x(A) akkor és csak
akkor, ha [A], = k.

* 4. miatt *k(A) F *m,k(ﬁA).

* A metszet tulajdonsag miatt ¥ F %, (—A), de
HﬁA]]g =m—k.

Notes:

e Belatjuk, hogy ¥~ minden eleme a kitiintetett értéket veszi
fel.

— Ha A e X, akkor X - A.

— Mivel 6. szerint A - x¢(A), igy a metszet tulajdonsag
miatt ¥ F x(A), kovetkezésképpen [A], = 0.

e Belatjuk, hogy © egyetlen eleme sem veszi fel a kitiintetett
értéket.

— Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan A € O, hogy
[Al, =0.

— Ekkor azonban ¥ F xq(A) teljesiil, és xo(A) F A
valamint a metszet tulajdonsag miatt ¥ - A, igy ¥ -
O, ami ellentmond F értelmezésének.
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Egy hagyomanyos axiématikus felépitése ts-nak (Wajsberg,
1931):

1. p>¢)D>((g>r)D(pDr))
2. (-pD>—q)D(¢Dp)

3. (p>—p)D>p)Dp

A levezetési szabalyok: a helyettesités és a modus ponens.
(Lindenbaum tétel)

Em C E, (azaz F, kiterjesztése F,,-nek) akkor és csak akkor, ha
n — 1 osztéja m — 1-nek.

3.2.4. tukasiewicz végtelen értékii logikajanak kovetkezmény-
relacidja

A [0, 1] intervallum racionélis szamain definialt végtelen ér-
téki logika:
Ly, ={s/w:0<s<w,s,weNw+#0}

Kitiitetett elem: 1

[=p] =der 1 - [p]

[p 2 q] =dey min(1,1 - [p] + [q])

PVa=aer (PDq) Dq

[p v q] = max([p], [q])

Tétel:

Legyen R az — és a D miiveletek altal definidlt matrix. Ekkor R
karakterisztikus matrixa a F,, kdvetkezményrelacionak.
Megjegyzés:

e A E, kovetkezményrelacidénak nincs véges karakterisztikus
matrixa.

e tukasiewicz végtelen értékii logikajat el6szor Wajsberg
1935-ben axiématizalta, de nem tudjuk, hogy hogyan.

e Az els6 publikalt bizonyitas Rose és Rosser nevéhez fiz6dik
(1958), de tobb mint 50 oldal.
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3.2.5. Véges axiématizalhat6sag

e Az eddigi véges matrixok &ltal generalt kdvetkezményrela-
ciok végesen axiématizalhatéak voltak: véges sok séma +
véges sok levezetési szabaly

e Kérdés: Vajon barmely vége matrix altal generalt kovetkez-
ményrelacié végesen axiéomatizalhaté-e:

o Wronski (1979): A kovetkezé 3-értékid matrix altal ge-
neralt kovetkezményrelacié nem axidmatizalhaté végesen.
(A egyetlen kitiintetett elem a 2)

3.3. A funkcionalis komplettség kérdései
3.3.1. Definialhaté fiiggvények

Kérdés: Egy adott tobbértéki{i matrix esetén mely fliggvények
definialhatéak?

Megjegyzés:

A klasszikus kétértékii matrix funkcionélisan komplett.

Definicié:

1. Egy logikai matrix funkciondlisan komplett, ha barmely
M-en definialt f(cf) figgvény kifejezhets egy o(p) for-
mulaval (azaz, amely megadhat6 véges sok allitdsparaméter
és az értelmezett konnektivumok segitségével). d =

<7;13i27"'7ik>77:j S Ajaﬁ: <p17p27' .. 7pk7>7pj € Con

2. Legyen F az M = {0,1,...,m} halmazon definialt figg-
vények egy tetszéleges halmaza (a konstansokat 0 argumen-
tuma fliggvényeknek tekintjik). Az N C M halmazt F-
zartnak nevezziik, ha N zért az F' halmazba tartoz6 fiigg-
vények alkalmazasara nézve.

3. Az X C M halmaz F-lezartja az a legsziikebb F-zart hal-
maz, amely tartalmazza az X halmazt. (For (X))
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Lemma:

Legyen M = {0,1,...,m} és F az M halmazon definialt fiigg-
vények olyan halmaza, amelyre teljesiil, hogy min, max, J, €
F (k € M). Ekkor az M halmazon definialt n-valtozés
f fuggvény akkor és csak akkor F-definidlhats, ha f(Z) €
For({z1,72,...,2,}) minden & € M) esetén.

Bizonyitas:

o A feltétel sziikségessége trivialis.
o A elégségesség bizonyitdsa:

o Legyen @ € MM es  aha () =
max(Jo, (1), Jo, (22), - - -, Ja, (xn), f(@))  ¥a(@) =
{ £(@), ha 7= a;

m, egyébként.

e f(¥) = min(yz(Z),a € M™)

Tétel:
Post m + 1-értékii logikaja funkcionalisan komplett.

e A rendszerben szereplé konnektivumok:

= [p Vv q] = min([p], [4])
—[pl=pl®1®="+ (mod m+1)

El6szor megmutatjuk, hogy az 1-argumentum fliggvények
Post-definialhatéak:

o T'(z) =min(z,z®1,...,2&m) (=0, haz e M)

Ez valéjaban a kizart harmadik térvényének altalanositasa:

EpV-pV-=pV---V-o...5p

Ti(z) = min(min(T(z) ® L,z) ®dm,z® kB 1) & m

. Tk(x):{ m, hax#0;

k, hax=0.
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Legyen f tetszéleges egyvaltozos fliggveny (f : M — M).

Ekkor f(x) = Hlin(Tf(O)(LE), Tf(l)(fﬂ SY) m), R »Tf(m) (I &)
1)

lgy a J, fiiggvények is definialhatéak, valamint
max(z,y) = h(min(h(z), h(y))), ahol h(z) =m —x

Alkalmazhaté az el6z6 lemma.

— Minden egyargumentuma fiiggvény Post-definialhaté.

— Az egyetlen nemiires Post-lezart részhalmaza M-nek
onmaga.

— Igy Post konnektivumai funkcionalisan komplett hal-
mazt alkotnak.

Megjegyzés:

e A két felhasznalt Post operator egyre redukalhato:

o Az m-értékii logika Sheffer konnektivuma lehet bazis. (Ro-
senberg, 1970).

Notes:

3.3.2. tukasiewicz m-értékli logikdjaban definidlhaté fiigg-
vények

e tukasiewicz logikai rendszerei nem  funkcionalisan
komplettek.

e Ha egy formulaban szerepl6 allitdsparaméterek csak a klass-
zikus igazsagértékeknek megfelelg 0O-t, illetve m-et veszik
fel, akkor a formula is csak ezen értékek valamelyikét ve-
heti fel.

e b3 Ggy tehet6 kompletté, hogy hozzavessziik azt a fiigg-
vényt, amely mindig az 1 értéket veszi fel.

e Barmely nemdefinidlhaté fliggvény felvétele kompletté teszi
t 3-at.

Definicié:

Az m-értéki konnektivumoknak az S halmazat prekomplettnek
nevezziik, ha nem funkciondlisan komplett, de barmely S-ben
nem definidlhaté fiiggvény hozzavételével funkcionalisan kom-
pletté valik.

Megjegyzés:

Pl.: tg prekomplett, £7 nem prekomplett.
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Lemma:

Legyen F' az t,, ;-definidlhaté fiiggvények halmaza. Ha X C
{0,1,...,m} F-lezart, akkor gcd(x,y) € X minden z,y €

X esetén.
Tétel:

Az M ={0,1,...,m} halmazon definialt n-argumentuma fiigg-
vény akkor és csak akkor t,,1-definialhat6, ha barmely @
rendezett n-es esetén ged(ay,ag, ..., a,, m) osztéja f(a@)-
nak.

Kovetkezmény:

Az t 11 konnektivumai akkor és csak akkor alkotnak prekomplett
halmazt, ha m prim.

3.3.3. Bochvar logikajanak kdvetkezményrelacidja

Jelolje Fp a Bochvar logika matrixa altal meghatarozott kovet-
kezményrelaciot. (Az egytelen kitiintetett elem legyen T')

Tétel
Y Ep O akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan ©’, hogy
O’ C O, és O kielégiti a kdvetkezé feltételeket:

1. ¥ F ©’ a klasszikus logika értelmében helyes.

2. A © minden allitasparamétere el6fordul Y-ban.

3.3.4. Kileene logikajanak kévetkezményrelacidja

Definicié

Legyen kg az a legsziikebb uniform kdvetkezményrelacié, amely
tartalmazza a kovetkez$ szekvenseket:

pFx - p | b, PFK ~prkip
pPAqEKp —pkx =(pAq)
PAqFKq —qFr =(pAq)
paFxpAg ~(pPANqg) FKx —p,q

Tétel

O ki ¥ akkor és csak akkor, ha © Fg X.
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3.3.5. tukasiewicz véges értékii logikajanak kdvetkezményrela-
ciéja
tukasiewicz m + 1-értékii logikajaban t,, 1 esetén:

o Az igazsigértékek halmaza: {0,1,...,m}.

e L. _Jr—y, haz>y
ﬂ_qu]]_[[qﬂ.[[p]],ahdf-y—{()? egyébként.

o [-p] =m = [a]

Példaul 5 igazsagtablazata:

A wNHROlU

o oo olo
cCoOo RN WW
O N WRAN

OO0 OO Kk
O O O = NN
O~ N W]

A fenti tablazatban 0 a 'legigazabb’ és 1 a 'leghamisabb’
érték.

A tdbbi konnektivum értelmezése:

® pVq=der (pDq) D q, ekkor pV g =min([p], [¢])
® PAG=ger ~(—pV —q), ekkor pV g = max([p], [¢])

0, hax==k

e Ha k €{0,...,m}, akkor Jy(z) = { m, egyébkent

Lemma:
Legyen [xx(p)] = Jx([p]). Ekkor barmely & € {0,1,...,m}
esetén *j 11 definidlhatd, azaz kifejezhets a D, — segitségével.

Megjegyzés:

e Magét a fiiggvényt is szoktak ,,41-kifejezhetének mondani.
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Kérdés: Van-e ehhez a szemantikahoz szintaktikai kdvetkezmény-
relacié?

Legyen F,,11 az a legsziikebb uniform kovetkezményrelacio,
amely barmely z,y,z € {0,1,...,m} esetén tartalmazza a ko-
vetkezd szekvenseket:

1. F %o(p),*1(P), - -, *m(p) (Valamelyik értéket fel kell ven-
nie a p-nek.)

2. %3(p),*y(p) F, ha  # y. (A bemenetek nem vehetik fel
egyszerre a kitlintetett értéket.)

« *5 (D), %y (@) F *y=z(p D q) (Az implikacié bevezetése.)

3

4. x,(p) = *m—z(—p) (A negacié bevezetése.)
5. xo(p) F p (A %o mivelet kikiisz6b6lhetSsége.)
6

. pExo(p) (A *o mivelet bevezethetSsége.)

Tétel:
3 a1 O akkor és csak akkor, ha ¥ F,,11 O.

Bizonyitas:
A helyesség bizonyitasa trivialis.
A teljesség bizonyitasa:

e Ha ¥ F,,11 O, akkor a lemmank szerint van olyan
F kovetkezményrelacié, amely X-prim kiterjesztése
Fmi1-nek, és ¥ ¥ O.

e Legyen a g az ,,, 11 nyelv egy olyan interpretalé fiigg-
vénye, amelyre teljesiil, hogy ¢g(p) = k akkor és csak
akkor, ha X F x4 (p).

1. és 2. szerint a g fiiggvény szabatosan definialt.

e 3. és 4. segitségével struktaralis indukciéval bebi-
zonyithatd, hogy barmely A € Form esetén X b, 41
*1,(A) akkor és csak akkor, ha [A], = k.

Ha A = p, akkor g definiciéja miatt teljesul allita-

sunk.
Tegyiik fel, hogy X 11 *x(A) akkor és csak akkor,
ha [A], = k.

4. miatt *;(A) F xp_r(0A4).
A metszet tulajdonsag miatt ¥ F x,,_p(—A), de
[-A], = m — k.
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e Belatjuk, hogy ¥ minden eleme a kitiintetett értéket veszi
fel.

Ha A € X, akkor X - A.

Mivel 6. szerint A F xo(A), igy a metszet tulajdonsig
miatt X F %o (A), kovetkezésképpen [A], = 0.

e Belatjuk, hogy © egyetlen eleme sem veszi fel a kitiintetett
értéket.

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan A € ©, hogy [A], = 0.

Ekkor azonban X - %o (A) teljesiil, és x¢(A) - A valamint
a metszet tulajdonsidg miatt X + A, igy ¥ F O, ami
ellentmond F értelmezésének.

Egy hagyomanyos axiématikus felépitése 3-nak (Wajsberg, 1931):
L. (»p2¢)>((g>r)>(p>r))
2. (<p>—q)D(¢2p)
3. (p>-p)>p>Op

A levezetési szabalyok: a helyettesités és a modus ponens.

Lindenbaum tétel.
Em C E, (azaz F, kiterjesztése F,,-nek) akkor és csak akkor, ha
n — 1 osztéja m — 1-nek.

Notes:

Notes:

3.3.6. tukasiewicz végtelen értékii logikajanak kovetkezmény-
relacidja

A [0, 1] intervallum racionalis szamain definialt végtelen ér-
téki logika:
Ly, ={s/w:0<s<w,s,weN w+#0}

Kitlitetett elem: 1

[=p] =der 1 - [p]
[p 2 q] =des min(1, 1 — [p] + [q])

PVq=des (PDq) Dq
[p v q] = max([p], [¢])

PAG=def ~(—pV Q)

[p A g = min([p], [¢])
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Tétel:
Legyen R az — és a D miiveletek altal definialt matrix. Ekkor R
karakterisztikus matrixa a F,, kdvetkezményrelaciénak.

Megjegyzés:

o Ak, kdvetkezményrelacionak nincs véges karakterisztikus
matrixa.

e tukasiewicz végtelen értékii logikajat el6szor Wajsberg
1935-ben axiématizélta, de nem tudjuk, hogy hogyan.

e Az els6 publikalt bizonyitas Rose és Rosser nevéhez fiiz6dik
(1958), de tdbb mint 50 oldal.

Notes:

3.3.7. Véges axiomatizalhatésag

Az eddigi véges matrixok altal generalt kdvetkezményrelacidk
végesen axidmatizalhatdak voltak: véges sok séma + véges
sok levezetési szabaly

Kérdés: Vajon barmely vége matrix altal generalt kovetkezmény-
relacié végesen axiématizalhaté-e:

Wronski (1979): A kovetkez6 3-értéki matrix altal generalt ko-
vetkezményrelacié nem axiématizalhaté végesen. (A egyet-
len kitiintetett elem a 2)
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3.3.8. Definialhato fiiggvények

Kérdés: Egy adott tobbértéki{i matrix esetén mely fliggvények
definidlhatéak?

Megjegyzés:
A klasszikus kétértéki matrix funkcionalisan komplett.
Definicié:

1. Egy logikai matrix funkciondlisan komplett, ha barmely
M-en definialt f(cf) figgvény kifejezhetd egy (p) for-
mulaval (azaz, amely megadhat6 véges sok allitdsparaméter
és az értelmezett konnektivumok segitségével). d =

<7;17i27"'7ik>7ij S M7ﬁ: <p17p27"' apk?>apj S Con

2. Legyen F az M = {0,1,...,m} halmazon definidlt fiigg-
vények egy tetszleges halmaza (a konstansokat O argu-
mentumi fiiggvényeknek tekintjiik). Az N C M halmazt
F-zartnak nevezziik, ha N zart az I halmazba tartozé
fiiggvények alkalmazésara nézve.

3. Az X C M halmaz F-lezartja az a legsziikebb F-zart halmaz,
amely tartalmazza az X halmazt. (For(X))

Lemma:

Legyen M = {0,1,...,m} és F az M halmazon definialt fiigg-
vények olyan halmaza, amelyre teljesiil, hogy min, max, J, €
F (k € M). Ekkor az M halmazon definidlt n-valtozds
f fliggvény akkor és csak akkor F-definidlhat6s, ha f(Z) €
Fer({z1,72,...,2,}) minden € M) esetén.

Bizonyitas:
A feltétel sziikségessége trivialis.
A elégségesség bizonyitasa:

Legyen @ € M) &  Yi(7) =
max(Ja, (1), Jay (22), - -+ Ja, (zn), f(@)  Ya(Z) =
{ £(@), ha 7 —

m, egyébként.

f(&) = min(vz(z),a € M™)
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Tétel:

Post m + 1-értéki logikaja funkcionalisan komplett.
Bizonyitas:

A rendszerben szerepl6 konnektivumok:

e [pVq] = min([p], [q])
e [-p]=[p]®1@®="+ (mod m+1)

El6szor megmutatjuk, hogy az l-argumentumi fiiggvények
Post-definialhatéak:

T(z) =min(z,2 @ 1,...,2@m) (=0, haz € M)
Ez valojaban a kizart harmadik torvényének altalanositasa:

EpV-pV-o—pV---Va...2p

Ti(x) = min(min(T(z) ® 1,2) Dm,z Dk D1) dm

Tk(x):{ m, hax#0;

k, haz=0.

Notes:

Legyen f tetszbleges egyvaltozés fliggvény (f : M — M).
Ekkor f(x) = min(Tyo)(x), Tr1y(x @ m), ..., Tiim)(z © 1))

Igy a Jp fiiggvények is definialhatéak, valamint max(z,y) =
h(min(h(z), h(y))), ahol h(z) =m —z
Alkalmazhaté az el6z6 lemma.
Minden egyargumentuma fiiggvény Post-definialhato.

Az egyetlen nemiires Post-lezart részhalmaza M-nek 6n-
maga.

Igy Post konnektivumai funkcionalisan komplett halmazt
alkotnak.

Megjegyzés:

A két felhasznalt Post operator egyre redukalhato:

Az m-értékii logika Sheffer konnektivuma lehet bazis. (Rosen-
berg, 1970).
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3.3.9. tukasiewicz m-értékii logikajaban definidlhat6 fiigg-
vények

e tukasiewicz logikai rendszerei nem funkcionalisan komplet-
tek.

e Ha egy formulaban szerepl§ allitasparaméterek csak a klass-
zikus igazsagértékeknek megfelelg 0-t, illetve m-et veszik
fel, akkor a formula is csak ezen értékek valamelyikét ve-
heti fel.

e ;3 (igy tehetd kompletté, hogy hozzavessziik azt a fiiggvényt,
amely mindig az 1 értéket veszi fel.

e Barmely nemdefinidlhaté fiiggvény felvétele kompletté teszi
3-at.

Definicié:

Az m-értékii konnektivumoknak az S halmazat prekomplettnek
nevezziik, ha nem funkcionalisan komplett, de barmely S-
ben nem definialhato fiiggvény hozzavételével funkcionali-
san kompletté valik.

Megjegyzés: Pl.: ¢ prekomplett, 7 nem prekomplett.

Notes:

Lemma:

Legyen F' az ,,.1-definidlhaté fliggvények halmaza. Ha X C
{0,1,...,m} F-lezart, akkor gcd(x,y) € X minden z,y €

X esetén.
Tétel:

Az M ={0,1,...,m} halmazon definialt n-argumentum fiigg-
vény akkor és csak akkor ,,i-definidlhatd, ha barmely @
rendezett n-es esetén ged(ay,as, .. ., a,, m) osztdja f(d)-
nak.

Kovetkezmény:

Az .11 konnektivumai akkor és csak akkor alkotnak prekomplett
halmazt, ha m prim.
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4. Deskripcidk, értékrés a logikdban
4.1. Deskripciok

e olyan nevek, amelyek jelentésiik altal jellnek;

e nem merev jelolok;

4.2. A deskripciok és a tulajdonnevek

F& kérdés: Van—e a tulajdonneveknek jelentésiik?
e Frege, Russell: a tulajdonnevek roviditett leirasok.

— De: Ez szemantikai bizonytalansagot okoz a nyelv-
hasznélatban, hiszen az Arisztotelész név az alabbi
leirasok barmelyikét roviditheti:

Platon tanitvanya és Nagy Sdandor neveldje
Platon Sztageirabdl szarmazo tanitvdnya

— Mit jelent a kovetkezé mondat?
Arisztotelész Sztageirdbol szdarmazott.

— Frege: Egy tokéletes nyelvben ilyen ingadozasoknak
nem szabad el&fordulniok.

e Kripke: a tulajdonneveknek nincs jelentésiik abban az érte-
lemben, hogy ez meghatarozna denotatumukat.
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4.3. Hogyan hasznaljuk a deskripciékat?

Miként jarulnak hozza az 6ket tartalmazé mondatok jelentéséhez?
Hatékony hasznalatuk feltételei:

e Van egy és csak egy olyan objektum, amely teljesiti a de-
skripciéban szerepl6 tulajdonsagot.

e Probléma: Jelentésiik magaban foglalja—e hatékony hasz-
nalatuk feltételeit?

— Frege: nem;
— Russell: igen
Az USA jelenlegi elnoke Texasban sziiletett.

Van egy és csak egy olyan objektum, ami/aki az USA
jelenlegi elndke, és & Texasban sziletett.

e Megkeriilhetetlen probléma: a tagadas

4.4. Formalizalas
Altalanos alak:
Az, ami/aki A.

Az az z, ami/aki F(z).
Iz A, IxF(x),

ahol A, illetve F'(z) a klasszikus elsérendii logika egy formulaja.
A deskripcié egzisztenciaformulaja:

o Tegyiik fel, hogy az IxF(x) deskripcié az a—val jel6lt ob-
jektumot jeloli.

Ekkor F(a) és Vx(F(z) D x = a)

F(a) helyett: Va(z = a D F(x))

a kettd egyiitt: Va(F(z) =2 = a)

Az a név kikiiszobolése: JyVe(F(z) =z =y)
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4.5. A deskripcié szemantikaja
Ahhoz, hogy az IxF(z) deskripcié jel6ljon az sziikséges, hogy a

H={u:ueU, [F(x)]ww =1}

halmaz egyelemii legyen.

Ha H = {ug}, akkor [IzF(z)]P = uo.
Ha a H halmaz nem egyelemi, akkor a deskripciénak nincs de-
notatuma, szemantikai értékrés lép fel.

4.6. Ertékréses elsérendii logika

o Az értékrés orokl6désének torvénye.

— Frege elsédleges nézete: ha egy mondatban jeldlet
nélkiili név szerepel, akkor a mondatnak nincs igaz-
sagértéke, (de van jelentése).

— Frege mdsodlagos nézete: Egy logikailag perfekt
nyelvben a jeldlet néliili nevek nem megengedheték.

e Az értékrés forrasai: nevek, predikatumok.

46.1. Az értékréses elsérend(i logika grammatikaja

Uj logikai konstans: a deskriptor (I) és az 'igaz, hogy' (+)
(LC" = LCUA{I,+}).

A deskripcidk mint dsszetett nevek a terminusok halmazaba
keriilnek:
Ha A € Form és x € Var, akkor ‘IzA'€ Term.

o A formuldk halmaza a kdvetkezével baviil:
Ha A € Form, akkor ‘ + A'e Form.
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4.6.2.

Az értékréses elsérendi logika szemantikaja

Az (U, p) interpretaci6 és a v értékelés fogalma ugyanaz,
mint a klasszikus elsérend(i logikaban.

Ha H = {u : v € U, [Alyjg.y) = 1} = {uo}, akkor
[Tz A]LP = ug, egyébkent [[zA]lP = O,

Ha az A atomi formuldban el6fordul olyan ¢ terminus, hogy
[t]}P = ©,, akkor [A]IP = ©,(= 2)

Ha [A]IP = ©,(= 2), akkor [-A]P = ©,(= 2)
Az igazsagfunktorok orokitik az értékrést.

Ha minden U-beli u objektumra [A]'? =~ = ©,, akkor

v[z:u]
[VzA]IP = ©, és [3zA]IP = ©,, egyébkeént a klasszikus
szabalyok érvényesek.

[+A]ZP = 1, ha [A]IP =1, és 0 méaskor.

Legyen —A = def—+A. Ekkor [-A]IP =0, ha [A]IFP =1,
és 1 maskor, azaz — A megfelel a 'nem igaz, hogy A'-nak.

[+-A]fP = 1, ha [A]?? = 0, és 0 maskor, azaz +-A
megfelel a "hamis, hogy A’-nak.

Notes:

Centralis szemantikai fogalmak

A centralis szemantikai fogalmak korében valtozatlan a
kielégithetGség és a kielégithetetlenség fogalma.

Szemantikai kdvetkezményrelacio.

— A klasszikus  gyenge  kovetkezményrelacié  al-
talanositasa: T' ,, A ha T' U {—A} kielégithetetlen:
azaz nem lehetnek egyszerre igazak, de értékréses
logikdban lehet némelyik értékréses.

— Ekkor a 'U{—=A} halmaznak minden interpretaciéban
van nem igaz eleme.

x Ha valamely interpretaciéban I' minden eleme
igaz, akkor ott [A] 0 vagy 2, azaz A igaz vagy
értékréses.

* Ha valamely interpretaciéban I" valamely eleme
értékréses, akkor —A és igy persze A barmilyen
értéket felvehet (lehet hamis is).

x Tehat a gyenge kovetkezményrelacié csak azt
zarja ki, hogy ha minden premissza igaz, akkor
hamis legyen a konklazié.
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Tulajdonsagok:

e Ha I" F,, A, és amennyiben (Ip,v) modellje T-nak, agy
[A]Zr = 2, akkor minden B € Form esetén TU{A} F,, B.

e Tehat értékréses rendszerben nem teljesiil az, hogy egy for-
mulahalmaz valamely kdvetkezményével valé bévitése nem
szaporitja a kdvetkezmények szamat.

e Ha A minden interpretaci6 és értékelés szerint értékréses
(pl.: Tz(x # x) = Iz(x # x)), akkor minden T" C Form
és minden B € Form esetén teljesiil, hogy I F,, A, és
ru{A}k, B.

o A klasszikus gyenge kovetkezményrelacié erésitése: T'
A, ha T egyetlen eleme sem hamis, akkor [A] = 1.

e Trivialitds: HaI' k5 A, akkor "' E,, A.

e A klasszikus erés kovetkezményrelacié altalanositasa: I' F,
A ha T" minden modellje modellje A-nak.

o A klasszikus er6s kdvetkezményrelacié gyengitése: I' Fg,, A
ha T egyetlen modelljében sem hamis A.

e Trivialitas: Ha I" B, A, akkor T' F,,, A.

o AF ;A AF,, A de AF,: A, AE, A.

o AF, +A AkFg, +A,de AF,: +A, AF, +A.

o +AF; A +AF, A +AFs A +AF, A

o —AF, A de —AE,, A —AF,s A, —AE, -A.

o “AF, —A -AF,, —A ~AF,s —A, —AF, —A.

e A cafolhatatlan, ha sohasem (egyetlen interpretacié és ér-
tékelés mellett sem) veszi fel a O értéket.

e A érvényes, ha minden interpretacio és értékelés mellett
igaz.

e A klasszikus logikai igazsagok zéme csak cafolhatatlan lesz,
hiszen ha deskripcié szerepel benniik, akkor folvehetik a 2
értéket (Pl.: a =a).

e Ervényes lesz viszont a kovetkezs két formula:
Ve(r = ), Jx(z = z)

e A akkor és csak akkor érvényes, ha +A cafolhatatlan.
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Nyitott deskripciok kezelése:

e Minden férfinak né a felesége.
o Vy(F(x) > G(Ix(H(x)(y))))

e A hatokorben formula értéke nétlen férfi esetén 2, nés (egy-
nejii) férfiak esetén pedig 1.

e Ha egyetlen n&s férfi sincs, akkor az egész formula 2 értékd.

e Ha van néhany nés férfi, s feleségeik is az individuumtar-
tomanyba tartoznak, akkor a formula igaz lesz.

e Mintha a szerkezet azt mondana, hogy a férfiak osztélya
része lenne a nés férfiak osztalyanak.

e Vy(F(x) D G(x)): klasszikus logikaban a terjedelmi alaren-
deltséget fejezi ki.

e Ertékréses logikdban ez a rekonstrukcié nem foglalja maga-
ban azt, hogy az el6tag igazsdgtartomanya része lenne az
utétag igazsagtartomanyanak.

Szubordinacié: Az F' predikatum alarendelt a G predikdtumnak.
o Vy(F(x) D +G(x))
e F' igazsaga esetén mindig igaz legyen G.

e Ekkor Vy(F(z) D +G(Iz(H(x)(y)))) hamis lesz, ha van
nGtlen férfi.

o Az eredeti mondatnak két értelmezése van:

Nincs olyan férfi, akinek nem né a felesége.

Ekkor igaz az eredeti mondat, hiszen ellenpéldaval
nem cafolhaté.

— A férfiak osztalya alarendelt a n6sek osztalyanak.

Ekkor hamis, hiszen vannak nétlen férfiak is.
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Ha F totalisan elfajuld, akkor Vy(F(x) D +G(z)) 2 értékd,
de a G elfajuld, akkor ezt nem érzékeli.

Indokolt az "F' alarendelt G-nek" mondatot igazsagérték
nélkiilinek tekinteni akkor, ha G totalisan elfajulé.

A SUB, B =def V:E(A D JrB) /\VI(B D B)

Ez 2 értékii lesz, ha Vz A vagy Va B értéke 2. Igaz, ha az x
valtozd minden olyan értékelése esetén, amelyben A igaz,
B is igaz. Hamis egyébként.

A kontrapozicié a SUB funktorra nem érvényes.

A SUB, B és -B SUB, —A nem logikai szinonimak.

A —(A D A) akkor és csak akkor igaz, ha A ketts értékd,
azaz alkalmas annak kifejezésére, hogy A-nak nincs igaz-
sagértéke.

Az Iz(xz # x) felfoghat6 a nullentitas neveként.

5.1.

Post algebrak

m-értékd halmazok

Egy U tartomany részhalmazait egyértelmiien karakterizalja
a karakterisztikus fiiggvények 2V halmaza.

Az U tartomany m-értékii halmazai a {0,1,...,m — 1}V
fiiggvényhalmaz elemei.

Ha X egy m értéki halmaza U-nak, akkor X(a) = k
agy értendd, hogy annak, hogy 'a eleme X-nek’ az (igaz-
sag)értéke k.

Az U tartomany m-értékii halmazainak csalddja: P(U,m)
Ha X,Y € P(U,m), akkor

X AY(a) = min(X(a),Y (a))
X VY(a) = max(X(a),Y (a))

P(U,m) egy disztributiv halé lesz a A,V miveletekre
nézve.

40

Notes:

Notes:




A halmazelméleti tartalmazas definicigja:

e X <Y akkor és csak akkor, ha X(a) < Y(a) minden
a € U esetén.

e X AY alegnagyobb alsé korlatja az X és Y halmazoknak.
e X VY a legkisebb fels6 korlatja az X és Y halmazoknak.
e XA(YVZ)=(XAY)V(XAZ

e Legyen T P(U,m) legnagyobb, | pedig a legkisebb eleme.
T az m — 1 értékd, | pedig a 0 értékii konstans fliggvény.

e Legyen C) a k érték( konstans fliggvény. Ekkor0 =]=<
Ci12Ce = 2Cp1 =1

o Klasszikus halmazok azok az m-értékii X halmazok, ame-
lyekre X (a) € {0,1} minden a € U esetén.

e A klasszikus halmazoknak egyértelmii komplementere van:
XANX=], XVvX=

o Legyen Dy (X) az az m-értékd halmaza U-nak, amelyre
telejsiil, hogy Di(X)(a) = m — 1 ha X(a) > k és
Dy(X)(a) =0 ha X(a) < k.

o Trividlis, hogy X = (D1(X)ACL) V-V (Dp1(X) A
Cmfl)

Definicié:

m + 1 rend(i Post algebran egy olyan disztributiv L halét ér-
tiink (legnagyobb elem 7, legkisebb elem |), amelyre teljesiilnek
a kovetkezsk:

e [-nek van egy olyan |=cy ¢y <cs X -+ < ¢, =1 rész-
lanca, amelyre teljesiil, hogy L barmely a eleme kifejezhets
a=aycy Vascy V-V ancy alakban, ahol a; € C(L).

e Haa € C(L) és ac; < ¢;—1 valamely i-re, akkor a =]

Megjegyzés:
Trivialis, hogy c¢;-k diszjunktak.
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5.2. Epstein tétele

Epstein tétele 1960:

Ha L egy m + 1 rendd (m > 0) Post algebra, akkor min-
den a € L egyértelmiien reprezentalhaté a kovetkezd alak-
ban: a = (a1 A1) V (a2 A ca) V-V (am A Cm),
ahol a; e C(L) ésa; > as > -+ > ap,.
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