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Algebra numerelor complexe si fazorii
Numere imaginare

Cel mai bun mod de a face analiza unor circuite de ca, este prin utilizarea algebrei
numerelor complexe. Algebra numerelor complexe este o extensie a algebrei numerelor reale
cunoscutd din liceu.Algebra numerelor complexe introduce numere complexe impreuna cu
regulile de adunare, scidere, inmultire si impartire a acestora. In capitolele urmitoare se vor
prezenta analiza circuitelor de ca. 1n care apar tensiuni si curenti alternativi care sunt tratate ca
numere complexe denumite fazori, iar rezistentele, condensatoarele si bobinele sunt tratate ca
numere complexe denumite impedante. Algebra numerelor complexe se aplica tensiunilor si
curentilor alternativi si elementelor de circuit de tip rezistentd, condensator sau bobind intr-un
mod similar cum se aplica algebra obisnuita circuitelor de cc. Un calculator de buzunar poate sa
faca operatii cu numere complexe la fel ca operatiile cu numere reale dar pentru a intelege modul
de lucru cu aceste numere in primul rind trebuie sa fie cunoscute operatiile de baza.

Numerele obisnuite sunt numerele reale dar acestea nu sunt singura categorie cunoscuta
de numere, mai exista si numere imaginare. Denumirea de ,,numar imaginar” este uneori prost
Inteleasa 1n sensul cd se afla numai Tn imaginatia cuiva nu sunt reale, dar 1n realitate acestea sunt
la fel de mult folosite ca si numerele reale. Numerele imaginare au fost inventate din necesitatea
de a avea anumite numere care sunt asociate radicalului din numere negative care nu sunt numere
reale. Numerele complexe au apdrut dupd ce au aparut numerele reale fractionare si numerele
reale negative.

Trebuie sa se faca o distinctie intre numerele imaginare si numerele reale deoarece
regulile de adunare, scddere, inmultire sau Tmpartire difera la cele doua categorii. Nu exista reguli
universale pentru notatia numerelor imaginare dar in electrotehnica si electronica se obignuieste
ca un numar imaginar sa se noteze cu litera j adica j2, j0,01 etc.( Se reaminteste ca in matematica
numerele imaginare se noteaza si cu i). Regulile pentru adunarea si sciderea numerelor imaginare
sunt la fel ca la numerele reale cu specificarea ca rezultatul este tot un numar imaginar ca de
exemplu:

j3+9=j13, j12,5-3,4 =9,1, j6,25-8,4=-j2,15
Inmultirea numerelor imaginare este diferitd. Produsul a doud numere imaginare este un numar
real care este numarul care rezultd din produsul echivalent al numerelor reale dar cu semnul
minus ca de exemplu:

j2j6="-12, j4(-j3)= 12, -j4(-5)=-20
De asemenea j1(j1)=-1 de unde j1=-1 si similar j2=V-4, j3=N-9 etc.

Uneori in calcule pot si apard puteri ale lui j1 care sunt 1, -1, j1 sau —j1 si care rezulta din (j1)*=-1
si apoi Tnmultirea progresiva cu j1 si evaluarea expresiei respective cu regulile prezentate anterior
si anume: (j1)’=j1G1)’=j1¢-D=-1, G1*=GD’*G1)*=-1)(-1)=L1.

Produsul dintre un numar imaginar si un numadr real este un numar imaginar care cu
exceptia faptului cd este imaginar este la fel ca produsul a doud numere reale. La impartirea a
doua numere imaginare rezultatul este real la fel ca la numerele reale :

18/4=2, -110/j2=-5
Se poate tine minte ca la impartirea doua numere imaginare se poate ,,simplifica” simbolul j ca si
cum acesta ar fi un numar. Acest mod de tratare a impartirii a doud numere imaginare este numai
pentru a memora operatia pentru ca in realitate j nu este un numadr ci un simbol care nu se poate
simplifica, dar uneori se poate utiliza aceastd modalitate pentru a memora anumite reguli care vor
duce la un rezultat corect din punct de vedere matematic.

Dacd un numadr imaginar se mparte la un numadr real va rezulta un numar imaginar la fel
ca la impartirea a doud numere reale (j20)/5 =j5, (-j3,6)/6=-j0,6.
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Daca un numar real se imparte la un numar imaginar rezultatul este un numar imaginar cu semn
schimbat fata de Tmpartirea a doua numere reale 1/(j1)=-j1, -100/(j25)=j4. Regula de baza n acest
caz este inmultirea la numitor si numardtor cu j1 si care se mai numeste rationalizarea numarului:
% .
200 _ 200* j1 _ j200 —_j40
J5 JjS* gl -5

Reprezentarea numerelor complexe in plan

Daca un numar real este adunat cu un numar imginar, ca de exemplu 3+j4, sau daca
numarul imaginar se scade din cel real, 5-7j se spune ca se obtine un numar complex reprezentat
in forma normala. Alte forme de reprezentare a numerelor complexe se vor prezenta 1n
continuare. Un numar complex poate fi reprezentat ca un punct in planul complex dupd cum se
aratd Tn Fig.2.22. Axa orizontala se numeste axa reald iar axa verticald se numeste axa imaginara.

A Primul cadran
Al doilea cadran |3 —¢—
) Axa )
-2+2 Imaginara 4+j2
(] 22—t (]
it Axareala
| I I I T I ™
82 A 1 2 3 4
. -1 —1—
31 442
22—t °
Al treilea cadran B Al partulea cadran

Fig.2.22. Reprezentarea in plan a numerelor complexe

Cele doud axe impart planul complex in patru cadrane dupa cum se prezintd in Fig.2.22, ambele
axe au aceiasi unitate de masura. Numerele reale se reprezinta ca puncte pe axa reald iar numerele
imaginare se reprezinta ca puncte pe axa imaginara, pentru cd numerele reale se considera numere
complexe cu partea imaginard zero iar numerele imaginare sunt numere complexe cu partea reala
zero (de exemplu 2 numar real sau j3 numar complex). Numerele complexe care au si partea reald
si partea imaginara diferite de zero sunt reprezentate in planul complex in cele patru cadrane, ca
de exemplu 442, -2+j2, -3-j1, 4-j2. Este evident ca partea realda a numarului complex determind
distanta mdsuratd pe axa X iar partea imaginard a numarului complex determind distanta masurata
pe axay.

In Fig.2.22 sunt reprezentate numerele complexe 4+j2 si 4-j2 care sunt identice dar au
partea imaginara cu semn schimbat. O pereche de numere complexe care au aceasta proprietate se
numesc complex conjugate. Numerele complex conjugate au aceiasi pozitie pe axa x §i au pozitii
simetrice fatd de axa x pentru partea imaginard. Daca se traseaza o linie de la originea axelor la
aceste puncte va rezulta un segment de aceiasi lungime si de acelasi unghi fata de axa x numai
polaritatea unghiului este diferitd. (Se reaminteste cd se considerd un unghi pozitiv daca este in
sensul invers de deplasare al acelor de ceasornic si un sens negativ daca este in sensul deplasarii
acelor de ceasornic). Acest mod de reprezentare graficd a numerelor complex conjugate este
importanta pentru reprezentarea polara care va prezentatd mai tarziu. Forma normala a numerelor
complexe este utilizatd pentru operatiile de adunare si scadere. Aceste operatii se aplicd separat
numerelor reale si numerelor imaginare dupa cum se vede in exemplul urmator : (3+j4)+(2+j5)=
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5+j9 si (2-j9)-(4-j7)=-2-j2. Daca se doreste inmultirea numerelor complexe trebuie sa se aplice
regulile de la iTnmultirea numerelor imaginare de exemplu :
(243)(44)5)=2%4 +j(2*5)+j(3*4)+(j3)(jS)=8+j22-15=-7+j22
Daca se aplica regula de inmultire la numere complex conjugate va rezulta un numadr real format
din suma patratelor numerelor reale si imaginare adica :
(24§3)(2-j3)=2%2 +j(2*3)-j(3*2)+(j3)(j3)=4+9=2"+3"=13
La impdrtirea numerelor complexe se inmulteste numaratorul cu valoarea complex conjugata a
numitorului, proces care se numeste rationalizare, pentru a obtine la numitor un numar real ca de
6+ j10 _(6+j10)3— j4) 6%3— j24+ j30+40 58+ j6
3+ j4 (32 +42) 25 25
Forma polard a numerelor complexe este forma exponentiald. Forma polara sau exponentiald a
numerelor complexe este foarte utila la inmultirea numerelor complexe dar este mai putin
utilizata la opreatiile de scadere sau adunare cu exceptia efectuarii grafice a acestor operatii. Cu
ajutorul unui calculator de buzunar se pot efectua operatii matematice cu numere complexe in
forma normali sau in forma polard. Forma polard a numerelor complexe este Ae’® unde A este
amplitudinea e este baza logaritmilor naturali (2,718..) iar 6 este unghiul de defazaj. Exista o
forma polari scurti pentru numerele complexe Ae care este A/6, de exemplu 5¢'* este 5/45 iar
-10e' este -10/60. In practici se utilizeazi ambele forme de reprezentare a numerelor complexe
dar forma polari este mai usor de scris. Un numdr scris sub forma 10¢/® este un numar complex
care satisface identitatea lui Euler :
e = cos(0) + j sin(0) 2.41
De exemplu se poate scrie astfel : 10e”°=10/30 =10cos(30) +j10sin(30)=8,66+j5. Identitatea lui
Euler nu arati numai ci un numir de forma Ae'® =A/8 este un numir complex ci arati si 0 metoda
de a converti un numar complex din forma polard in forma normald. O alta utilizarea a formulei
lui Euler este la conversia unui numar complex din forma normald in forma polara. Fie o expresie
normald a unui numar complex x+jy unde se cunosc X §i y si urmeaza sa se determine A si 0 din
echivalenta x+jy =Ae" =A/f. Identitatea lui Euler arati ci x+jy = Acos(6) + jAsin(6) iar pentru ca
doud numere complexe sa fie egale trebuie ca partile reale si imaginare si fie egale de unde
rezultd x = Acos(0) si y = Asin(0) iar daca se face raportul celor doud ecuatii va rezulta :

ALH(H)=tan(0)=l...sau...0=(tan)_ll 242
Acos(6) X X

(Se poate observa ca daca x este negativ trebuie s se adauge sau sa se scadd 180 de grade pentru
a se obtine unghiul 0). Deci unghiul 0 este arctangenta raportului dintre partea imaginara si partea
reald a unui numar complex. Dacé se cunoaste 0 se poate afla A din una din relatiile x = Acos(0)
sau y = Asin(0). Amplitudinea A se poate afla si din ridicarea la patrat a celor doua relatii si apoi
insumarea lor de unde va rezulta A’cos’(0)+ Azsin2(9)=A2=x2+y2 deci amplitudinea unui numar
complex exprimat n forma polard este radical din suma patratelor partilor imaginare si reale.
Numeroase calculatoare de buzunar fac direct conversia dintre forma polara si forma normald a
numerelor complexe. Conversia numerelor complexe din forma polara in forma normala se poate
pune in evidenta si cu metode grafice. In Fig.2.23, a se prezinti o linie care leagi originea axelor
sistemului complex de coordonate cu numarul complex x+jy. Aceastd linie formeaza un triunghi
dreptunghic cu proiectiile punctului pe axele reala si imaginara, dupd cum se prezinta in
Fig.2.23,b. Se reaminteste din trigonometria elementara ca : x = Acos(0), y = Asin(0) si

exemplu :

A=x"+ y2 care corespund si cu relatiile lui Euler. De foarte multe ori linia care leaga

originea sistemului de axe cu punctul ce defineste numarul complex este considerata o
reprezentare graficd a numarului complex pentru ca lungimea ei si unghiul fata de axa x sunt
egale cu valorile numarului complex exprimat in forma polara. Dupa cum a fost precizat mai sus
un numar complex conjugat exprimat in forma normala difera fata de numarul complex normal
numai prin semnul schimbat al partii imaginare. In reprezentare polara diferenta apare numai la
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semnul unghiului dupa cum se poate observa daca se face conversia unui numar complex si
conjugatului In forma polara, 6+j5=7,81/39.8 si respectiv 6-j5=7,81/-39.8 .
A

Axa X+jy
imaginara

Axa reala 0

L—>

a X
b

Fig.2.23. Reprezentarea grafica a unui numar complex

\

Se reaminteste ca forma normala a numerelor complexe este utila la efectuarea operatiilor
de adunare si scadere iar forma polara a numerelor complexe este utila la efectuarea operatiilor de
inmultire si Tmpartire. Relatiile de calcul cu numere complexe in forma polara sunt usor de aplicat
daca se tine cont de matematica numerelor exponentiale. Produsul a doua numere exponentiale
este Ae'’Be!® = ABe!™*? 1a care amplitudinea AB este produsul amplitudinilor numerelor
componente iar unghiul este suma unghiurilor numerelor componente. Se poate exprima aceiasi
relatie in forma simplificata A/0B/@ =AB/8+¢ . La fel se poate proceda 1n cazul operatiei de
Tmpartire si va rezulta :

Ae”’ A Al _A
_ =, w...sau...—‘=—/(9—¢)
Be’” B B/l¢o B —
Se observa ca in cazul Tmpartirii, amplitudinea rezultantd se obtine prin impartirea amplitudinilor
numerelor complexe iar unghiul rezultant este diferenta unghiurilor celor doua numere complexe.

243

S18. Subiect de examen
Fazori si diagrame fazoriale

Prin definitie un fazor este un numéar complex asociat unei unde sinusoidale
defazate astfel ci daca este reprezentat in forma polari, amplitudinea fazorului este egala
cu valoarea efectiva a undei sinusoidale ce reprezinta o tensiunea sau un curent, iar unghiul
fazorului este unghiul de defazaj al undei sinusoidale. De exemplu V=3/45° V este fazorul
pentru semnalul sinusoidal V=3\/23in(2nf+45°) V iar fazorul I= 0,439 /-27° A este pentru curentul
i=0,439\/2sin(27tf+27°) =0,621 sin(2nf+27°) A. De obicei litera care simbolozeazi un fazor este
literd mare ingrosata. In mod uzual pentru toate marimile electrice care sunt sub forma complexa
se utilizeaza litere mari Ingrosate. De asemenea se utilizeaza un asterix pentru a defini o marime
complex conjugata de exemplu pentru V = -6+j10= 11,7/121° rezulta V* =-6-j10= 11,7/-121° .
Modulul unui fazor este notat cu literd mare normala iar modulul unui numar complex este notat
cu doua linii verticale dupa notatia clasica din matematica. De exemplu pentru fazorul de curent
1=3+j4 =5 /53,1° A va rezulta modulul I= | 3+j4 | =5.

O eroare foarte uzuala este confundarea unui fazor cu o sinusoidd. Un fazor nu este egal
cu o sinusoidd pentru ca un fazor este un numar complex iar o sinusoida este o functie reala. Pe
scurt este gresit sa se scrie 3/30°= 3\/251n(2nf+30°). Fazorii se reprezinta Tn mod uzual 1n forma
polara. Un fazor poate fi reprezentat si in forma normala pentru cd un numar complex poate sa fie
reprezentat cu ambele forme. Se poate observa cd nu toate numerele complexe sunt fazori ci
numai acele numere complexe care pot fi puse in corespondentd cu o sinusoida. Uneori
conventiile pentru utilizarea fazorilor difera de la un autor la altul §i anume unii autori folosesc in
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locul valorii efective valoarea maxima sau 1n locul functiei sinus se utilizeaza functia cosinus cu
unghiurile de faza aferente.

Una din aplicatiile mai uzuale ale fazorilor este la insumarea unor sinusoide de aceiasi
frecventd. Daca fiecare sinusoida este transformatd intr-un fazor apoi fazorii sunt insumati si
rezultd un singur numar complex, acest numar complex corespunde cu suma celor doud sinusoide.
Procedura nu este tocmai simpld pentru ca necesita utilizarea formei normale a unui numar
complex si mai multe transformari din forma normala la forma polara si invers. Fie un exemplu a
sumei a doud sinusoide de aceiasi frecventa :

v = 3sin(2t+30°)+2sin(2t-15°) V care se poate insuma sub forma de fazori astfel :

3 2 4,64
V=—"o30"+—/=15"=
V2 V2 V2
Transformarea de mai sus este relativ complicatad daca nu se dispune de un calculator performant
care poate sa facd operatia direct. Daca se face calculul manual pasii vor fi urmatorii:

- se transforma numerele complexe sub forma normala adica:

3 cos(30°)+ j—=sin(30° )+~ cos(~ 157 )+ j%sin(— 15°)=183+ j1.06+136— j0,36

7 72 72

sau 3,19+0,7
- apoi se determina amplitudinea si faza numarului complex rezultat :

A=+(319) +(0,7)" =3,26, O =arctg :?’179 =12,2°

- se va obtine fazorul corespunzator daca se inmulteste A cu 2 adica va rezulta 4,64 de

4,64 /12,2° V.
\/E ==
Fazorul care rezulti se transforma in sinusoida de forma v =4,64 sin(2t+12,2°) V. Metoda se
poate aplica la orice numar de sinusoide care au aceiasi frecventa. Se poate observa ca utilizarea
notatiei efective care tine cont de 2 nu contribuie la rezultatul final pentru ca intrega expresie se
poate simplifica cu 2. Daci problema care se rezolva contine numai sinusoide se poate lucra cu
valorile maxime ale tensiunii sau curentului in loc de valorile efective, deci termenul V2 nu se ia
in considerare.

Uneori fazorii sunt reprezentati in planul complex ca vectori, in acest caz se spune ca se
utilizeaza o diagrama fazoriala. Fazorii sunt reprezentati ca vectori cu originea in originea
planului complex si cu partea finala in locul unde este plasat numarul complex corespunzator.
Asemenea reprezentari sunt utile pentru a observa unghiurile de defazaj dintre diferiti curenti si
tensiuni dintr-un circuit electric. Uneori fazorii pot sa fie utilizati pentru adunarea sau scaderea
semnalelor sinusoidale dar procedura este mai complicatd, dupa cum a fost prezentat mai sus. O
altd metoda de Tnsumare a semnalelor sinusiodale denumita metoda funiculara se bazeaza pe
conectarea unui fazor la sfarsitul altui fazor, unul dupd altul iar suma lor va fi datd de un fazor
care leagd inceputul primului fazor cu sfarsitul ultimului fazor. Daca este necesar ca un fazor sa
fie scazut acesta se va orienta in sens opus deci cu un defazaj de 180°.

/12,2° V

unde rezulta relatia prezentata mai sus V =

Aplicatii

1.S4 se afle fazorii corespunzatori tensiunilor si curentilor descrisi de ecuatiile urmatoare:

a. vi=\2(50)sin(377t-35) V, b. v2=83,6c0s(400t-15)V c. i1= V2(90,4)sin(754t+48)A, d. i2=
3,46c0s(815t+30)A

2. Sa se afle tensiunile si curentii care corespund cu fazorii descrisi de relatiile de mai jos. Toate
tensiunile si curentii au o frecventa unghiulara de 377rad/s.

a.V1=20/35V, b. V2=4-6] V , c. [1=10,2/-41 mA, d. I2=-3+j1, A
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3. Sa se afle ecuatia unei singure sinusoide care este echivalenta cu expresiile urmatoare:
a. 6,23sin(mt)+9,34cos(wt),
b. 5sin(4t-20)+6sin(4t+45)-7cos(4t-60)+8cos(4t+30)
c. 5sin(377t)+6cos(754t)

S19. Subiect de examen

Analiza elementara a circuitelor de ca. Impedanta si admitanta
Descrierea prin fazori a elementelor de circuit

Analiza circuitelor de ca. utilizeaza fazori cu rezistente si reactante intr-un mod similar
cum se utilizeaza tensiunile si curentii in circuitele de curent continu. Circuitul de ca. de baza
denumit circuit in domeniul timp este transformat intr-un circuit cu fazori in care in loc de
tensiuni si curenti sinusoidali vor apare fazori, iar In loc de condensatoare si bobine vor apare
reactante. Rezistentele din circuit rdman la fel ca la analiza de cc. deoarece rezistentele ideale se
considera ci nu sunt influentate de frecventd. In continuare se face analiza circuitului cu fazori.
Circuitele cu fazori au marele avantaj ca rezistentele si reactantele au aceiasi unitate de masura,
respectiv Ohmul, deci se pot combina la fel ca la analiza circuitelor de cc. Analiza circuitelor de
ca. cu fazori nu necesita calcule complicate ci numai calcule cu numere complexe deci algebra
numerelor complexe. Prin urmare toate metodele de analizd a circuitelor de cc. se pot aplica la
circuitele de ca. cu singura diferenta ca numerele care apar sunt complexe fatd de numerele reale
la circuitele de cc.

Transformarea circuitelor din domeniul timp sub forma de fazori necesita stabilirea unor
relatii intre curentii si tensiunile descrise prin fazori pentru fiecare element de circuit respectiv
rezistentd, condensator si bobind. Se va incepe prin stabilirea relatiei intre curenti si tensiuni
pentru un rezistor de R ohmi. Pentru un curent sinusoidal de forma i=I,,sin(wt+6) va rezulta la
bornele rezistorului R tensiunea v= R I,,sin(ot+0) cu respectarea referintelor ca la circuitele de cc.
Fazorii care rezultd sunt:

I—’"/@...si...V=ﬂ/6’ 2.44

V2 o V2 o

Daca se Tmparte tensiunea la curent se vor simplifica I, 0 si V2 si va rezulta relatia dintre
tensiunea si curentul sub forma de fazori respectiv:

V RI /216

L =ml TP E R 245

I 1./\218
Prin urmare relatia dintre curent si tensiune la un rezistor in ca. este similara relatiei in cc. cu
deosebirea ci tensiunile si curentii sunt reprezentate sub forma de fazori V/I =R, v/i =R. In
Fig.2.24 se prezinta circuitul de cc. si circuitul de ca. in cazul unui rezistor.

I =

. Curent
' v continu
_> + -
a R
| Fazorial ca
— -
b R

Fig.2.24. Comportarea 1n timp si la curenti si tensiuni fazoriale a rezistoarelor.
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Fie o bobind de L Henry la care se aplica un curent i=I,,sin(®ot+8), tensiunea la bornele
bobinei va fi v=oLIcos(ot+0) = oLI,sin(ot+6+90°) (conform celor prezentate la capitolul
bobine in ca). Fazorii corespunzdtori pentru curent si tensiune sunt:

r=tusg si v=2Lu; g 90 2.46

V2 V2

Dacad se imparte tensiunea la curent va rezulta in cadrul reprezentdrii fazoriale:
V_all,/\2/6+90°
I 1,/\216

Rezultatul /90 este in forma polara iar in forma normala va fi joL. Se reaminteste cd oL este
reactanta inductiva definita anterior deci:

=wlL/90° 2.47

%: joL=jX, 2.48

Se poate observa ca prin utilizarea notatiei joL relatia Intre curent si tensiune pentru o bobind este
similard cu relatia de la rezistoare. Deci madrimea joL are acelasi efect de limitare a curentului
printr-o bobina ca la rezistoare si aceiasi unitate de masurd ohmul. Pe de alta parte datorita
termenului j1 va apare o defazare de 90° intre tensiune si curent pentru cd j1=1/90°. Se poate face
aceiasi comparatie dintre comportarea in domeniul timp si comportarea la tensiuni si curenti
fazoriali a bobinelor, similar ca la rezistoare V/I=R, V/I= joL care se prezintd in Fig.2.25.

i+ v

b jWL

Fig.2.25. Comportarea 1n timp si la tensiuni §i curenti fazoriali a bobinelor

Simbolul unei bobine se utilizeaza si la curenti si tensiuni fazoriale dar in loc de L se lucreaza cu
mdarimea imaginard joL. Este evident ca tensiunile si curentii sunt exprimate sub forma de fazori.
Fie un condensator de C farazi la care se aplica o tensiune de forma v=Vsin(wt+0) iar
curentul care va trece prin condensator va fi i= ®CV sin(wt+6+90°) . Fazorii corespunzatori vor
fi:
v:Vi/g...si...Izng/e+90” 2.49

NG

Se face raportul tensiune pe curent si va rezulta :

v vN2ie 1 1 -l 250

I wcv, IN2/6+90° wC/90° joC aC '
Anterior a fost definitd marimea -1/®C ca fiind reactanta capacitiva a unui condensator prin
urmare se poate scrie:

Vv —-j .

A > 2.51

1 awc €
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Fig.2.26 Comportarea in timp si la tensiuni si curenti fazorali a condensatoarelor

Se reaminteste ca unele manuale de teoria circuitelor electrice noteaza reactanta
capacitiva cu Xc=1/0C in acest caz V/I= -jXc. Marimea —j1/oC are acelasi efect de limitare a
curentului similar ca la rezistente si de asemenea se masoara in ohmi. Dar spre deosebire de
rezistente mirimea —j1 produce un defazaj intre curent si tensiune de -90°. In Fig.2.26 se arata
transformarea din domeniul timp in reprezentarea prin fazori pentru un condensator. Simbolul
unui condensator pentru reprezentarea prin fazori a tensiunii si curentului este acelasi ca la
domeniul timp dar in loc de C se va utiliza —j1/oC.

Aplicatii

1.Sa se afle impedanta in forma polara pentru o inductanta de 0,5H in serie cu un rezistor de 20 Q
la a.0Hz, b.10Hz, c. 10kHz.

2.Se conecteaza in serie o rezistentd de 2000 €, cu o inductantd de 1H si un condensator de
0,01F. Sa se afle impedanta in forma polard la a. Skrad/s, b. 10krad/s, c. 20krad/s.

3.La o bobina se aplica o tensiune de 220V si 50Hz iar curentul care trece prin aceasta este de 2A.
Curentul este inaintea tensiunii cu 40°. Se cere sa se afle rezistenta si inductanta bobinei.

S20. Subiect de examen

Analiza circuitelor serie de curent alternativ. Notiunea de impedanta

v v
+ 'R . + L _

Ve

.||+

Vs =40/20°V -

Fig.2.27. Exemplu de calcul pentru circuite de curent alternativ serie
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Metoda de analiza a circuitelor serie de ca. poate fi usor inteleasa dintr-un exemplu
simplu. Se presupune ca un curent sinusoidal trece prin circuitul serie din Fig.2.27 a, la care sursa
de tensiune are w=4rad/s. Primul pas consta in desenarea circuitului echivalent cu fazori
reprezentat in Fig.1.46 b 1n care curentii si tensiunile au fost nlocuiti cu fazori iar bobinele si
condensatorii cu impedantele:
. . . - Jj1 —Jjl .
joL=j(4)2=j8 Q, oC ~ 2(1/16) Jj4Q,
Este evident ca rezistentele nu se modificd. Apoi se va aplica KVL pentru circuitul cu fazori.
Uneori nu este foarte clar cum se poate aplica KVL sau KCL la circuitele cu fazori. KVL se
aplica la fel ca la circuitele de cc pentru tensiuni si respectiv KCL pentru curenti. Se reaminteste
ca fazorii sunt reprezentari complexe ale unor tensiuni si curenti sinusoidali deci se poate aplica
KVL si KCL la fel ca la circuitele de cc.In urma aplicarii KVL va rezulta :

Vs= VR +VL +VC 2.52
Apoi se vor inlocui tensiunile cu valorile fazoriale adica Vs=40/20°, Vi =61 , Vi =j8I, V=-j41
In urma inlocuirilor va rezulta :

40/20° =61 + j8I - j41 =61 + j41 2.53
De unde va rezulta curentul prin circuit :

,_40/20° _ 40/20°
6+ j4  7211/33,7°

si in final i=5,547\2sin(4t-13,7°)=7,84 sin(4t-13,7°)
Analiza KVL facutd mai sus necesitd calcule destul de laborioase. Calculele in circuitele de ca. se
pot simplifica daca se utilizeaza notiunea de impedanta care se noteaza cu Z si se mdsoara in
Ohmi. Pentru un circuit electric cu doua terminale care are la borne tensiunea descrisa sub forma
de fazor V si prin care trece curentul fazorial I se defineste impedanta ca raportul dintre tensiunea
fazoriala si curentul fazorial :

Z=V/ 2.54
Pentru ca impedanta definitd de relatia anterioara sa existe trebuie ca circuitul sd nu contina surse
de tensiune sau de curent independente dar poate sd contina anumite surse de tensiune sau curent
dependente. Impedanta definitd de relatia de mai sus se numeste impedanta totala sau impedanta
echivalentd. Uneori se numeste impedanta de intrare pentru anumite circuite cu 2 borne care
contin surse de tensiune sau curent comandate. In general, nu numai pentru circuitele serie,
impedanta se poate scrie ca un numar complex de forma :

Z=R +X 2.55
Unde partea reala R este rezistenta impedantei iar partea imaginard X este reactanta impedantei.
Pentru circuitul serie din Fig.2.24 rezistenta este R=6Q iar reactanta este X=8-4=4Q. In cazul
acestui circuit rezistenta depinde numai de rezistenta rezistorului iar reactanta depinde numai de
reactantele bobinei si condensatorului. in general la circuitele reale R si X depind de toate
elementele din circuit, adica rezistorul poate sd aiba si o capacitate sau inductanta parazita iar
bobinele si condensatoarele au si o rezistentd parazita. Deoarece impedanta este 0 marime
complexa aceasta se poate exprima si sub forma polara adica :

=5,547/-13,7°A

X
Z:R+jx:\/R2+X2/tg“E 2.56
unde |Z | =+/R*+ X este modulul numarului complex iar tg”(X/R) este unghiul de fazi al
impedantei.

Unghiul de faza al impedantei Z=V/I este unghiul de defazaj dintre tensiune si curent
dacd unghiul este pozitiv (Se presupune ca tensiunea este referinta iar curentul este in urma
tensiunii dacd unghiul este pozitiv). Dacd unghiul este negativ atunci curentul este Tnaintea
tensiunii sau se poate spune ca referinta este curentul si urmeaza tensiunea defazatd. O impedanta
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la care unghiul de defazaj este pozitiv se spune ci are o comportare inductivd pentru ca intre
tensiune si curent este un decalaj Tn sensul ca tensiunea este prima si apoi urmeaza curentul
intarziat fata de tensiune cu un timp proportional cu unghiul de defazaj. Comportarea inductiva
insemamna cd suma reactantelor de tip inductiv este mai mare ca suma reactantelor de tip
capacitiv. In mod similar o impedanta are o comportare capacitivi daci defazajul este negativ
deci curentul este Tnaintea tensiunii cu un timp proportional cu defazajul negativ. Evident in acest
caz suma reactantelor capacitive este mai mare ca suma reactantelor inductive. Impedantele fac
legatura dintre curent si tensiune 1n ca. la fel cum fac legétura dintre curent si tensiune rezistentele
n cc. deci regulile de conectare 1n paralel sau serie sunt similare ca la rezistente. De exemplu la
conectarea mai multor impedante 1n serie este valabila relatia cunoscuta de la rezistoare:

ZT =Z1+ Z2+Z3+.....ZN 2.57
La fel in cazul a doud impedante conectate in paralel se poate scrie :
YAVA
L =22 2.58
Z,+7Z,

Pentru mai multe impedante conectate 1n paralel se poate aplica aceiasi relatie matematica ca la
rezistoarele conectate in paralel. Impedanta totald a unui circuit de ca. se poate determina la fel ca
rezistenta totald a unui circuit de cc.

Impedanta totald a unui circuit de ca se utilizeaza la fel ca rezistenta totald a unui circuit
de cc. De exmplu pentru circuitul din Fig.2.27 a primul pas dupa determinarea circuitului
echivalent cu fazori reprezentat in Fig.2.27 b este determinarea impedantei circuitului care se
conectezd la bornele sursei de tensiune. Pentru cd este un circuit serie impedanta va suma
impedantelor elementelor componente adica :

Z= 6+j(8-4)= 6+j4 =7,211/33.7 Q

A X .
[{e]
Aldoilea w© | Z1 Primul
cadran — cadran
<
o 7,81
o ——
- _1 39,8
L1 L1V L [R
I [ T [
L —— 2 3/ 4 5 6 7 8
' -36,9
N ——
Al treilea C'D__
cadran
e Al patrulea Z2
o | cadran
, 10
»

Fig.2.28. Diagrama de impedante pentru un circuit inductiv §i pentru un circuit capacitiv

Se poate detemina in continuare curentul fazorial dacd se imparte tensiunea sursei la impedanta
circuitului adica :

V. 40/20

=L == =5547/-137 A
Z 7,211/337 —

65



Fizica si Tehnologia Componentelor Electronice
Universitatea din Craiova- Catedra de Electronica si Instrumentatie
Mircea I. Mihaiu-2010

Daca se cunoaste curentul fazorial se poate determina expresia instantanee a curentului. O
diagrama de impedante este utilizata pentru a intelege mai bine notiunea de impedanta. Diagrama
de impedante se deseneazd in planul impedantelor reprezentat in Fig.2.28, care are axa orizontala
asociata rezistentelor R si axa verticald asociata reactantelor jX. Ambele axe au aceiasi unitate de
masura. In aceastd diagrama se reprezintd un circuit inductiv Z,=6+j5= 7,81/39.8 Q si respectiv
un circuit capacitiv Z,=8-j6=10/-36,9 Q Un circuit inductiv are diagrama de impedante Tn primul
cadran iar un circuit capacitiv are diagrama de impedante in cadranul patru. Pentru ca diagrama
de impedante sa se reprezinte si in cadranele 3 si 4 trebuie ca circuitul sa aiba rezistente negative

care pot sd apard numai dacd se folosesc surse comandate de tensiune sau curent.
6 Ohmi

X

Fig.2.29. Reprezentarea impedantelor sub forma de triunghiuri

Uneori se foloseste reprezentarea impedantelor sub forma de triunghiuri. Un triunghi de
impedante reprezinta pe R, jX si Z la care vectorul jX se traseaza la finalul vectorului R iar
vectorul Z leaga inceputul lui R cu sfarsitul lui jX dupa cum se prezinta in Fig.2.29.a. In Fig.2.29
b se reprezintd impedanta Z=6+j8=10/53.1 Q iar 1n Fig.2.29.c se reprezinta impedanta Z=6-j8=
10/-53,1 Q.

Regula divizorului de tensiune se poate aplica si la circuitele de ca. la fel ca la circuitele
de cc. Aplicarea regulii divizorului de tensiune in ca. presupune cd tensiunile si curentii sunt
exprimate ca fazori iar elementele din circuit ca impedante. Deci daca la un circuit serie format
din mai multe impedante care au impedanta totald Zr se aplica o sursd de tensiune alternativa V;
se poate determina tensiunea de la bornele impedantei Zx cu relatia similara din cc:

Z
VX = Z—XVS 2.59

T
Aplicatii

1.0 sursa de tensiune alternativa de 240V este conectata 1n serie cu doud componente, din care
una are impedanta 80/60 €. Care este impedanta celeilalte componente daca curentul care trece
prin circuit este de 2A iar acesta este in fata tensiunii aplicate cu 40°.

2. Pentru circuitul din Fig.2.30 sd se afle fazorii necunoscuti si sinusoidele corespunzatoare daca
frecventa tensiunii aplicate este de SOHz. Sa se afle puterea disipata de circuit.

I 120 jle {}
— VvV
tove T Voo
V=220/0V

Fig.2.30. Circuit serie de ca.
3. Sa se afle curentii si tensiunile necunoscute pentru circuitul reprezentat in Fig. 2.31.
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i 3.6 kQ 1.2H I 16k j48 kQ
—_— —
' A%
+A\/L:/\'_ + oy - + Ve + v, ~
+ +
v = 140 sin (4000t - 10V 0.04 uF ,]\n V = 140/-10° V -j6.25 kﬂT v,
(a) b)

Fig.2.31. Circuit serie de ca.

S21. Subiect de examen
Analiza circuitelor paralel de curent alternativ. Notiunea de admitanti

Metoda de analiza a circuitelor paralel de ca se poate prezenta pe baza unui exemplu. Se
presupune cd se doreste sa se afle tensiune alterntiva sinusoidald v de la bornele circuitului
prezentat in Fig.2.32.a. la care se aplica o sursa de curent.

iy =10W2sin5000¢... A | 1000Q 0,5H
+ 0,2uF

1 B

1000Q  |j2500€
+

(D 3 ===

I, =10/0A “R - “ llc

b
Fig.2.32. Exemplu de calcul pentru circuite de ca paralel

Conform metodelor prezentate mai sus primul pas pentru determinarea tensiunii de la bornele
elementelor conectate in paralel consta in a desena schema cu fazori a circuitului prezentata in
Fig.2.32.b. Se presupune ca se utilizeaza o sursa de curent cu frecventa unghiulara de 5000
rad/sec. Se aplicd KCL pentru acest circuit :

Is =IR +IL +IC 2.60
Apoi se Tnlocuiesc curentii cu 10/0 A, Iz =V/R, I;=V/j2500, I-=V/-j1000 de unde rezulta :
10/0= \% \% %

+ +
1000 ;2500 - ;1000
care apoi se poate simplifica la relatia :
10/0 = (0,001 +j0,0006)V
de aici se poate calcula tensiunea fazoriala de la bornele elementelor conectated in paralel :
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= 1070 = 1070 =8,6/=31°kV
0,001+ j0,0006 0,001166/31° T
Tensiunea corespunzatoare exprimata 1n timp este :
v =832 5in(5000¢ — 31°) = 125in(5000¢ — 31° Jev’
Deoarece tensiunea este Tn urma curentului circuitul are o comportare capacitivd. Comportarea
capacitiva a circuitului este datoratd valorii mici a reactantei condensatorului, mai mica ca
reactanta bobinei si care are un afect invers comparativ cu circuitul serie unde o reactanta
capacitivd mai mica ca reactanta inductiva ar determina un comportament inductiv.
Metoda de analiza prezentatd mai sus se poate simplifica daca se utilizeaza admitanta
care se noteaza cu Y si se masoara 1n Siemensi. Prin definitie admintanta este inversa impedantei:

1
Y=— 2.61
Z
De unde va rezulta relatia dintre tensiune si curent:
I=YV 2.62

Prin urmare va rezulta ca admitanta unui rezistor este Y=1/Z=G, a unei bobine este
Y=1/joL=-j1/oL iar a unui condensator este Y=1/(-j10C)=joC.

Deoarece admitanta este inversa impedantei, admitanta uniui circuit de ca. corespunde cu
conductanta unui circuit de cc. Prin urmare admitantele unor elemente de circuit conectate Tn
paralel se pot aduna:

A Y=Y +Y:+Y;+..+4Yx 2.63
In caz general, nu numai pentru elemente conectate in paralel se poate scrie:
Y =G+B 2.64

Unde G este conductanta circuitului iar B se numeste susceptanta circuitului care este partea
imaginard a admitantei. Pentru circuitul reprezentat sub forma de fazori din Fig.2.32.b se poate
scrie:

Y = 1 + 1 + 1

1000 ;2500 - ;1000

in cest caz G=0,001 S iar B=0,0006 S. n cazul acestui circuit paralel simplu conductanta depinde
numai de rezistenta din circuit iar susceptanta depinde numai de susceptantele bobinei si
condensatorului. In cazul circuitelor mai complexe conductanta si susceptanta depind de
conductantele si susceptantele elementelor componente.

Deoarece admitanta este o marime complexa va rezulta cd poate sa fie exprimata Tn forma
polara adica :

Y =G+ jB=VG* +B* /tan—l(gj 2.65

unde |Y | =G’ + B? este modulul iar tan” (B/G) este unghiul de faza al admitantei.

Deoarece admitanta este inversa impedantei unghiul de faza al admitantei este egal cu unghiul de
faza al impedantei dar cu semn schimbat.Prin urmare unghiul de faza este pozitiv pentru un
circuit capacitiv si negativ pentru un circuit inductiv.

Admitanta totald a unui circuit paralel de ca. se utilizeaza la fel ca si conductanta totald a
unui circuit paralel de cc. De exemplu 1n cazul circuitului din Fig.2.32 a se trece mai intéi la
circuitul cu fazori reprezentat In Fig. 2.32 b si apoi se calculeaza admitanta respectiva care este
Y =0,001 +j0,0006 S =0,001166/31S. Apoi se poate determina tensiunea fazoriala la bornele
sursei de curent cu relatia:

1 10/0
Y  0,001166/31

=0,001+ j0,0006S

V =86/-31kV
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In final se poate determina tensiunea instantanee v dupa cum a fost prezentat mai sus. La fel ca in
cazul impedantei se poate reprezenta admitanta Tn planul complex al admitantelor la care pe axa
absciselor este conductanta G iar pe axa ordonatelor este susceptanta B. De asemenea se poate
utiliza un triunghi al admitantelor la fel ca triunghiul impedantelor.

Regula divizorului de curent se aplica la circuitele reprezentate sub forma de fazori la fel
ca la circuitele de cc. Deci daca un circuit fazorial cu elemente legate in paralel are la intrare
curentul total Is , curentul prin elementul de admitantd Yx notat cu Ix se determind cu relatia:

Y
L= 2.66

T
unde Yt este suma admitantelor din circuit.Daca sensurile curentilor sunt diferite trebuie sa se
introduca semnul minus. In cazul special a doua ramuri 1n paralel de impedante Z, si Z, va rezulta
relatia:
-4
Z,+7Z,
unde I, este curentul fazorial prin impedanta Z,. In continuare nu se vor mai folosi expresia de
curent sau tensiune fazoriala pentru ca notatia respectiva arata ca marimile respective sunt
fazoriale. Este evident ca existd o legatura intre impedanta si admitanta. Se reaminteste ca:

11
Z R+ jX
Daca se rationalizeaza ( se Tnmulteste cu conjugata) va rezulta:
R . .

e TR 7O
Se observa cd conductanta si susceptanta depind de rezistenta si reactanta.
Aplicatii
1.S4 se afle admitanta totala Tn forma polara pentru conexiunea paralel a unui condensator de
0,2pF cu o rezistentd de 5,1 Q la frecventele a. 0Hz, b.100kHZ, c. 40MHz.
2.Se conecteaza in paralel o rezistenta de 200 Q cu un condensator de 1pF si o bobina de 75mH.
Sa se afle admitanta totald in forma polard la 400Hz. Sa se deseneze diagrama admitantelor si
triunghiul admitantelor.
3.Un circuit format din douad componente legate in paralel are la borne o tensiune de 220/20 V si
respectiv un curent de 48/60 A la o frecventd de 2kHz . Sa se afle ce elemente sunt conectate in
paralel si care sunt valorile acestor elemente.
4.Sa se afle impedanta totala a circuitului din Fig. 2.33.
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Fig.2.33. Circuit paralel 1n ca.
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