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1616. __ BT,

VIERTE FOLGE. mm

1. Die Grundlage
der allgemeinen Belativititstheorie;
von A, Hinstein.

Die im nachfolgenden dargelegte. Theorie bildet die denk-
bar weitgehendste Verallgemeinerung der heute allgemein als
(11 ,,Relativitdtstheorie” bezeichneten Theorie; die letztere nenne
ich im folgenden zur Unterscheidung von der ersteren ,,spezielle
(2] Relativitdtstheorie' und setze sie als bekannt voraus. Die
Verallgemeinerung der - Relativititstheorie wurde sehr er-
leichtert durch die Gestalt, welche der speziellen Relativitits-
theorie. durch Minkowski gegeben wurde, welcher Mathe-
matiker zuerst die formale Gleichwertigkeit der riumlichen
Koordinaten und der Zeitkoordinate klar erkannte und. fiir
131 den Aufbau der Theorie nutzbar machte. Die fiir die all-
gemeine Relativititatheorie nétigen mathematischen Hilfs-
mittel lagen fertig bereit in dem ,,absoluten Differentialkallciil®,
welcher auf den Forschungen von. Gauss, Riemann und
Christoffel tber nichteuklidische Manmgfa,itlgkeiten rubt und
von Ricei und Levi-Civita in ein System gebracht und
bereits auf Probleme der theoretischen Physik angewendet
[4] wurde. Ich habe im Absehnitt B der vorliegenden Abhangd-
lung alle fiir uns notigen, bei dem Physiker nicht als bekannt
vorauszusetzenden mathematischen Hilfsmittel in moglzchst
einfacher und durchsichtiger Weise entwickelt, so daB ein
Studivm mathematischer . Literatur fiir das Verstdndnis der
(s vorliegenden - Abhandlung nicht erforderlich ist, Endlich sei
an dieser Stelle dankbar meines Freundes; des Mathematikers
Grossmann, gedacht, der mir durch seine Hilfe nicht nur
das Studinm der einschligigen mathematischen Literatur er-
sparte, sondern mich auch beim Suchen nach den Feldgleichun-

[6] gen der Gravitation unterstiitzte.

Annalen der Physik. IV. Folge, 49, oG
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A. Prinzipielle- Erwiignngan zam Postulat der Relativithit,

‘8 1 'Bemerkhingen zu der spemiellen Relstivititatheorie.

Der speziellen Relativitdtstheorie liegt folgendes Postulat
zugrunde; welchem auch  durch die  Galilei-Newtonsche
Mechanik Geniige geleistet wird : Wird ein Koordinatensystem K
so gewahlt, daBin bezug auf dasselbe die physikalischen Ge-
setze in ihrer emfachsten Form gellen, so gelten dieselben
Gresetze auch In bezug auf jedes andere Koordinatensystem K,
das relafiv zu K in gleichférmiger Translationsbewegung be-
griffen ist. Dieses Postulat nennen wir ,,spezielles Relativitits-
prinzip”, Durch das Wort ,,speziell” soll angedeutet werden,
daB das Prinzip auf den Fall beschrinkt ist, da8 K’ eine gleich-
formage - Translationsbewequng -gegen K . aunstithrt, daB sich
aber die Gleichwertigkeit von K’ und K nicht auf den Fall
ungleichformiger Bewegung von K’ gegen K erstreckt.

- Die spezielle Relativitdtstheorie- weicht also von der klas-
sischen Mechanik nicht durch das Relativititspostulat ab,
sondern allein durch das Postulat von der Konstanz der
Vakuum-Lichtgesehwindigkeit, ans welchem im Verein mit
dem speziellen Relativititsprinzip die Relativitiit der Gleich-
zeitigkeit sowie die Lorentztransformation und die mit dieser
verkniipften - Gesetze iiber -das Verhalten bewegter starrer
Korper und Uhren in bekannter Weise folgen.

Die Modifikation, welche die Theorie von Raum und Zeit
durch die spezielle Relativititsthebrie erfahren bat, ist zwar
eino tiefgehende; aber ein wichtiger Punkt blieb unangetastet.
Auch gemilB der speziellen Relativitétstheorie sind némlich
die Sitze der Geometrie unmittelbar als die Gesetze iiber
die moglichen relativen Lagen (ruhender) fester Korper zu
deuten, allgemeiner die Sitze der Kinematik als Sitze, welche
das Verhalten von MeBkérpern und Uhren beschreiben. Zwei
hervorgehobenen materiellen Punkten eines ruhenden (starren)
Korpers entspricht hierbei stets- eme Strecke von ganz be-
stimmter Linge, unabhingig von Ort und Orientierung des
~ Kérpers sowie von der Zeit; zwel hervorgehobenen Zeiger-
stellungen einer relativ zum (berechtigten) Bezugssystem ruhen-
den Uhr entspricht stets eine Zeitstrecke von bestimmier Linge,
unabhéingig von Ort und Zeit. Es wird sich -bald zeigen, daB
die allgemeine Relativitatstheorie an dieser einfachen physika-
lischen Deutung von Raum “urid “Zeit nicht festhalfen kann.
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§ 2. Uber die Griinde, welche eine Frweiterung des Eelabivitate-
- pontulates nahelogon.

Der klassischien Mechanik und nicht minder der speziellen
Relativititstheorio haftet ein erkenntnistheorstischer Mangel
an, der vielleicht zum ersten Male von K. Mach klar hervor-

[71 gehoben wurde. Wir erliutern ihn am folgenden Beispiel.
Zwei flissige Korper von. gleichér GroBe und Art schweben
frei im Raume in so groBer Entfernung vonemander (und von
allen- iibrigen Massen), daB nur diejenigen Gravitationskrifte
berticksichtigt werden miissen, welche die Teilo eimes dieser
Kérper aufeinander ausitben. Die Entfernung der Korper
voneinander sel unverinderlich. Relative Bewegungen der
Teile emes der Korper gegenemander sollen nicht auftreten.
Aber jede Masse soll — von einem relativ zu der anderen Magse
ruhenden Beobachter aus beurteilt — um die Verbindungshinie
der Massen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotieren (es
ist dies eine konstatierbaré Relativbewegung beider Massen).
Nun denken wir uns die Oberflichen beider Korper (S; und Sy)
mit Hilfe (relativ rubender) MafBstibe ausgemessen; es ergebe
sich, daf die Oberildche von 8; eine Kugel, die von S, ein
Rotaticonsellipsoid sei.

Wir fragen nup: Aus welchem Grunde verhalten sich die
Korper 8, und. §, verschieden? Eine Antwort auf diese Frage
kawn nur "denn-als- erkenntnistheoretisch . befriedigend ¥} -am-
erkannt’ werden, wenn die als Grund angegebene Sache eine
beobachtbare Erfahrunmgstatsache ist; denn das Kausalitite-
gesetz hat nur dann den Sinn einer Aussage iiber die Er-
fahrnngswe\}t_ wenn  als Ursachen und Wirkungen letzten
Endes nur beobachtbare Tatsachen suffreten.

Die Newtonsche Mechanik gibt auf diese Frage keine
befriedigende Antwort. Sie sagt ndmlick folgendes. Die Ge-
setze der Mechanik gelten wohl, fiir einen Raum Ry, gegen
welchen der Kérper S; in Ruhe ist, niché aber gegeniber einem
Raume R,, gegen welchen S, in Ruhe ist. Der berechtigte
Galileische Raum R,, der hierbel eingefihrt wird, ist aber
eine  blof finglerte Ursache, keine beobachtbare Sache. s
1t alse klar, daB die Newtonsche Mechanik der Forderung

1} Fine derartige erkenninistheoretisch befriedigende Antwort kann
natiirlich immer noch physikalisch unzutreffend sein, falls sie mit anderen
Erfohrungen im Widerspruch ist.

50"
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der Kausalitdt ip dem betrachteten TFalle nicht wirkhch, son-
dern pur scheinbar Gentige leistet, indem sie die blob fin-
gierte: Ursache B, fir das beobachtbare verschiedeme Ver-
halten. der Kérper §; und S; verantwortlich macht.

Eme befriedigende Antwort aunf die oben aufgeworfene
Frage kanm nur so lauten: Dag aus &, und 5, bestohende
physikalische System zeigt fiw sich allein Leine denkbare Ur-
sache, anf welche das verschiedene Verhalten von S und S,
rurfickgefahrt werden konnte. Die Ursache mwufl also aufer-
halb dieses Systems liegen. Man gelangt mu der Auffassung,
daf die sllgemeinen Bewegungsgesetze. welche im gpericllen
die Gestalten von 5 und S, bestimmen, derart gein miissen,
daB das meehanische Verhalten von S, und 8, ganz wesentlich
durch ferne Massen mithedingt werden mufi, welche wir nicht zu
dem betrachteten System gerechnet hatfen. Dicse fernen Massen
(and ihre Relativbewepungen gegen die befrachteten Korper)
sind dann als Triger prinzipiell beohachtbarer Uhrsachen fin
das verschiedene Verhalten unserer befrachteten Kérper an-
zusehen ; sie iibernehmen die Rolle der fmglerten Ursache K.
Von allen denkbaren, relativ zueinander beliebip bewegten
Raumen K, R, usw. darl a priori keiner als bevorzogt an-
gesehen werden, wenn nicht der dargelegie erkenntnistheo-
retische Kinwand wieder aufleben scll. Die Geselze der Physik
miissen s0 beschaffen sein, dafl sie wn berug auf beliebig bewegie
Bezugssysteme gellen. Wir gelangen also auf diesem Wege
zu einer Erweiterung des Relativitdispostulates. '

AuBer diesern schwerwiegenden erkenntnistheoretischen
Argument spricht abor auch eme wohlbckannte physikalischo
Tatsache fur eine Trweiterung der Relativitatstheorze. Es
sei- K ein Galileisches Bezugssystem, d. h. ein solches,
relatlv zu welchem (mindestens ip dem betrachteten vier-
dimensionalen Gebiete) eine von anderen hinlinglich ent-
fernte Masse sich geradliniy und gleichformig hewegh. Tis
sei K' ein sweites Koordinatensystem, welehes relativ zn I
in gletchférmiy beschleunigier Translationshewegung sel. Relativ
zu K’ fihrie dann einé von amderen hinreichend getrennte Masse
etne beschlennigte Bewegung aus, derart, daf deren Beschleuni-
gung und Beschlevnigungsrichtung von threr stefflichen Zusam-
mengetzung und threm physikalischen Znstande unabhiingig st.

Kapn ein relativ zu K’ ruhender Beobachter hieraus
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den Schiuf ziehen, daB er sich auf einem ,wirklich” be-
schleunigten Bezugssystem befindet? Diese Frage ist zu ver-
neinen; denn das vorhin genannte Verhalten frei beweglicher
Massen relativ zn K’ kann ebensogut auf folgende Weise ge-
deutet’ werden. Das Bezugssystem K’ ist unbeschleunigt; n
dem betrachteten zeitrdumlichen Gebiete herrseht aber ein
Gravitationsfeld, welches die beschleunigte Bewegung der
[81 Korper relativ zu K’ erzeugt.

Diese Auffassung wird dadurch ermdéglicht, daB uns die
BErfahrung die Existenz eines Kraftfeldes (niimlich des Gravi-
tationsfeldes) gelehrt hat, welches die merkwiirdige Rigen-
schaft bat, allen Korpein dieselbe Beschleunigung zu erteilen.?)
Das mechanische Verhalten der Korper relativ zu K’ ist das-
selbe, wie es gegeniiber Systemen sich der Erfahrung dar-
bietet, die wir als ,rubende” bzw. als ,berechtigte” Systeme
anzusehien géwohnt sind; deshalb liegt es auch vom physi-
kalischen Standpunkt nahe, anzunehmen, daf die Systeme K
und K’ beide mit demselben Recht als ,ruhend” angesehen
werden konnen, bzw. daf sie als Bezugssysteme fir die physi-
kalische Beschreibung der Vorgiinge gleichberechtigt seien.

Aus diesen Brwigungen sieht man, daf8 die Durehfithrung
der allgemeinen Relativititstheorie zugleich zu einer Theorie der
Gravitation fihren muB; denn man kann ¢in Gravitations-
feld dureh bloBe Anderung des Koordinatensystems',,erzeugen’.
Hbenso sicht man unmittelbar, dafl das Pringip von: der Kon-
stanz der Vakuum-Lichtgesehwindigkeit eine Modifikation er-
fahren muB. Denn mah erkennt leicht, dalB die Bahn eines
Lichtstrahles in bezug auf K’ im allgemwinen eine krumme
seln mub, wenn sich.das Licht in bezug suf K geradlinig und
mit bestimmter, konstanter Geschwindigkeit fortpflanszh.

- § 3. Das Baum—Ze;ﬁ-Eontmnum‘ -Fordsrun, der aligemeinen-
Eovarianz. fir -die die a&lgamemen Naturgeseize auadmckenden
Glamhungen

In der klasslschen Mechamk sowie in der speziellen Rela-
tivitdtatheorie haben die Koordinaten des Raumes und der
Zeit eine unmittélbare physikalische Bedeutung. Fin Punki-
ereignis hatfdie-"Xi-Koordinate,xl,*,'bedentet: Die mach den

b D&B das Gravitationsfeld diése Higenschaft mit groﬁer Genauag-
[9] keit besitzt, hat Eotvds experimentell bewiesem.
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Regeln der BEuklidischen Geometrie mittels starver Stdbe er-
mittelte Projekfion des Punktersignisses auf die X;-Achse
wird erhalten, indem man einen bestimmien Stab, den Em-
heitsmafstab, z;mal vom Anpfangspunki des Koordinaten-
korpers auf der (positiven) X;-Achse abtrigt. Ein Punkt
hat die X,-Koordinate z, =1{, bedeutet: Eine rclatv zum
Koordinatensystem ruhend angeordnete, mit dem Punkt-
ereignis rdumlich (praktiseh) zusammenfailende Einheitsubr,
welehe nach bestimmben Vorschriften gerichtet ist, bat o, =1
Perioden zuriickgelegt beim Fintreten des Punktereignisses.!)

Diese Auffassung von Raum und Zeit schwebte den Phy-
sikern stets, wenn auch meist unbewuBi, vor, wie aus der
Rolle klar erkennbar ist, welche diese Begriffe in der messenden
Physik spielen; diese Auffassung mubite der Leser auch der
zweiten Betrachtung des lefzten Paragraphen zugrunde legen,
um mit diesen Ausfiihrungen einen Sinn verbinden zu konnen.
Aber wir wollen nun zeigen, dafl man sie fallen lassen und
durch eine allgemeinere ersetzen mufl, um dag Postulat der
allgemeinen Relativitdt durchfiihren zu kéonen, falls die
qpemelle Relativititstheorie fir den Grenzfall des Fehlens
eines Gravitationsfeldes zutrifft.

Wir fithren in einem Raume, der frei sei von Gravibations-
feldern, ein Galileisches Bezugssystem K (z, ¥, 2, 1) ein, und
auBerdem ein relativ zu K gleichiormig rotierendes Koordi-
natensystem K’ (z',y, 2 t'). Die Anfangspunkie beider By-
steme sowie deren Z-Achsen mégen dauernd zusammenfallen.
Wir wollen zeigen, daB fir eine Raum—Zeitmessung im
System K’ die obige Festsetzung fiir die physikalische Bedeu-
tung von Lingen und Zeiten nicht aufrecht erhalten werden
kann. Aus Symmetriegrimnden ist klar, daB ein Kreis um den
Anfangspunkt in der X-Y-Ebene von K zugleich als Kreis 1n der
X'-Y'-Ebene von K’ aufgefalit werden kann. Wir denken uns
nun Umfang und Durchmesser dieses Kreises mit einem (relativ
zum Radius unendlich kleinen) EinheitsmafBstabe ausgemessen
und den Quotienten beider MeBresultate gebildet. Wirde man
dieses Experiment mit einem relativ zum Galileischen System

1) Die Konstatierbarkeit der ,,Gleichzeitigkeit” fiir raumlich un-
mittelbar benachbarte Ereignisse, oder — préziser gesagt — far das
ranmzeitiiche unmittelbare Benachbarteein {Koinzidenz) nehmen wir an,
ohne fiir diesen fundamentalen Begriff eine Definition zu geben.
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K ruhenden MaBstabe ausfitbren, so wiirde man als Quotienten
die Zahl = erhalten. Das Besultat der mié einem relativ zu
K’ rahenden MaBstabe ausgefithrten Bestimmung wiirde eine
Zahl sein, die grofer ist als . Man erkennt dies leicht, wenn
man den ganzen MeBproze8 vom ,ruhenden” Systdm K aus
beurteilt und "berticksichtigt, daf der peripherisch angelegte
MaBstab eine Lorentzverkirzung erleidet, der radial angelegte
MaBstab aber nicht. Es gilt daher in bezug auf K’ nicht die
Euklidische Geometrie; der oben festgelegte Koordinaten-
begriff, welcher die Giltigkelt der Fuklidischen Geometrie
[10] voraussetzt, versagt also mit Bezug auf das System K’. Ebenso-
wenlg kann man in K’ eine den physikalischen Bedirfnissen
entsprechende Zeit einfithren, welche durch. relativ zu XK'
ruhende, gleich beschaffene Uhren angezeigt wird. Um dies
emmzusehen, denke man sich im Koerdinatenursprung und an
der Peripherie des Kreises je eine von zwel gleich beschafferien
Uhren angeordnet und vom ,rubenden® System K aung be-
trachtet. Nach einem bekannten Resultat der speziellen Rela-
tivititstheorie geht — von K aus beurteilt — die auf der
Kreisperipherie angeordnete Uhr langsamer als die im Anfangs-
punkt angeordnete Uhr, weil erstere Uhr bewegt ist, letztere
aber nicht. Ein im gemieinsamen Koordinatenursprung be-
findlicher. Beobachter, welcher auch die an der Peripherie
befindliche Uhr mittels des Lichtes zu beobachten filug wire,
wiirde also die an der Peripherie angeordnete Uhr langsamer
gehen sehen als die neben ihm angeordnete Uhr. Da er sich
nicht dazu entsehliefen wird, die Lichtgeschwindigkeit auf
dem in. Betracht kommenden Wege explizite von dev Zeit
abhéngen zu lassen, wird er seine Béobachtung dahin inter-
prefieren, daB die Uhr an 'der Peripherie ,;wirklich” ‘lang-
samer gehe als die im Ursprung angeordnete. Er wird also
nicht umhin kéonen, die Zeit o zu definieren, daB die Gang-
gesehwindigkeit einer Uhr vom Orte abhingt.

Wir gelangen also zu dem Ergebnis: In der allgemeinen
Relativitatstheorie konnen Raum- und Zeitgrofen. nicht so
defintert werden, daB réumliche Koordinatendifferenzen un-
mittelbar mit dem EinheitsmaBstab, zeitliche mit einer Normal-
uhr gemessen werden kénnten.

Das bisherige Mittel, in das zelfrdumliche Kontinuum
in bestimmter Weise Koordinaten zu legen, versagt also, und
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es scheint sich auch kein anderer Weg darzubieten, der ge-
statten wiirde, der vierdimensionalen Welt Koordinatensysteme
so anzupassen, daB bei ihrer Verwendung eine besonders
einfache Formulierung der Naturgesetze zu erwarten wdre.
Es bleibt dahetr nichts anderes ibrig, als alle denkbaren?)
Koordinatensysteme als fiir die Naturbeschreibung prinzipiell
gleichberechtigt anzusehen. Dies kommt auf die Forderung
hinaus:

Die allgemeinen Natirgesetze sind durch Gleichungen aus-
zudriicken, die fiir olle Koordinatensysieme gelien, d. h. die
beliebigen.” Substitutionen gegenwiiber Lovariant (allgemein ko-
variant) sind,

. Es ist Klar, daB eine Physik, welche diesemn Postulat ge-
niigt, dem allgemeinen Relativitatspostulat gerecht wird.
Denn in allen Substitutionen sind jedenfalls auch dicjenigen
enthalten, welche allen Relativbewegungen der (dreidimen-
sionalen) Koordinatensysteme entsprechen. Dal diese Forde-
rung der allgemeinen Kovarianz, welche dem Raum .und der
Zeit den letzten Rest physikalischer Gegenstindlichikeit nehmen,
eine natiirliche Forderung ist, geht aus folgender Uberlegung
hervor. Alle unsere zéitréi,umhchen Konstatierungen laufen
stets auf die Bestimmung zeitriiumlicher Koinzidenzen himaus.
Bestinde -beispielsweise das Geschehen nur in der Bewegung
materieller Punkte, so wire letzten Hndes nichts beobachtbar
als die Begegnungen zweier oder mehrerer dieser Punkfe.
Auch die FErgebnisse unserer Messungen gind nichts . anderes
als die Xonstatierung . derartiger Begegnungen materieller
Punkte unserer MafBstibe mit anderen materieilen Puankten
bzw. Koinzidenzen zwischen Uhrzeigern, Zifferblattpunkten
und ing Auge gefaBten, am gleichen: Orte und. zur O'Iemhen
Zeit stattfindenden Punkterelgnmsen :

" Die Einfithrung eines Bezugssystems dient zu nichts

anderem als zur leichteren Beschreibung der Gesamtheit

soleher Koinzidenzen.: Man ordnet. der Welt vier zeifrium-
liche Variable @;, %, @y, ; 54, derart, daB. jedem Punkt-
ereignis: ein. Wertesystem der Variablen @ . ..., entspricht.
Zwei  Koinzidierenden 'Punktereignissen entspmcht dasselbe

1) Von. gewissen Beschrankungen, welche der Forderung der ein-
deﬂtlgen Zuordmmg und der;emgen der Stetigkeit entsprechen, wollen
wit 'hier nicht sprethei.
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Wertesystem der- Variablen %, .... % d. h. die Koinzidenz
ist - dureh die- Uberemstnmnung der Koordmaten charak-
terisiert. Fihrt man statt der Variablen 2, .... z, beliebige
Funktienen derselben, z,’, @/, ', z," als neues Koordinaten-
system ein, so daB die Wertesysteme einandér eindeutig mu-
geordnet sind, so ist die Gleichheit aller vier Koordinaten
auch im neuen System der Ausdruck fir die raumzeitliche
Koinzidenz zweier Punktereignisse. Da sich alle unsere physi-
kahschen Erfahrungen letzten Endes auf solehe Koinzidenzen
zurlickfiihren lassen, -ist zuniichst kein Grund vorhanden,
gewisse Koordinatensysteme vor anderen zu bevorzagen, d.'h.
wir gelangen zu der Forderung der allgemeinen Kovarianz.

§ 4. Beziehunp der ‘vier Koordinaten zu riumlichen und zeit-
lichen Mefergebuissen.
Aunalytischer Ausdruck fiir das Gravitationsfeld,

HEs' kommt mir in dieser Abhandlung nicht darauf am,
die allgemeine Relativititstheorie als ein moglichst einfaches
logisches Sysfem mit einem Minimum von Axiomen darzu-
stellen. Séndern es ist mein Hauptziel, diese Theorie so zu
entwickeln, daB der Leser die psychologische Natiirlichkeit
des emgeschlageneﬁ Weges empfindet und daB die zugrunde
gelegten Voraussetzungen durch die Erfahrung méglichst ge-
sichert erscheinen. In diesem Sinne seli nun die Voraus-
setzung eingefiihrt:

Fir unendlich kleine vierdimensionale Gelfete ist die
Relativitatstheorie im engeren Sinne bei passender Koordi-
natenwahl zutreffend. ‘

Der Beschleunigungszustand des unendlich kleinen. (,0rt-
lichen®) Koordinatengystems ist. hierbel so zu wihlen, daB
ein Gravitationsfeld nicht auftritt; dies ist ffir ein unendlich
kleines Gebiet moglich. X,, X,, X, seien die riumlichen
Koordinaten; X, dié zugehérige, in geeignetem MaBstabe ge-
messene ) Zeltkoordma,te Diese Koordinaten haben; wenn
ein starres Stibehen als BinheitsmaBstab gegeben - gedacht
wird, bei gegebener Orientierung des Xoordinatensystems
eine unmittelbare physikalische Bedeutung im Sinne der
speziellen Relativititstheorie. Der Ausdruck
(1) ds?= —dX? -dX;2 —dX2+dX.z2

1) Dietiaiteinheitiat so zu wihlen, dafl die Vakuoum-Lichtgeschwindig-
keit — in dem ,,lokalen Koordinatensystem gemessen — gleich 1 wird.
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hat darnn nach der speziellen Relativititstheorie einen- von
der Orientierung des lokalen Koordinatensystems unabhiingigen,
durcli Raum~—Zeitmessung ermittelbaren Wort. Wir nennen
ds dis GroBe des zu den wunendlich . benachbarten Punkten
des vierdimensionalen Raumes gehorigen Linienelementes. Ist
das zu dem Element (dX,....d X, gehdrige ds® positiv,
0 nennen wir mit Minkowski ersteres zeitartig, im entgegen-
gesetzten Falle raumartig.

Zu dem betrachteten , Linienelement” bzw. zu den beiden
unendlich benachbarten Punktereignissen gehdren auch be-
stimmte Differentiale d z, ... . dz, der vierdimensionalen Ko-
ordinaten. des gewidhlien Bezngssystems Ist dieses sowie emn
- olokales* System obiger Art fiir die betrachtete Stelle gegeben,
so werden sich hier die d X durch hestimmte lineare homogene
Ausdriicke der d 7, darstellen lassen:

(2) dXv=2wa'cd'ra'

Setzt man diese Ansdmcke in (1) ein, so erhilt man
{8) Eg“d:c dz_,

wobei die g,, Funktionen der z, sein werden, die nicht mehr
von der Orientierung und dem Bewegungszastand des ,Jokalen"
Koordinatensystems abhingen kénnen; denn ds? ist eine
durch MaBstab-Uhrenmessung ermittelbare, zu den betrach-
teten, zeitrfumlich unendlich benachbarten Punkiereignissen
gehorige, upabhizngiy -von jeder besonderen Koordinatenwahl
definierte Grofe. Die g,, sind hierbei so zu wihlen, daB
Our = Gio 1863 die Summs,tlon ist itber alle Werte von o und T
zu erstrecken, so daB die Summe aus 4 X 4 Summanden be-
stoht, von denen 12 paarweise gleich sind. '

Der Fall der:gewdhnlichen Relatxwtatsthe{me geht aus
dem hier Betrachteten hervor, falls es,. vermdge des beson-.
deren Verhaltens der g,. in einem endlichen Gebiete, moglich
ist, in diesem das Bezugssystem so zu wahIen, dalBl die g,, die
konstanten Werte

(4)

—1 0 0
0 __.1. 0
0 0 —1
6 0 0

[ = R e )




294 DOC. 30 FOUNDATION OF GENERAL RELATIVITY

Die Grundlage der ollgemeinen. Relativitdtstheorie.  T19

annehmen, Wir werden spiter sehen, da8 die Wahl solcher Ko-
ordinaten fiir endliche Gebiete im allgemeinen nicht mdglich ist.

Aus den Betrachtungen dér §§ 2 und 3 geht hervor,
daB die GroBen g,, vom physikalischen Standpunkte aus als
diejenigen GroBen anzusehen sind, welGhe das Gravitations-
feld in bemug auf das gewihlte Bezugssystem beschreiben.
Nehmen wir nimlich zuniichst an, es sei fiir ein gewisses be-
trachietes vierdimensionales Gebief bei geeigneter Wahl der
Koordinaten die spezielle Relativititstheorie giiltig. Die g¢,.
haben dann die in (4) angegebenen Werte. Ein freler materieller
Punkt bewegt sich dann bezfiglich, dieses Systems geradlinig
gleichformig. Fihrt man nun durch eine beliebige Substitution
neue Raum—Zeitkoordinaten z; .... %, ein, so werden in
diesem neuen System die g,, nicht mehr Konstante, sondern
Raum—Zeitfunktionen sein. Gleichzeitig wird sich die Be-
wegung des freien Massenpunktes in den neuen Koordinaten
als eine lkrummlinige, nieht gleichférmige, darstellen, wobei
dies Bewegungsgesetz unabhingig sein wird von der Natur
des bewegten Massenpunktes. Wir werden also. diese De-
wegung als eine solche unter dem EinfluB eines Gravitations-
feldes deuten. Wir sehen das Auftreten eines Gravitations-
feldes gekniipft an eine raumszeitliche Veriinderlichkeit der ..
Auch in dem allgemeinen Falle, daf wir nieht in einem end-
lichen Gebiste bei passender Koordinatenwahl die Giltigkeit
der speziellen Relativitatstheorie herbeifiihren konnen, werden
wir an der Auffassung festzuhalten haben, daB die g,. das
Gravitationsield beschreiben.

Die Gravitation spielt also gemif der allgemeinen Rela-
tivitatstheorie eine Ausnahmerolle gegentiber den ibrigen, Ins-
besondere den elektromagnetischen Kriften, indem die das
(ravitationsfeld darstellenden 10 Funktionen g¢,, zugleich die
metrischen Eigenschaften des vierdimensionalen MefBraumes
bestimmen.

B. Mathematisehe Hilfsmittel filr die Aufstellung sllgemein -
kovarianter Glelchungeon.

Nachdem  wir im vorigen gesehen haben, daf das all-
gemeine Relativititspostulat zu der Forderung Jtithrt, daB die
Gleichungssysteme der Physik beliobigen Substitutionen der
Koordinaten @ ....2Z, gegenitber kovariant sein missen,
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haben wir zu fiberlegen, wie derartige allgememn kovariante
Gleichungen gewonnen werden konnen. Dieser rpin mathe-
matischen Aufgabe wenden wir uns jetzt zu; es wird sich
dabei zeigen, daf bei deren Losung die in Gleichung (8) an-
gegobene Invariante d s eine fundamentale Rolle spielt, welche
wir in Anlehnung an die Gausssche Flachentheorie als ,,Linien-
element™ bezeichnet haben.

Der Grundgedanke dieser allgemeinen Kovariantentheorie
ist folgender. Iis seien gewisse Dinge (,,Tensoren®) mit Bezug
autf jedes Koordinatensystem definiert dureh eine Anzahl
Raumfunktionen, welche dle ,,Komponentan des Tensors
genamnt werden. Es. gibt dann gewisse' Regela, nach welehen
diese Komponenten fiir ein neues Koordinatensystem be-
rechnet werden, wenn sie fir das ursprimngliche - System be-
kannt sind, und wenn die beide Systeme verknipfende Trans-
formation bekannt ist. Die nachher als Ténsoren bezeichneten
Dinge. sind ferner dadurch gekennzeichnet, daB die Trans-
formationsgleichungen fiir ihre Komponenten linear und homo-
gen sind, Demmnach verschwinden simtliche Komponenten im
neuen System, wenn sie im urspriinglichen System samtlich
verschwinden., Wird also ein Naturgesetz durch das Null-
setzen aller Komponenten eines Tensors formuliert, so ist es
aligemein’ kovariant; indem wir die Bildungsgesetze der Ten-
soren untersachen, erlangen wir die Mittel zur Aufstellung all-
gemein kovarianter Gesetze.

§ 5. Kontravarianter und kovarianter Vierervektor.

Kontravarianter Vierervektor. 'Das-. Linienelement ist defi-
niert durch die vier ,,Komponenten” dz, deren Trans-
formatwnsgeqetz durch die Glemhung

(B). dz/

ausgedriickt wird., Die dx, drucken sich linear und homogen
durch die d z, aus; wir kounen diese Koordmatendﬁferentlale
d x; daher als die Komponenten sines ,,Tensors® ansehen, den
wir- spezml}. als kontravarianten Viersrvekior bezeichnen. Jedes
Ding, was beziighch des Xoordinatensystems dureh. vier
GrofBlen 4” definlert ist, die sich naeh demgelben Gesetz

)

(5a) a7 = 3 A
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transforinieren, begeichnen wir ebenfalls als koniravarianten
Vierervektor. Aus (5a)folgt sogleich; da8 die Summen (4° 4 B°)
ebenialls Komponenten eines Viersrvekiors sind, wenp 47 und
B? o6 sind. Emtsprechendes gilt fir alle spiter als ,,Tensoren™
einzuffibrenden Systeme (Regel von der Addition und Sub-
traktion der Tensoren).

Kovarianter Vierervekior, Vzer Gréfen 4 nennen wir die
Komponenten eines kovarianten Vierervektors, wenn fir Jede
beliebige Wahl des koniravarianten- Vierervektors B~

(8) Tﬁf B’ Invariante.
Aus dieser Defimtmn folgt das Transf&:rma.tmnsgesatz des

kovarianten Vierervektors. FErsetzt man némiich aunf der
rechten JFeite der Glewchung

34,87 =S4, B

B dureh den ans der Umkehrung der Gleichung (5a) folgenden
Ausdruek

g *
* Be
2 &, ’
so orhild man

a:ﬂ ;
B8y Sy
S S, -3

a
Hicraus folgt aber, weil in dieser Gleichung die B* unabhingig
voneinander frei wihlbar sind, das Transformationsgésetz

oz,
‘ r vﬁi
@ 4 =32

Bemerkurnigzur Vereinfachungder Schreibweiseder Augdritcke.

Ein Blick auf die Gleichungen dieses Paragraphen zeigf,
daB iber Indizes, die.zwellnal unter eimem Summenzeichen
auftreten [z. B. der Index v in (6)], stets swrmiert wird,
und zwar nur iiber zweimal auftretende Indizes. Es st des-
halb méglich ; ohne die - Klarheit zu beeintrichfigen, die
Summenzeichen wepzulassen. Daliir fihren wir die Vorschrifb
ein: Tritt ein Index in einem Term eines Ausdruckes zweimal
auf, so ist @ber ilm stets zu summieren, wenn nicht ausdriick-

{121 lich das Gegenteil hemerkt ist,

Der Unterschied zwischen dem kovarianfen und kontra-

varianten Vierervektor liegt in dem Transformationsgesets
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{({7) bzw. (5)]. Beide Gebilde sind Tensoren im Sinne der
obigen allgemeinen Bemerkung; hierin legt thre Bedeutung..
Im ApschiuB an. Riccl wnd Levi-Civita wird der kontra- [13]
variante Charakber dureh oberen, der kovariante durch unteren
Index bezeichnet.

§ & Tensorsn zweiten und hoheren Eanges,

Kontravarionter Tensor. Bilden wir sdmtliche. 16 Produkte
A#* der Komponenten 4# und B zweler Kontravarianten
Vierervektoren

@) Anv = dn By,
so erfiillt 4#” gemaB (9) und (5a) das Transformationsgesetz

L — amﬂ’ 6:1:1,-’ 2
L) A = e G A

Wir nennen ein Ding, das begiiglich eines jeden Bezugs-
gystems diareh 16 GréBen (Funktionen) beschrieben wird, die
das Transformationsgesetz (9) erfiillen, einen kontravarianten
Tensor zweiten Ranges, Nicht jeder solcher Tensor 148t sich
gemil (8) aus zwel Vierervektoren-bilden. Aber es ish leicht
zu beweisen, daf sich 16 beliebiz gegebene A#* darstellen
lassen als die Summe der 4# B* von vier geeignet gewidhlien
Paaren von Vierervektoren. Deshalb kann man beinahe alle
Satze, die fir den darch (9) definierten Tensor zweiten Ranges
gelten, am einfachsten dadurch beweisen, daB man sie fir
spezielle Tensoren vom Typus (8) dartut.

Kontravarianter Tensor beliebigen Ranges. Es ist klar, daB
man entsprachend (8) und (9) auch kontravariante Temsoren
Adritton und 'holieren” Ranges  definieren kann mit 4% usw.
Komponenten. Ebenso erhellt aus (8) und (9), daf man in
diesém Sinne den kontravarianten Vierervekfor als konfra-
-verianterr Tensor ersten Ranges suffassen kann.

Kovortanter Tensor. Bildet man andererseits die 16 Pro-

dukte 4,, der Komponenten zweier kovarianter Vierervekioren
4, wnd B, '

{10) 4, =48,
so gilt fir diese das Transformationsgesets -

‘ dax Gz
{11 Aar’= E:_—yr*’-‘i v
‘i( ) dx, Bz
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Durch dieses Transformationsgesetz wird der kovariante
Tonsor zweiten Ranges definiert. Alle Bemerkungen, welche
vorher fiber die. kontravarianten Tensoren gemacht wurden,
gelten auch fiir die kovarianten Tensoren.

Bemerkung. Bs ist bequem, den Bkalar (Iuvarlante) 50~
wohl als kontravarianten wie als kovarianten Tensor vom
Ronge Null zn behandeln.

Qemischter Temsor., Man kann anch einen Tensor zweiten
Ranges vom Typus

(12) o A B

definieren, der bezug]mh des Index p. kovariant, bezu&hch
des Tndex » kontravariant ist. Sein Transformafionsgesetsz ist

(13) 47 ="" ",ﬁ‘z-
E
Natiirlich gibt es germischte Tensoren mit beliebig vielen
‘Indizes kovarianten und beliebig vielen Indizés kontravarianten
Charakters. Der kovariante und der kontravariante Tensor
kénnen als spesielle Fille des gemischten angesehen werden.
Symmetrische Tensoren. Bin kontravarianter bzw. ko-
varianter Tensor zweiten oder hoheren Ranges heifit sym-
metrisch, wenn zwei Komponenten, die durch Vertauschung
irgend zweier Indizes auseinander hervorgehen, gleich sind.
Der Tensor 4#” bzw. 4, ist also symmetrisch, wenn fiir jode
Kombination der Indizes

(14 ABY = Are,
bzw.

(:M:&) AH" == ‘Ar,a_c
igt,

Es maf bewlesen werden, daf die 50 definierie Symmetrie
eine vom Bezugssystem unabhiingige Eigenschaft ist. (Aus (9)
folgt in dér Tat mit Ricksicht auf (14)

4o = da, dx,/

¢ grr = dz, 6:1:, ArE = iz da,

¥ o 107
8z, 9=, 6z Bm az, b, Ar 4

Die vorlstzte Gle}chsetzung beruht auf der Vertauschung der
Summationsindizes. u und » (d. h. auf bloBer Anderung der
Bezetchnungsweiss).

Antisymmetrische Tensoren. Bin kontravarianter bzw. ko-
varianter Tenor zweilen, dritten oder vierten Ranges heiflt
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antisymmetriseh, wenn zwei Komponenten, die durch Ver-
tauschung irgend =zweler Indizes apseinander hervorgohen,
entgegengesetsi gleich sind, Der Ténsor A#* bzw. 4, 18t also
antisymmetrisch, wenn stets

(s Awpy = — Are,
bzw.

(152) 4,,=— 4,
ist.

Von den 16 Komponenten A#7 verschwinden die vier
Komponenten 4##; die fibrigen sind paarweise enfgegengesetat
gleieh, so dal nur 6 -numerisech vérschisdene Komponenten
vorhanden sind - (Sechservekior). HEbenso sieht man, dab der
antisymmetrische Tensor 4#77 (dritten Ranges) nur vier nume-
risch verschiedene Romponenbten hat, der antisymmetrische
Tensor A#*°7 mur eine einzige. Symimetrische Tensoren hoheten
als vierten Ranges gibt es in einom Kontinuum von vier Dien-
gionen nieht.

. § 1. Multiplikation der Tepgorem,

 Aupere Multiplikation der Tensoren. Man erhilt aus den
Komponenten eines Tensors vom Range 2 und eines solohen
vom Range 2 die Komponenten eines Tensors vom Range
747, indem man alle  Komponenten des ersten wmt allen
Komponenten des zweiten paarweise multipliziert. So ent-
stehen beispielsweise die Tensoren T ams den Tensoren A
und B verschiedener Axf

Tﬁra = Aﬂv Bcr’

Papyd = [af Brd,
F R— ]

Tl = Ay, Bvd,

Der Beweis des Tensorcharakters der T ergibf sich un-
mittelbar ans dew Darstellungen (8), (10), {12) oder aus den
Transformationsregeln (9), (11), (18). Die Gleichungen (8),
(10), (12) sind selbst Beispiele duBerer Multiplikation (von
Tensoren ersten Banges).

. Verjiimqung™ etnes gemaschien Tensors. Aus Jedem ge-
mischten Tensor kann ein Tensor von einem um zwei kleineren
Bange gebildet werden, indem man einen Index kovarianten
and einen Index kontravarianten Charakters gleichsetzt und
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nach diesemn Index summiert (,Verjingung). Man gewinnt
s0 z. B. aus dem gemischten Tensor vierten Ranges A?"’ den
gemischten Tensor zweiten Ranges

45 = dei (=3 s
und aus diesem, abermals durch Verjingung, dey Tensor
nullten Banges 4 = Af = 42,

Der Beweis dafiir, daB da.b Hrgebnis der Verjiingung wirk-
lich Tensorcharakter besitzt, ergibé sich entweder aus der
Tensordarstellung gemidB der Verallgemeinerung von (12) in
Verbindung mit (6) odet aus der Verallgemeinerung von (18).

Jnnere und gemischie Multiplikation der Tenserem. Diese
bestehen in der Kombination der uBeren Multiplikation mit
der Verjimgung.

Beispiele. — Aus dem kovarianten Tensor zweiten Ranges
A v und dem kontravarianten Tensor ersten Ranges B bilden
wir durch ZuBere Multiplikation den gemischien Tensor

D:y =z .d‘m_ B,

Dureh Verjingung nach den Indizes », o enisteht der ko-
variante Vierervektor

D =07 = 4 B,
& e ny

Diesen bezeichnen wir anch als inneres Produkt der Tensoren
A,,und B°. Analog bildet man aus dJen Tensoren 4 yp and
B°® dureh duBere Mult&phka.tlon und zZweimalige Verjnngung
das innere Produkt 4,, Be*. Durch duBere Proauktbﬂdung
und einmalige Ver;unfmﬁg erhilt man aus 4,, und B den
germschten Tensor zweiten Ranges Dr=4, B"’ Man kann
diese Operatzon passend als eine gem.‘lsehfre hezemhnen denn
sie ist eine duBere beriiglich der Indizes g und 7, eine innere
beziiglich der Indizes » und o.

Wir beweisen nun einen Satz, der zum Nachweis des
Tensorcharakters off verwendbar ist. Nach dem soeben Daz-
gelegten ist A, B** ¢in Skalar, wenn 4,, und B°* Tensoren
sind. Wir behaupten aber auch fo}gendea Wenn 4, B fiir
Jede Wahl des Tensors B*> eine Invariante ist, so hat A Tensm -
charakter.

Beweis. — Es ist nach Voraussetzung fiir eine beliebige
Substitution

d, B = 4, Bev.,

Anvalen der Physik, IV. Folge. 45. 51
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Nach der Umkehrung von (9) igt aber
gz, 6z
Bov o= T Ber
* 6:5,:’ da’ B
Dies, eingesetzt in obige Gleichung, Hefert:
r Bm,u am,, T
(4, ~ 724 = W)B = 0.

Dies kann bel beliebiger Wahl von B** .nur dann erfiillt
sein, wenn die Klammer verschwindet, woraus mit Riiek-
sicht auf {11) die Behaupiung folgt.

Dieser - Satz gilt entsprechend fiir Tensoren beliehigen
Ranges und Charakters; der Beweis Ist stets analog zu fithren.

Der Sabz lift sich ebenso beweisen in der Form: Sind

- B* und (" beliebige Vekforen, und ist bei jeder Walil der-
selben das Inpere Produkt

A“B!‘C”

ain Bkelar, so it 4,, ein kovarianter Tensor. Dieser letatere
Satz gilt auch dann noch, wenn nur die speziellere Aussage
putrifft, daB bei beliebiger Wahl des Vierervekiors B# das
skalare Produkt A}xv B B

ein Skalar ist, falls man auBerdem weil, dall 4,, der Sym-
metriebedingung 4,, = 4, geniigh. Depn sui dem vorhm
angegebenen Wege beweist man den Tensorcharakier von
(4,,+4,,), woraus dann wegen der Symmetrieeigenschaft
der Tensorcbarakter von 4,, selbst folgt. Auch dieser Satz
1486 sich leicht verallpemeinern auf den Fali kovarianter und
kontravarianter Tensoren beliebigen Ranges.

Endlich folgt aus.dem Bewiesenen der ebenfalls auf be-
liebige Tensoren zn verallgemeinernde Satz: Wenn die GroBen
A4,, B bei beliobiger Wahl des Vierervektors B” einen Tensor
ersten Ranges bilden, so ist 4, ein Tensor zweiten Ranges.
TIst pamlich CF ein beliebiger Vierervektor, so ist wegen des
Tensorcherakters 4,, B das inunere Produkt A, C*F be1
beliebiger Wahl der beiden Vierervektoren C¢ und B’ ein
Skalar, woraus die Behaupfung folgt.

§ 8. REiniges iiber den Fundamentaltensor der §,,.
Der hovariante Fundamentoltensor. In dem invarianter
Ausdruck des Quadrates des Linienelementes
di? =g  dz dz
‘“" !H ¥
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spielt d my:.die--Roﬂe_ elnes: beliebig wihlbaren kentravarianten
Vektors. Da ferner'g,,=g,,, so folgt nach den Bétrachtungen
des letzten Paragraphen hieraus, daf g,, ein kovarianter Tensor
zweiten Ranges ist. Wir nennen ihn ,,Fundamentaltensor*.
Im folgenden leiten wir einige Eigenschaften dieses Tensors
ab, die zwar jedem Tensor zweiten Ranges eigen sind; aber
die besondere Rolle des Fundamentaltensors in unserer Theorle,
welehe in der Besonderheit der. Gravitationswirkungen ihren
physikalischen Grund hat, bringt es mit sich, daf die zu ent-
wickelndén Relationen nur bel dem Fundamentaltensor fii
uns von Bedeutung sind. ‘

Der kontravariante Fundamentaltensor. Bildet man in dem
Determinantenschema der g,, zu jedem g,, die Unterdetermi-
nante und dividiert diese durch die Determinante g = |g,,| der
94 0 erhdlt man gewisse Grofen g#* (= ¢g*#), von denen wir
beweisen wollen, dafB sie einen koniravarianten Tensor bilden.

Nach elnem bekannten Determinantensatze ist

(16} G.:9° = 5‘#* §
wobel das Zeichen 6; 1 oder 0 bedeufet, je nachdem u=1»
oder gv ist. Statt des obigen Ausdruckes fiir ds? konnen
wir auch

[ ar d.:r:# dz,,
oder nach (16) auch

Juo 9y 97T A2, d 2,

schreiben. Nun bilden aber nach den Multiplikationsregeln
des vorigen Paragraphen die GréBen

d§, = gﬂad:c#
elnen kovarianten Vierervektor, und zwar (wegen der will-
kiirlichen Wahlbarkeit der d z,) einen beliebig wihlbaren
Vierervektor. Indem wir ihn in unseren Ausdruck einfithren,
erhalten wir-
ds* =gord§ d§..

Da dies bei beliebiger Wahl des Vektors d&, ein Skalar
ist und g°* nach seiner Definition in den Indizes o und v sym-
metrisch ist, folgt aus den Ergebnissen des vorigen Para-
graphen, daB ¢°* ein kontravarianter Tensor ist. Aus (16)
folgt noch, daf anch & » ein Tensor ist, den wir den gemischten
Fundamentaltensor nennen kénnen.

51%
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Determinante des Fundamenialiensors. Nach dem Multi-
plikationssatz der Determinanten ist

igydgm’g = lgpai ]Jgav M

Andererseits ist
19,29 = |07 ] =
Also folgt

an 17,1197 =1.

Imvariante des Volumens. Wir suchen zuerst das Trans-
formationsgesetz d®r Determinante g = {g,,]. GemiB (11) ist

. 1dz. Ba, -
9 =9z, oz, Jer

Hieraus folgt durch zweimalige Anwendung des Multiplikations-
satzes der Determinanten

- aﬂ"n !

7=\

S5 100l = 525 9>
oder
— | dx,
Vg = 3—;"‘] V-
Andererseits ist das Gesetz der Trapsformation des Volum-
elementes

de' = [dz dz,dzdz,
nach dem bekannfen Jakobischen Satze

dt’ = l%x—"
Zu

Durch Multiplikation der beiden letzten Gleichungen erhélt
man :

(18) Vgdr =Ygdr.

Statt VE wird im folgenden die Grdfe Y g eingefithrt, welche
wegen des hyperbohschen Charakters des zeitriumlichen Kon-
tinunms stets einen reellen Wert hat. Die Invariante ¥ —gdz
ist gleich der GroBe des im ,,0rtlichen Bezugssystem™ mit

starren Mabstaben und Uhren im Sinpe der speziellen Rela-
tivititstheorie gemessenen vierdimensionalen Volumelementes.
Bemerkung iiber - den Charakter des raumzeitlichen Kon-

tinuums. Unsere Voraussetzung, dal im unendlich Kleinen
stets die spezielle Relativitatstheorie gelte, bringt es mit sich,
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daB sich ds® immer gemiB (1) durch die reellen GroBen

dX;....4X, ausdricken 1aBt. Nennen wir dz, das ,natiir-
hishe* Volumelement dX,dX,dX,dX,, so ist also
(183) dr,=Y—gdr.

__ Soll an einer Stelle des vierdimeénsionalen Kontinuums
¥ ~g¢ verschwinden, so. bedeutet dies, daB hier einem end-
lichen Koordinatenvolumen ein unendlich kloines , natiirliches®
Volumen entspreche. Dies mége nirgends der Fall sein. Dann
kann ¢ sein Vorzeichen nicht dndemn; wir werden im Sinne
der speziellen Relativititstheorie annehmen, daB g stets einen
endlichen negativen Wert habe. Fs ist dies eine Hypothese
itber die physikaliscke N atur des betrachteten Kontinuums
und gleichzeitig eine Festsetzung iber die Koordinatenwahl.

Ist aber —g stets positiv und éudlich, so liegt es nahe,
die Koordinatenwahl a posteriori so zu treffen, daB  diese
Grofe gleich 1 wird. Wir werden spater sehen, daB durch
eine solche Besehrankung der Koordinatenwahl eine bedentende
Vereinfachung der Naturgesetze erzielt werden kann.. An Stelle
von (18) tritt dann einfach

dv =dv,

woraus mit Riicksicht auf Jakobis Satz folgt
dx, |

i9 =1,

(19) R

Bei dieser Koordinatenwahl sind alse nur Substitutionen dér
Koordinaten von der Determinante 1 zulissig.

Bs wiire aber irrtiimlich, zu .glauben, daB dieser Sehritt
emen partiellen Verzicht auf das. allgemeine Relativitdts-
postulat bedeute. Wir fragen nicht: ,,Wie heiBen die Nabur-
gesetze, welche gegeniiber: allen . Transformationen von der
Determinante 1 kovariant sind ?* Sondern.wir fragen: , Wie
heilen die allgemein kovarianten Naburgesetze? Frst nach-
dem wir diese aufgestellf haben, vereinfachen wir ihren. Ans-
drack durch eine besondere Wahl des Bezugssystems.

Bildung neuer Tensoren vermittelst des Fundamentaltensors.
Durch innere, #uBere und gemischte Multiplikation eines
Tensors mit dem Fundamentaltensor entstehen Tensoren
anderen Charakters und ‘Ranges.
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Beispiele:
Ar = g¢° “15 R
4 =g, 4"

Besonders sei auf folgende Bildungen, hingewlesen:

drr = gragrid,,,

Ay.'v = .()rfua'.grﬁ' _‘43,3;
(,,Erginzung” des kovarianten bzw. kontravarianten Tensors)
und )

B, =9, 9" 4o
Wir nennen B,, den zu AM gehongen reduzierten Tensor,
Analog

Brr — g#_”,gﬂﬂﬁ-‘?ﬁ.

Hs sei bemerkt, daB g#” nichis anderes ist als die Hrginzung
von .f,,. Dennh man hak

gee 9”5‘9‘15 == gi‘“é‘;’” =gr”.

g 9. (Heichung der geoditischen Linie (bzw. der Punkt-
bewegung).

Da das ,,Linienelement® d s eine unabhingig vom Koordi-
patensystem definierte Grofe ist, hat auch die zwischen zwei
Punkten P; und P, des vierdimensionalen Kontinuums ge-
zogene Lxme fir welche Jds ein Extremum ist (geoditische
Linie), eine von der Koordinatenwahl unabhingige Bedeutung.
Thre Gleiehung ist

(20) 3{f:is} =0,
3

Auns dieser (leithumg findet man m bekannter Weéise durch
Anstithrung der’ Variation Vier totale Differentialgleichungen,
welehié diese- gebditisehe  Linfe- bestimimens; diese Ableitung
soll der Vollstandigkeit haiber hier Platz finden. Es sei- 1 ¢ine
Punktion ' der- Koordinaten =;; diese - definiert- eme bchar “von
Flichen, welehe die gemehte frpedatlsche Linie sowie -alle ‘ihr
unendlich benachbarten ; dureh die Punkte' P; und P, gezoge-
nen Linlen schneiden. Jede solche Kurve L‘mn dann dadurch
gegeben . gedacht werden, daB ihre. Koordinaten &, in Funk-
tion von 4. ausgedruakt werden. Dag Zeichen & entspree}re
dem Ubergang von einem Punkte der gesuchten gepdatischen




306 DOC. 30 FOUNDATION OF GENERAL RELATIVITY

Die Grundlage der allgemeinen Relatintdtstheorie. 791

Linie zu demjenigen Punkte einer benachbarten Kurve, welcher
zu dem nimlichen A geh6rt. Dann 188t sich (20) durch

Iy
i jaw di=0
(208) R
] dmu dzx,

3=
W= Tur ga da
ersetzen. Da aber
1yt By dzp dax, 2 ofda,
Ow =2 3z, di di 5xﬂ+gﬂvdla(dl }’
s0-&rhalt man nach Einsetzen von Jd w in (20a) mit Riicksicht

darauf, daf 5(_?35) _ dsz, |

di “di?
nach partieler Integration

Ay
J f{lﬁxgr)‘.raz(}
(20 b) iy
[14} lx — d {g,u". dx,ll} 1 agpr dm‘u d’..'ﬁ

* dilw 81 di di

w di 2w dx, di di

Hieraus folgt wegen der freien Wahlbarkeit der 6 x_ das Ver-
schwinden der #_. Also sind
(20¢) x, =0
die Gleichungen der geoditischen Linie. Ist auf der betrach-
teten geodétisehen Linie nicht ds =0, so kénnen wir als
Parameter 1 die auf der geodétischen Linie gemessene ,,Bogen-
linge™ s wahlen. Dann wird w =1, und man erhilt an Stelle
von {20¢)
@zp , Ogur dz, a2y 1 dgus dap dz, _

[13] #v o §? +6‘x di di 2 8=z, di di =0, , |

oder. durch blofe Anderung der Bezeichnungsweise

(FLL'“ ur d“Egz dfv
(20d) _ JaaTfs +[a.} ds ds *=0,
wobel nach Christoffel gesetzt ist
u" v _ nga agy,
1) LJ“-( +a '6‘.5)'

Multipliziert man endlich (20d) mit g"* (a,uBem Multiplikation
beziiglich 7, innere besiiglich o), so erhalt man schlieBlich als
endglltige Form der Gleichung der geoditischen Linie
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. 4%z {dxu, dz,
(32 R R SO b Sl
Hierbei ist nach Christoffel gesetzt
(29) e =gm=[27]-

§ 10. Die Bildung von Tensoren dureh Differentiation.

Gestiibzt auf die Gleichung der geoditischen Linie kénnen
wir nun leicht die Gesetze ableiten, nach welchen durch Ditfe-
rentiation aus Tensoren neue Tensoren gebildet werden kénnen.
Dadurch werden wir erst in den Stand gesetzt, allgemein ko-
variante Differentialgleichungen sufzustellen. Wir erreichen
dies Ziel durch wiederholte Anwendung des folgenden ein-
fachen Satzes.

Ist in unserem Kontinuum elne Kurve gegeben, deren
Punkte durch die Bogendistanz s von einem Fixpunkt auf
der Kurve charakterisiert sind, ist ferner ¢ eine Invariante
Raumfunktion, so ist anch de/ds eine Invariante. Der Be-
weiy liegt darin, daf sowohl dg¢ dls auch ds Invariante sind.

Da dg dg dx.
ds ~ dm, ds
so it auch
o = acp dy
p= 6:1: ds

eine Invariante, und zwar fiir alle Kurven, die von ‘einem
Punkte des Kontinuums ausgehen, d. h. fiir beliebige Wahl
des Vektors der d z,. Daraus folgt unmittelbar, daB
CER
ein kovarianfer Vlerewektm igh (Gradient von ).

Nach unserem Satze ist ebenso der auf einer Kurve ge-
nommene Differentialquotient

(24)

dy
=gy
eine Invariante. Durch Kinsetzen von v erhalten wir zunichst
#F g dze dw, , Gp d o

r= az ax ds ds 65: dst

Hierasus 188t sich zunichst die Existenz eines Tensors
nicht ableiten. Sefzen wir nun aber fest, daB die Kurve,
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auf welcher wir differenziiert haben, eine geoditische Kurve
sel, so erhalten wir nach (22) dureh Ersetzen von. d%z,/ds*:

- { e {yy}\ B'm} d Epe da,
L= 0z, 0%, 1) da:] ds ds

Aus der Vertauwschbarkeit der Differentiationen nach u
und v und daraus, daB gemiB (28) und (21) die Klammer |}
beziiglich u und » symmetrisch ist, folgt, daB der Klammer-
ausdruck in z und » symmetrisch ist. Da man von einem
Punkt des Kontinuums aus in beliebiger Rlchtung elne geo-
ditische Linie ziehen kanm, d:z:y /ds also ein Vierervektor mit
frei wihlbarem Verhiltnis der Komponenten ist, folgt nach
den Krgebnissen des § 7, daB8

92 p v] 8 ? .
(25) A&”= dx, 8, - {i } axr
ein kovarianter. Tensor zweiten Ranges ist. Wir haben also
das Firgebnis gewonnen: Aus dem kovarianten Tensor ersten
Ranges]
=07

# 6..5
kiénnen wir durch Differentiation einen kovarianten Tensor
zwelten Ranges
_ 044 fue )
(26) 4,,= 5= {4
bilden. Wir nennen den Tenmsor 4, die ,,E’?’wezterung des
Tensors 4,. Zunichst kénnen wir lemht zoigen, dal diese
Bildung a.uch dann auf einen Tensor fithrt, wenn der Vektor 4,
nicht als ein Gradient darstellbar ist. LUm dies emzusehen_
bemerken wir zunichst, daB
99
3z,
ein kovarianter Vierervektor ist, wenn v und ¢ Skalare sind.
Dies ist-auch der Fall fiir eine aus vier solchen Gliedern. be-
stehende Sumine
8 gt 8o
— n oy . . 4 v
8, =y ja, +t -ty 3z, '
falls- yP @V, ... p® 9® Skalare sind. Nun ist aber klar, daB
sich jeder kovariante Vierervektor in der Form S, darstellen
18Bt. Ist nimlich 4, ein Vierervektor, dessen Komponenten
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beliebig . gegebene Funktionen der z, sind, so bat man nur
(beziiglich Hes gewihlten. Koord;natensysﬁems) 7 setzen

Y= 4, g =z
b2 - ) J—
Y@= 4,, @ = 1x,,
w(i%;_a.__:‘_é;s s (;313) =T, ,
1P{§i — A ’ !P(-i)_ — ‘7"4

urh zu erreichen, daB. S gleich 4, wird.

Um daher zu bewe:sen, daf A ,ein Tensor ist, wenn auf
der’ rechten Seite fiir 4, ein behpblger kovarianter Vierer-
vektor éingesetzt wird, brauchen wir mur zu zeigen, daB dies
far den Vierervektor S sutrifft. Fiir Jetzteres ist es aber,
wie eln Blick auf die 1echte belte von (26) lehrt, hinreichend,
den Nachwels fir-der Fall

4, _-wan.

‘zu fihren. Hs hat nun die mit v multiplizierte rechte Seite
von (25)

a qa' ur g
Ve, 9z {1’- } Y am
Tensoreharakter. Ebenso 1st
] By N3
Bx, T, Gz, Ty

ein Tensor (duBeres Produkt zweier Vierervektoren). Durch
Additionr folgh der Tensorcharakter von

6 A dp da
( A ) ”{r }(wé‘-xr) )
Damit ist, wie ein Blch auf (26) lehrt, der verlangte Nacuweis
fiir den Vierervektor

3{;}
Lar P dz,
tmd daher naéh deém vorkin Bemesenen fir jeden beheblgen
Vierervektor 4, gefiibrt. —

Mit Hilfe der Erwelterung des Vierervektors kann man
leicht die »hrweiterung eines L.eva,rxanten Tensors beliebigen
Ranges definieren; diese Bildung ist eine Verallgemeinerung
der Hrweiterung des; Vierervektors. Wir beschrinken uns auf
die Aunfstellung -der Brweiterung des -Tensors wmweiten: Ranges,
da dieser das Bildungsgesetz bereits klar tibersehen 158t.
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Wie bereits berverkt, 188t sich jeder kovariante Tensor
zweiten Ranges darstellen?) als eine Summe von Tensoren
vom Typus 4, B,. Es wird deshalb genfigen, den Ausdrack
der Erwmteruno fur einen solchen speziellen Tensor abzuleiten.
Nach (26) haben die Aunsdriicke

e T4,

- T
dx, T

4B, _ {a’r} B

dz, Tt

Tensorcharakter.. Durch duBere Multiplikation des ersten mit
B, des zweiten mir 4, erhilt man je einen Tensor driften
Ranges; deyen Addition ergibt den Tensor dritten Ranges
8 Auy G 2%

. @0 = =4, {4,
wobei 4,, = 4, B, gesetzt ist. Da ‘die rechte Seite von (27)
linear und homogen ist beziiglich der 4,, und deren ersten
Ableitungen, fithrt -dieses Blldnngbgesetz mcht nur bei einem
Tensar vom Typus 4, B,, sondern auch. bei einer Summe
soleher Tensoren, d. h,_. ‘bei einem beliehigen kovarianten
Tensor zweiten Ranges, zu einem Tensor. Wir nennen 4,
die Erweiterung des Tensors 4,

Es 1st klar, daB (26) und (24) nur spezielle Fille von (27)
sind (Erweiterung des Tensors ersten: bzw. nullten Ranges).
Uberhaupt lassen sich alle speziellen Bildungsgesetze von
Tensoren auf (27) in Verbindung -mit- Tensormultiphikationen
auffassen.

§ 11, Einige Spezialfélle von -besonderer Bedsutung.

Einige den Fundamentaliensor beireffende Hilfssiize. Wix
leiten zunichst einige im folgenden viel gebrauchte Hilfs-

- 1) Durch #uBere Multiplikation der Vektoren mit den (beliebig
gegebenen) Komponenten 4,,, 4,0, 435, 4y bzw. 1,.8, 0, 0 ensteht
ein Tengor mit den Komponenten

Ajydg dyg Ay
g 0 9 0
.6 0 0 0
_ 0 0 0 0
Durch Addition von vier Tensoren von dieserr Typus erbiilt man den
Tensor 4,, mit beliébi'g vorgeschriebenen Komponenten.
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gleichungen ab. Nach der Regel von der Differentiation der
Determinanten 1st

(28) dg=grrgdg,, =—y,gdg* -
Die letzte Form rechtfertzgﬁ sich durch die vorletzte, wenn
man bedenkt, daB g,, ¢** = 3;‘ da8 also g, g*” = 4, folglich

’ glurd.qyy-i-gyyd.yﬁy:e'
Aus (28) folgt

(29) 1 _dY—g _1 dlg(—g _ iqma?m L, Ggr

V-3 dz, T2 dzx, P dzx, 2-9,“;' oz,

Aus
g‘ug gvcr o a““v
folgt ferner durch Differentiation

y#adgvu - — grd dg"“, .

(30) bzw. 3 gvo

y!‘”’w 62?.'1

Durch gemischte Multiplikation mit ¢°* bzw. g,; erhélt man
hieraus (bei geéinderter Bezeichnungsweise der Indizes)

Bg,m .

— — ¥7
‘} 6:1‘5;_

dger = — gkog ’ﬁd.‘?aﬂ:
(81) j 3 gnv dgag
| o, =99 g
bzw. .
! 4g,,=~9..9.,99%
(32) aggtv _ aga'ﬁ
{ dx, g#‘ag’ﬁ gz,

Die ‘Béziehung (81) erlaubt eine Umformung, von der wir
-ebenfalls’ 6fter Gebrauch zu machen haben. GemidB (21) ist
o el

‘Setzt man dies in die zweite der Formeln (31) ein, so erhilt
man mit Ricksicht auf (28)

dg ‘ :
(34} T;;;—" —_ - (g.ir {tyd‘} + 9" {t}f})
Durch Substitution der rechten Seite von (84) in (29) ergibt sich
. ; 1 avn = g .
(292) e {'u b

[16]

i17]
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Divergenz des kontravarianten Vierervekiors. Multipliziers
man (26) mit dem kontravarianten Fundamentaltensor g#*
(innere Multiplikation), so nimmé die rechte Seite nach Um-
formung des ersten Gliedes zundechst die Form an

¥ agfﬂ‘ 1 ta 69‘“‘ a-qva 6gf“’
iz, (e d,) — 4, oz, 29 (Bx, + dx, )

191 Das letzte Glied dieses Ausdruckes kann gemiB (81) und (29)
in die Form

1 ggee 1 Jgru 1 a}/
T 35, At T A, Aty S
géhracht werden. Da es auf die Benennung der Summations-
indizes nicht ankommt, heben sich die beiden ersten Gleder
dieses Ausdruckes gegen das zweite des obigen weg; das letzte
168t sich mit dem ersten des obigen Ausdruckes vereinigen.

Setzt man noch

(18]

g4 4. .

(201

Lguv 4,

g, = 4,
wobel A” ebenso wie 4, ein frei wihlbarer Vektor ist, so er-
hélt man endlich
(35) -

V=9 oz,
Dieser Skalar ist die Divergenz des komtravarianten Vierer-
vektors A”.

» Rotatign' des (kovarianten) Vierervektors. Das zweilte
Glied in (26) ist in den Indizes g und » symmetrisch. HEs ist

deshalb 4  — A ein besonders einfach gebauter (anti-
qymmetrlscher) Tensor. Man erhalt

34, 94,
36 Buv=ga, — 7%,

dntisymmemlsche Erweiterung ewnes Sechservektors, Wendet
man (27) auf einen antisymmetrischen Tensor zweiten Ranges
A , an, bildet hierzu die beiden durch zyklische Vertauschung
der Indizes i, v, ¢ enistéhenden Gleichungen und addiert
diese drei Gleichungen, so erhdlt man den Tensor dritten
Ranges

(87) B, =4, +4, +4,,

Hv e

aAlu'ﬂ' aAU;L

+ 6.5 + dz,
von welehem leicht zn beweisen ist, daﬁ er antzsymmetnsch ist.

Drvergenz des- Sechservektors. Multipliziert man (27) mit
g*® ¢*# (gemischte Multiplikation), so erhdlt man ebenfalls
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einen Tensor. Das erste Glied der rechten Seite von (27) kann
man in der Form

3 S -l yp 392
ué”ﬂ;:(g# g ﬁ‘d_‘.uv)“gﬂ %:Apv"'g # dw, A,u-v

schreiben. Ersetzt man g**g"#4,,,, durch A% gre gt 4, durch
A% und ersetzt man in dem umgeformten érsten Gliede
d g8 Jgue
dx, und 8z,
vermittelst (34); so entsteht aus der rechten Seite von (27)
ein siebengliedriger Ausdruek, von dem sich vier Glieder weg-
heben. Bs bleibt iibrig
af _ 0Ach : ‘
(38) 4 = St P e [T} e,
Bs ist dies der Ausdruck fir die Brweiterung eines kontra-
varianten Tensors zweiten Ranges, der sich entsprechend auch
fiir kontravariante Tensorven hoheren und niedrigeren Ranges
bilden la8t. ¥
Wir merken . an, daB sich auf analogem Wege auch die
Erweiterung eines gemischten Tensors 47, bilden 1aBt:
a 4° | )
o pmEefrerla

dz,

Durch Verjiingung von (38) beziiglich der Indizes f und ¢
{innere Multiplikation mit 5;) erhilt man den kontravarianten
Vierervektor

Wegen der Symmefrie von {%*} beziiglich der Indizes p und
verschwindet das dritte Glied der rechten Seife, falls 4%f ein
antisymmetrischer: Tensor ist, was wir annehmen wollen; das
zweite Glied 188t sich gemi (29a) umformen. Man erhélt also

(40} 4% 6(1/_; y Aeh)

V-9 T
Dies ist der Ausdruck der Divergenz eines kontravarianten
Seehservektors.

Divergenz des gemischien Tensors zweiten Ranges. Bilden
wir die Verjingung von (89) beziiglich der Indizes « und o,
50 erhalten wir mit Riecksicht auf (29a)
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N R I

Fiihrt. man 1Im letgten Gliede den kontravarianten Tensor
Ae?= g®* 4 ° ein, so nimmt es die Form anp

— —”!"’v L A@"_
[ev-
Ist ferner der Tensor 427 ein symmetrischer, so réduziert sich
cies auf
— Y= G e,

Hitte man statt 42° den ebenfalis symmetrischen kovarianten
Tensor 4,, = oaJop A¢# emgefithrt, so wirde das letzte Glied
verradge (31) die Form

2-V_hgam ‘Qd'

“annelimen. In dem betrachteten Symmetriefalle kann also
(41) auch durch die beiden Formen

— a{V-ud%) 1 ag,
(41a) ]/:gA}‘—_—*(——a;;—il——é— 7a, 2 Y — g dev
und
N G(V .9-‘4) 1dg%° —
Ulb) Y-y d, = — =t gy 4

ersetzt werden, von denen wir im folgenden Gobranch zu
machen haben.

§ 12, Der Riemann-Christoffelsche Tensor.

Wir fragen nun nach denjenigen Tensoren, welche aus
dem Fundamentaltensor der g,, allein durch. Differentiation
gewonnen werden konnen. Die Antwort scheint zundchst auf
der Hand zu liegen. Man setzt in (27) statt des beliebig ge-
gebenen Tensors 4,, den Fundamentaltensor der ¢,, ein und
erhilt dadurch weinen neuen Tensor, nimlich die Erweiterung
des Fundamentaltensors. Man uberzeuort sich jedoch lelcht
daB diese letztere identisch verschwmdet Man gelangt jedoch
suf folgendem Wege zum Ziel. Man setze in (27)

84y fuy
4= 5 =1t
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d. h. die Erweiterung des Vierervektors 4 ein. Dann erhilt
man (bel etwas geiinderter Benennung der Indizes) den Tensor
dritten Ranges

g% 48
A, =t

HOT {‘}maém:

~ {w}a_ég ~ {m}a__ﬁg ) o
) dx, ) dz, R
6 fueg pTy jeo o1 a:ut]
+[ 3$7{9}+{a}{9}+{a}{91 Ao
Dieser Ausdruck ladet zur Bildupg des Tensors 4,,, — 4,.,
ein. Denn dabei heben sich folgende Terme des Ausdruckes
fiir 4,,, gegen solehe von 4., weg: das erste Glied, das vierte
Glied, sowie das dem letwten Term in der eckigen Klammer
entsprechende Glied; denn alle diese sind in ¢ und 7 symme-

trisch. Gleiches gilt von. der Summe des zwerten und driften
Gliedes. Wir erhalten also B

(42) 4, —d

ot o

=BS .4

o7

: 8 {uaj d fpt

[ B =gl amte)
a o7 T a o

l n{#a}'{e}_i_.{i}{é}'
Wesentlich 18t an diesem Resultat, daB auf der rechten Seite
von (42) nur die 4,, aber nicht mehr ihre Ableitungen auf-
treten. Aus dem Tensorcharakter von 4,,, —d4,,, in Ver-
bindung damit, daB A4, ein frei wihlbarer Vierervektor ist,
folgt, vermége der Resultate des § 7, dal BZ,, ein Tensor
ist (Riemann-Christoffelscher Tensor).

Die mathematische Bedeubung dieses Tensors liegt im
folgenden. Wenn das Konbinuum so beschaffen ist, daBl es
ein Koordinatensystem gibt, beziiglich dessen die g, Kon-
stanten sind, so verschwinden alle B?,,. Wahlt man statt des [21]
urspriinglichen Koordinatensystems ein beliebiges neues, so
werden die auf letzteres bezogenen ¢  nicht Konstanten sein.
Der Tensorcharakter von RZ,, bringt es aber mit sich, daB
diese Komponenten auch in dem beliebig gewihlten Bezugs-
system simtlich verschwinden. Das Verschwinden des Rie-
mannschen Tensors ist also eine notwendige Bedingung dafiir,
daB durch geeignete Wahl des Bezugssystems die Konstanz

(43)
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der g,, herbeigefithrt werden kann.) In unserem Problem
enbspricht dies dem Falle, daB bei passender Wahl des Ko-
ordinatensystems in endlichen Gebieten die spezielle Rela-
tivitatstheorie gilt.

Durch Verjiingung von (48) beziglich der Indizes 7 und ¢
erhilt man den kovarianten Tensor zweiten Ranges
[E&zﬂ + 8,

F.

44 R = ai el + {!:5'&} £ }M
] b’gv :'_ Giag:};m {#:’}a]{?i:_g‘

Bemerkung diber die Koordinatenwaehl. Es ist schon in § 8
im Anschlufl an Gleichung (18a) bemerkt worden, daB die
Koordinatenwahl mit Vorteil so getroffen werden kanp, daB

¥V~ g =1 wird. Ein Blck anf die in den beiden letzten Para-
graphen erlangten Gleichungen szeigt, daB durch eine solche
Wahl die Bildungsgesetze der Tensoren eine bedeutende Ver-
einfachung erfahren. Besonders gilt dies fiir den soeben ent-
wickelten Tensor B,,, welcher in der darzulegenden Theorie
eing, fundamentals Rolle spielt. Die ins Auge gefaBte Spesiali-
sterung der Koordinatenwahl bringt nimlieh dasz Ver-
schwinden von §,, mit sich, 50 daB sieh der Temsor B,, auf
E,, reduzert.

I¢h will deshalb im folgenden alle Beziehungen in der
vereinfachten Form angeben, welche die gepannte Spewiali-
sierung der Koordinatenwahl mit sich bringt. Fs ist dann
ein Letchtes, auf die ellgemein kovarianten Gleichungen zu-
riickzugreifen, falls dies in einem speziellen Falle erwiinscht
erscheint.

C. Theorie des Gravitationsfeides,

§ 13. Bewegungegleichung des masateriellen Punktes
im Gravitationsfeld.
Auadyruck fiir die Feldkomponsnten der Gravitation.
Ein frei beweglicher, anfleren Kraften nicht unterworfener
Korper bewegh sich nach der spemiellen Relativititstheorie
geradlinig und gleichiérmig. Dies gilt auch nach der allgemeinen

1} Die Mathemstiker hoben bewiesen, daf diese Bedingung such
eine hinrefchende ist.
Axnualen der Physik. IV. Folge. 43. 52
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Relativititstheorie {iir einen Teil des vierdimensionalen Raumes,
in welchem das Koordinatensystem K, so. wihlbar und so
gewalhdt 13t, dab. die g, die in (4) gegebenen speziellen kon-
stanfen Werte haben.

Betrachten wir eben diese Bewegung von einem behei)lg
gewihlten Koordinatensystem K, aus, so bewegh er sich von
K, aus, beurteilt nach den Uher!egtmgen des § 2 in einem
Gmwtatmnsfekie Das Bewegungsgesetz mit Bemug auf K,
ergibt sich leicht aus folgender Uberlegung. Mit Bezug a.ut
K, ist das Bewegungsgesetz &ine vierdimensionale Gerade;
also eine geodatische Linie. Da nun die geodétische Linie
unabhingig vom Berugssystern definiert ist, wird ihre Glei-
chung auch die Bewegungsgiemhung des materzellen Punktes
in bezug awf K, sein. Setzen wir

(45) ri=—=F1,

80 lautet also die Gleichung der Punktbewegung inbezug auf K,
£z, s du, da,

(46) e =Lyt

Wir machen nun die sebr nahelisgende Anmahme, daf dieses
allgemein' Kovariante - Glemhungssystem die Bewegung des
Punkbes mm  (Gravitationsield auch in dem Halle bes{ummi:,
dafl kein Bezugssystem K, existiert, besfiglich déssen in end-
lichen Riumen die spezielle Relativitatstheoris gilt. Zu dieser
Annahme sind wir um so berechtigter, als (46} nur erste Ab-
leitupgen der g,, enthalt, zwischen demen auch im Spezial-
falle der Existenz von K, keine Beziehungen bestehen,?)

Verschwinden die I';,, so bewegt sich der Punkt gerad-
linig und gleiehftrmig; "Tiese Groﬁen bedingen "also dle Ab-
weichung der Bewegung von der (leichférmigkeit. Sie sind
die Komponenten des. Gravitationsfeldes.

§ 14. Die Feldgleichungen der Gravitation bei Abwesenheit
von Rioterie.
Wir upterscheiden im folgenden zwischen , Gravitations-
feld* und »Materie”, in dem Sinne, daB alles aunBer dem
CGrravitationsfeld als ,,Materie” begeichnet wird, also michf nur

1) Erst. zwischen den zweiten (und ersten) Abjeitungen bestehen
gemil § 12 die Bezxehungen BQ = {},
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die ,,Materie” im iiblichen Binne, sondern auch das elekiro-
magnetische Feld.

Unsere niehste Aufgabe ist es, die Feldgleichungen der
Gravitation bei Abwesenheit von Materie aufzusuchen. Dabet
verwenden wir wieder dieselbe Methode wie 1m vorigen Para-
graphen bei der Aufstellung der Bewegungsgleichung des
materiellen Punktes. Ein Spezaliall, in welchem die gesuchten
Feldgleichungen jedenfdlls erfallt sein miissen, ist der der
urspriinglichen Relativititstheorie, In dem die Gu gew:sse
konstante Werte haben. Dies sel der Fall in einem gewissen
endlichen Gebiete in bezug auf ein bestimmies Koordinaten-
gystem K, In bezug auf dies System verschwinden simtliche
Komponenten B,, des Riemiannschen Tensors [ Gleichung (43)].
Diese versehwindeén dann fir das betrachtete (Gebiet auch be-
ziiglich jedes anderen Koordinatensystems.

Die gesuchten (leichungen des materiefreien Gravitations-
feldes miissen also jedenfalls erfilllt sein, wenn alle Bg,, ver-
schwinden. Aber diese Bedingung 18t jedenfalls eine zu weit-
gehende. Denn es ist klar, dal z. B. das von einem Massen-
punkte in seiner Umgebung erzeugte Gravitationsield sicher-
lich durch keine Wahl des Koordlnatensystemq swegtrans-
formiert”, d. h. auf den Fall' konstanter g,, transformiert
werden kann.

Deshalb Liegt es nahe, fiir das materiefreie Gravitations-
feld das Verschwinden des aus dem Tensor Bf;’,,, abgeleiteten
symmetrischen Tensors BM zu verlangen. Man erhilt so
10 Gleichungen fiir die 10 Grofeq g,,, welche im speziellen
erfillt sind, wenn sdmtliche BY,, verschwinden. Diese Glei-
chungen lauten mit Riicksicht auf (44) bei der von 'uns:ge-
troffenen Wahl fir das Koordinatensystem fiir das materie-
freie Feld

ar:, a
(41) | o + 1=
1 Y=yg=1.

fis mub darauf hingewiesen werden, daB der Wahl dieser

fHleichungen ein Minimuam von Willkéir anhaftet. Demn es

gibt auber B,, keinen Tensor zweiten Ranges, der aus den
52*
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g,, und deren Ableitungen gebildet ist, keine héheren als
zweite Ableitungen enthilt vnd in letzteren linear ist.l)

DaB diese aus der Forderung der allgemeinen Relativitdt
auf rein mathematischem Wege flieBenden Gleichungen m
Verbindung mit den Bewegungsgleichungen (46) in erster Nihe-
rung das Newtonsche Attraktionsgesetz, in zweiter Nihe-
rung die Erklirung der von Leverrier entdeckien (nach
Anbringung der Storungskorrektionen ubrlgbielbenden) Perihel-
bewegung des Merkur lisfern, muB nach meiner Ansicht von
der physikalischen Richtigkeit der Theorie {berzeugen.

§ 15. Hamiltonsche Funktion fiir das Gravitationefeld,
Impulsenergissata,

Um zu zeigen, dafi die Feldgleichungen dem Impals-
energiesatz entsprechen, ist es am bequemsten, sie in folgender
Hamiltonseher Form zu sehreiben:

5{[Hdz} =0

(47&) H = g‘uv F:ﬁ Lﬂa

Dabei verschwinden die Variationen .an den Grenzen des be-
trachteten begrenzten vierdimensionalen Integrationsraumes.

Es ist zundchst zu zeigen, daf die Form {47a) den Glei-
chungen (47) #quivalent ist. Zu diesem Zweck betrachien
wir H als Funktion der g#* und der

(-12)

Dann ist zunichst
SH=TY It 6g + 29 I 8IE.
= — i IY, 09" + 21 3(g*" Il .
Nun ist aber

dg, 3G,y f
5(9!‘1'1".’"8‘1)-_—__.%6[9#9 gﬂl(dgwk + a‘fﬁ )] B {221

1) Eigentlich 148t sich dies nur von dem Tensor B v +2,g (g A ﬁ)

behaupten, wobei i eine Konstante ist. Setzt-man jedoch dzesen =1,
so kommt man wieder zu den Gleichungen B, , = 0.
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Die'aus den beiden letzten Termen der runden Klammer hervor-
gehenden Terme sind von verschiedenem Vorzeichen und
gehen auseinander (da die Benennung der Summationsindizes
belanglos ist) durch Vertauschung der Indizes g und f§ hexrvor.
Sie heben einander im Ausdruck fir éH weg, weil sie mit
der beziiglich der Indizes x und B symmetrischen GréBe I'cs
multipliziert werden. Es bleibé also nur das erste Ghed der
runden Klammer zu beriicksichtigen, so dal man mit Bick-
sicht auf (31) erhilt

FH = — F;;rfaa.q.“v - I.ﬂaﬂ é'g'zﬁ.
s ist also

8H _ s It
6gui‘

48

(48) a8 _ re, -
dg.”

Die Ausfihrung der Variation in (47a) ergibt zuniichst das

Gleiehungssystem

(47b) _5_( BH..) _9H _ .,
3z, \p [ dg*”
welches wegen (48) mit (47) iibereinstimmt, was zu beweisen
war. — Multiplizier man (47b) mit ¢%”, so erhdlt man, weil
ay{:f ag‘:i’
Bz, o=,
und folghch
grr 8 (OR)_ 0 (gw 2E)_ SHIE
o ﬁl(ag{;* T 0mg Vo ggir)  ggn 0w,

die Gleichung

d , 0H dH
e )~ 4
oder )
at;
(49) -

! —2xt:=gfv aifg———-@:ﬂ,

1) Der Grund der Einfiihrung des Faktors — 2x wird spiter deut-
fich werden.
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oder, wegen (48), der zweilen Gleichung (47) und (34) [24]
(50) - 2ty =13059" TigIfa—g" Ll T,

Hs ist zu oeachten, daB ¢ kein Tensor ist; dagegen gilé
(49) fir alle Koordinatensysteme, fiir weleche }J —¢g=1 ist.
Diese Gleichung driickt den Erhaltungssatz des Impulses und
der Fuergie fiir das Gravitationsfeld aus. In der Tat liefert
die’ Integration dieser C(leichung iiber ein dreidimensionales
Volumen V die vier Gleichungen

(493) E%:"{fﬂd 7}=f(t Lo 4 t2e, + tPe)dS,

wobel a;, a,, a; der Riechtungskosinus der nach innen ge-
richteten Normale eines Flichenelementes der Begrenzung
von der Grofle d S (im Sinne der euklidischen Geomvtrie) be-
denten. Man erkemnt hierin-den Ausdrauck der Frhaltungs-
satze In iiblicher Fassung. Die GroBen 1* bezeichnen wir als
die ,,Hnergiekomponenten® des Gravitationsfeldes.

Ieh will nun die Gleichungen (47) noeh in einer dritten
Form angeben, die einer lebendigen Erfassung unseres Gegen-
standes besonders dienlich isf. Durch Multiplikation der
Feldgleichungen (47) mif ¢”° ergeben sich diese in der ,ge-
misehfen’ Form. Beachtet man, daf

are
grcr uv _gm(gyf’l"“\ ‘Eghra

dz, o= 0 B PR

welehe Grofe wegen (84) gleich
9 v o v fo4 a ] ~
E(g Ley—gtrl, wl 5~ Fry re

a nr

oder (nach gednderter -Benenmmg, der Summamansmd‘mes) gleich

B e
- Das dritte Ghed dieses | Auédmcks hebt sieh weg gegen das
aus dem zweiten Glied der Feldglelchungen (47) entstehende;
an Stelle des zweiten Gliedes dieses Ausdruckes 188t sich nach

Beziehung (50 ‘s
ung (50) x(t;za_%t%‘at)
setzen (i = {,*). Man erbilt also an Stelle der Gleichungen (47)

(51 35 0 D) = w6~ 10,0

Y—g=1.
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& 18, Allgemeine Fassung der Feldgleichungen der Gravitation.

Die 1m vorigen Paragraphen aufgestellten Feldgleichungen
fir materiefreie Rénme sind mit der Feldgleichung

dop =10

der Newtonschen Theorie zu vergleichen. Wir haben die
Gleichungen aufzusuchen, welche der Poissonschen Gleichung

dyp=4daxyp

entspricht, wobel g die Dichte der Materie bedeutet.

Die spezielle Relativitidtstheorie hat zu demt Hrgebnis
cefiiint, daB die trige Masse nichts anderes ist als Energile,
welche ihren vollstindigen mathematischen Ausdruck in einem -
symmetrischen Tensor zweiten Ranges, dem Energietensor,
findet. Wir werden daher auch in der allgemeinen Relativitits-
theorie elnen Energietensor der Materie T * einzufiilnen haben,
der wie die Energiekomponenten t ¢ Gleichungen (49) und (50)}
des Gravitationsfeldes gemisehten Charakter haben wird, aber
zu einem symanetrizchen kovarianten Tensor gehdren wrnd?).

Wie dieser Energietensor (entsprechend der Diehte p
aer Polssonschen Gleichung) in die Feldgleichungen der
Gravitation einzufithren ist, Jehrt das Gleichungssystem (51).
Betrachtet man nanlich ein vollstindiges System (z. B. das
Sonmensystem), so wird die Gesamtmasse des Systems, also
auch seine gesamte gravitierende Wirkung, von der Gesamt-
enevgle des Bystems, also von der ponderablen und Gravi-
tatlonsenergle zusammen, abhingen. Dies wird sich dadurch
ausdriicken lassen, daB man in (51) an Stelle der Energie-
komponenten t.° des Gravitationsfeldes allein die Summen
te+ T, der Fnergiekomponenten von Materie und Gravi-
tationsfeld einfithrt. Man erhilt so statt (51) die Tensor-
vleichung o

a ol i
5o (0P L) = = w6 + 1) = § 3,7 (¢ + 1)
V:?= 1,

wobel T = T # gesetzt ist (Liaunescher Skalar). Dies sind die
gexuchten allgemeinen Feldgleichungen der Gravitation in ge-

(52)

£25] 1) g,, 1.%=7T,, und g"# T,% = T°F sollen symmetrische Tensoren
sein.
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misehter Form. An Stelle von (47) ergibt sich daraus riick-
wiirts das System

2

J sre L }
(53) 5o+ Lup Do =—#Tur = 3900 1),
Y—y=1.

Es muB zugegeben werden, daB diese Einfibrung des
Energietensors der Materie durch das Relativititspostulat
allein nicht gerechtfertigh wird; deshalb haben wir sie mm
vorigen aus der Forderung abgeleitet, dal die Energie des
Gravitationsfeldes in gleicher Weise gravitierend wirken soll,
wie jegliche Energie anderer Art. Der stirkste Grund fir
die Wahl der vorstehenden Gleichungen Hegt aber darin, dal
sie zur Folge haben, daB fiir die Komponenten der Total-
energie Erhaltungsgleichungen (des Impulses und der Energie)
gelten, welche den . Gleichungen (49) und (49a) genau ent-
sprechen. Dies soll im folgenden dargetan werden.

§ 17. Die Erhaltungssiitze im allgemeinen Falle.

Die Gleichung (52) ist leicht' so umzuformen, dal auf
der rechten Seite das zweite Glied wegfallt.” Man verjiinge (52)
nach den Indizes g und ¢ und subtrahiere die so erhaltene,
mit } 6, multiplizierte Gleichung von (52). Es ergibt sich

G a o
(628) 5o (97 Lo —~ 40w g2 Iip) = — #(6” + 1)

An dieser Gleichung bilden wir die Operation 9/3z,. Es ist
82

" (g8 T"

3, 00, (g7 T12p)
__+r ¢ o8 az(agﬂ?- + 9951 _ agﬂﬁ)
== % Bamom, 9 9 \ow, ' dz,  dm

Das orste und das dritte Glied der runden Klammer Nefern
Beitrige, die einander wegheben, wie man erkennt, wenn
man im Beifrage des dritten Gliedes die Summationsindizes
@ und o einerseits, 8 und A andererseits vertauseht. Das
sweite Glied 158t sich nach (81) umformen, so daB man erhdlt

62 el d _— 1 639“3_'“
(54) Bu, bz, (gioﬁ‘t#ﬁ)‘ % dx, axﬂ dx, ’
Das zweite Glied der linken Seite von (52a) liefert zundchst
1 62 . ]
T —~{g*# I'5)

2 dx, 8,
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oder

1 | i esf 2% 9956 9941

% Gw,0z, [9 g {amﬁ + oz 62:5-) '
Pas vom letzten Glied der runden Klammer herrithrende
Glied verschwindet wegen (29) bei der von uns getroffenen
Koordinatenwahl. Die beiden anderen lassen sich zusammen-
fassen und liefern wegen (81) zusammen

_1 &
2 dz, o 83:7

so daB mit Rilcksicht aufl (54) die Identitdt

(55) e (L — 10,7 ¢ Iiy) = 0

besteht. Aus {55) und {52a} folgt

(56) Bl + To) ”F“;“;ﬁ‘“’ —0.

Aus unseren Feldgleichungen der Gravitation geht also
hervor, daB den FErhaltungssétzen des Impulses und der Energie
Geniige geleisfet isb. Man sieht dies om . einfachsten nach
der Betrachtung ein, die zu Gleichung (49a) fithrt; nur hat
man hier an Stelle der Energiekomponenten . des Gravi-
tationsteldes die Gesamtenergickomponenten von Ma,teme und
Gravifationsfeld einzufithren.

3

£ 18. Der Impuisenergiesatz fliir die Materie als Foige der
Feldgleichungen.

Multipliziert man (53) mit §¢#*/dx_, so erhilt man auf
dem in § 15 eingeschlagenen Wege mit Rieksicht auf das
Verschwinden von

. agw
9(51’
die Gleichung
aiz 1 dagf? _
Fo T e L =0
oder mit Racksicht auf (56)

aTu 1 awT =0

7 AR

Ein Vergleich Imt {41h) zeigt, daB diese Gleichung bei
der getroifenen Wahl fiir das Koordinatensystem nichts andeves
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aussagt als dax Versechwinden der Divergenz des Tensors der
Energickomponenten der Materie. Physikalisch zeigt das Aui-
treten des zweiten Gliedes der linken Seite, daB fir die Maferic
allein Erhaltungssatae des Impulses und der Fnergie im eigent-
lichen Sinne nieht, bzw. nwr dann gelten, wenn die ¢** kon-
stant sind, d. h. wenn die Feldstirken der Gravitation ver-
schwimden. Dies zweite Glied st ein Ausdiuck fir Impuls
bzw. Energle, welshe pro Volumen und Zeiteinheit vom Gravi-
tationstelde auf die Materle ithertragen werden. Dies tritt
nocle ldaver hervor, wenn man statt (57) im Sinne von (41)
sehreib

- BT,,*! - a
(57a) AL LY L

«
Ihe roehtc Beite driieks die tnergetisehe Finwirkung des Gravi-
tutionsfeldes auf die Materie aus.

Ine Feldgleichungen der Gravitation enthalten also gleich-
zeitlg vier Bedingungen, welehen der materielle Vorgang zu
geniigen fat. Sie liefern die Gleichungen des materiellen Vor-
ganges vollstindig, wenn letzterer durch vier voneinender
unabhingige Differentialgleichungen charakterisierbar ist.%)

D. Die ., materisllen® Vorglinge.

e unfer B entwiekelten matheinatischen Hilfsmittel
sobzen uns ohpe weiteres in dem Stand, die physikalischen
tiesetze der Materie (Hydrodynamik, Maxwellsche Elektro-
dynamik), wie sie in der speziellen Relativitdtstheorie formu-
hert vorhegen, «0 zu verallgemeinein, da8 sie in die allgemeine
Relativititstheorie hinelnpassen. Dabel vrgibt das allgemeine
Relativititsprinzip - zwar keine weitere Binsclniinkung der
Moglichkeiten; aber es lehrt den Kinflub des Gravitations-
feldes auf alle Prozesse exakt kennen, ohne dalB irgendwelche
neus Hypothese eingefithrt werden miiBte.

Diese Bachlage bringt es mit sich, daf iiber die physi-
kalische Natur der Materie {im engeren Sinne) nicht notwendig
bestinimte Voraussetzungen eingefithrt werden miissen. Ins-
hesondere kann die Frage offer bleiben, ob die Theorie des
clektromagnetischen Yeldes und des Oravitationsieldes zu-

I} Vgl hieritber D. Hilbert, Nachr. d. K. Geselleeh. d. Wiss. zu
Gottingen, Math.-phys. Klasse. p. 3. 1915

[27]
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sammen eine hinreichende Basis fir die Theorie der Materie
liefern oder nieht. Das allgemeine Relativititspostulat kann
uns hieriiber im Prinzip nichts lehren. Es muB sich bei dem
Ausbau der Theorie zeigen, ob Elektromagnetik und Gravi-
tationslehre zusammen leisten kinnen, was ersterer allein
niehit gelingen will. '

8

§ 19. Bulersche Gleichungen fiir reibungslose adiabatische

Flissigkeiten.

Bs selen p und p zwel Skalare, von denen wir ersteren
als den ,,Druck®, letztercn als die ,,Dichte” einer Fliissigkeit
bezeichnen; zwischen ilmen bestehe eine Glelehung. Der
kontravariante synunetrische Tensor

ds ds
sel der kontravariante Energietensor der Flissigkeit.” Zu ilnn
cohort der kovariante Tensor

{o8) T6f =— gfp + 0

i Ly dxﬁ

(58&) "[?."yz—g’:gvij—{-.g!qﬂ E;_g‘uﬁ?{?g’
sowie der gemischte Tensor?)

. ) day dx,
(58b) Tro=—=0"0+ 9os s s @

Setzb wan die rechfe Seite von (58b) in (57a) ein, so erhilt
man die Bulerschen hydrodynamischen Gleichungen der all-
vemeinen Relativititstheorie. Diese losen das Bewegungs-
problem im Prinzip vollstéindig; denn die vier Gleichungen (57a)
susarmen mit der gegebenen Gleichung zwischen p und p nnd
der Gleichung

. dz, day -

Jupds ds

geniigen bel gegebenen g, , zur Bestimmung der 6 Unbekannten -

o o x, dry, dz, dz,
P ot TTs? ds T ds

1) Fiir einen mitbewegten Beobachter, der im unendlich Kleinen
ein Bezugssystem im Sinne der speziellen Relativititstheorie benutat,
ist die Energiedichte 7, gleich g — p. Hierin liegt die Definition von g.
Es ist also g nicht konstant fiir eine inkompressible Flissigkeit.
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Sind aueh die g,, unbekannt, so kommen hierzu noch die
Gleichungen (53). Dies sind 11 Gleichungen zur Bestimmung
der 10 Funktionen ¢,,, 50 daB diese iiberbestimmt scheinen.
Es ist indessen zu beachten, daf die Gleichungen (57a) in
den Gleichungen (53) bereits enthalten sind, so daB letztere
nur mehr 7 unabhéngige Gleichungen reprisentieren. Diese

 Unbestimmtheit hat ibhren guten Grund darin, daf die weit-
gehende Freiheit in der Wahl der Koordinaten es mit sich
bringt, daB das Problem mathematisch in solchem Grade
unbestimmé bleibt, daB drei der Rawmfunktionen beliebig
gewahlt werden kinnen.?)

§ 20. Maxwellsche elekiromagnetische Feldgleichungen [28]
fir das Vaknum.

Es seien ¢, die Komponenten eines kovarlanten Vierer-
vektors, des Vierervekiors des elektromagnetischen Potentials.
Aus ihnen bilden wir gemaB (36) die Komponenten F,, des
kovarianten Sechservektors des -elekiromagnetischen Feldes
gemiB dem Gleichungssystem

B, Gy

69) foe= %2, ~ 7w,
Aus (59) folgt, dafl das Gleichungssystem

B’Fg,, aF,, Fi] F
4z, dx Gm

0

= {} 29]

(60)

erfiillt ist, dessen linke Seite gemiB (87) ein antlsymmetrlsehel
Tensor -dritten Ranges ist. Das System (60) enthilt also im
wesentiichen 4 Gieichungen, die ansgeschrieben wie folgt laviten:

aﬁ;:i + a + a 'I FO
BFM Fy d B, —
(60 d= + + 8z, =0
a3
) aF-il aﬁ‘l! _E_ FM. =O
dz, 0z, G
Oy OFs B
+ 8z, 8z, =0.

1} Bei Verzicht anf die Koordinatenwahl gemiB g = — I blieben
wier Raumfuniktionen frei wihlbar, entsprechend den vier willkiirlichen
Funktionen, iiber: die man bei der Koordinatenwahl frei verfigen kann.
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Dieses Gleichungssystem entspricht dem zweiten Glei-
chungssystern Maxwells. Man erkennt dies soforf, indem
man sebzt
; Fyy=19, F,=c¢,

Fy=10, Fu=c¢

Flz =[)z 'F84 =¢.
Dann kann man statt (60a) in Gblicher Schreibweise der drei-
dimensionalen Vektoranalyse setzen

(61)

84 B
5+t rote = {

divh = 0.
Das erste Maxwellsche System erhalten wir durch Ver-

allgemeinerung der von Minkowski angegebenen Form. Wir
fihren den zu F,, gehOrigen kontravarianten Sechservektor

[30] {62) Frr = guageb F
ein sowie den konftravarianten Vierervektor J# der elektrischen
Vakuumstromdichte; dann karn man das mit Rieksicht auf
(40) gegeniiber beliebigen Substitutionen von der Determinante 1
{gemidB der von uns getroffenen Koordinatenwahl) invariante
(leichungssystem ansetzen:
8 F#*”
dx,

(801)

(63) = Jk,

Setzt man namlich
g FB—=§' Fl=—_¢’
{64) Fr=§ " F*=—¢f
welche GroBen im Speszialfall der speziellen Relativititstheorie
den GréBen kg ....e gleich sind, und auBerdem
J1=im: Zmigl,: J3=iz.: Ji=g,

so erhélt man an Stelle von (68)

’ de’ .
632) { roth — —— =1
dive =g.

Die Gleichungen (60), (62) und (63) bilden also die
Verallgemeinerung der Maxwellschen Feldgleichungen des
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Vaknums bei der von uns bezfiglich der Koordinatenwahl
getroffenen Festsetzung.

Die Emergickomponenten des elektromagnetischen Feldes,
Wir bilden das innere Produkt

(65) x,=F, Jn.
Seine Komponenten lanien gemdB8 (61) in dreidimensionaler
Schreibweise
xl = Qez+ [Y! b}z
(©52) e e e e e e

2, =—{i, ¢-.

Es ist x»_ ein kovarianter Vierervekior, dessen Kompo-
nenten gleich sind dem negativen Impuls bzw. der nergie,
welche pro Zeit- und Volumeinheit auf das elektromagnetische
Feld von den elektrischen Massen ibertragen werden. Sind
die elektrischen Massen frei, d. h. unter dem alleinigen Ein-
fluB des elektromagnetischen Feldes, so wird der kovariante
Vievervekbor x, verschwinden.

Um die Energickomponenten T des elektromagnetischen
Feldes zn erhalten, brauchen wir nur der Gleichung #, = 0
die Gestalt der Gleichung (57) zu geben. Aus (63) und (65)
ergibt sieh zunéchst

aF*” @ i} , 8 Fop
%= F g = pay Fo 10 — B =
Das zweite (lied der rechten Seite gestattet vermoge (60
die Umformung
L Fu 1

i i
weleh letztersr Ausdruck aus Symmetriegriinden auch in der
Form

aFF'}'
dx,

1 8 Fus
== e e gBC ¥ B Lo
sgtegt F

af §z, ’

3 Fu

1
1 #
n [9“9’ Yot 5, 9%

. + guag'i'ﬁ X 2 Ii:zr.r]
geschrieben werden kann. Dafir aber 1aBt sich setzen
1 & a 1 a a ¥
— 4 ,g_;c:_(g# g ﬁFaﬁFpr} + ry Faﬁppv_a*“m;-(gﬁ g ﬂ}'
Das erste dieser Glieder lautet in kiirzerer Schreibweise
= FF),

~ % Fa, o
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das zweite ergibt nach Ausfilbrung der Differentiation nach
einiger Umformung

1 o 080z
[31] _gpyzp 919_6%_,

Fi ¥
¢

Nimmt man alle drei berechneten Glieder zusammen, so erhilt
man die Relation

: a Tor 1 T d Jur v
) R T T
wobel
(663) Tr=—F, Frot 08 F,, Feb,

Die Gleichung (66) ist fiir verschwindendes %, wegen (30)
mit (57) bzw. (67a) gleichwertig. Ks sind also die T die
Energieckomponenten des elektromagnetischen Feldes. Mit
Hilfe von (61) und (64) zelgt man leicht, daBl diese ILnergie-
komponenten des elektromagnetischen Feldes im Falle der
speziellen Relativitdtstheorie die wohlbekannten Maxwell-
Pointingschen Ausdriicke ergeben.

Wir haben nun die allgemeinsten Gesetze abgeleitet,
welchen das Gravitationsfeld und die Materie genfigen, indem
wir uns konsequent eines Koordinatensystermns bedienten, fir

welches ¥ —¢ =1 wird. Wir erzielten dadurch eine erhebliche
Vereinfachung der Formeln und Rechnungen, ohne daf wir
auf die Forderung der allgemeinen Kovarianz verzichtet hétten:
denn wir fanden unsere Gleichungen durch Spezialisierung
des Koordinatensystems aus allgemein kovarianten (Hleichungen.

Immerhin ist die Frage nicht ohne formales Interesse,
ob bei entsprechend verallgemeinerter Definition der Energie-
komponenten des OGravitationsfeldes und der Materie auch
ohne Spezialisierung des Koordinatensystems Erhaltungssitze
von der Gestalt der Gleichung (56) sowie Feldgleichungen der
Gravitation von der Art der Gleichungen (52) bzw. (52a)
gelten, derart, daB links einme Divergenz (im gewdhnlichen
Sinne), rechts die Summe der Energiekomponenten der Materie
und der Gravitation steht. Ieh habe gefunden, dafi beides
in der Tat der Fall ist. Doch glaube ich, dafl sich eine Mit-
teilung meiner ziemlich umfangreivhen Betrachtungen fiber
diesen (fegenstand nicht lohnen wiirde, da doch etwas sach-
lich Neues dabei nicht heraunskommt.
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E. § 21. Newtons Theorie als erste Niherung. [32]

Wie schon mehrfach erwihnt, ist die spezielle Relativitéits-
theorte als Spezia.lfall der allgemeinen dadurch charakterisiert,
daB die g,, die konstanten Werte (4) haben. Dies bedeutet
nach dem Vorhengen eine vollige Vernachldssigang der Gravi-
tationswirkungen. Eine der Wzrkhchkelt néher liegende Ap-
proximation erhalten wir, indem wir den Fall betrachten, a8
die g,, von den Werten (4) nur um (gegen 1) kleine Grofen
abweichen, wobei wir kleine GroBen zweiten und hoheren
(Grades vernachlassigen. (Erster (egichtspunkt der Ap-
proximation.}

Ferner soll angenomren Wexden, daBl in dem betrach-
teten zeitrdumlichen. Gebiete die g,, im raumlich Unendlichen
bel passender Wahi der Koordinaten den Werten (4) zustreben;
d. h. wir betrachten Gravitationsfelder, welche als ausschlief-
lich durch im Endlichen befindliche Materie erzeugt betrachtet
werden konnen.

Man kénnte annehmen, daB diese Vernachlissigungen auf
Newtons Theerie hinfiihren milliten. Indessen bedar es
hierfiir noch der a,ppromma,tlven Behandlung der Grund-
gleichungen nach einem zweiten Gesichtspunkte. Wir fassen
die Bewegung eines Massenpunktes gema den Gleiehungen (46)
ing Auge. Im Falle der speziellen Relativitdtstheorie konnen
die Komponenten ' '
: dx, dz, dxn
ds’ ds’ ds
beliebige’ Werte annehmen; dies bedeutet, dal beliebige Ge-

schwindigkeiten
ds .z1 d mo d x>
P o= -
dx, Az, dx,

auffreten konnen, die kleiner sind als die Vakuumﬁchtgeschwin-
digkeit (v << 1). Will man sich auf den fast aussehlieBlich
der Brfahrung sich darbietenden Fall beschrinken, dab »
gegen die Lichtgeschwindigkeit klein ist, so bedeutet dies,
daB die Komponenten

dzy,  dxz, dxg

ds’ ds’' ds
als kleine GroBen zu behandeln sind, wihrend dz,/ds bis

auf Gréfen zweiter Ordnung gleich 1 ist (zweiter Gesichis-
punkt der Approximation).
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Nun beachten wir, daB nach dem ersfen Gesichtspunkie
der A@pﬁoximati{m die GréBen I'], alle kieine GroBen mindestens
erster Ordnung sind. Ein Blick auf {46} lehrt also, dafl in dieser
{leichung nach dem zweiten Gesichtspunkt der Approximation
nur Glieder zu beriicksichtigen sind, fiir welche p=» =4
ist. Bei Beschrinkung auf Glieder niedrigster Ordnung erhilt
man an Stelle von (46) zuniichst die Gleichungen

T
wobel ds = dx, = di gesetzt ist, oder unter Bescehrinkung
auf Glieder, die nach dem ersten Gesichtspunkte der Ap-
proximation erster Ordnung sind:

? 44
%=[J¢=L;m

ar

Ba [44}_
dt 4
Betzt man aulerdem voraus, dab das Gravitationsfeld ein
quasl statisches sei, indem man sich auf den Fall beschrinkt,
dad die das Graviiationsield erzeugende Materie nur langsam
(im Vergleich mit der Fortpfanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes) bewegt ist, so kann man auf der rechten Seite Ab-
leitungen nach der Zeit neben solehen nach dem ortlicken
Koordinaten vernachlissigen, so daB man erhalt

(67) L p Qe 03,

Dies ist die Bewegungsgleichung des materiellen Punktes nach
Newtons Theorie, wobel gy,/2 die Rolle des Gravitations-
potentiales spielt. Das Merkwiirdige an diesem Resultat igt,
daB nur die Komponente g, des Fundamentaltensors allein
in erster Nahering die Bowegung des materiellen Punktes
bestimmt.

Wir wenden uns nun zu den Feldgleichungen (53). Dabel
ish 7u betiicksichtigen, daB der Energietensor der Materie®
fast ausschlieBlich durch die Diehte ¢ der Materie im engeren
Sinne bestimmt wird, d. h. dureh das zweite Glied der rechten
Beite von (58) [bzw. (58a) oder (58b)]. Bildet man die uns
interessierende Niherung, so verschwinden alle Kompenenten
bis auf die Komponente

T“ =0 = 7.

Anoaien der Physik., IV. Folge. 40. 58
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Auf der linken Seite von (53) ist das zweite Gled Klein von
zweiter Ordnung; das erste liefert in der wns inferessierenden
Néherung

8 {pel __6‘__ u» 8 luw . d ,uv]_
+ EEN [11_'_' 8z, [2]+ EN {‘J dxzy | 4
Dies Hefert {lir p = »=4 bei Weglassung von. nach der Zeit
differenzievten Gliedern

1 {9 F g4 P\ _ . )
—?(5%’ + 8 2,2 + 3%3)— %ﬁg&é'
Die letzte der Gleichungen (53) liefert also
{68) Ag,,==0.

Die (Heichungen (67) umd (68} zusammen sind dquivalent
dem Newionschen Gravitationsgesetz.
Fir das Gravitationspotential ergibt sich nach (67) und
(68) der Ausdruck
—x_ [edx
(683) | o [+

r

wahrend Newtons Theorie bei der von uns gewihlten Zeit-
einhelt
- K fgff.f
¢ r

ergibb, wobei K die gewohnlich als Gravitationskonstante
bezeichnete Konstante 6,7.10~% bedeutet. Durch Vergleich
ergibt sieh

(69) w=2"R 187,102,

[

4 22. Verhslien von Masstiben und Uhren im statischen
Gravitetionsfelde. Eriimmung der Idchtsirahbien,
Porikolbewegung deor Planetonbabhren.

U die Newtonsehe Theorle als erste Niherung zu er-
halten, brauvehten wir von den 14 Komponenten des Graw-
tationspotentials g,, nur gy, %u berechnen, da nur diese Kom-
ponente In die erste Niherung (67) der Bewegungsgleichung
des materiellen Punkles im Gravitationsfelde eingeht. Man
sicht indessen schon daraus, dafl noch andere Komponenten
der g,, von den in (4) angegebenen Werten in erster Naherang
abweichen miissen, daB letzieres durch die Bedingung g = 1
verlangt wird.
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Fir einen im Anfangspunkt des Koordinatensystems be-
findlichen felderzeugenden Massenpunkt erhilt man in erster
Naherung die radialsymmetrische Losung

[ Fpo=—0p, — a?"?? (¢ und ¢ zwischen 1 und 38)

(10 9,4 =9,,=0 (o zwiscken 1 und 3)

'5’44 =1"‘%'

d,, ist dabei 1 bzw. 0, je nachdem ¢ = ¢ oder go, r ist die
(rrobe

al CRE R
Dabei 13t wegen (68a)
. = M
2\‘0&) & = - 8;?’
wenn mit M die felderseugende Masse bezeichnet wird. DaB
durch diese Liosung die Feldgleichungen (auSlerhalb der Masse)
in erster- Niherung erfiilllt werden, ist leicht zu verifizieren.

Wi untersuchen nun die Beeinflussung, welche die metyi-
schen Eigenschaften des Raumes durch das Feld der Masse M
erfahren. Stefs gilt zwischen den ,lokal” (§ 4) gemessenen
Léngen und Zeiten ds einerseits und den Koordinatendifferenzen
d x, andererseits die Beziehung

_ dsz=gm de, dz,.
Fiiv einen ,,parallel” der z-Achse gelegten EinheitsmaBstab
wire beispielswelse zu setzen
ds?= —1; day=day=dz, =0,
also | .
— 1 =g, dz>.

Liegt der EinheitsmaBstab auferdemn auf der z-Achse, so
exgibt die erste der Gleichungen (70)

o
In =— (1 + T) ’
Ans beiden Relationen folgt in erster Niherung genan

(T1) de=1-2.
53*
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‘Der Einheitsmaflstab erscheint also mit Bezug auf das Ko-
ordinatensystem in dem gefundenen Betrage durch das Vor-
handensein des Gravitationsfeldes verkiirzt, wenn er radial
angelegt wird.

Analog erhilt man seine Koordinatenlinge in fangentialer
Richtung, indem man beispielsweise setzt

ds2= —~1; day,=day=daz,=0; o,=71, 3, =03=0.
Hs ergibt sich
(71a) — 1 =g d x> = — dxy2.

Bei tangentialer Stellung hat also das Gravitationsfeld des
Massenpunktes keinen KinfluB auf die Stablipge.

Es gilt also die Buklidische Geometrie im Gravitabions-
felde nicht einmal in erster Niherung, falls man einen und
denselben Stab unabhingig von seinem Ort und seiner Orien-
tierung als Realisierung derselben Strecke auffassen will.
Allerdings zeigt ein Blick auf (70a) und (69), dall die zu er-
wartenden Abweichungen viel zu gering sind, um sich bei
der Vermessung der FErdoberfliche bemerkbar machen 2u
képnen.

Es werde ferner die auf die Zeitkoordinate untersuchte
Ganggeschwindigkeit einer Einheitsuhr untersucht, welche in
einem statischen Gravitationsfelde ruhend angeordunet ist. Hier
gilt fiir eine Uhrperiode

ds=1; dgy=dzy=dxz; =0 .

Also 1st
l=g,dz?;
1 1 Ju—1
dx = = — e —————— D 1 — e r——a
4 Vgu Vl + (g — 1} 2
oder
(12) dz, =1+ = [£27.

Die Uhr lauft also langsamer, wenn sie in der Nihe ponde-
rabler Massen aufgestellt ist. Es folgt daraus, dall die Spektral-
linien von der Oberfliche groBer Sterne zu uns gelangenden
Lichtes nach dem roten Spekfralende verschoben erscheinen
missen.?)

1} Fiir das Bestehen eines derartigen Effektes sprechen nach
~ E. Freundlich spektrale Beobachtungen an Fixsternen bestimmter
Typen, Eine endgiiltige Privfung dieser Konsequensz steht indes noch aus.

{34]
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Wir untersuchen ferner den Gang der Lichistrahlen im
statischen Gravifationsfeld. GemiB der speziellen Relativitits-
theovie ist die Lichtgeschwindigkeit durch die Gleichung

~dz?—dzt—~dz?+dz?=0
gegeben, also gemdB der allgemeinen Relativitdtstheorie durch
die Gleichung
{13) ds? = 92z, dz, =0,
Ist die Richtung, d. h. das Verhiltnis dz,:da2,:dxy ge-
geben, so liefert die Gleichung (78) die GréBen

dx, xA dx,
dx,” dx' dum,

and somit die Gesehwindigkeit

dx, \2 dag\3 dwg\*
!//(dwt,) > (d%) + (d%) =7
nu Sinne der Buklidischen Geometrie definiert. Man erkennf
leieht, daB die Lichtstrahlen gekriimmt verlanfen miissen mit
Bezug auf das Koardma.tensystem falls die g¢,,, nicht konstant
sind. Ist # eine Richtung senkrecht zur Iﬂchtfoxtpﬂanzung,
[35] 50 ergibt das Huggenssche Prinzip, daB der Lichtstrahl [in
der Ebene (y, m) betrachtet] die Krimmung — dy/9n besitst.

Xq

P Lichisirah!

X,

u_..._.z_...._../l

Wir untersuchen die Krummung, welehe eln Lichtstrahl
erleidet, der im Abstand 4 an einer Masse M vorbeigeht.
Wihit man das Koordinatensystem gemidB der vorstehenden
Skizze, so ist die gesamte Biegung B des Lichtstrahles (positiv
gerechmet, wenn sie nach dem Ursprung hin konkav ist) in
gentigender Nitherung gegeben durch

B = faydx
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822 A. Einstern. Grundlage der aligemeinen Relatinidistheorie.
wahrend (73) und (70) ergeben
=1 e i . A
?—g/ 9‘:2_1+2r(1+72)
Die Ausrechnung ergibt

2a M
T B=—=4i7

Bin an der Sonne vorbeigehender Lichtstrahl erfdhirc dem-
nach eine Biegung von 1,77, ein am Planeten Jupiter vorbei-
gehender eine solehe von ebwa 0,02".

Berechnet man das Gravitationsfeld um eine GréBen-
ordnung genauer, und ebenso mit entsprechender Genauig-
keit die Babnbewegung eines materiellen Punktes von relafiv

~ unendlich kleiner Masse, so erhilt man gegeniiber den Kepler-
Newtonschen Gesetzen der Planetenbewegung eine Abwei-

chung von folgender Art. Die Bahnellipse eines Planeten er-

fahrt in Richtung der Babnbewegung eine langsame Drehung
vom Betrage

3 a
(75) ) t=24x m
pro Umlauf. In dieser Formel bedeutet a die grofle Halbachse,
¢ die Lichtgeschwindigkeit in iiblichem MaBe, e die Exzentrizitit,
T die Umlaufszeit in Sekunden.!)
Die Rechnung ergibt fiir den Planeten Merkur eine Drehung
der Bahn um 48" pro Jahrhundert, genau entsprechend der

Konstatierung der Astronomen (Leverrier); diese fanden.

nimhich einen durch Stérungen der iibrigen Planeten nieht
erklarbaren Rest der Perihelbewegung dieses Planeten von
der angegebenen GroBe.

1) Beziglich der Rechnung verweise ich auf die Originalabhand.
lungen A. Einstein, Sitzungsber, d. Preufl. Akad, d. Wiss., 47, p. 831
1915. — K. Schwarzsehild, Sitzungsber. d. Preuf. Akad. d. Wiss. 7.
p. 189 1916.

{Bingegangen 20. Mirz 1916.)

[36]

[373
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Published in Annalen der Physik 49 (1916): 769-822. Received 20 March 1916, published 11
May 1916. A manuscript of 46 pages is in the Schwadron Collection at the Hebrew University
of Jerusalem. There are no s;gmﬁcant variations from the printed version.

[INThis paper gives a full overview of the final version of the general theory of relativity
after its latest revisions as published in Einstein’s papers of November 1915, Einstein 19157,
1915g, 1915k, and 1915i (Docs. 21, 22, 24, and 25). It was also published separately as Ein-
stein 1916f. In mid-Jannary 1916 Einstein had still expressed doubts about his ability to write
such a paper, calling his writings “correct but quite indigestible” (“zwar richtig aber reichlich
unverdaulich.” Einstein to H. A. Lorentz, 17 January 1916}, but two months later he sent the
manuscript of the paper to the editor of the Arnnalen der Physik, Wilhelm Wien (see Einstein
to Wilhelm Wien, 18 March 1916).

1Although the term “special theory of relativity” (“spezielle Relativititstheorie”) already
occurs in Einstein 1915f (Doc. 21) and Einstein 1915i (Doc. 25), this is Einstein’s first system-
atic usage of it. The term “special principle of relativity” (“spezielles Relativititsprinzip”),
which is used on p. 770, appears here for the first time.

BiSee Minkowski 1908. See also, e.g., Einstein’s own exposition of special relativity in an
unpublished manuscript from 1912 to 1914 (see Vol. 4, Doc. 1).

H1See Vol. 4, the editorial note, “Einstein’s Research Notes on a Generalized Theory of Rel-
ativity,” pp. 195-196, and Reich 1994 for discussions of the mathematical background of gen-
eral relativity,

BiSee also Einstein and Grossmann 1913 (Vol. 4, Doc. 13) and Einstein 19140 (Doc. 9) for
earlier expositions of these mathematical tools.

1Several months earlier Einstein expressed himself somewhat differently, claiming that
Grossmann “did not contribute substantially to the results” (“trug aber materiell nichts zu den
Ergebnissen bei.” Einstein to Arnold Sommerfeld, 15 July 1915). See also Vol. 4, the editorial
note, “Einstein on Gravitation and Relativity: The Collaboration with Marcel Grossmann,” pp.
295-296, for a discussion of Marcel Grossmann’s part in the development of general relativity.

ISee Mach 1897. See also Einstein 1916¢ (Doc. 29), note 4, for more on the role of Mach’s
ideas in Einstein’s thinking.

(BIThis “equivalence principle” had played an important heuristic role in Einstein’s search
for a relativistic theory of gravitation. It was first formulated in Einstein 1907; (Vol. 2, Doc.
47), §17; see also Vol. 4, the editorial note, “Einstein on Gravitation and Relativity: The Static
Field,” pp. 122-124, for a discussion. In Einstein 1916p (Doc. 40) Einstein gives a further elu-
cidation in response to criticism by Friedrich Kottler.

B8See Edtvis 1891, '

19 See Stachel 1980 for a discussion of the role that the problem of the rigidly rotating disk
played in the development of general relativity.

[I1NThis point was first emphasized by Einstein in his correspondence with Paul Ehrenfest
and Michele Besso (see Einstein to Paul Ehrenfest, 26 December 1915, and 5 January 1916;
and Einstein to Michele Besso, 3 January 1916).

WThis is the first time Einstein introduces his “summation convention” in print. He had
used it earlier in his correspondence (see Einstein to Paul Ehrenfest, 24 January 1916).

USee Ricci and Levi-Civita 1901.

E“‘1“gtLV " in the first term on the right-hand side should be 8uo 7

[5)« Sy ” in the first and second terms should be 8us + “%g inthe second term should be
" in both cases; all “A” in the second and third terms should be “5.”

i “g,," 0n the left-hand side should be “g"*
071%y™ should be “g.”
13 L.LO: ke « ”
s« g should be Bug-
[191(31)” should be “(32).”
(201 " should be “g o

[2:11n this line as weli as three lines below Rﬁm denotes the Riemann-Christoffel tensor.

<&

L]
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A
221%™ should be “gg,, 7

[23} “gav EH] Should be ccguv ‘”
2847y should be “(47a).”

[257ec + 33 *»
8. shouldbe“g ..

[26iThere should be a minus sign in front of the first term on the left-hand side.

2See Hilberr 19135, “p. 3”7 should be “p. 395."

281The approach taken in this section was first developed in Einstein 1916b (Doc. 27).
i”]“xp ” in the third term should be “x_.”

{307 qvg L3 ] Should be [11 gvﬁ .”
Bl g 7 should be “&pr

32 8ee also Einstein 1915k (Doc. 24) for an earlier discussion of the first approximation.

331%y o™ should be “p=a.”

B4See Freundlich 1915b. See also Hentschel 1994 for a historical discussion of Freund-
lich™s efforts to prove the existence of gravitational redshift.

B31“Huggensche™ should be “Huygenssche.”

361This result was already announced in Einstein 1915k (Doc. 24), p. 834. The calculation
proceeds along the same lines as Einstein’s first calculation of gravitational light deflection in
Einstein 19111 (Vol. 3, Doc. 23), §4 (which gave half the value obtained here).

BN Einstein 1915h (Doc. 24) and Schwarzschild 1916a.






