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Baricentri, Momenti Statici e Momenti d’Inerzia
1" PARTE

6.6. Momenti statici di superfici piane

Si definisce, in generale, momento statico o momento di primo ordine il prodotto di una grandezza
fisica 0 geometrica per una distanza.

Il momento di una forza o di un sistema di forze rispetto ad un punto del loro piano si possono
quindi definire come momenti statici di forze.

Il concetto di momento statico si pud estendere anche alle superfici piane, relativamente ad un asse
anziché ad un punto come si e fatto per le forze.

Per questo basta supporre che una superficie piana di area A sia composta di piccolissime aree
elementari Aa, .

Dato allora un asse x ad essa complanare, comunque orientato, e dette y le distanze dal centro delle
singole aree all’asse, si definisce momento statico S, della superficie rispetto all’asse x la somma
algebrica dei prodotti delle aree elementari Aa; per le rispettive distanze dall’asse x (fig. 6.25):

S, =A4a, -y, + Aa, -y, + ... Aa, - y,
Introducendo il simbolo di sommatoria risulta:

6.15) S.\’ =2 Aa,' * Vi

Le dimensioni della nuova grandezza ora
definita sono quelle di una lunghezza al cubo,
essendo essa ottenuta come prodotto di

X un’area per una lunghezza

fig. 6.25

Nelle applicazioni tecniche si usano normalmente i suoi sottomultipli mm?® o cm®.

In relazione alla posizione dell’asse rispetto alla superficie, il momento statico puo assumere valori
positivi, negativi o nulli. E chiaro infatti che quando I’asse € esterno alla superficie, come in fig.
6.25, le distanze y si possono assumere tutte dello stesso segno positivo, mentre nel caso di fig. 6.26
alcune di esse devono essere assunte con segno positivo e altre con segno negativo, per mettere in
evidenza che sono da parte opposta rispetto all’asse.
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In conseguenza il momento statico puo risultare:

- positivo quando I’asse € esterno alla superficie;

- negativo quando I’asse attraversa la superficie e i prodotti negativi sono superiori rispetto a quelli
positivi;

- nullo quando I’asse attraversa la superficie e i prodotti negativi e quelli positivi si uguagliano.

Considerando le aree elementari Aa;, come vettori paralleli (fig. 6.27)

analogamente al momento di un sistema di forze, il momento statico
di una superficie si puo ritenere il momento risultante del sistema
costituito da tali vettori, calcolato rispetto ad un asse anziché rispetto
ad un punto.

Per il teorema di Varignon si puo allora

scrivere:

X 6.16) 2 Aag; -y =A"ys

fig. 6.27

nella quale A e la risultante delle aree elementi, cioé I’area totale della superficie e yg € la distanza
del suo baricentro G dall’asse considerato.

b : Co : .
Questo risultato si puo sfruttare per determinare analiti-
' | camente la posizione del baricentro anche di figure piane
| G2 composte o con contorni irregolari (fig. 6.28).
Gr Assunto un sistema di assi cartesiani ortogonali X, y, sSi
A | 142 calcolano i momenti statici della figura prima rispetto
N ' all’asse x e poi rispetto all’asse y. Risulta:
B I i 6.17) S, =% Aa;-yi=A-y;
G3
k\h . 618) S)- =2 AH,' X = A - XG
X | AsY * dalle quali si ricava:
XJ z Aﬂ'j ot i
% 6.19) e
fig. 6.28 o
6.20) Xg = z—{‘}i

Generalmente nelle applicazioni le aree elementari Aa, sono le aree delle figure geometriche semplici
in cui si puo dividere la figura data. Le distanze x e y sono quindi quelle dei loro baricentri dagli assi
y ed Xx.

Se il calcolo del momento statico rispetto ad un asse, ad esempio X, da come risultato:

S Ag-y;=0 A-ys=0

per la 6.17) consegue anche:

Questa equazione, essendo sempre A = 0, & soddisfatta solo per ys =0.

Questo significa che I’asse considerato passa per il baricentro della figura.

Si puo pertanto affermare che il momento statico di una superficie calcolato rispetto ad un asse
baricentrico € uguale a zero.
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6.7. Momenti d’inerzia di superfici

Data una generica superficie piana di area A supponiamo, come abbiamo fatto per i momenti statici,
che sia composta di piccolissime aree elementari Aa, . Si definisce come momento d’inerzia della

superficie, rispetto ad un punto o ad un asse del suo piano, la somma dei prodotti delle aree
elementari per i quadrati delle rispettive distanze dal punto o dall’asse considerati.

Se il momento d’inerzia é calcolato rispetto ad un punto si dice momento d’inerzia polare e si
indica col simbolo Ip se é calcolato rispetto ad un asse x (0 y) si dice momento d’inerzia assiale e si
indica col simbolo Iy (0 Iy).

Le dimensioni dei momenti d’inerzia sono quelle di una lunghezza alla quarta potenza, essendo dati
dal prodotto di un’area per una lunghezza al quadrato.

Per questo motivo essi sono definiti anche come momenti del secondo ordine 0 momenti quadratici.
Nel Sistema Internazionale la loro unita di misura & quindi il m*.

Nelle applicazioni si usano normalmente i suoi sottomultipli mm* o cm*.

E bene chiarire subito che i momenti d’inerzia, benché dipendano esclusivamente dalle dimensioni e
dalla forma di una superficie, non hanno solo un significato geometrico.

Essi infatti costituiscono la base per il dimensionamento di elementi strutturali e organi meccanici
sollecitati a flessione e taglio e a torsione studiando la resistenza dei materiali.

Per ora é sufficiente osservare che, a parita di materiale impiegato, elementi strutturali con sezioni
piane di forma e dimensioni diverse, cioé con diverso momento d’inerzia, hanno diverse capacita di
resistenza alle sollecitazioni.

L’esperienza insegna che una trave, di legno o di acciaio o di altro materiale, si inflette in maniera
diversa a seconda di come viene disposta sotto un carico (fig. 6.29).
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fig. 6.29

Nella trave di figura, a sezione trasversale costante con momento assiale I, maggiore del momento
assiale Iy, I’inflessione prodotta dal carico F & minore nel caso a) che nel caso b).

I momenti d’inerzia assumono allora un significato fisico piu interessante, dal punto di vista statico,
del puro e semplice significato geometrico.

Si rende quindi necessario il loro studio e quello dei metodi di calcolo per giungere alla loro deter-
minazione, in particolare per le sezioni piane che piu comunemente sono utilizzate nella pratica delle
costruzioni.

E opportuno osservare che, a differenza dei momenti statici, i momenti d’inerzia sono sempre positivi,
perché le distanze dagli assi o dal polo, positive 0 negative che siano, elevate al quadrato sono sempre
quantita positive.
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6.7.1. Momenti d’inerzia assiali e polari
In base alla definizione di momento d’inerzia assiale data al punto 6.7. i momenti d’inerzia della
superficie di fig. 6.30 rispetto agli assi

coordinati cartesiani ortogonali x ed y valgono:

I, = 2 Aq; - y}
6.21) )

I, =X Aq; - x;
Le relazioni 6.21) hanno solo il valore di definizione e non
consentono direttamente la determinazione dei momenti
d’inerzia, che é possibile effettuare solo utilizzando il calcolo
integrale (studi superiori)
In base alla definizione di momento d’inerzia polare dato al
punto 6.7., assunto come polo il punto d’incontro O degli assi
x ey in fig. 6.30, la sua espressione risulta:

2

06.23) I, =2Z Aa; - 1}

essendo essa diventa:

2 Agi-ri=73% Aag;, (x2+ y?) =

=3 Aqg; - xI + ZAa; - y}
Ricordando le 6.21) si ricava la seguente relazione tra il momento d’inerzia polare e i momenti
d’inerzia assiali:
6.24) L=1I+1
la quale ci dice che la somma dei momenti d’inerzia assiali rispetto a due assi ortogonali comunque
orientati & costante ed uguale al momento d’inerzia polare rispetto alla loro origine.
Nel caso in cuisia ly=1y=1, la6.24) diventa:

6.25) L

Il
I~
—

cioé se i momenti d’inerzia assiali sono uguali, il momento d’inerzia polare vale il doppio di essi.
6.7.2. Assi principali d’inerzia

Consideriamo ancora il sistema di aree elementari Aa, e due assi x ed y del piano.

Si definisce momento centrifugo Ixy , la somma dei prodotti delle aree elementari per le rispettive
distanze dai due assi:

6.26) I, =% Aa; - x; - y;

Il momento centrifugo ha le dimensioni di un momento d’inerzia, ma puo risultare positivo, negativo
o nullo, perché il segno di ogni termine della somma dipende dai segni delle distanze delle aree
elementari dagli assi x e y.
Si dimostra con il calcolo superiore che tra le infinite coppie di assi ortogonali con origine nel
baricentro di una superficie ne esiste una per la quale il momento centrifugo del sistema e nullo.
Questa particolare coppia per la quale vale, come per tutte le altre, la relazione:

L =1I+1
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e caratterizzata dal fatto che rispetto a uno degli assi il momento d’inerzia del sistema € massimo e

rispetto all’altro asse &€ minimo.
Gli assi x ed y cosi determinati si dicono assi principali d’inerzia e i momenti, massimo Iy e minimo
I, , calcolati rispetto ad essi si dicono momenti principali d’inerzia.

6.7.3. Teorema di trasposizione (trasporto)

Questo teorema si enuncia cosi: il momento d’inerzia di una superficie rispetto ad un asse qualsiasi &
uguale alla somma del suo momento d’inerzia rispetto ad un asse baricentrico parallelo all’asse dato
e del prodotto della sua area per il quadrato della distanza tra i due assi.

Per la sua dimostrazione consideriamo la generica
superficie di area A (fig. 6.31) e dividiamola in
strisce di area Aa,,Aa, , Aa, ... Aa,,,, distanti

rispettivamente yi, Yo, ... Yn, dall’asse Xo

Yz baricentrico parallelo all’asse assegnato x.

X0 Detta d la distanza tra i due assi, il momento
d’inerzia rispetto all’asse x risulta:

I, = Aay (y, + d)z + Aa, (y, + ff)1 +

+ ... Aa, (—y, + d)’

fig. 6.31
Sviluppando e ponendo in colonna i risultati dello sviluppo si ottiene:

I, = Aa, -y} + Aa,-d*> +2Aa, -y, -d+

Aay - y3 + Aay-d* +2Aa,-y,-d+

.............. ey Lt L e Ie,
Aa, - yf, + Aa,-d* - 24Aa, -y, -d
1 + A-d* + 0

Il significato delle somme di ciascuna delle tre colonne ottenute é evidente:
- la prima da il momento d’inerzia della superficie rispetto al proprio asse baricentrico Xo.
- la seconda ¢ il prodotto dell’area della superficie per il quadrato della distanza tra i due assi x ed X

- la terza da un valore nullo perché, essendo XAa, -y, = A-y, e trovandosi il baricentro
G sull’asse Xo, & Yy =0.

6.27) L,=1,+A-d

xo

Resta cosi dimostrato che
Con la formula 6.27) si riesce a calcolare rapidamente i momenti d’inerzia di figure piane, delle quali
si conoscono gia i momenti d’inerzia rispetto ad assi baricentrici, rispetto ad assi paralleli a questi
ultimi (fig. 6.32a).



62/18

18
' 75 A,
U |
_ _Xo |LG'
|
d s |
|
I
s — X

fig. 6.32

Essa consente inoltre il calcolo dei momenti d’inerzia di figure composte da figure semplici, di cui
siano gia noti i momenti d’inerzia rispetto ai loro assi baricentrici paralleli a quelli baricentrici di tutta
la figura (fig. 6.32b).

Per il calcolo dei momenti d’inerzia di figure composte si puo anche utilizzare la seguente regola:

I momenti d’inerzia di diverse figure si possono sommare o sottrarre, purche siano calcolati rispetto
allo stesso asse o0 allo stesso punto.

6.7.4. Raggi d’inerzia

Sviluppando la prima delle 6.21): = = 44" i

si ottiene: I, = Aa - y% + Aa; - )’% o RSV yﬁ

che si puo scrivere:

I, =(Aa; - y)) - y1 + (Aay - y;) -y, +

+ ... (Aa, - y,) - Ya
Le quantita tra parentesi rappresentano i momenti statici delle aree elementari rispetto all’asse x, per
cui i termini ((Aai . yi)- y, rappresentano i momenti statici dei momenti statici delle aree elementari.
Per il teorema di VVarignon esse equivalgono al momento statico della risultante Sx dei momenti
statici.
Detto y* il braccio di tale risultante rispetto all’asse x, essa diventa:

6.28) =5 -y S.=A-ye

ed essendo per la 6.16):

. .. 6.29) L=A-yg: ¥
sostituendo nella 6.27) si ottiene:
In modo analogo dalla seconda delle 6.21) si ottiene: 6.30) L =A-x-x

essendo x"il braccio rispetto all’asse y della risultante Sy dei momenti statici.
Il punto d’incontro delle risultanti dei momenti statici rispetto agli assi x e y si chiama baricentro dei

momenti statici o centro relativo C*, del quale x* e y*sono le coordinate.
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Le espressioni 6.29) e 6.30) dei momenti d’inerzia dimostrano che per il loro calcolo non é valido il
teorema di Varignon, essendo: L=A-ys-y*+A-y5

Per riportare le 6.29) e 6.30) alla forma tipica dei momenti d’inerzia, cioé al prodotto di un’area per
il quadrato di una distanza, basta osservare che i prodotti x; -x* e Yy, -y  equivalgono sempre
al quadrato di un numero i, cioé:

X x* = f?
Yooy = f'i
Le 6.29) e 6.30) diventano allora:
6.31) L=A" it
6.32) I, =A-i

| terminied i, ed i, , detti raggi di inerzia, sono le distanze ideali alle quali si puo pensare di

concentrare I’area A della figura per ottenere lo stesso momento d’inerzia delle aree elementari Aa,
componenti, situate nella loro posizione effettiva.

Infatti si ha:
6.33) L=A-82=3 Adj~y}
Dalle 6.31) e 6.32) si ricava infine:
=
6.34) = [F
. 1}'
6.35) =N

cioé un raggio d’inerzia e dato dalla radice quadrata per rapporto tra un momento d’inerzia e I’area
della figura.

Tra tutti i raggi d’inerzia di una figura ne esisteranno due, relativi agli assi principali d’inerzia,
rispettivamente massimo e minimo.

Essi costituiscono i semidiametri di un’ellisse, detta ellisse centrale d’inerzia .



