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Hinweilse

Das Skript deckt den Stoff der Vorlesung ab, enthélt aber wenig Beispiele, wie
sie in den Ubungen behandelt werden. Dafiir sind die Ausfithrungen des Skripts
teilweise umfangreicher, allgemeiner und detaillierter als die Darstellung in der
Vorlesung. Die Abschnitte mit einem * sind als Hintergrundwissen einzustufen.

Ansonsten befindet sich das Skript noch im Aufbau beziehungsweise Versuchs-
stadium. Fehler und Ungereimtheiten sind daher wahrscheinlich. Uber Hinweise
bin ich dankbar.
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Kapitel 1

Einleitung

Ein Ausgangspunkt der linearen Algebra sind lineare Gleichungssysteme, deren
Losungsmengen man verstehen, beschreiben und berechnen méchte. Hierzu wer-
den formale Begriffe wie Vektorrdume und lineare Abbildungen eingefiithrt und
dazu eine Theorie entwickelt. Dieses Vorgehen verdeutlicht eine allgemeine Me-
thode in der Mathematik, welche darin besteht, sich zur Losung von Problemstel-
lungen neue Konzepte und Objekte auszudenken und zu untersuchen, mit Hilfe
derer das Ausgangsproblem besser verstanden werden kann.

In der analytischen Geometrie verwendet man Methoden aus der linearen Al-
gebra, um geometrische Sachverhalte und Fragestellungen algebraischen Berech-
nungen zuginglich zu machen. Wenn man die Koordinaten eines Schnittpunkts
zweier Geraden im Raum berechnen mochte, wird man beispielsweise auf ein li-
neares Gleichungssystem gefiihrt.

Lineare Gleichungssysteme und andere Objekte der linearen Algebra treten
in allen Bereichen der Mathematik und auch in Anwendungsgebieten sehr haufig
auf. Daher gehort die Lineare Algebra zum notwendigen Riistzeug jedes Mathe-
matikers.

1.1 Lineare Gleichungen

Eine lineare Gleichung in den Unbekannten oder Variablen zq,...,x, ist eine
Gleichung der Form

ar1ry + -+ apr, =,

wobei ay, ..., a, und b vorgegebene (zum Beispiel reelle) Zahlen und zy,..., z,
gesuchte Zahlen sind. Linear bedeutet hierbei, dafl in der Gleichung erstens nur +
und - vorkommen (die Gleichung ist algebraisch) und daf zweitens x, ..., z, auch
nur alleine und in erster Potenz auftreten (und nicht etwa Ausdriicke der Form
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

2?2 oder x175 usw. zu finden sind). Eine Interpretation als lineares geometrischen
Objekt (Gerade, Ebene, etc.) ist ebenfalls moglich, dazu aber spéter.

1.2 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem besteht per Definition aus mehreren linearen Glei-
chungen, sieht also so aus:

11T, + -+ a1 Ty = by

Am, 121 +-- AmnTn = bm

Hierbei sind die a;; und b; als gegebene Zahlen vorausgesetzt. Eine Losung
des Gleichungssystems sind Zahlen x4, ..., x,, welche alle Gleichungen des Glei-
chungssystems erfiillen.

Die wesentliche Fragen hier sind: Wann gibt es Losungen? Wenn ja, wieviele?
Berechne eine oder alle Losungen! Diese Fragen konnen mit einem Berechnungs-
verfahren, dem Gauf3-Algorithmus, vollsténdig beantwortet werden.

1.3 Kompakte Notation

In der Mathematik macht man sich das Leben héufig einfacher, in dem man eine
kompakte und angemessene Notation fiir die betrachteten Fragestellungen wéhlt.

Schreibe x4, ..., z, als Tabelle mit n Zeilen und 1 Spalte:
a1
x = ,
Tn
x wird dann n-dimensionaler Spaltenvektor genannt. Schreibe by, ..., b,, analog

als m-dimensionalen Spaltenvektor

b



1.4. ABSTRAKTION 7

Schreibe a; ; als rechteckige Tabelle mit m Zeilen und n Spalten

i ... a1 n

A=

Am,1 -+ Amn

A wird dann m x n-Matrix genannt. Definiere ein Produkt A - x bzw. Ax als
Spaltenvektor mit dem Eintrag a; 121 +- - -+ a; 2z, (kurz 2?21 a; ;x;) in der i-ten
Zeile. Das Gleichungssystem kann dann als

Ar =0

geschrieben werden, wobei zwei Spaltenvektoren genau dann gleich sind, wenn sie
das gleiche Format und die gleichen Eintréige haben (analog fiir Matrizen).

1.4 Abstraktion

Die kompakte Notation fithrt auf eine mehr strukturelle Sichtweise von linearen
Gleichungssystemen.

Sei V' die Menge aller moglicher Spaltenvektoren mit n Zeilen, W die Menge
aller moglicher Spaltenvektoren mit m Zeilen. Jedem x € V koénnen wir dann
eindeutig Ax € W zuordnen. Eine solche eindeutige Zuordnung heifit Funktion
oder Abbildung. Wir schreiben

f: V=W x—Ax

und bringen damit zum Ausdruck, daf§ f eine Funktion sein soll, die Elemente aus
V' auf Elemente aus W abbildet, und zwar genauer soll z auf Az abgebildet wer-
den. Die Bildwerte heiflen auch Funktionswerte und werden mit f(z) bezeichnet.
Es gilt also f(z) = Ax.

Das lineare Gleichungssystem wird damit zu

und die Bestimmung der Losungen ist gleich der Frage, fiir welche x € V' wohl
f(x) = b gilt.

Diese Sichtweise machen wir zum Ausgangspunkt der Vorlesung: Wir werden
die wesentlichen Figenschaften der Mengen V und W sowie der Funktion f her-
ausstellen und erhalten die mathematischen Objekte ,, Vektorraum® fiir V' und W
sowie , lineare Abbildung® fiir f.
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1.5 Beispiel
Die lineare Gleichung ax + by = ¢ kann fiir b # 0 auch als
y = (—a/b)a + /b
geschrieben werden. Dies liefert eine Funktion
g:R—>R, x+— (—a/b)xz+c/b,

deren Graph eine Gerade ist und die Losungsmenge der Gleichung beschreibt.
Ist f: R — R eine differenzierbare Funktion, so kann man A in einer kleinen
Umgebung eines xg € R durch die Tangentenfunktion

h:R—R, xzg— f(xg)+ f(x0)(x — x0)

ndherungsweise beschreiben. Soll heiflen: Wir kénnen nicht-lineare Objekte oder
Funktionen in kleinen Bereichen recht gut durch lineare Objekte oder Funktio-
nen approximieren. Ein weiteres Beispiel ist die Oberfliche einer Kugel, an die
man eine Tangentialebene legt. Man betrache zum Beispiel Norddeutschland: Hier
kann man bei der Planung von Straflen und Bahnlinien im wesentlichen davon
ausgehen, daBl man in sich ein einer Ebene (der Tangentialebene) befindet.

Dieses Prinzip ist in der Geometrie (Analysis) von grofiter Bedeutung: Hier
werden geometrischen Objekten ihre Tangentialrdume sowie den Funktionen zwi-
schen geometrischen Objekten lineare Abbildungen der Tangentialrdume als erste
Approximationen zugeordnet.

1.6 Anwendungen

Es gibt unzihlige Anwendungen der linearen Algebra in der Physik, den Inge-
nieurswissenschaften und der Informatik. Hier nur ein paar:

e Die Quantenmechanik und interne Datenverarbeitung in Quantencompu-
tern wird mit Hilfe von Vektorrdumen iiber C modelliert.

e In der Statik (Briickenbau etc.) treten sehr grofie lineare Gleichungssysteme
auf.

e Der Bewertungsmechanismus PageRank in Google benutzt sehr grofie Ma-
trizen.

e Die zur Zeit schnellsten Verfahren zur Faktorisierung ganzer Zahlen in ihre
Primfaktoren miissen sehr grofle lineare Gleichungssysteme losen.
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soehr grof3“ bedeutet hier hunderttausende von Zeilen und Spalten. Fiir wei-
tere Anwendungen siehe zum Beispiel das Buch von Fischer oder das Buch von
Huppert-Willems.
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Kapitel 2
Grundlagen

Zu den Lernzielen der Anféngervorlesungen gehort neben dem eigentlichen Inhalt
auch das Erlernen allgemeinen, mathematischen Handwerkszeugs: Wie verwen-
det man mathematische Notation korrekt? Was sind zuléssige logische Schliisse?
Welche Methoden der Beweisfithrung gibt es? Das Erlernen dieses Handwerks-
zeugs geschieht meist eher nebenher durch Learning-By-Doing. Nichtsdestotrotz
soll hier vorab schon etwas auf diese Fragen eingegangen werden.

2.1 Was ist Mathematik?

Mathematik ist in ihrem Kern eine deduktive Wissenschaft. Aus gewissen einfa-
chen Begriffen und Voraussetzungen (den Definitionen und Axiomen) werden auf
rein logischem Weg Ergebnisse abgeleitet (die Sétze und ihre Beweise). Eine the-
matisch zusammenhéngende Gesamtheit solcher Definitionen und Axiome, Sétze
und Beweise nennt man dann eine Theorie. In der Praxis gesellen sich zu einer
solchen Theorie noch Vermutungen und Beispiele. Forschungsarbeit besteht dann
daraus, Vermutungen in bestehenden Theorien zu beweisen oder zu widerlegen,
neue Beispiele zu finden, oder, oft anhand der Beispiele, neue Definitionen, Sétze
und Vermutungen aufzustellen.

In der Zahlentheorie ist es zum Beispiel ein Satz, dafl es unendliche viele
Primzahlen p gibt. Aber es ist eine Vermutung, daf§ die Zahlen der Form 2P — 1,
die Mersenne-Zahlen, fiir unendlich viele Primzahlen p selber eine Primzahl sind.
Diese Vermutung konnte man als Forschungsziel versuchen zu beweisen, oder man
konnte zumindest die Liste der bekannten Primzahlen erweitern (die grofite ist
zur Zeit 242643801 _ 1 giehe Projekt GIMPS in Google).

11



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.2 Logik

Jeder mathematischen Aussage kommt ein Wahrheitswert zu, sie ist entweder
,wahr® oder ,falsch“. Wenn eine Aussage A wahr ist, so sagt man auch, ,A ist
richtig®, ,, A gilt“ oder ,,A trifft zu“ usw. Man kann Aussagen zu neuen Aussagen
auf die folgenden Weisen kombinieren:

e Negation: = A. Ist wahr, wenn A falsch ist, sonst falsch.

e Und: A A B. Ist wahr, wenn die Aussagen A und B beide wahr sind, sonst
falsch.

Oder: AV B. Ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A und B wahr
ist, sonst falsch.

Implikation: A = B. Gleichbedeutend zu (A A B) V (—A).

Aquivalenz: A < B. Ist genau dann wahr, wenn A und B den gleichen
Wahrheitswert haben. Gleichbedeutend zu (A = B) A (B = A).

Ein mathematischer Satz ist eine Aussage. Viele mathematische Sétze haben
die Gestalt: A = B. A heifit dann Voraussetzung oder Annahme, B Behauptung.
Ein grundliegendes Beweisverfahren ist der sogenannte indirekte Beweis, der Satz
A = B wird dadurch bewiesen, dafl =B als richtig angenommen wird und daraus
ein Widerspruch zur Richtigkeit von A hergeleitet wird, sprich es wird = A gezeigt.
Dies ist zuldssig, es gilt ndmlich (A = B) < (=B = —A), wie man durch
Ausprobieren aller Moglichkeiten der Wahrheitswerte fiir A und B beweisen kann.

Gilt A = B, so heifit B auch eine notwendige Bedingung fiir A und A eine
hinreichende Bedingung fiir B. Denn im ersten Fall mufli B notwendigerweise
wahr sein, damit A wahr sein kann, und im zweiten Fall ist B wahr, falls A wahr
ist (aber B konnte auch wahr sein, wenn A falsch ist). Im Fall A < B ist B
notwendig und hinreichend fiir A.

Die meisten mathematischen Aussagen verwenden Quantoren und Pradikate.
Ein Préadikat ist eine Aussage, die von einem Eingabewert abhéngt. Beispiel:
P(z) = x ist eine Primzahl. Hierbei ist = ein Platzhalter (Variable, Unbekannte),
fiir die konkrete Werte eingesetzt werden konnen. So ist P(2) wahr und P(4)
falsch.

Unter den Quantoren gibt es den All- und den Existenzquantor. Fiir den All-
quantor werden die Symbole A oder V verwendet. Fiir den Existenzquantor wer-
den die Symbole \/ oder 3 verwendet. Wir kénnen dann die folgenden Aussagen
bilden:
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e A, P(z). Ist wahr, wenn P(x) fiir alle Werte = wahr ist, sonst falsch.

e \/, P(z). Ist wahr, wenn es einen Wert z gibt, fiir den P(z) wahr ist, sonst

falsch.

Beispiele: A, (z ist Primzahl = x ist nicht durch 4 teilbar). In Worten: ,,Jede
Primzahl ist nicht durch vier teilbar“. Oder: ,,Sei x eine Primzahl. Dann ist x
nicht durch vier teilbar.*

V,(x ist Primzahl). In Worten: , Es existiert eine Primzahl.“ Oder: ,Es gibt
eine Primzahl.*

Es gelten die Aquivalenzen

=\/P(z) & /\ -P(z) umnd ~ A\ P(z) & \/ ~P(x).

Zum Beispiel: Die Aussage ,,Jede Primzahl ist nicht durch vier teilbar® ist aqui-
valent zur Aussage ,Es gibt keine Primzahl, die durch vier teilbar ist*“.

Noch etwas Notation und ein paar Abwandlungen: Sind P, Q) zwei Pridikate,
so schreiben wir fiir A (P(x) = Q(x)) auch A\, . p(y @(2), und fir \/, (P(z) A
Q(z)) auch \/, i p(r) @(x). Erlaubte Abwandlungen sind zum Beispiel , Fiir fast
alle x ...“ heifit fiir alle  bis auf endlich viele. Oder ,,Es gibt genau ein z ...“
(Symbol \/ oder 3 ).

Gibt es in der Aussage A\, i p() @(@) keine z, die P(z) erfiillen, dann ist
AV P2) Q(x) entsprechend obiger Regeln trotzdem wahr. Zum Beispiel sind
,oei z eine durch 4 teilbare Primzahl. Dann ist z = 7* oder dquivalenterweise
,Jede durch 4 teilbare Primzahl ist gleich 7% wahr.

In einem Beweis fiir einen Satz darf man nun ausschliefSlich die eben beschrie-
benen Formen von Aussagen verwenden. Im Prinzip sollte es sogar moglich sein,
den Beweis ausschliellich unter Verwendung der formalen Zeichen zu fiihren. In
der Praxis ist das aber zu kompliziert und unintuitiv, Beweise sind in der Regel
fiir Menschen und nicht Computer gemacht. Daher werden Beweise in der Mathe-
matik zum groflen Teil sprachlich gefiihrt. Dabei orientieren sich die verwende-
ten sprachlichen Konstrukte stets streng an den oben beschriebenen Formen von
Aussagen beziehungsweise an den gegebenen sprachlichen Beispielen. Ab und zu
kann es auf der anderen Seite kiirzer und préagnanter und daher vorteilhaft sein,
die Formelsprache zu verwenden.

Um Definitionen von Aussagen unterscheidbar zu machen, verwenden wir
héufig folgende Notation: a := b bedeutet, dafl b ein bekannter Wert ist, der
a zugewiesen wird. Danach gilt « = b. A < B bedeutet, da} die Aussage A
gleich der Aussage B definiert wird. Danach gilt A = B. Diese Definitionen sind
sinnvoll, wenn b oder B textlich umfangreich sind und durch eine kiirzere Notation
in a oder A ersetzt werden.



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.3 Mengen und Abbildungen

Die Logik und Mengentheorie gehoren zu den Grundpfeilern der Mathematik.
Allerdings beschéftigen sich die meisten Mathematiker (aufler Logikern und Men-
gentheoretikern) nur wenig damit und begniigen sich mit einem eher intuitiven
oder informellen Zugang. Das liegt daran, dafl der formelle Zugang kompliziert
und der informelle fiir die anderen mathematischen Gebiete ausreichend ist. Wir
haben das im vorigen Abschnitt bereits so gehandhabt und werden es in diesem
Abschnitt ebenso tun.

Nach G. Cantor (Begriinder der Mengentheorie, 1895) verstehen wir unter ei-
ner Menge ,jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen“. Diese Ob-
jekte werden dann Elemente der Menge genannt. Ist x ein Objekt und M eine
Menge, so ist x € M genau dann wahr, wenn z ein Element von M ist. Dies ist
keine Definition im mathematischen Sinn, erkldart aber, was gemeint ist. Etwas
genauer 148t man den Begriff der Menge unerklart und geht nur davon aus, dafl
man fiir Objekte a, b stets Aussagen a = b und a € b hat, die wahr oder falsch
sein konnen. Fiir die negierten Aussagen werden die Symbole &€ und # verwendet.
Beispiel: 1 € {1,2,3}, 7 ¢ {1,2,3}, 1 # 2.

Wir definieren bzw. fordern, daf§ zwei Mengen A und B genau dann gleich
sind, wenn sie die gleichen Elemente haben.

A=B & NrzeAszeb)

Die folgenden Mengen setzen wir als bekannt (existent) voraus:
e N={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen.
o 7Z={0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} Menge der ganzen Zahlen.
e Q Menge der rationalen Zahlen n/m mit n,m € Z und m # 0.
e R Menge der reellen Zahlen.
e C Menge der komplexen Zahlen.

Eine Menge heif3t endlich, falls sie nur endlich viele Elemente besitzt, andern-
falls unendlich. Die Kardinalitdt #S oder |S| einer Menge ist definiert als die
Anzahl ihrer Elemente, falls die Menge endlich ist, und als oo (ein Symbol), falls
die Menge unendlich ist.

Neben den Mengen sind Abbildungen die anderen fundamentalen Objekte in
der Mathematik. Sind A, B Mengen, so ordnet eine Abbildung oder Funktion mit



2.3. MENGEN UND ABBILDUNGEN 15

Definitionsbereich A und Wertebereich B jedem x € A genau ein y € B zu. Wir

schreiben
f:A—B

und interpretieren dies auch als die Aussage, dafl f eine Funktion mit Definiti-
onsbereich A und Wertebereich B ist (oder ,, f ist eine Funktion von A nach B“).
Der z € A zugeordnete Wert y € B wird als Funktionswert f(x) bezeichnet. Zwei
Funktionen f: A — B und g : A — B sind gleich, wenn f(z) = g(x) fir jedes
x € A gilt.

Der Nachweis der Existenz einer Funktion erfolgt in der Regel durch Konstruk-
tion, also durch Angabe einer Abbildungsvorschrift. Beispiel: f : R — R, z + 22
oder g : {1,2} — {3,4},1 — 4,2 +— 3 oder h : N — N,z — y,, wobei y, die
eindeutig bestimme Primzahl > z ist. Im letzteren Fall gentigt als Abbildungsvor-
schrift also auch schon die eindeutig bestimmte Existenz eines y, in Abhéangigkeit
eines x, auch wenn wir y, ,gar nicht genau kennen“. FEine Ausnahme der Regel
stellt die Situation dar, in der wir eine Existenzaussage fiir komplette Funktionen
haben. In diesem Fall wenden wir einfach die Existenzaussage an und bekommen
eine Funktion, ohne selbst eine Abbildungsvorschrift angeben zu miissen (ein fun-
damentales Beispiel fiir diesen Fall ist das Auswahlaxiom weiter unten). Ein noch
zu erwihnender Spezialfall ergibt sich fiir A = (: Fiir jede Menge B gibt es genau
eine Funktion f : ) — B, die sogenannte leere Funktion nach B.

Mengen
Es folgen weitere Definitionen und Existenzaussagen fiir Mengen.

1. Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, wenn alle Elemente von A auch
in B vorkommen. In Zeichen

ACB: \(z€B)
z€EA

Desweiteren ist A eine echte Teilmenge von B, wenn A C B und A # B
gilt, in Zeichen A C B.

2. Es gibt eine Menge ohne Elemente, die leere Menge. Wir schreiben fiir diese
Menge () oder {}.

3. Fiir jede Menge B und jedes Pradikat P fiir Elemente von B gibt es eine
Menge A, die genau die Elemente = aus B enthélt, fiir welche P(z) gilt: Die
Menge A erfiillt A C BA A, cpppe) (T € A).

Schreibweise:

A={x|x € BAP(x)}.
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4. Sind x4,...,x, Objekte, so existiert die Menge A, die genau die Elemente
x1,...,x, besitzt. Schreibweise:

A=A{xy,...,z,}.

5. Fiir jede Menge A gibt es die Menge B(A) aller Teilmengen von A, genannt
Potenzmenge von A. In Zeichen

P(A) = {B| B C A}.

6. Die Differenzmenge B\ A zweier Mengen B und A ist die Menge, die genau
aus den Elementen von B besteht, die in A nicht vorkommen. In Zeichen

B\A:={z|z € BNz ¢ A}.

Fiir die nachfolgenden Regeln bendtigen wir den Begriff von Familien von
Mengen. Daher nun ein Einschub {iber Familien.

Familien

Mit Hilfe von Funktionen koénnen wir Familien definieren. Sei I eine Menge, A
eine Menge und a : I — A. Wir definieren a; := a(7) fiir alle ¢ € I und sagen, daf§
(a;)ier oder auch (a; |i € I) eine Familie oder auch System von Elementen aus A
mit der Indexmenge I sei. Die Idee dabei ist, dal wir fiir jeden ,,Index® ¢ € [ ein
eindeutig bestimmtes Element a; € A haben.

Beispiel: I =R, A = R und a; = 4 fiir alle i € I. Dann ist (a;);c; eine Familie
von reellen Zahlen. Oder I = {1,2}, A = {Z} und a1 = ay = Z. Dann ist (a;)ies
eine Familie von Mengen. Oder I = R, A = PB(R) und a; := [0, 1] fiir jedes ¢ € I.
Dann ist (a;);e; eine Familie von Teilmengen von R. Das bei uns am haufigsten
vorkommende Beispiel sind Familien mit I = {1,...,n}. Eine solche kénnen wir
zum Beispiel auch so schreiben: a = (2,3,3,7). Soll heiflen: 7 = {1,...,4} und
a(l)y=a;=1,a(2) =a2=3,a(3) =a3 =3, a(4) =a, =T7.

Fiir I = () sprechen wir von der leeren Familie von Elementen aus A. Fiir 1
endlich (unendlich) sprechen wir von einer endlichen (unendlichen) Familie von
Elementen aus A. Die a; heiflen die Elemente der Familie (a;);e;.

Weiteres zu Mengen

Fiir die folgenden Regeln sei (A;);e; eine Familie von Mengen mit Indexmenge I.
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7. Es gibt die Vereinigungsmenge U;c;A; bestehend aus allen Elementen aller

A= {x} \/(z € Ai)}.

el el

A;. in Zeichen

im Fall I = () ist die Vereinigung leer.

8. Fiir I # ) gibt es den Durchschnitt N;c;A; bestehend aus Elementen, die in
allen A; vorkommen. In Zeichen

N ={z| Al e an}.

icl el

9. Es gibt das (kartesische) Produkt

[]4 = {a’a:[HUAi/\/\(a(i) eAi)}.

iel icl icl
Im Fall I = ) enthélt [[,.; A; nur die leere Funktion () — 0.
10. Ist A; # 0 fiir alle i € I, so gilt [],.; A; # 0. (Auswahlaxiom)

Weitere Notation: Ist I = {1,...,n} endlich, so schreiben wir auch

JAi=4u---uA4,,

el
(Ai=Ain--NA,,
el
II&:ANOHXAW
el

Die Elemente des kartesischen Produkts heiflen Tupel, oder genauer n-Tupel fiir
endliches [ und n := #1/, und im Fall von #I = 2 auch Paare. Schreibweise:

a=(ay,...,a,) € Ay X ---x A, oder a:(ai)Z-e[EHAi.

il
Fiir n = 0 enthilt das kartesische Produkt nur das 0-Tupel ().
In (ay,...,a,) wird dem Index i das an der i-ten Stelle stehende Element
a; € A; zugewiesen. Dies beschreibt die zugehorige Funktion a : [ — U;erA; mit

a(i) = a;.
Fiir n € Z2° definieren wir

A"=Ax---x A
———

n-mal
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und fiir eine beliebige Menge I definieren wir allgemeiner, aber passend zur bis-
herigen Notation

Al = {f|f:1— A}

Sind 7 und A endlich, so gilt #A! = #A#! (ist auch fiir I = () korrekt).

Jedes Element a = (a;);er € Hie ; A; ist auch eine Familie von Elementen aus
UjerA; mit der speziellen Eigenschaft, da a; € A; gilt. Elemente aus A’ sind
nichts anderes als Familien von Elementen aus A.

Bemerkung zur Notation: Hier sind ein paar Merkregeln. Die Vereinigung wird
U geschrieben, da alles in einen Topf kommen soll (U = Topf). Das logische Oder
V sieht dhnlich wie ein v aus, welches in Latein fiir vel = oder steht. Wir haben
AUB ={z|x € AVz € B} und ANB = {z |z € ANz € B}. Die Symbole 6ffnen
sich also zur gleichen Seite, entweder nach oben oder nach unten. In der Definition
iiber die Vereinigung bzw. den Schnitt {iber Familien sieht man, daf} sich auch
die Quantoren zur gleichen Seite 6ffnen. Fiir I = {1,...,n} und jede Menge A
gilt zum Beispiel auch: (1 € A)V---V (n € A) & V., (i € A) bezichungsweise
(1eAN---ANn e A & A\ € A). Der Existenzquantor ist daher ein
,verallgemeinertes Oder“ (wahr wenn es mindestens eine wahre Bedingung gibt),
und der Allquantor ein ,verallgemeinertes Und“ (wahr wenn alle Bedingungen
wahr sind).

Bemerkung zum Auswahlaxiom. Zur Definition eines Elements von [[..; A;
miifite man eigentlich eine konkrete Abbildungsvorschrift hinschreiben, also eine
klare Regel, die jedem Index ¢ € I ein eindeutig bestimmtes a; € A; zuordnet.
Wenn man das nicht kann, dann hilft das Auswahlaxiom weiter und sichert die
Existenz mindestens eines Elements aus [],.; A; (ansonsten hétte man Schwierig-
keiten beim Nachweis der Existenz, da man ja keine Funktion hinschreiben kann,
und in der Tat kénnte formal J],_; A; = 0 gelten).

Wenn man sich nicht an die obigen Regeln 1-10 hélt, kann man widerspriichli-
che Konstruktionen hinschreiben: Sei zum Beispiel

A :={B| B Menge mit B ¢ B},

die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Falls A ¢ A gilt, so
folgt A € A wegen der Definition von A. Falls jedoch A € A gilt, so erfiillt A
die ¢-Bedingung in der Definition und es gilt A ¢ A. Es kommt also in jedem
Fall zu einem Widerspruch und A kann nicht existieren, auch wenn man dies
aufgrund einer inkorrekten Anwendung von 3 vielleicht dachte. Dieses Beispiel
heift Russelsche Mengenantinomie.
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Funktionen

Es folgen Details zu Funktionen. Haben wir f : A — Bund g : B — C, so
definieren wir die Hintereinanderausfithrung, Komposition oder Verkniipfung go f
von f und g durch

gof:A—=C, x—g(f(z)).

Wir haben die folgenden Definitionen und Eigenschaften:

1.

2

10.

[ heiBt injektiv, wenn A, 4 (f(z) = f(y) = = = y) gilt.

f heiBt surjektiv, wenn A 5V, ca(f(z) = y) gilt. Wir sagen dann auch,
daB f eine Abildung von A auf B sei.

f heiit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Fir X C A definieren wir f(X) = {f(z) |2 € X}, das Bild von X unter f.
Die Bildmenge oder der Bildbereich von f ist f(A).

Fir Y C B definieren wir f~(Y) = {z € A| f(z) € Y}, das Urbild von Y
unter f.

. f(z) =y, so nennen wir y einen Bildwert und z ein Urbild von y unter f.

Die Urbildmenge f~!({y}) heifit auch die Faser von f iiber y.

Ist X C A, so definieren wir die Einschrinkung von f auf X als f|x : X —
B, x— f(x).

Die identische Abbildung auf einer Menge A ist idy : A — A, x — 2. Gilt
A C B, so ist die Inklusionsabbildung ¢ von A in B definiert als i : A —
B, x+— x.

Ist f : A — B bijektiv, so gibt es zu jedem y € B genau ein x € A mit
f(x) = y. Dies taugt als Abbildungsvorschrift und definiert eine bijektive
Funktion f~': B — A mit f~'o f = idy und fo f~! = idg, welche die
Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f heif3t.

Die folgenden Aussagen sind héufig niitzlich.

2.1 Satz. Seien A und B nicht leere Mengen. Dann gilt:

(1) Ist f: A — B injektiv, so gibt es g: B — A mit go f =ida.

(17) Ist g : B — A surjektiv, so gibt es f : A — B mit go f =id4.
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(zi1) Sind f : A — Bundg: B — A mit go f =1ida, so ist [ injektiv und g
surjektiv.

(iv) Ein f: A — B ist genau dann bijektiv, wenn es g: B — A mit go f =idx
und fog=1idg gibt.

(v) Sind f : A — B injektiv und g : B — A injektiv, so gibt es h : A — B
bijektiv.

(vi) Sind A, B endlich mit #A = #B und ist f : A — B injektiv oder surjektiv,
so ist [ bijektiv.

Beweis. Ubungsaufgabe (bis auf (v), das ist schwierig). O

Gibt es zu zwei Mengen A und B eine bijektive Funktion f : A — B, so heiflen
A und B gleichméchtig. Dann gilt auch #A = #B.

Weiteres zu Familien

Sei a = (a;)ier = (a;|i € I) € Al eine Famillie von Elementen aus A. Wir kénnen
der Familie die Menge a(I) = {a; |i € I} zuordnen. Hierdurch vergessen wir eine
etwaige mehrfache Aufzéhlung der Elemente der Familie (also a; = a; fiir i # j)
sowie eine etwaige Reihenfolge der a;, wie sie durch I gegeben sein kann (also
zum Beispiel erst a;, dann a,, etc. fiir [ = N).

Umgekehrt konnen wir aus einer Menge A eine Familie von Elementen aus A
machen. Wir wéhlen als Indexmenge I = A und definieren a; := i fiir alle ¢ € 1.
In anderen Worten a = id4. Dies liefert eine Familie von Elementen aus A mit
a; # a; fir alle ¢ # j.

Mit der letzten Umwandlung kann eine Menge A von Mengen in eine Familie
von Mengen umgewandelt werden. Damit kann man auch die Vereinigung UA =
UacaA, den Schnitt NA = NgesA und das direkte Produkt [[A = [[,c4 A
einer Menge A von Mengen mit Hilfe der Definitionen fiir Familien von Mengen
definieren.

2.4 Vollstindige Induktion

Die vollstédndige Induktion ist ein Beweisverfahren, welches sich der Axiome der
Menge N der natiirlichen Zahlen bedient: Sei A CN. Gilt 1 € Aund gilt n+1€ A
fiir jedes n € A, so folgt A = N.

Ist P ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen, so kann man daher wie folgt zeigen,
daB P(n) fiir alle n € N wahr ist: Man zeigt:
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1. P(1) ist wahr
2. Die Implikation P(n) = P(n + 1) ist wahr fiir alle n € N.

Warum gilt dann zum Beispiel P(27)7 Nach dem zweiten Beweisschritt wissen
wir: Wenn P(1) wahr ist, so ist auch P(2) wahr. Wenn P(2) wahr ist, so ist auch
P(3) wahr, usw. bis wenn P(26) wahr ist, so ist auch P(27) wahr. Da im ersten
Schritt gezeigt wurde, dal P(1) wahr ist, folgt, da auch sukzessive P(2), P(3),
usw. bis P(27) wahr sein miissen.

Beispiel: > " ;i = n(n + 1)/2 wird iiblicherweise mit vollstandiger Induktion
gezeigt. Die Aussage P(n) ist, daB die Gleichung fiir n korrekt ist. Nachweis von
P(1): Wir erhalten Z;le' =1=1-2/2, also ist P(1) richtig. Sei n € N beliebig
und gelte P(n). Wir wollen zeigen, daf§ unter diesen Annahmen auch P(n + 1)
gilt. Wir rechnen

n+1 n
di=n+1+4) i=n+l+n(n+1)/2=1+n/2)(n+1)
i=1 i=1

= (n+1)(n+2)/2.

Wir erhalten also Y7 i = (n41)(n +2)/2, und das ist Aussage P(n+ 1). Nach
dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist P(n) damit fiir jedes n € N gezeigt.
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Kapitel 3
Gruppen, Ringe, Korper

In diesem Abschnitt gehen wir auf algebraische Operationen ein und definieren
die algebraischen Strukturen Gruppe, Ring und Korper.

Ausgangspunkt und begleitendes Beispiel sind N, Z,Q,R und C sowie die
algebraischen Operationen +,—,-, /. Die folgenden Definitionen fassen die we-
sentlichen Eigenschaften und Unterschiede dieser Operationen auf den genannten
Mengen zusammen und sind danach auch fiir viele zusitzliche Mengen (die wir
noch nicht kennen beziehungsweise noch nicht behandelt haben) anwendbar.

3.1 Verkniipfungen

Seien X,Y Mengen. Eine Verkniipfung o auf X mit Operatorbereich Y ist eine
Funktion
0:Y xX — X.

Die Funktionsanwendung o(a,b) wird in Infixnotation a o b geschrieben. Fiir
Y = X sprechen wir auch einfach nur von einer Verkniipfung auf X. Beispie-
le fiir Verkniipfungen sind + und - auf den eingangs genannten Mengen oder
die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen auf der Menge X der Abbil-
dungen einer Menge in sich selbst. Fiir A C Y und B C X definieren wir
AoB = {aobla € Ab € B} sowie ao B = {a} o Bund Aob = Ao {b}
fiira € Aund b € B.
Eine Verkniipfung o auf X heifit assoziativ, wenn

ao(boc)=(aob)oc

fiir alle a, b, c € X gilt. Fiir eine assoziative Verkniipfung braucht man daher nicht
zu klammern, Ausdriicke der Form a; o - - - o a,, werden mit Hilfe einer beliebigen

23
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Klammerung definiert. Eine Verkniipfung heifit kommutativ, wenn
aob=boa

fiir alle a,b € X gilt.

3.2 Neutrale Elemente

Sei G eine Menge mit assoziativer Verkniipfung o. Ein Element e € G heifit
neutrales Element beziiglich o, wenn

EOX =Tro0ec=2x

fiir alle x € G gilt.

Falls es in GG ein neutrales Element beziiglich o gibt, so ist es eindeutig be-
stimmt: Sind ey, e; € G neutrale Elemente beziiglich o, so gilt nach Vorausset-
zung e; = e1 0 eg = eg. Fiir verschiedene Verkniipfungen auf GG sind die neutralen
Elemente im allgemeinen aber verschieden. Eine Menge GG mit assoziativer Ver-
kniipfung und zugehorigem neutralem Element heifit Monoid.

Zum Beispiel gibt es in der Menge 2Z der geraden Zahlen beziiglich + und -
keine neutralen Elemente. Hingegen bildet Z beziiglich + und - Monoide mit den
neutralen Elementen 0 und 1.

3.3 Invertierbare Elemente
Sei G ein Monoid mit Verkniipfung o und neutralem Element e. Sind a,b € G mit
aob=ce,

so heiflt a Linksinverses von b und b Rechtsinverses von a. Ist b Linksinverses von
a und Rechtsinverses von a, gilt also

aob=boa=ce,

so heifit b Inverses von a. Ein Element a € G heifit (rechts-/links-)invertierbar,
wenn es ein (Rechts-/Links-)Inverses b € G von a gibt. Das neutrale Element e
ist invertierbar mit Inversem e.

In den Monoiden Z, Q, R und C zusammen mit + ist jedes Element invertier-
bar und die Inversen sind gerade die negierten Elemente. In Q\{0}, R\{0} und
C\{0} zusammen mit - ist jedes Element invertierbar und die Inversen sind gera-
de durch die Kehrwehrte gegeben. In Z zusammen mit - ist kein Element # 1, —1
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invertierbar. Die feinere Unterscheidung in links- und rechtsinvertierbar tritt hier
wegen der Kommutativitdt von + und - nicht auf. Ein Beispiel daiir wird aber
weiter unten gegeben.

3.1 Lemma. Sei G ein Monoid mit Verkniipfung o und neutralem FElement e.

(1) Links- und zugleich rechtsinvertierbare Elemente sind invertierbar und das
Inverse ist eindeutig bestimmit.

(17) Ist a € G invertierbar mit Inversem b € G, so ist auch b invertierbar und
besitzt das Inverse a.

(7i1) Sind a,b € G invertierbar mit Inversen ¢,d € G, also aoc=coa = e und
bod=dob=e, soist auch aob invertierbar und besitzt das Inverse d o c.

() Sind a,xq,x9 € G mit a invertierbar und a o x1 = a o Ty, so gilt x1 = 3.
Aussage (iv) heifit Kiirzungsregel.

Beweis. (i): Sei b € G links- und rechtsinvertierbar mit Linksinversem a und
Rechtsinversem c¢. Dann gilt « =aoe=ao(boc) = (aob)oc=eoc=rc. Also
ist a = ¢ zugleich Links- und Rechtsinverses, und daraus folgt die Aussage.

(17): Es gilt a 0o b = bo a = e aufgrund der Definition von b. Damit erfiillt a
aber auch die Definition eines Inversen von b.

(7i1): Es gilt (aob)o(doc) = ao(bod)oc = aoc = e und analog (doc)o(aob) = e,
also ist d o ¢ das Inverse von a o b.

(1v): Sei b das Inverse von a. Durch Anwendung von o mit b von links auf
a o xy = a o xy ergibt sich wie gewiinscht ;1 = eox; =boaox; =boaoxy =
€0 Ty = X9. U

Die Menge G = {f|f : Z — 7Z} mit der Hintereinanderausfithrung o von
Abbildungen ist ein Monoid mit neutralem Element id. Wir wollen ein Beispiel
linksinvertierbarer, aber nicht rechtsinvertierbarer Elemente finden. Finde also
fyg € Gmit fog=id und go f # id, also g injektiv und nicht surjektiv, und f
surjektiv und nicht injektiv. Wir kénnen damit zum Beispiel

g:x—2x und f:x+— xdiv2
wahlen. Die Abbildung

b rdiv2 fir x gerade,
LT
0 sonst.

ist ebenfalls ein Linksinverses von ¢, also sind Linksinverse linksinvertierbarer
Elemente im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
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3.4 Notation

Die obige Notation unter Verwendung des Symbols o ist teilweise etwas umstéand-
lich und unintuitiv. Zur Vereinfachung betrachten wir die Symbole - und + und
fithren ein paar Konventionen ein.

Verwenden wir das Symbol - anstelle von o, so lassen wir - auch haufig aus:
Dann bedeutet ab also eigentlich a - . Das neutrale Element bezeichnen wir mit
1 anstelle von e. Ist a invertierbar, so bezeichnen wir das Inverse von a mit a=.

Die Formeln aus (77) bis (iv) des Lemmas 3.1 sehen dann recht eingéingig so aus:
(e t=a, (ab)'=blta"', ax; =ary =1 =10

Sind a; € G fiir 1 <i <nund n € ZZ', so definieren wir

n
”ai::al---an, a"::”a.
i=1

i=1

Falls es das neutrale Element 1 gibt, definieren wir das leere Produkt (also wenn
n < 0ist) und a® als 1. Ist a invertierbar, so definieren wir zusétzlich

Nach Lemma 3.1, (s44) gilt (a”)™! = (a7 ')".

Das Symbol + verwenden wir nur fiir kommutative Verkniipfungen. Die obi-
gen Ausfithrungen sehen dann ganz analog wie folgt aus: Das neutrale Element
bezeichnen wir dann mit 0 anstelle von e. Ist a invertierbar, so bezeichnen wir
das Inverse von ¢ mit —a. Die Formeln aus (ii) bis (iv) des Lemmas 3.1 sehen
dann recht eingéngig so aus:

—(—a)=a, —(a+b)=(—a)+(=b), a+x1=a+1= 11 =09

Sind a; € G fiir 1 <i <nund n € ZZ', so definieren wir

n n

Zai =ay+ -+ ay, na::Za.

i=1 i=1

Falls es das neutrale Element 0 gibt, definieren wir die leere Summe (also wenn
n < 0 ist) und Oa als 0. Ist a invertierbar, so definieren wir zusétzlich (—n)a =
—(na). Nach Lemma 3.1, (iii) gilt —(na) = n(—a). AuBlerdem schreiben wir a —b
fir a + (—=b).

Die Abbildungen (n,a) — a" und (n,a) — na liefern Beispiele fiir Ver-
kniipfungen auf G mit Operatorbereich Z=*.
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3.5 Gruppen

3.2 Definition. Eine Gruppe G ist ein Monoid, in welchem jedes Element inver-
tierbar ist.

Beispiele fiir Gruppen sind Z, Q, R oder C zusammen mit + sowie Q\{0},
R\{0} oder C\{0} mit -. Monoide, aber keine Gruppen sind hingegen N mit +,
Z\{0} mit - oder Q, R, C mit - (warum?).

Die genannten Gruppen sind alle abelsch. Ein wichtiges Beispiel im allgemei-
nen nicht-abelscher Gruppen sind die Permutationsgruppen. Sei X eine nicht-leere
Menge und

S(X):={f]|f:X — X bijektiv}.

Dann ist S(X) zusammen mit der Hintereinanderausfithrung o von Abbildungen
eine Gruppe. Die Elemente von S(X) heiflen Permutationen auf X und S(X)
die Permutationgruppe von X. Besonders hiufig wird der Fall X = {1,... ,n}
betrachtet.

3.6 Ringe und Korper

3.3 Definition. Ein Ring R ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und -,
so dafl R zusammen mit + eine abelsche Gruppe und R zusammen mit - ein
Monoid ist und die Distributivgesetze

z(y+z)=z-y+x-zund (z+y)-z2=x-2+y-z
fiir alle z,y, 2 € R gelten. Ist - kommutativ, so heifit R kommutativ.

Wie oben schreiben wir 0 fiir das eindeutig bestimmte neutrale Element von
R zusammen mit + (genannt das Nullelement) und 1 fiir das eindeutig bestimmte
neutrale Element von R zusammen mit - (genannt das Einselement). Auch lassen
wir - in den meisten Fillen wieder aus.

Aufgrund des Distributivgesetzes gilt 0z = 20 = 0 fiir alle x € R. Denn es
gilt beispielsweise 0x + 0z = (0 + 0)z = Oz, und mit der additiven Kiirzungsregel
folgt 0z = 0 fiir alle x € R. Desweiteren gilt (—1)z = —z, denn wir haben
r+ (—1)z=1r+ (-1)z = (1 — 1)z = 0z =0 fur alle z € R.

Der Nullring R = {0} ist ein Ring mit Einselement 1 = 0. Gilt umgekehrt fiir
einen Ring 1 = 0, so ist R bereits der Nullring, denn fiir x € R gilt z = 1z =
0z = 0. Ist R ungleich dem Nullring, so gilt also 1 # 0.

Sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit invertierbar mit Inversem y € R,
wenn z im Monoid R zusammen mit - invertierbar mit Inversem y ist (analog
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fiir rechts- und linksinvertierbar). Wir erinnern an Lemma 3.1, (i) und schreiben
fiir das eindeutig bestimmte Inverse wieder y = x~!. Ein invertierbares Element
von R heifit auch eine Finheit von R. Die Menge der Einheiten von R zusammen
mit der Verkniipfung - bildet unter Beriicksichtigung von Lemma 3.1, (iii) eine
Gruppe, die Einheitengruppe R* von R.

3.4 Definition. Ein kommutativer Ring mit 1 # 0 heifit Kdrper, wenn R* =
R\{0} gilt.

Die Mengen @Q, R und C sind zusammen mit +, - Korper. Die Menge Z ist
mit +,- ein Ring, aber kein Korper. Hier gilt Z* = {—1,1}. Die Menge 27Z ist
kein Ring, da es kein neutrales Element beziiglich - gibt. Die Menge N ist mit
+, - ebenfalls kein Ring, da bereits nicht fiir alle Elemente Inverse beziiglich +
existieren.

3.5 Lemma. Ist R ein Korper und sind a,b € R mit a,b # 0, so gilt ab # 0.

Beweis. Angenommen, es wire ab = 0. Wegen a # 0 ist a invertierbar und wir
erhalten durch Multiplikation mit a~! die Gleichung b = a~'ab = a=10 = 0, im
Widerspruch zu b # 0. O

Hier ein Beispiel eines nicht-kommutativen Rings. Auf dem Monoid G =
{f|f:7Z — Z} mit o erhalten wir eine Verkniipfung + wie folgt: Seien f,g € G.
Dann definiere h € G durch h(z) := f(x) + g(z) fir alle z € Z. Es ist nicht
schwierig, nachzurechnen, daf§ G zusammen mit + und o ein Ring ist. Die obigen
Beispiele zeigen, dafl G linksinvertierbare, aber nicht rechtsinvertierbare Elemente
enthélt und daher nicht kommutativ ist. Fiir die Einheitengruppe gilt G* = S(Z).

3.7 Restklassenringe und endliche Koérper

Wir betrachten eine wichtige Klasse von Ringen und Koérpern, die inshbesondere
in der Codierungstheorie und Kryptographie hiufig vorkommen.

Fiir das folgende fixieren wir ein n € Z=1. Ist x € Z, so gibt es gemif ganzzah-
liger Divison durch n mit Rest eindeutig bestimmte d,,r, € Zmit 0 <r, <n—1
und z = d,n + r,. Wir definieren x mod n := r,. Es gilt damit beispielsweise
7mod 3 =1 und —4 mod 3 = 2.

Definiere die Menge Z/nZ := {0, 1,...,n—1} und zwei Verkniipfungen @ und
® darauf wie folgt: Fiir a,b € Z/nZ seien

a®b:=(a+b)modn, a®b:=(ab) modn.
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3.6 Satz. Die Menge Z/nZ zusammen mit den Verknipfungen & und © ist ein
kommutativer Ring mit Nullelement 0 und Finselement 1.
Hierbei ist Z/nZ. genau dann ein Kérper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Wegen der entsprechenden Eigenschaften von + gilt auch a®b = bda und
a®0=0®a=afir alle a,b € Z/nZ. Fir a € Z/nZ erfillt b := (—a) mod n €
Z/nZ die Gleichung a b =0@ a = 0.

Wegen der entsprechenden Eigenschaften von - gilt auch a © b = b ® a und
a®1l=10a=a fir alle a,b € Z/nZ.

Zum Nachweis der Ringeigenschaft sind daher nur noch die Assoziativitiat von
@ und ® sowie die Distributivitiat zu tiberpriifen. Es gilt

(a®b) ®c=(((a+b) modn)+c) modn
= ((a 4 b) mod n) 4 ¢ — d((a+b) mod n)+c"
=a+b—darpn + ¢ = d((a4b) mod n)+cN
=a+b+c— (dato + d((atb) mod n)4e)T
=a+b+c—dypien, (3.7)
wobei in den ersten vier Gleichungen nur die Definitionen und in der fiinften

Gleichung die Eindeutigkeit von d, verwendet wurde. Aufgrund der Symmetrie
in (3.7) und der bereits gezeigten Kommutativitat gilt

(a@b)Dc=(bdc)Da=ad (bDc).
Analog erhalten wir

(a®b) ®c=(((ab) mod n)c) mod n
= ((ab) mod n)c — d((ab) mod n)cn

= (ab — dayn)c — d((ab) mod n)cn

abc — (dabc + d((ab) mod n)c)n
= abc — dgen, (3.8)
und daraus
(a@b)Oc=0boc)a=a® (bOc).

SchlieBlich gilt mit den gleichen Argumenten einerseits

a®(b®dc)=alb®c)—dypaen
=a(b+c— dppcn) — dopae)n
= ab + ac — (adptc + dagpac))n
=ab+ ac — dgpiacn, (3.9)
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und andererseits

(@@b) @ (a®c)=(a®b)+(a®c)— duob)+(@oen
= (ab — dapn) + (ac — doen) = diaob) (a0
= ab + ac — (dap + dac + d(aob)+(ace))
= ab+ ac — dgpiacn, (3.10)

Die Gleichheit von (3.9) und (3.10) liefert
a®bdc)=(a®b) ®(a®c).

Das andere Distributivgesetz folgt aus der Kommutativitat von ©. Damit ist be-
wiesen, dal Z/nZ wie behauptet ein Ring ist. Die Subtraktion in Z/nZ bezeichnen
wir im folgenden mit ©.

Zur zweiten Aussage: Sei Z/nZ ein Korper. Wir nehmen zur Herleitung eines
Widerspruchs an, dafl n keine Primzahl ist. Dann gibt es a,b € Z=! mit ab = n.
In Z/nZ gilt somit a,b # 0 und a ® b = 0, was im Widerspruch zur Aussage von
Lemma 3.5 steht. Also mufl n eine Primzahl sein.

Sei umgekehrt n eine Primzahl. Sei a € Z/nZ mit a # 0. Wir miissen zeigen,
daB a ein Inverses b € Z/nZ besitzt. Betrachte die Abbildung f : Z/nZ —
Z/nZ, x — a ® z. Diese ist injektiv: Denn gilt « ® 77 = a ® x5, so nach dem
Distributivitdtsgesetz auch a ® (x1 © x5) = 0. Also ist a(z1 © x2) durch n teilbar.
Da a nach Annahme nicht durch n teilbar ist, mufl ;1 © x5 durch n teilbar sein.
Also gilt 1 © x5 = 0 und daher x; = x5. Da Z/nZ eine endliche Menge ist, mufl
f auch surjektiv sein. Es gibt also speziell ein b € Z/nZ mit f(b) = a ® b = 1.
Dies zeigt, dal a in Z/nZ invertierbar ist. O

Im folgenden fassen wir Z/nZ nicht mehr als Teilmenge von Z auf. Wir kénnen
dann anstelle von & und © gewohnter + und - verwenden, ohne das es zu Ver-
wechselung mit dem + und - auf Z kommt. Wir nennen Z/nZ Restklassenring
modulo n.

Ist n eine Primzahl p, so schreiben wir anstelle Z/pZ auch F,. Dieser Korper
heiflt endlicher Korper mit p Elementen.

Was Computer angeht, so spielt der kleinste endliche Korper Fy = {0, 1}
eine besondere Rolle, da seine Elemente gerade Bits sind. Hier gilt 0 + 0 = 0,
0+41=140=1,141=0,0-0=0-1=1-0=0und 1-1 = 1. Damit entspricht
+ der logischen Operation Xor und - der logischen Operation Und. Die Elemente
der Menge F3 sind dann Bytes usw.

Zwischen Q und C gibt es eine grofle Anzahl weiterer Korper. Von Interesse
fiir die Zahlentheorie sind insbesondere die Zahlkorper. Ein Beispiel eines solchen
Korpers ist

QV2] = {a+bV2]|a,b e Q}
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zusammen mit + und - wie in C. Es ist offensichtlich, daB 0,1 € Q[v/2] sind und
daB Q[v/2] beziiglich + abgeschlossen ist.
Beziiglich - ist Q[v/2] aber ebenfalls abgeschlossen und es existieren Inverse:

Sind a + bv/2, ¢ + dv/2 € Q[v/2], so gilt
(a4 bV2)(c + dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + be)V2 € Q[V2),
und fiir @ + bv/2 € Q[v/2]\{0} gilt
(a4 bv2)"" = a/(a® — 20°) — b/(a® — 20*)V2 € Q[V2].

Damit folgen alle weitere Korperaxiome direkt aus den Eigenschaften von + und -

auf C.

3.11 Definition. Die Charakteristik char(K) von K ist die kleinste Primzahl n,
sodaBn-1=1+---4 1 mit n Einsen in K gleich Null ist. Falls es keine solche
Primzahl gibt, setzen wir char(K) = 0.

Es gilt char(F,) = p und char(Q) = char(R) = char(C) = 0.
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Kapitel 4

Vektorraume

In diesem Abschnitt fithren wir Vektorraume ein und betrachten Konstruktionen
mit Vektorrdumen, die dem Schnitt und der Vereinigung von Teilmengen einer
Menge entsprechen.

4.1 Vektorraume

4.1 Definition. Sei K ein Korper. Ein Vektorraum V ist eine abelsche Gruppe
mit Verkniipfung
+: VXV =V

sowie einer weiteren Verkniipfung
KXV =V

auf V' mit Operatorbereich K, welche folgende Bedingungen fiir beliebige A\, u € K
und v, w € V erfiillt:

(v = Mpv)
Av+w) = A+ dw
A+ p)v = v+ po

lv=w

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die Elemente von K Skalare. Die Ver-
kniipfung + heiflit Addition und die Verkniipfung - heifit Skalarmultiplikation. Das
neutrale Element 0 der Addition heifit Nullvektor. Wollen wir den Koérper néher
spezifizieren, sagen wir auch, dafl V' ein K-Vektorraum ist. Die einelementige
abelsche Gruppe V' = {0} wird mit A-0 := 0 fiir alle K zu einem K-Vektorraum,
genannt Nullvektorraum iiber K.
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4.2 Lemma. Firjedesv € V und A € K gilt 0v = 0, A0 = 0 (in dieser Gleichung
0€V)und (—1)v = —v, und aus Ao =0 folgt A =0 oder v = 0.

Beweis. Der Beweis ist der gleiche wie bei Ringen beziehungsweise Korpern: Es
gilt Ov + 0v = (0 4+ 0)v = Ov, und die Kiirzungsregel liefert Ov = 0. Analog
A0+X0 = A(040) = A0 und daher A0 = 0, wobei hier 0 den Nullvektor bezeichnet.
Desweiteren gilt v+ (—1)v = lv+(—1)v = (1—1)v = 0v = 0. Also ist (—1)v unter
Beriicksichtigung der Kommutativitit von + das eindeutig bestimmte Inverse —v
von v. Schliellich gelte Av = 0. Fiir A = 0 ist die Aussage wahr. Fiir A # 0
erhalten wir v = A™'A\v = 0 = A710 = 0 und die Aussage ist ebenfalls wahr. ]

4.3 Beispiel. Die Menge K" ist mit der bekannten koeffizientenweise Addition
und Skalarmultiplikation ,,iiblicher Vektoren“ ein K-Vektorraum.

Die Elemente von K™ kénnen unterschiedlich interpretiert werden, zum Bei-
spiel als schlichte Zahlentupel oder als geometrische Pfeile.

4.4 Beispiel. Ist I eine beliebige nicht leere Menge, so wird K wie folgt zu
einem K-Vektorraum: Fiir f,¢g € K und A € K definieren wir f + g € K’ durch
(f +9)(@) == f(i) + g(i) und \f € KT durch (Af)(i) :== \f(i) fiir alle i € I.

Die Vektorraumaxiome lassen sich anhand der Axiome ohne weiteres verifizie-
ren. Der Nullvektor ist zum Beispiel die Nullfunktion f € K’ mit f(i) = 0 fiir
alle i € I. Fiir I = {1,...,n} erhalten wir K’ = K". Das Beispiel ist daher eine
Verallgemeinerung des vorherigen Beispiels.

4.5 Beispiel. Der Korper C ist ein R-Vektorraum und Q-Vektorraum.

Es gibt weitere Beispiele, in denen die Vektoren wenig mit Tupeln mit Ein-
tragen aus K zu tun haben.

4.2 Untervektorraume

4.6 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Unter-
vektorraum von V', wenn U mit der Addition + und Skalarmultiplikation - von
V ein K-Vektorraum ist. Wir schreiben U < V.

Zum Nachweis der Untervektorraumeigenschaft einer Teilmenge U von V
braucht man nicht noch einmal alle Vektorraumaxiome fiir U nachzurechnen,
da sich einige direkt aus den Vektorraumxiomen von V ergeben. Es geniigt, das
folgende, dquivalente Kriterium anzuwenden.

4.7 Lemma. Ist U # () und gilt v—w € U sowie \v € U fiir alle v,w € U und
A € K, so st U ein Untervektorraum von V.
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Beweis. Da U # () gibt es ein v € U, und daher gilt auch 0 = v —v € U. Ist
w € U, so liefert die Bedingung v —w € U fiir v = 0 die Existenz des Inversen
—w € U. Sind v, w € U, so erhalten wir v+ w = v — (—w) € U. Damit ist + eine
Verkniipfung auf U. Weiter iibertragen sich die neutrale Elementeigenschaft von
0, die Assoziativitidt und Kommutativitdt von + von V auf U, so dal U mit +
eine abelsche Gruppe ist.

Wegen der Bedingung Av € U ist - eine Verkniipfung auf U mit Operatorbe-
reich K. Die weiteren Gesetze fiir - aus der Definition von Vektorrdumen iibert-
ragen sich von V auf U, so daf§ U mit + und - ein K-Vektorraum ist. U

Wir konnen den Beweis so zusammenfassen: Basierend auf der Annahme wird
gezeigt, daB3 0 € U gilt und dafl U beziiglich 4, —, - abgeschlossen ist. Alle weiteren
Bedingungen fiir einen Vektorraum sind automatisch erfiillt.

4.8 Beispiel. Sei [ eine beliebige nicht leere Menge, so ist
U={f|fe€K"und f(i) =0 fiir fast alle i € I}

ein Untervektorraum von K7.

,Fiir fast alle” heift , fiir alle bis auf endliche viele Aussahmen®. Dabei kénnen
die Ausnahmen fiir verschiedene f auch an unterschiedlichen 7 auftreten.

4.9 Beispiel. Sei K = I = R. Dann ist
U={f|f€R" und f ist stetig}

ein Untervektorraum von R¥. Fordern wir , differenzierbar“ oder ,,Polynomfunk-
tion“ anstelle von ,stetig®, so erhalten wir noch kleinere Untervektorraume.

4.10 Beispiel. Der Q-Vektorraum R ist ein Untervektorraum des Q-Vektor-
raums C.
Schnitt und Summe zweier Untervektorraume

Im folgenden seien U; und U, zwei Untervektorrdume eines Vektorraums V.

4.11 Satz. Der Schnitt Uy NUs, ist ein Untervektorraum von V- mat Uy NUs C Uy
und U1 N U2 Q U2.
Ist U ein Untervektorraum von V- mit U C Uy und U C Us, so gilt U C U;NUs.

Beweis. Siehe Vorlesung oder nichsten Abschnitt. O
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Der Schnitt U; NUs in V ist also beziiglich C der grofite Untervektorraum von
V', der in U; und U, enthalten ist.

4.12 Definition. Die Summe von U; und Uy in V ist
U+ Uy = {U1+U2|U1 € U; und uy € UQ}

4.13 Satz. Die Summe Uy + Uy von Uy und Uy in'V ist ein Untervektorraum von
V mitUl QU1+U2 undUg §U1+U2
Ist U ein Untervektorraum von V -mit Uy C U und Uy C U, so gilt Uy+Uy C U.

Beweis. Siehe Vorlesung oder néchsten Abschnitt. O

Die Summe U; + Us von U; und U in V ist also beziiglich C der kleinste
Untervektorraum von V', der U; und U enthilt.

Schnitt und Summe von Familien von Untervektorrdumen

Dieser Abschnitt liefert die allgemeinste Verallgemeinerung des vorherigen
Abschnitts. Im folgenden sei (U;);c; eine Familie von Untervektorraumen eines
Vektorraums V.

4.14 Satz. Fiir I # () ist der Schnitt M U; der Familie (U;);er ein Untervektor-
raum von V. mit N;erU; C U; fiir alle v € 1.

Ist U ein Untervektorraum vonV -mit U C U; fiir allei € I, so gilt U C M;erUs;.

Beweis. Sei S = N;c;U;. Wegen U; < V gilt 0 € U; fiir alle ¢ € I und daher auch
0 €S, also S # (. Seien v,w € S. Dann gilt v,w € U; fiir alle i € I. Wegen
U; <V folgt v—w € U fir alle 1 € I, welches v — w € S liefert. Nach dem
Untervektorraumkriterium gilt S <V sowie S < U; fiir alle ¢ € 1.

Die zweite Aussage ist klar, da aus U C U; fiir alle 7 € I auch U C S folgt. O

Der Schnitt der Familie (U;);e; in V ist also beziiglich C der grofite Untervek-
torraum von V', der in allen U; enthalten ist.

4.15 Definition. Die Summe der Familie (U;);er in V ist
ZUi = {Zuz}uz € U; mit u; = 0 fiir fast alle 7 € I} )
icl el
Fiir I = {1,...,n} schreiben wir U + - - - 4+ U,,. Ein héufiger Fall ist zum Beispiel

U1+U2:{U1+U2|U1€U1 UIld’LLQGUQ}.
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In der Definition der Summe der U; miissen wir die ,fast alle gleich Null“
Bedingung verwenden, da wir in V' nur endliche Summen von Vektoren bilden
konnen und die Summe ., u; ansonsten undefiniert sein konnte. Wir verwenden
hierbei die Konvention, dafl eine Summe von beliebig vielen Nullvektoren wieder
den Nullvektor ergibt beziehungsweise dafl aus einer Summe alle Summanden
gleich Null entfernt werden konnen. Die ,fast alle gleich Null“ Bedingung ist
natiirlich nur fiir unendliches [ relevant.

4.16 Satz. Die Summe ), , U; der Familie (U;)ier in V' ist ein Untervektorraum
von V. -mit Uy C Y., Us fiir alle i € 1.

Ist U ein Untervektorraum von V mit U; C U fir allei € I, so gilt Zie[ U, C
U.

Beweis. Sei S = ), U;. Wegen 0 € U; erhalten wir auch 0 € S, also S # 0.
Seien v, w € S. Dann sind v und w endliche Summen von Elementen aus den U;
und folglich ist auch v — w eine solche Summe und daher v — w € S. Schliefilich
gilt U; C S, da jedes u; € U; auch als eine einelementige Summe in S erhalten
werden kann.

Fir U < V mit U; C U fiir alle ¢ € I sind beliebige endliche Summe von

Elementen der U; auch wieder in U enthalten. Es folgt > .., U; C U. O

Die Summe der Familie (U;);e; in V' ist also beziiglich C der kleinste Unter-
vektorraum von V', der alle U; enthélt.
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Kapitel 5

Linearkombinationen

In diesem Abschnitt rechnen wir mit Elementen aus Vektorrdumen. Wir be-
trachten zuerst Rechnungen mit Familien von Vektoren und danach Rechnun-
gen mit Mengen von Vektoren. Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels sind der
Ergénzungssatz, der Austauschsatz und die Folgerungen aus diesen Sétzen.

5.1 Linearkombinationen

Im folgenden ist V' stets ein K-Vektorraum.

5.1 Definition. Sei (v;);c; € V' eine Familie von Vektoren aus V und ()\;)ies €
K eine Familie von Skalaren aus K mit \; = 0 fiir fast alle i € I. Die Line-
arkombination der Vektorenfamilie (v;);e; mit der Koeffizientenfamilie (\;);cr ist

der Vektor
Z )\ivi

von V. Hierbei ignorieren wir in der Summe vereinbarungsgeméfl fast alle Sum-
manden gleich Null, so daf§ eine Linearkombination stets eine endliche Summe
ist.

Wir sagen auch, dal die v; die Vektoren und die \; die Koeffizienten der
Linearkombination sind.

Sind alle Koeffizienten einer Linearkombination gleich Null, so heifit die Line-
arkombination trivial. Im Fall der leeren Familie, also I = (), fassen wir nur 0 als
Linearkombination von (v;);e; auf. Manchmal sprechen wir auch von Linearkom-
binationen der v;.

Im folgenden bezeichnet )., \jv; mit (v;)ier € V! stets eine Linearkombi-
nation mit Koeffizientenfamilie (\;);c; und ist immer eine endliche Summe. Wir
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nehmen also implizit an, da3 \; € K fiir alle ¢ € I und \; = 0 fiir fast allei € I
gilt.

Auch bei unendlichen Indexmengen sind Linearkombinationen endliche Sum-
men, da wir vereinbarungsgemaf fast alle Summanden gleich Null ignorieren.
Wegen der Kommutativitiat von + spielt die Summationsreihenfolge keine Rolle.
Daher liefern Linearkombinationen wohldefinierte Elemente von V.

5.2 Beispiel. Die am héaufigsten auftretende Indexmenge bei Linearkombinatio-
nen ist / = {1,...,n}. Die Linearkombinationen sechen dann also so aus:

Z Aivi = Aur + -+ Aptn.
i=1

Sind V = R3 und vy, v5 € V, so ist v = A\jv; + A\qvs eine Linearkombination von
v; und vy mit den Koeflizienten A; und X\s. und w = Av eine Linearkombination
von v mit dem Koeffizienten .

Im C-Vektorraum V = CF sind gilt exp(iz) = cos(z) + isin(z) fiir alle » € R.
Also ist die Funktion z + €™ eine Linearkombination der Funktionen x — cos(z)
und z — sin(x).

In V' = K* sind Polynomfunktionen z + 7"  a;z" Linearkombinationen der
Potenzfunktionen x — x'. Dies ist ein Beispiel mit einer unendlichen Indexmenge

I = Ny.

5.2 Lineare Unabhingigkeit

5.3 Definition. Sei (v;)ic; € V!. Dann heiBit (v;);c; linear unabhingig, wenn
unter den Linearkombinationen von (v;);e; nur die triviale Linearkombination
den Nullvektor ergibt.

Ist (v;)ies linear unabhéngig, dann sagen wir auch, dafl die Elemente v; fiir
i€l oderwvy,...,v, im Fall [ = {1,...,n} linear unabhéngig seien.

Nicht linear unabhéngig wird als linear abhéngig bezeichnet.

Nach den Definitionen ist eine Familie (v;);e; € V! genau dann linear un-
abhingig, wenn aus ) .., \iv; = 0 fiir beliebige \; € K fast alle Null bereits
A; = 0 fiir alle @ € I folgt. Die leere Familie ist linear unabhéngig. Fin einzelnes
Element v € V ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 gilt.

5.4 Beispiel. Sei V = K™ und e¢; € K™ mit ¢;(j) = 0 fiir alle 7 # ¢ und ¢;(i) = 1.
Dann sind ey, ..., e, linear unabhéingig.



5.2. LINEARE UNABHANGIGKEIT 41

Ein Vektor im R? ist genau dann linear unabhingig, wenn er eine Gerade
aufspannt. Zwei Vektoren im R? sind genau dann linear unabhiingig, wenn sie
eine Ebene aufspannen. Drei Vektoren im R? sind genau dann linear unabhéngig,
wenn sie ganz R? aufspannen.

Die Elemente v; = 1 und vy, = /2 aus dem Q-Vektorraum R sind linear
unabhingig (falls abhiingig, so folgt aus A, +X2v/2 = 0 bereits v2 = =\ /Ay € Q,
was nicht wahr ist).

Die Potenzfunktionen v; : x +— 2 aus V = RR fiir i € N, sind linear un-
abhingig (Ubungsaufgabe).

5.5 Lemma. Sei (v;)ie; € V1. Dann sind dquivalent:
(1) (vi)ier ist linear unabhdngig.

(17) Die Koeffizienten in Linearkombinationen von (v;)ie; sind eindeutig be-
stimmt, aus Y ;o; ANv; = > ;c; 1iv; folgt also N; = p; fiir alle i € 1.

(113) Kein v; ist Linearkombination der anderen v; fir j # i.
Beweis. Leicht. Siehe Vorlesung. O

5.6 Korollar. Sei (v;);er € V! linear unabhingig. Dann gilt v; # v; fiir allei, j €
I miti+ .

Beweis. Gilt v; = v; fiir ein j # ¢, so ist v; Linearkombination der anderen vy
mit k£ # i. Nach Lemma 5.5, (ii7) wire dann (v;);e; linear abhéngig, entgegen der
Annahme. O

Als Funktion I — V ist eine linear unabhéngige Familie (v;);e; nach Korol-
lar 5.6 notwendigerweise injektiv.

Linearkombinationen und lineare Unabhingigkeit fiir Mengen

Es ist praktisch, die Begriffe der Linearkombination und der linearen Unabhéngig-
keit auch fiir Mengen zu definieren. Der wesentliche Grund hierfiir ist, da} wir
dann Mengenoperationen wie zum Beispiel die Vereinigung anwenden konnen,
was bei Familien zu unhandlichen Definitionen und Konstruktionen fiihrt, fiir die
es auch keine Standardnotation gibt.

Wir bendtigen zuerst eine Konversion zwischen Familien und Mengen. Ist a €
Al eine Familie von Elementen aus A mit Indexmenge I, so definieren wir a(/) =
{a(i)|i € I} als die a zugeordnete Menge. Wir vergessen damit die Indizierung
und bilden einfach die Menge der in der Familie vorkommenden Elemente. Sind
zum Beispiel aq,...,a, € A, so entspricht dies im wesentlichen einer Familie
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a = (ay,...,a,) € Al mit I = {1,...,n}, und diese liefert die Menge a(I) =
{a1,...,a,}. Doppelaufzihlungen a; = a; fiir i # j sind mit einer Menge nicht
moglich, ebensowenig wie die Angabe einer Reihenfolge der Elemente.

Ist A eine beliebige Menge, so definieren wir die A zugeordnete Familie a =
(a;)ic; € Al durch I = A und a; := i fiir alle i € I. In anderen Worten gilt
a =idy € A4 Wir fithren damit eine Indizierung fiir die Elemente von A ein,
wobei die Indexmenge [ hier A selbst ist. Ist zum Beispiel A endlich, so kénnen

wir die Elemente von A in der Form ay,...,a, € A mit a; # a; fiir alle ¢ # j
aufzihlen. Dann gilt A = {a4,...,a,} und die A zugeordnete Familie ist nach
geeigneter (bijektiver) Umbenennung der Indizes gleich (aq, ..., a,).

Hier ist ein Beispiel: Geméfl unseren Konventionen bezeichnet (1,3,3,7) die
Familie aus Z' mit I = {1,...,4} und 1 — 1, 2+ 3, 3 +— 3 sowie 4 — 7. Mit den
obigen Konversionen wird dann zum Beispiel aus (1,3,3,7) die Menge {1,3,7}
und daraus wieder die Familie in {1,3,7}{%%7 die durch 1 — 1, 3 — 3 und
7 +— 7 gegeben ist. Nach Umbennung der Indizes von 1 nach 1, von 3 nach 2 und
von 7 nach 3 erhalten wir die Familie (1,3,7). Bei einer anderen Umbenennung
konnten wir (7,3, 1) erhalten. Das spiegelt die Tatsache wieder, daf die Elemente
in einer Menge keine Reihenfolge haben.

5.7 Definition. Unter den Linearkombinationen der Menge M C V' verstehen
wir die Linearkombinationen beliebiger Familien von Elementen aus M, wobei
auch die Indexmengen beliebig sind.

Im Fall von M = () fassen wir nur 0 als Linearkombination von M auf. Manch-
mal sprechen wir auch von Linearkombinationen der Elemente aus M.

Eine besondere Rolle spielen Linearkombinationen der M zugeordneten Fami-
lie. Eine solche Linearkombination ist ein Element von V' in der Summenform

Z AU

veM

mit Vektorenfamilie (v),ecps und Koeffizientenfamilie ist (A, )yen. Wieder gilt A, €
K fiir alle v € M und A\, = 0 fiir fast alle v € M. Jede Linearkombination von
M 148t sich als Linearkombination der M zugeordneten Familie schreiben:

E Aiv; = E [V, wobei p, = E A
el veEM i€l mit v;=v

Das heifit in Worten, dal Summanden mit dem gleichen Vektor zusammengefaf3t
und die zugehorigen Koeffizienten addiert werden.

5.8 Definition. Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhéngig, wenn die M
zugeordnete Familie linear unabhéngig ist, wenn also aus > .\, A,v = 0 fiir
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Ay, € K fast alle Null bereits folgt, daBl A\, = 0 fiir alle v € M gilt. Die leere
Menge () ist linear unabhéingig.

Hier ist noch eine alternative Formulierung dieser Begriffe. Die Menge der Li-
nearkombinationen der Menge M ist gleich der Menge der endlichen Summen der
Form 2?21 A\, fiir v; € M und \; € K. Dariiberhinaus ist M genau dann linear
unabhiingig, wenn fiir jedes n € Z=° alle paarweise verschiedenen vy, ..., v, € M
linear unabhéngig sind.

Das folgende Lemma sagt fiir den Fall endlicher Familien und Mengen, dafl
(v1,...,v,) genau dann linear unabhéngig ist, wenn {vy, ..., v, } linear unabhéngig
ist und v; # v; fiir alle 7 # j gilt. Diese Aussage ist an sich klar, da es etwas va-
ge gesagt bis auf die Indizierung keinen Unterschied der Familie (vq, ..., v,) und
der {vy,...,v,} zugeordneten Familie gibt.

5.9 Lemma. Seiv = (v;);e; € V!. Dann sind dquivalent:
(1) v ist linear unabhingig.
(13) v(I) ist linear unabhdingig und X ist injektiv.

Beweis. Aussage (i) impliziert nach Korollar 5.6 die Injektivitdt von v. Es genitigt
daher, die Aquivalenz von (i) und (ii) unter der Annahme v injektiv beziehungs-
weise v; # v; fiir alle ¢ # 7 zu zeigen.

Wir machen eine Vorbemerkung: Ist 7 : J — I bijektiv, so konnen wir mittels
7 die Indizes von v € V! umbenennen und erhalten die mit 7 umindizierte Fami-

I umindizieren und

lie w = vonm € V’. Wir kénnen aber auch w mit Hilfe von 7~
U zuriick. Entsprechend werden die Koeffizienten-
familien von Linearkombinationen von v und w ineinander umindiziert, und eine
Linearkombination ist genau trivial, wenn die umindizierte Linearkombination

trivial ist. Daher ist w genau dann linear unabhéngig, wenn v linear unabhéngig

kommen wieder auf v = wo ™~

ist.

Nach Annahme ist v — v([) bijektiv. Die Menge v([) ist per Definition genau
dann linear unabhéngig, wenn die zugeordnete Familie id,) linear unabhéngig
ist. Diese ist nach der Vorbemerkung genau dann linear unabhéngig, wenn die
mittels v umindizierte Familie id,;) ov = v linear unabhéngig ist. Die Aquivalenz
von (i) und (#7) ist damit gezeigt. O

5.10 Beispiel. Angenommen, wir wollen zeigen, da M = {vy,...,v,} linear
abhingig ist. Angenommen wir haben " ; A\;v; = 0 und nicht alle A\; = 0. Dann
konnen wir hieraus schliefen, dafl die Familie (vy, ..., v,) linear abhéngig ist, wir
konnen aber nicht schlielen, dafi M linear abhéngig ist. Wir kénnen das nur tun,
wenn v; # v; fiir alle ¢ # j gilt. Das ist eine Anwendung der Implikation (i) nach
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(77) in Lemma 5.9 fiir die negierten Aussagen. Beispiel, wo diese Implikation schief
geht, wenn v; # v; nicht gilt: M = {vy,vo} und v; = v = v # 0. Dann v; —v, =0
und (v, v9) ist linear abhéngig, aber M = {v} ist linear unabhéngig.

Im folgenden werden wir erst einmal fast ausschlieSlich Linearkombination von
Mengen anstelle von Linearkombinationen fiir Familien verwenden. Wie oben be-
reits erwahnt, konnen wir dann Mengenoperationen anwenden und damit Aussa-
gen iiber Linearkombinationen sehr kompakt formulieren. Aber es ist auch keine
wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit damit verbunden: Jede Linearkom-
bination von v € VI ist auch immer eine Linearkombination von v(I) C V, wie
oben bereits bemerkt wurde.

Die zu Lemma 5.5 analoge Aussage fiir Mengen von Vektoren anstelle von
Familien von Vektoren lautet wie folgt:

5.11 Lemma. Sei M C V. Dann sind dquivalent:
(1) M ist linear unabhdngig.

(i) Die Koeffizienten in Linearkombinationen von M sind eindeutig bestimmdt,
aus Y e AU = D cap Ho¥ folgt also Ay = p, fiir alle v e M.

(i13) Kein v € M ist Linearkombination von M\{v}.

Beweis. Wie Lemma 5.5. [l

5.3 Lineare Hiille

5.12 Definition. Sei V ein Vektorraum. Fiir X C V oder X € V! ist die lineare
Hiille von X in V (oder auch Spann von X in V oder auch Erzeugnis von X in
V') definiert als

(X)v = {v|v ist Linearkombination von X}.

Zum Beispiel gilt ({})v = {0}. Fur I = {1,...,n} und X = (v;)ier =
(v1,...,vy) schreiben wir auch (vy, ..., v,)y. Fiir X € V! gilt auBerdem (X)y =
(X (I))v. Daher beschréanken wir uns im folgenden wie bereits angekiindigt haupt-
séchlich auf Mengen.

Die lineare Hiille liefert einen Formalismus, mit dem man bequem Aussagen
iiber Mengen von Linearkombinationen formulieren kann. Die Aussage v € (M)y
ist zum Beispiel synonym mit der Aussage, dal v eine Linearkombination von M
sein soll. Weitere abkiirzende Aussagen finden sich in Satz 5.13 und Lemma 5.15.
Wir werden diesen Formalismus anstelle der ausformulierten Aussagen in der
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Vorlesung recht héufig verwenden. Es ist aber niitzlich und sinnvoll, sich diese
ausformulierten Aussagen an den verschiedenen Stellen zu vergegenwértigen, zum
Beispiel auch bei der Definition der Basis weiter unten.

5.13 Satz. Sei V' ein K-Vektorraum und M C V.

(1) Es gilt (M)y <V.

(i) M C (M), (A)y C (M)y fir AC M, ((My)y = (M)y.
(7i1) Es gilt

(Myy= (1 U

MCU<V

Beweis. (i): Klar mit dem Untervektorraumkriterium.

(17): Jedes x € M kann als Summe {iber einen Summanden mit Koeffizienten
1 aufgefaBt werden, daher gilt x € (M)y. Die beiden anderen Aussagen sind klar,
da Linearkombinationen von A auch Linearkombinationen von M sind, und da
Linearkombinationen von Linearkombinationen von M wieder Linearkombinatio-
nen von M sind.

(1i): Bezeichne S die rechts der Gleichung stehende Menge.

L,CIst U < Vmit M C U, so gilt (M)y C U, da U unter Addition und
Skalarmultiplikation abgeschlossen ist. Mit der Definition von S ergibt sich wie
gewiinscht (M), C S.

,2“ Offenbar gilt M C (M)y < V. Aus der Definition von S ergibt sich
damit (M)y D S. O

Die lineare Hiille ist daher der , kleinste* Untervektorraum von V', welcher M
beziehungsweise alle Elemente von M enthélt: Denn erstens ist der (nicht-leere)
Schnitt von Untervektorraumen wieder ein Untervektorraum, und zweitens ist U
ein Untervektorraum von V mit M C U, so kommt U im Schnitt vor und es gilt
(M)y <U.

Die Eigenschaften aus Satz 5.13, (i7) heiflen Hiilleneigenschaften (gelten auch
fiir Hiillenbildungen in anderen Bereichen).

Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen linearer Unabhén-
gigkeit und linearen Hiillen von Mengen her (im Abschnitt iiber direkte Summen
wird eine Verallgemeinerung des Lemmas gegeben).

5.14 Lemma. Sei M CV und v € V. Dann sind dquivalent:
(1) v¢& M und M U{v} linear unabhdingig.

(17) v & (M)y und M linear unabhdngig.
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Beweis. (i) = (i7)“: Die lineare Unabhéngigkeit von M ist klar. Falls v € (M)y,
so gibt es A, € K mitv—>_ ), Aww = 0. Da v und die w wegen v ¢ M paarweise
verschieden sind, ist M U {v} nach Lemma 5.9 linear abhingig, im Widerspruch
zur Voraussetzung.

s(11) = (1) Aus v & (M)y folgt v & M. Falls M U {v} linear abhéngig ist,
so gibt es A\, € K und A\, € K nicht alle Null mit A\,v + ZweM Apw = 0. Es gilt
Av # 0 wegen M linear unabhiingig. Daher folgt v = —A\;' >\ A w € (M)y,
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Unter der Annahme M linear unabhéngig und v ¢ M ergibt sich also die
Aquivalenz von M U {v} linear unabhingig und v ¢ (M)y.

Wenn man aus eine Menge M Vektoren entfernt, kann die lineare Hiille von
M Kleiner werden. Liegen die entfernten Vektoren aber noch in der linearen Hiille
der verkleinerten Menge, so tritt keine Verkleinerung der linearen Hiille auf. Das
ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

5.15 Lemma. Sei M CV und A C M. Gilt A C (M\A)y, so folgt
(M\A)y = (M)y.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung gilt M C (M\A)y. Bilden wir von beiden
Seiten die lineare Hiille, so erhalten wir (M)y C ((M\A)y)y = (M\A)y. Da
(M)y D (M\A)y ebenfalls gilt, erhalten die die Gleichheit. O

5.4 Lineare Unabhingigkeit, Erzeugendensyste-
me und Basen

5.16 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und X C V oder X € V!. Dann
heifit X ein Erzeugendensystem von V', wenn (X)y = V gilt. Ist X ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem von V', so heifit X eine Basis von V.

Der Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugenden-
system von V' gibt.

5.17 Beispiel. In V = K" sind ey, ..., e, von oben eine Basis und V ist endlich
erzeugt. Diese Basis heifit die Standardbasis vom K™.

In R¥ sind die Potenzfunktionen eine Basis des Unterraums der Polynomfunk-
tionen in R®, welcher aber nicht endlich erzeugt ist.

Die Elemente 1, v/2 sind keine Basis vom Q-Vektorraum R.

Hier sind ein paar einfache Regeln fiir linear unabhéngige Mengen und Er-
zeugendensysteme. Ist S C V' linear unabhéngig, so ist auch jedes Sy C S linear
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unabhéngig. Ist Sy C V' linear abhéingig, so ist auch jedes S C V mit Sy C §
linear abhéngig. Ist T" C V ein Erzeugendensystem, so ist auch jedes 77 C V mit
T C T; ein Erzeugendensystem. Ist 7' C V kein Erzeugendensystem, so ist auch
jedes Ty C T kein Erzeugendensystem von V.

Ist T' C V ein Erzeugendensystem, so 148t sich jedes v € V' als Linearkombina-
tion von T schreiben, wobei die Koeffizienten nicht unbedingt eindeutig bestimmt
sein miissen. Ist S C V linear unabhéingig und x € V eine Linearkombination von
S, so sind die Koeffizienten eindeutig bestimmt. Aber nicht unbedingt jedes x € V'
ist eine Linearkombination von S.

Die folgenden beiden Sétze gehéren mit zu den wichtigsten Satzen {iber Vek-
torrdume.

5.18 Satz (Ergénzungsatz). Sei V' ein K-Vektorraum sowie S, T C V mit S
linear unabhdngig und T' ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es E CT', so
dafs S U E eine Basis von V ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dafl T" endlich ist. Der unendliche
Fall benotigt eine Form des Auswahlaxioms, auf die wir hier nicht eingehen wollen.

Sei n = #7T'. Wir definieren eine beziiglich C aufsteigende Folge von linear
unabhédngigen Teilmengen Sy, ..., S, von V wie folgt.

Wir setzen Sy = S und nehmen induktiv an, dal Sy, ..., S; bereits definiert
sind. Gilt T' C (S;)v, so definieren wir S;;; = S;. Andernfalls gibt es v;,; € T
mit v, € (S;)y und speziell v;11 ¢ S;. Nach Lemma 5.14 ist S; U {v;41} linear
unabhéngig. AuBerdem ist v,y # v; € 5; fiir alle 1 < j < 4. Wir definieren
Siv1 = S; U{vi1} und erhalten so induktiv die gewiinschte aufsteigende Folge
So, .-, Sh.

Da die v; € T paarweise verschieden sind, gilt zwangslaufig T C (S,)y. Da T
Erzeugendensystem von V ist, folgt (S, )y = V. Mit der linearen Unabhéngigkeit
von S, ergibt sich, daf3 S, eine Basis von V ist. Die Menge E = S,\S erfiillt
ECTund S, = SUE, wie gefordert. O

Im Beweis vergréflert man also S solange um Elemente aus 7', bis .S eine Basis
wird. Dabei nimmt man nur solche Elemente aus T" zum jeweiligen S hinzu, die
nicht in der linearen Hiille von S liegen. Damit bleibt das vergréflerte S linear
unabhédngig und der Prozef mufl nach endlich vielen Schritten enden, da der
Reihe nach paarweise verschiedene Elemente aus 1" zu S hinzugefiigt werden und
T endlich ist.

5.19 Satz (Austauschsatz). Sei V' ein K -Vektorraum sowie S, T C V mit S linear
unabhdingig und T ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es eine injektive
Abbildung f : S — T, so daff T\f(S)U S ein Erzeugendensystem von V' ist.
Speziell gilt #S < #T.
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, da3 S endlich ist. Der unendliche
Fall benotigt wieder eine Form des Auswahlaxioms, auf die wir hier nicht eingehen
wollen.

Sei A C Sund f: A— T. Wir sagen, da} f eine Austauschabbildung ist,
wenn f injektiv ist und 7'\ f(A) U A ein Erzeugendensystem von V' ist. Wir wollen
zeigen, dafl wir Austauschabbildungen schrittweise auf ganz S erweitern kénnen.
Es gelte also A C S und sei z € S\ A. Wir wollen f als Austauschabbildung auf
AU {x} fortsetzen.

Zunéchst ist x eine Linearkombination von T\ f(A) U A, also

T = Z At + Z,uaa. (5.20)
)

teT\f(A acA

Hierin sind nicht alle A\; = 0, da sonst wegen x — »_ _, iqa = 0 und = ¢ A nach
Lemma 5.9 ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von S entsteht. Es gibt
also y € T\ f(A) mit A\, # 0. Wir definieren f(z) =y. Dannist f: AU{z} = T
wegen f(x) =y & f(A) injektiv. Umstellen von (5.20) ergibt mit p, = —1:

y=-N" e+ D M+ pa
teT\ f(A),t#y acA
=\ DTNt D ptaa
teT\f(AU{z}) acAU{z}
e(IT\f(Au{z}) U (Au{a})), (5.21)

Im Vergleich zu T\ f(A) U A haben wir in T\ f (AU {z}) U (AU{z}) das Element
y entfernt und das Element x hinzugefiigt. Dennoch ist y geméfl (5.21) in der
linearen Hiille von T\ f(A U {z}) U (AU {z}). Daher ist diese Menge ein Erzeu-
gendensystem von V' (vergleiche Lemma 5.15 mit M = T\ f(A) U AU {z} und
A={y})und f: AU{z} — T eine Austauschabbildung.

Da S endlich war, kénnen wir nun induktiv die Austauschabbildung f : 0 — T'
durch sukessive Hinzunahme von Elementen z € S auf ganz S fortsetzen. Die
Injektivitat von f liefert schlieflich wie gewiinscht #S < #T. O

Im Beweis definiert man also Austauschabbildungen f: A — T fiir A C 5,
wobei man zu A beginnend mit A = () sukzessive Elemente x € S hinzunimmt.
Das Bild eines z ist ein y € T\ f(A), welches in einer Linearkombination von x
beziiglich des ausgetauschten Erzeugendensystems 7'\ f(A) U A vorkommt. Die
Existenz eines solchen y folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von S und der
Erzeugendensystemeigenschaft von T'. Da S endlich ist, erreichen wir A = S nach
endlich vielen Schritten.
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5.22 Korollar. Se: V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(1) V besitzt eine Basis B.
(17) Je zwei Basen By und By von V' sind gleichmdchtig.
(1ii) Jedes linear unabhdngige S C V' kann zu einer Basis erginzt werden.
(v

(vi

)
)
)
(v) Jedes Erzeugendensystem T C 'V enthdlt eine Basis.
) Jedes S C B ist linear unabhdngig, aber fir S # B keine Basis.
)

Jedes T' D B st ein Erzeugendensystem, aber fir T # B keine Basis.

(vit) Jedes v € V' lafit sich als Linearkombination von B mit eindeutig bestimm-
ten Koeffizienten schreiben.

Beweis. (i): Folgt aus Satz 5.18 mit S = () und 7' = V' (oder T ein endliches
Erzeugendesystem fiir V' endlich erzeugt).

(17): Nach Satz 5.19 gibt es injektive Abbildungen B; — B, und By — Bj. Ist
eine der Mengen B; oder B, endlich, so sind diese Abbildung bijektiv. Fiir den
unendlichen Fall siehe Kapitel Grundlagen.

(17i): Folgt aus Satz 5.18 und T' =V (oder T ein endliches Erzeugendensystem
fiir V' endlich erzeugt).

(iv): Folgt aus Satz 5.18 und S = 0.

(v): Die lineare Unabhéangigkeit von S ist klar. Ist x € B\S, so gilt &€ (S)v
nach Lemma 5.14, da z ¢ S und S U {x} linear unabhingig ist. Also ist S kein
Erzeugendensystem und daher keine Basis.

(vi): Die Erzeugendensystemeigenschaft von 7' ist klar. Ist = € T\ B, so ist
B U {z} nach Lemma 5.14 wegen und x € (B)y und x ¢ B linear abhéngig (die
Implikation (i) nach (i) der Negation der Aussagen in Lemma 5.14 wird hier
verwendet). Man sieht auch direkt, dafl = eine Linearkombination von B ist und
daher B U {z} wegen = ¢ B linear abhéingig ist.

(vii): Klar aufgrund der Definitionen und mit Lemma 5.5, (i7). O

Eine Basis ist also ein beziiglich C minimales Erzeugendensystem von V.

5.5 Dimension

5.23 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann heifit
#B die Dimension von V. Wir schreiben dim(V') = #B. Fiir dim(V') < oo heifit
V' endlich-dimensional.
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Nach Korollar 5.22 haben alle Basen von V' die gleiche Kardinalitét, daher ist
die Dimension unabhéngig von der Wahl der Basis und ist eine nur V' zugeordnete
Invariante.

5.24 Beispiel. Die Dimension von K™ ist dim(K™) = n. Die Dimension des Un-
tervektorraums der Polynomfunktionen von R¥ ist co. Die Dimension des Null-
raums ist Null.

5.25 Satz. Sei V ein K-Vektorraum.
(1) FirU CV gilt dim(U) < dim(V).
(17) Fir S CV gilt dim((S)y) < #S.

Beweis. (i): Sei By eine Basis von U. Dann ist By C V linear unabhéngig und es
gibt nach Korollar 5.22 eine Basis By C V mit By C By. Daraus folgt dim(U) =
#By < #By = dim(V).

(71): Nach Korollar 5.22 gibt es eine Basis B C S von (S)y, und daraus folgt
dim((S)y) = #B < #5S. O

Die Zahl dim(V') — dim(U) wird auch Kodimension von U in V' genannt. Die
Untervektorrdume der Kodimension 1 im R? sind Ebenen durch den Ursprung.

5.26 Satz. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum.
(i) FirU <V mit dim(U) = dim(V') folgt U = V.

(77) Es gibt dim(V') linear unabhdngige Vektoren in V und je dim(V') 4+ 1 Vek-
toren aus V' sind linear abhdingig.

(13i) Je dim(V') linear unabhdngige Vektoren aus V' sind eine Basis von V.

Beweis. (i): Sei By eine Basis von U und By eine Basis von V mit By C By.
Wegen #BU = #BV < o0 fOlgt By = By und U = <BU>V = <Bv>v =V.

(74): Angenommen, die n+ 1 Vektoren wiren linear unabhéngig. Dann ist ihre
lineare Hiille ein Untervektorraum von V' der Dimension dim (V') 4+ 1, was nach
Satz 5.25 nicht moglich ist.

(7i): Die lineare Hiille der dim(V') Vektoren ist ein Untervektorraum von V'
der Dimension dim(V'). Also folgt Gleichheit und die Vektoren sind auch ein
Erzeugendensystem. O



Kapitel 6

Lineare Abbildungen

In der Mathematik werden Objekte wie zum Beispiel Mengen oder Vektorraume
mit Hilfe von strukturrespektierenden Abbildungen, sogenannter Morphismen,
zueinander in Bezug gesetzt. Dabei spielt die Betrachtung solcher Morphismen
meist eine genau so wichtige Rolle wie die Betrachtung der Objekte.

6.1 Lineare Abbildungen

Da Mengen keine weitere Struktur haben, sind die Morphismen von Mengen ein-
fach nur Abbildungen. Die Kardinalitdt ist eine wichtige Invariante von Mengen.
Mit Hilfe injektiver oder surjektiver Abbildungen lassen sich die Kardinalitéiten
des Definitions- und Wertebereichs miteinander vergleichen.

Bei Vektorrdumen gibt es als zusétzliche Struktur die Addition und die Sk-
alarmultiplikation. Wenn man zum Beispiel die Dimension von Vektorrdumen
mit Hilfe injektiver oder surjektiver Abbildungen vergleichen mochte, miissen
diese Abbildung die Additionen und Skalarmultiplikationen der beteiligten Vek-
torrdume beriicksichtigen. Diese erforderliche Eigenschaft ist Inhalt der folgenden
Definition.

6.1 Definition. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f: V=W
heifit linear (oder genauer K-linear), wenn

flx+y) = f(z)+ fy),
fQAz) = Af(z)

fiir alle xz,y € V und A\ € K gilt.

o1
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6.2 Beispiel. Die Nullabbildung f(x) = 0 fiir alle x € V ist linear. Die identische
Abbildung idy ist linear. Ist U < V', so ist die Inklusionsabbildung U — V' linear.

Eine typische lineare Abbildung von Funktionenrdumen ergibt sich durch Ein-
schrankung: Sei I C J. Dann ist

¢: K — K'  fes fl

eine lineare Abbildung. Ein Beispiel dieser allgemeinen Situation ist das folgende:
Sei K = R, I = {1,2} und J = {1}. Dann ist K/ = R? und K’/ = R. Die
lineare Abbildung ¢ : R?> — R ist die Projektion auf die x;-Achse, ist also durch
(x1,x2) +— x1 gegeben. Ein anderes Beispiel ist K = R, I = R und J = [0, 1].
Dann ist ¢ : R® — RI%Y die Einschrinkung von reellwertigen Funktionen von R
auf das Intervall [0, 1].

Sei V = {f| f € RE differenzierbar}. Dannist ¢ : V — R, f + f’eine lineare
Abbildung. Das geht auch allgemeiner: Sei V = {f | f € R® n-mal differenzierbar}
und ag,...,a, € R. Dann ist ¢ : V — R¥ f— >0 a;f@ eine lineare Abbil-
dung. Hier ist f©@ = f und f® die i-fache Ableitung von f. Man nennt ¢ einen
linearen Differentialoperator (der Ordnung n, falls a,, # 0).

Seien a;; € K fiir 1 <4 <m und 1 <4 < n. Dann erhalten wir eine lineare
Abbildung

1 D i1 01,57
f:K"— K™, : — :
Ty D=1 OngT;
Wie sich herausstellen wird, kann jede lineare Abbildung zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen im wesentlichen in dieser Form geschrieben werden.

Im Sinn der allgemeinen Terminologie konnen wir eine lineare Abbildung auch
einen Morphismus von Vektorrdumen nennen, aber das ist nicht so iiblich. Ubli-
cher ist die Bezeichnung Homomorphismus. Desweiteren wird folgende Standard-
nomenklatur fir f: V — W verwendet:

f ist Monomorphimus < f ist injektiver Homomorphismus.

f ist Epimorphimus :< f ist surjektiver Homomorphismus.

f ist Isomorphimus < f ist bijektiver Homomorphismus.

f ist Endomorphimus < f ist Homomorphismus und es gilt V' = W.

f ist Automorphimus < f ist Endomorphismus und Isomorphismus.

Entsprechend definieren wir

Hom(V, W) ={f|f:V — W ist Homomorphismus}.
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End(V)={f|f:V — V ist Endomorphismus }.
Aut(V) ={f|f:V — V ist Automorphismus}.

Fiir eine lineare Abbildung gilt f(0) = 0 und f(—z) = —f(z), wie man
anhand von A = 0 oder A = —1 leicht sehen kann. Die Hintereinanderausfithrung
von Homomorphismen ist ein Homomorphismus, es gilt

(go N +y) = g(fz+) "= g(f(x) + F(1) *=" g(f(x)) + g(f (1))
=(go f)(x)+ (gof)(y)

und

(90 N)Az) = g(f (M) "= g f(2)) *= Ag(F(x)) = Mg o (=)

fir alle x,y € V und A € K. Die Hintereinanderausfithrung von Isomorphis-
men (beziehungsweise Monomorphismen, Epimorphismen) ist daher wieder ein
Isomorphismus (beziehungsweise Monomorphismus, Epimorphismus).

Die inverse Abbildung eines Isomorphismus ist wieder ein Isomorphismus,
denn es gilt:

Fa+y) T2 (U @)+ )

-~ -~

z Y

T W) I )

£ @) TS O @) T2 O @) T E Y A )

fiir alle z,y € W und X € K.
Zwei Vektorraume V und W heiflen isomorph (strukturgleich), wenn es einen
[somorphismus zwischen ihnen gibt, in Zeichen

V=Ww.
Fiir alle K-Vektorrdume U, V und W gilt

VvV,
VeEW=WwW=V,
U=V undVEW=U=2W.
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Hier sind die zugehorigen Isomorphismen. Erste Zeile: Wir verwenden idy : V' —
V' (es kann aber auch andere Automorphismen geben). Zweite Zeile: Ist f : V —
W ein Isomorphismus, so ist f~! : W — V ein Isomorphismus. Dritte Zeile:
Sind f : U — V und g : V — W Isomorphismen, so ist go f : U — W ein
Isomorphismus. Die Isomomorphie ist daher eine Aquivalenzrelation auf Mengen

von K-Vektorrdumen'.

6.3 Beispiel. Die Mengen V = R mit dem {iblichen +, - und W = R>? mit
v+ww = vw und A w = w’ sind R-Vektorrdume. Die Abbildung exp : V. — W
ist ein Isomorphismus mit Inversem log : W — V. Es gilt also V = W.

6.4 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum der Dimension n und
V1, ..., U, eine Basis von V. Dann liefert ¢ : K™ — V., (A, ..., \n) — D iy \iv;
einen Isomorphismus von K™ und V.

Beweis. Zunéchst ist ¢ eine wohldefinierte Abbildung K" — V. Aufgrund der

Basiseiegenschaft der v; ist ¢ surjektiv und injektiv. Die Linearitdt von ¢ ergibt
sich schliefllich unmittelbar aus der Definition von ¢. O

6.2 Transport von Untervektorrdumen

6.5 Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(1) FirU <V ist f(U) <W.
(ir) FirU <W st f~YU) < V.

Beweis. (i): Wegen 0 € U gilt 0 € f(U). Sind v,w € f(U), so gibt es z,y € U mit
v = f(x) und w = f(y). Dann gilt auch v —w = f(x) — f(y) = f(z —y) € f(U).
Desweiteren gilt Av = Af(z) = f(Ax) € f(U) fiir A € K. Also ist f(U) < W nach
dem Untervektorraumkriterium.

(ii): Wegen f(0) =0 € U gilt 0 € f~1(U). Sind z,y € f~1(U), so folgt f(x —
y) = f(z)— fly) € U, also x —y € f~(U). Desweiteren gilt f(\z) = \f(z) € U,
also Ax € f~1(U). Alsoist f~'(U) < W nach dem Untervektorraumkriterium. [J

6.3 Transport von Linearkombinationen

Sei f:V — W eine lineare Abbildung der K-Vektorraume V und W. Fiir eine
Teilmenge M C V haben wir die Teilmenge f(M) = {f(z)|z € M} C W. Fiir
eine Familie v € V! mit v = (v;);c; haben wir die Familie fov = (f(v;))ier € W

1Zur Aquivalenzrelation kommen wir spiter. Die ,,Menge aller K-Vektorriume® ist mengen-
theoretisch problematisch.
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Ist ) ..; Av; eine Linearkombination von v = (v;)ier € V! mit der Koef-
fizientenfamilie (\;)icr, so ist f(D_,.; Aivi) eine Linearkombination der Familie
fov={(f(v))ier mit der gleichen Koeffizientenfamilie (\;);c;, denn es gilt

f(z Am) =) Fwv) =Y Nif (v)

el icl el

aufgrund der Linearitdt von f und der Tatsache, dafl Linearkombinationen immer
endliche Summen sind (die Linearitdtsbedingungen von f sind dann nur endlich
oft anzuwenden).

Ist ZUE v A eine Linearkombination von M C V, so ist in analoger Weise
auch f(3°,cu Avv) eine Linearkombination von f(M). Allerdings sind im allge-
meinen die Koeffizientenfamilien nicht nur bis auf Umindizierung verschieden.
Gilt zum Beispiel f(vy) = f(vy) fiir vy, vy € M mit vy # vy, so werden die Koeffi-
zienten von v; und v zu einem einzigen Koeffizienten von f(v;) zusammengefafit.

6.6 Satz. Seiv € VI. Dann gilt:
(1) Ist v linear abhingig, so ist f o v linear abhdingig.
Sei M C V. Dann gilt:

(13) Ist M linear unabhdngig und f ein Monomorphismus, so ist f(M) linear
unabhdngig.

(1ii) Ist M ein Erzeugendensystem von V und f ein Epimorphismus, so ist f(M)
ein Frzeugendensystem von W.

() Ist M eine Basis von V und f ein Isomorphismus, so ist f(M) eine Basis
von W.

(v) Es gilt f((M)v) = (f(M))v.

Beweis. (i): Sei v = (v;)ier. Es gelte .., Ajv; = 0 und nicht alle A; = 0. Dann
erhalten wir > ., Nif(vi) = (X ;c; Mivi) = f(0) = 0, also eine nicht triviale
Linearkombination der Null der f(v;).

(12): Es gelte >, cpy Aww = 0. Aus der Linearitdt und Injektivitdt von f
erhalten wir f(3_,cps Arw)v) = Dvenr M) f(0) = D e pary Aww = 0. Die Injek-
tivitat von f liefert -\  Aswyv = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit von M
folgt Af(y = 0 fiir alle v € M, also A, = 0 fiir alle w € f(M).

(iii): Nach (0) gilt (f(M))y = F((M)y) = F(V) =W

(1v): Folgt aus (iz) und ().
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(v): Es gilt

Jf((M)y)=f ({Z AU ‘ A, € K fast alle Null })

veM

— {Z Ao f(0) | Ay € K fast alle Null }

veM
=< Y pw |y € K fast alle Null 3 = (f(M))y.
we f(M)
O

Hier ist eine unmittelbare Folgerung: Fiir Vektorrdume V und W mit V' =2 W
gilt nach Satz 6.6, (iv) auch dim(V') = dim(W).

6.7 Satz. Sei V endlich-dimensional und f 'V — V eine lineare Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist ein Monomorphismus.
(ii) f ist ein Epimorphismus.
(1i1) f 1st ein Isomorphismus.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Man bemerke die Analogie zum Fall von injektiven, surjektiven und bijektiven
Abbildungen einer endlichen Menge in sich selbst.

Es folgt der Satz iiber die eindeutige Existenz von linearen Abbildungen durch
Vorgabe der Werte auf einer Basis.

6.8 Satz. Sind f,g:V — W lineare Abbildungen, T ein Erzeugendensystem von
V und gilt f|r = g|r, so folgt f =g.
Ist B eine Basis von V und fy : B — W, so gibt es genau eine lineare

Abbildung f:V — W mit f|g = fo.

Beweis. Zur ersten Aussage: Sei x € V. Dann gibt es A\, € K fast alle Null mit
T =7 crAv. Es folgt

fla)=f (Z m) =Y Af) =) Ag(v) =g (Z m)

veT veT veT veT

= g(x).
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Da x € V beliebig war, folgt f = g.

Zur zweiten Aussage: Die Eindeutigkeit folgt aus der ersten Aussage. Die Exi-
stenz ergibt sich wie folgt. Sei x € V. Da B eine Basis ist, gibt es eindeutig
bestimmte A\, € K fast alle Null mit z = Zve 5 A Wir definieren

- Z )\va(v)

Dies liefert eine wohldefinierte Abbildung f : V' — W. Es bleibt zu zeigen, dafl
f linear ist. Sei zusétzlich y € V und A € K. Dann gibt es eindeutig bestimmte
o € K fast alle Null mit y = 3" 5 pov. Es folgt  +y = > (A, + pp)v und
Ar =) p(AA,)v. Die Koeffizienten von 4y und Az beziiglich der Basis B sind
genau A, + p, beziehungsweise A\,. Es folgt

Fla+y)=> M+ m)fol0) =D Afo0) + > mfolv) = f(2) + f(y)

vEB veB veEB

und

FO2) =3O folv) =AY Afo(v) = Af(x).

veEB vEB

Also ist f linear. Merke: Die Existenz und Eindeutigkeit der Koeffizienten von
x € V beziiglich der Basis B spielt hier die wesentliche Rolle. O

Lineare Abbildungen sind also schon durch ihre Werte auf Erzeugendensyste-
men eindeutig bestimmt, und kénnen durch Vorgabe ihrer Werte auf einer Basis
eindeutig definiert werden.

6.4 Kern und Bild

Einer linearen Abbildung kénnen zwei Vektorrdume zugeordnet werden.

6.9 Definition. Sei f : V — W eine lineare Abbildung der K-Vektorrdume V'
und W. Der Kern von f ist

ker(f) = {z |2z €V mit f(z) = 0}.

Das Bild von f ist
im(f) = f(V) ={f(x) [z eV}

Sei U C V und z € V. Im folgen Satz verwenden wir die Notation x 4+ U fiir
die Menge 2 + U ={z +u|u e U}.
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6.10 Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(1) Kern und Bild von f sind Untervektorriume von V und W.
(13) f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn ker(f) = {0} gilt.
(1ii) f ist genau dann ein Epimorphismus, wenn im(f) =W gilt.

(iv) Es gilt f~'({f(2)}) = x + ker(f).

Beweis. (i): Gilt nach Satz 6.5 mit U = {0} < W beziechungsweise U = V.

(77): Sei f injektiv und = € ker(f). Dann gilt f(x) = f(0) = 0 und die
Injetivitdt von f liefert x = 0. Also ker(f) = {0}. Sei nun ker(f) = {0} und
f(z) = f(y) fir z,y € V. Dann gilt f(zr —y) = f(z) — f(y) = 0. Es folgt

€ ker(f), daher x —y = 0 und x = y. Also ist f injektiv.

(7i7): Klar.

(iv): Fiir y € f~Y({f(2)}) folgt f(y) = f(x) und daher y — x € ker(f), also
y € x + ker(f). Dies liefert C. Die Inklusion O ist mit der Linearitit von f
klar. O

6.11 Beispiel. Sei ¢ : V — RF ein linearer Differentialoperator wie in Bei-
spiel 6.2. Eine lineare Differentialgleichung ist eine Gleichung der Form

o(f)=g

mit einem g € R¥, wobei f gesucht ist. Satz 6.10, (iv) wird hiufig in Losungs-
strategien linearer Differentialgleichungen verwendet.

6.5 Rang einer linearen Abbildung

Der Rang ist neben Kern und Bild eine weitere Invariante, die einer linearen
Abbildung zugeordnet wird.

6.12 Definition. Sei f: V — W ein Homomorphismus der Vektorrdume V' und
W. Dann definieren wir den Rang rank(f) von f als

rank(f) = dim(im(f)).

Manchmal ist es wie in diesem und auch dem {ibernéichsten Abschnitt prak-
tisch, einem Homomorphismus f : V' — W einen zu f mdglichst dhnlichen Mo-
nomorphismus ¢ zuzuordnen. Das kann zum Beispiel durch Einschrankung von f
auf ein Komplement des Kerns geschehen:
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6.13 Satz. Sei f : V — W ein Homomorphismus und U <V ein Komplement
von ker(f) in V. Dann ist f|y injektiv.
Ist [ zusdtzlich surjektiv, so erhalten wir U = W mittels f|y.

Beweis. Es gilt ker(f|y) = ker(f)NU = {0}, daher ist f|y injektiv. Ist f surjektiv,
so ist auch f|y surjektiv. Denn zu w € W gibt es v € V mit f(v) = w und dann
auch z € ker(f) und u € U mit v = z+u. Esfolgt f(u) = f(z+u) = f(v) =w. O

6.14 Satz. Sei f : V. — W ein Homomorphismus der endlich-dimensionalen
Vektorraume V- und W. Dann gilt

rank(f) = dim(V) — dim(ker(f)).

Beweis. Sei U ein Komplement von ker(f) in V. Dann gilt V = ker(f) ® U
und U = im(f) unter f|y nach Satz 6.13. Es folgt dim(V) = dim(ker(f)) +
dim(U) = dim(ker(f))+dim(im(f)) = dim(ker(f))+rank(f). Hieraus ergibt sich
die Aussage durch Umstellen. U

6.6 Homomorphiesatz

Sei a € Z\{0}. Wenn wir zusitzlich ein ¢ € Z mit a|c haben, so gibt es eine Zahl
b € Z mit ab = ba = c. Wir kénnen also ¢ durch a dividieren und erhalten im
Vergleich zu c eine ,einfachere” Zahl b.

Eine dhnliche Konstruktion kann man auch mit Abbildungen machen. Seien
A, B,Z Mengen und a : A — B injektiv. Ist ¢ : Z — B eine Abbildung mit
im(c) C im(a), so gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung b : Z — A mit ¢ =
aob (konkret b = a~! oc). Die Idee ist, dafi b in gewisser Weise ,,einfacher ist als
c. Diese Konstruktion funktioniert genauso, wenn wir anstelle von Abbildungen
Homomorphismen betrachten.

Wie sieht es mit der dualen Aussage aus? Sei a : A — B surjektiv und
¢ : A — Z beliebig. Gesucht ist eine Bedingung, unter der es eine Abbildung
b: B — Z mit ¢ = boa gibt. Wieder wiirden wir b als ,einfacher* im Vergleich
zu ¢ betrachten. Falls es b gibt, ist b jedenfalls wegen der Surjektivitdt von a
eindeutig bestimmt. Der folgende Satz beschreibt die gesuchte Bedingung im Fall
von Homomorphismen. Wir modifizieren die Notationzu V = A, W = B, Z = Z,
m=a, f=cund g =0b.

6.15 Satz. Sei 7w : V — W ein Epimorphismus und f : V — Z ein Homomor-
phismus mit ker(m) < ker(f). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus g : W — Z mit f = gon und ker(g) = w(ker(f)).
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Beweis. Da 7 surjektiv ist, ist ¢ durch f = g o 7 eindeutig bestimmt. Zur Erin-
nerung: Angenommen wir hétten gy, go mit f = gy om = gy om. Sei w € W. Dann
gibt es v € V mit w = m(v). Wir erhalten ¢;(w) = g1(7(v)) = f(v) = ga2(7(v)) =
g2(w), also g1 = go.

Anhand der Eindeutigkeitsaussage sehen wir aber auch die einzige Moglichkeit,
wie g zu definieren ist. Wir definieren g(w) = f(v) fir v € f~'({w}) # 0. Da
hier verschiedene v moglich sind, ist zuerst auf Wohldefiniertheit zu priifen. Seien
also vy, vy € f~'({w}). Dann gilt v; — vy € ker(w). Wir erhalten nach Annahme
f(v1) = f(ve) = f(v1 —wv2) = 0. Also gilt f(v1) = f(ve) und g ist wohldefiniert.

Es bleibt die Linearitdt von g zu zeigen. Seien wi,wy € W und A € K. Seien
v1,v9 € V mit w; = 7(vy) und we = w(vy). Dann gilt

g(wy +ws) = g(m(v1) + m(v2)) = g(m(v1 + v2))
= f(vr +v2) = f(v1) + f(v2)
= g(m(v1)) + g(7(v2)) = g(w1) + g(w2)

und

Also ist g in der Tat K-linear.

Wegen g(mw(ker(f))) = f(ker(f)) = {0} folgt w(ker(f)) C ker(g). Sei umge-
kehrt w € ker(g), also g(w) = 0. Es gibt v € V mit w = 7(v). Dann haben
wir f(v) = g(m(v)) = g(w) = 0. Also folgt v € ker(f) und somit w = w(v) €
m(ker(f)). O

6.16 Korollar. Seien m : V. — Wi und m : V. — Wy Epimorphismen mit
ker(m) = ker(my). Dann gibt es einen Isomorphismus g : Wi — Wy mit my =

gorT.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

6.7 Exakte Sequenzen®

6.17 Definition. Eine Folge von Vektorrdumen V; und Homomorphismen f; :
V; — V41 der Form

. fnl

Vo Ly Iy Ly
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mit n > 0 heilt eine Sequenz von Homomorphismen von Vektorrdumen. Die
Sequenz heifit exakt bei V; fiir ein ¢ mit 1 <7 < n, wenn

im(f;—1) = ker(f;)
gilt. Die Sequenz heifit exakt, wenn sie bei V; fiir alle ¢ mit 1 < i < n exakt ist.
In exakten Sequenzen schreibt man héufig am Anfang
00—V, — -

und am Ende
=V, — 0.

Die Null meint hier den Nullvektorraum und der erste Homomorphismus fy ist
durch 0 +— 0 und der letzte Homomorphismus f,, durch z — 0 gegeben (anders
geht es auch nicht). Das bedeutet dann, daf§ f; injektiv und f,, surjektiv ist.

6.18 Beispiel. Ein typisches Beispiel einer exakten Sequenz ist das folgende: Sei
f:V — W ein Homomorphismus. Wir erhalten die exakte Sequenz

0 — ker(f) — V —im(f) — 0.

Der zweite Homomorphismus ist hier die Inklusionsabbildung, und der dritte Ho-
momorphismus ist f : V' — im(f). Eine solche exakte Sequenz heifit auch kurze
exakte Sequenz.

6.19 Satz. Sei

eine exakte Sequenz und dim(V;) < oo fir alle 1 < i <n. Dann gilt

n

> (=1)"dim(V;) = 0.

i=1

Beweis. Wir bezeichnen den Homomorphismus V; — V;, 1 mit f;. Sei U; < V; ein
Komplement von ker(f;) in V; fiir 1 <i < n. Dann gilt also V; = ker(f;) ® U; und
dim(V;) = dim(ker(f;)) + dim(U;). Wir kénnen die exakte Sequenz damit auch so
schreiben:

0—ker(fy)®U; — -+ — ker(f,) ® U, — 0,
wobei ker(f;) = {0} und U,, = {0} gilt. Aus Satz 6.13 und der Exaktheit erhalten

[

wir U; = im(f;) = ker(fi1+1), wobei die Isomorphie unter f;|y, besteht. Also gilt
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dim(U;) = dim(ker(fi11)). Das liefert

n n

> (1) dim(V;) = > (—1)'(dim(ker(f;)) + dim(U;))

B = :dim(ker(fl)) + (=1)"dim(U,)
= 0.

O

Die Formel verwendet man so: Man 16st nach einem dim(V;) auf und erhélt
eine Formel fiir dim(V;) in Abhéngigkeit der anderen dim(V}).

Mit diesen Begriffen lautet der Beweis von Satz 6.14 nur noch: Kombiniere
Satz 6.19 mit Beispiel 6.18. Eine weitere Anwendung von Satz 6.19 ergibt sich
zum Beispiel bei der Dimensionsformel fiir Summen und Schnitte zweier Unter-
vektorrdume (siehe das entsprechende Kapitel).

6.8 Kokerne*

Sei f:V — W ein Homomorphismus der K-Vektorrdume V und W. Mittels der
Inklusionsabbildung erhalten wir eine exakte Sequenz

O%ker(f)iVLW

6.20 Definition. Unter einem Kokern von f verstehen wir einen K-Vektorraum
coker(f) zusammen mit einem Epimorphismus 7 : W — coker(f) mit ker(r) =
im(f). Wir erhalten daraus eine symmetrisch ergédnzte exakte Sequenz

0 — ker(f) <. vLiw=o coker(f) — 0,
was auch den Namen Kokern motiviert.

Aufgrund von Korollar 6.16 sind Kokerne bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Die Existenz von Kokernen kann aber auf verschiedene Weisen gezeigt
werden. Eine kanonische Konstruktion wird im Kapitel {iber Faktorrdume gege-
ben.



Kapitel 7

Direkte Summen und Produkte

Ist M eine Menge und sind A; C M Teilmengen, so kann die Situation vorliegen,
daBl M die disjunkte Vereinigung der A; ist, also M = U;A; und A; N A; = 0 fiir
alle 7 # j gilt. Wir erhalten M also aus kleineren Bausteinen. Alternativ kénnen
Mengen A; mit A; N A; = () gegeben sein und wir bilden die génzlich neue Menge
M = U;A;. Hier wird M also neu aus kleineren Bausteinen erzeugt.

Ahnliche Konstruktionen werden in diesem Abschnitt mit der direkten Summe
und dem direkten Produkt fiir Vektorrdume definiert. Auf den zugehorigen Basen
werden dann ziemlich genau die obigen Mengenoperationen durchgefiihrt.

7.1 Innere direkte Summe

Wir betrachten zuerst den Fall der direkten Summe von zwei Vektorrdumen und
danach als Verallgemeinerung gleich den allgemeinsten Fall direkter Summen be-
liebiger Familien von Vektorrdumen.

Innere direkte Summe zweier Untervektorriume

Die Summe U; + U; von Untervektorrdaumen Uy, Uy < V entspricht im wesent-
lichen der Vereinigung A; U A von Teilmengen A;, A5 C M. Die Disjunktheitsbe-
dingung der Teilmengen A;, A; kann auch so formuliert werden, daf} jedes z € M
in einem eindeutig bestimmten A; liegt. Fiir Vektorrdume lautet die entsprechen-
de Bedingung wie folgt beziehungsweise wie in Lemma 7.2, was noch dhnlicher
ist.

7.1 Definition. Die Summe U; + U von Untervektorrdumen Uj, Us eines K-
Vektorraums V' heifit direkt, wenn aus u; + uo = 0 fiir u; € Uy und uy € U,
bereits u; = ug = 0 folgt. Wir nennen U; 4+ Uy dann eine (innere) direkte Summe

63



64 KAPITEL 7. DIREKTE SUMMEN UND PRODUKTE

und schreiben auch U; @ U, anstelle von Uy + Us, um anzudeuten, dafl die Summe
direkt ist.

Ist eine Summe U; 4 U, direkt, so kénnte man auch sagen, dafi die Untervek-
torrdume Uy, Us linear unabhéngig sind (das ist aber nicht gebrauchlich).

7.2 Lemma. Die Summe U+ Uy von Untervektorrdumen Uy, Uy eines K -Vektor-
raums V ist genau dann direkt, wenn es fir jedes u € Uy + U, eindeutig bestimmte
uy € Uy und ug € Uy mit u = uy + ug gibt.

Beweis. Siehe Vorlesung oder Lemma 7.11. O

Die folgende Proposition gibt ein Kriterium, wann eine Summe von zwei Un-
tervektorrdumen direkt ist. Es entspricht der Disjunktheitsbedingung der Teil-
mengen A;.

7.3 Proposition. Die Summe Uy 4+ U, ist genau dann direkt, wenn
Uy NU, ={0}
qgilt.

Beweis. ,<=": Es gelte die Schnittbedingung. Seien u),u] € U; und uj, uy € U,
mit
uy + uhy = uf + ul.
Dann gilt
uy —u) =uy —uy, € U NUy ={0},

also v} — v} = v — v}, = 0 und folglich u; = v} und v}, = uj. Damit ist U; + Us
direkt.

,= "1 Seil Uy + U, direkt und u € Uy NUs. Setze v} = u, uy = 0, uf =0, uf = u.
Dann gilt v}, u] € Uy und u}, ujy € U, sowie

! o "
Uy + Uy = Uy + Uy.

Nach Voraussetzung folgt v} = u] = 0 und u}, = v = 0. Also ergibt sich u = 0
und folglich U; N Uy = {0}. O

7.4 Beispiel. Fiir je zwei Unterrdume U; und U, des R® mit U; N Uy = {0}
ist Uy + Uy direkt. Fiir zwei Ebenen U; und Uy durch den Ursprung ist Uy + U,
niemals direkt, denn U; N Us # {0}.

7.5 Satz. Seien V' ein K-Vektorraum, My, My CV und M = My U Ms.
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(1) M st genau dann linear unabhdingig mit My 0 My = (), wenn My und M,
linear unabhdngig sind und (My)y + (Ma)y direkt ist.

Beweis. Siehe Vorlesung oder Satz 7.14. O

Im folgenden Korollar tritt eine Summe auf, die unter Umstdnden Summan-
den = oo hat. In diesen Féllen wird die Summe als oo definiert. Andernfalls ist
die Summe ein Element aus Nj.

7.6 Korollar. Seien V' ein K-Vektorraum und Uy, Uy Untervektorrdume von V'
mit V = Uy + Us, wobei die Summe direkt ist.

(i) Ist B; eine Basis von U;, dann gilt By N\ By = () und B = By U By ist eine
Basis von V.

(17) Es gilt dim(V') = dim(U;) + dim(Us).

Beweis. (i): Folgt direkt aus Satz 7.5 mit M; = B,;.
(id): Bs gilt dim(V) = #B = #B,+#By = dim(U,)+dim(Us) wegen ByN\B, =

() und unter Beachtung der obigen Konvention. O

7.7 Definition. Sei V' ein Vektorraum und U < V. Ist W < V mit
UsW =YV,
so nennen wir W ein Komplement von U in V.

7.8 Satz. Sei V' ein Vektorraum und U < V. Dann besitzt U ein Komplement W
n V.

Beweis. Wihle eine Basis B; von U und ergidnze B; zu einer Basis B von V.
Setze By = B\B; und W = (By)y. Dann gilt U @ W = V nach Satz 7.14. O

Ist V' endlich-dimensional, so gilt dim(IW) = dim(V') — dim(U) nach Korol-
lar 7.15 fiir jedes Komplement W von U in V.
Die folgende Aussage ist analog zu #(A; U Ag) = #A; + # A — #(A1 N As).

7.9 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und Uy, Us < V. Dann
qilt
lel(Ul -+ UQ) == dlm(Ul) + dlm(Ug) - d1m(U1 N Ug)

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Innere direkte Summe einer Familie von Untervektorriumen

Die Summe ), U; von Untervektorrdumen U; < V entspricht im wesentlichen
der Vereinigung U; A; von Teilmengen A; C M. Die Disjunktheitsbedingung der
Teilmengen A; kann auch so formuliert werden, dafl jedes x € M in einem eindeu-
tig bestimmten A; liegt. Fiir Vektorrdume lautet die entsprechende Bedingung
wie folgt beziehungsweise wie in Lemma 7.11, was noch &dhnlicher ist.

7.10 Definition. Die Summe ) ,_, U; von Untervektorrdumen U; eines K-Vektor-
raums V' heifft direkt, wenn aus Zie ;u; = 0 fir u; € U mit u; = 0 fiir fast alle
i € I bereits u; = 0 fiir alle ¢ € I folgt. Wir nennen ), U; dann eine (innere)
direkte Summe.

Fir I = {1,...,n} schreiben wir dann auch U; @- - -&U,, anstelle von > | U,
um anzudeuten, dafi die Summe direkt ist. Fiir I = {1,2} erhalten wir den Fall
des vorigen Abschnitts.

Ist eine Summe )., U; direkt, so kénnte man auch sagen, dafl die Unter-
vektorrdume U; linear unabhéngig sind (das ist aber nicht gebréuchlich). Jede
Teilsumme einer direkten Summe ist wieder direkt.

7.11 Lemma. Die Summe Zie[ U; von Untervektorraumen U; eines K -Vektor-
raums V' ist genau dann direkt, wenn es fir jedes u € >_._, U; eindeutig bestimmte
u; € Uz mit u = Z

iel
ser Wi und u; =0 fir fast alle i € T gz%t.
Beweis. ,=“: Gilt u= >, u; = Y, u; mit u;,u}, € U;, so folgt 0 = > .(u;—u}) und
aus der Annahme ergibt sich unter Beachtung von w; — w, € U; auch u; — u} =0
fir alle ¢ € 1. Daher w; = u/ fiir alle ¢ € I, was zu zeigen war.

L= Sel u = ), u; mit w; € U;. Seien u, = 0 fiir alle ¢ € . Dann gilt
u =y . u; =y ul also folgt nach Annahme u; = u} = 0 fir alle i € I, was zu
zeigen war. ]

Der folgende Satz verallgemeinert das Kriterium von Proposition 7.3 auf den
Fall von beliebigen Summen von Untervektorrdumen.

7.12 Satz. Die Summe ), , U, ist genau dann direkt, wenn

icl

U;n > U =40}

i€l Nitj

fiir jedes 7 € I gilt.
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Lou! € U fast alle Null mit

27

Beweis. ,,<=*“: Es gelte die Schnittbedingung. Seien u
S-S
iel iel

Wir definieren v; = w, — u/. Dann gilt v; € U; und )
erhalten wir

werVi = 0. Fiir jedes j € T

V; = Z —v; € Uj N Z Uz = {O},
i€TNi#] i€TNi#]
also v; = 0. Es folgt v, = uj fiir alle j € [ und somit ist ), U; direkt.

,=" Sei Y .., U direkt und v € U; N ) U;. Wegen u € U; gibt es
w, € U; mit v = 0 fiir alle ¢ € I mit ¢ # j und

. !/
U= E u;.

icl

i€l Nidj

Wegen u € ) ;c;4;.; Ui gibt es andererseits v € U; mit u = 0 fiir i = j und fast

_ "
u= E U .

el

alle 7 € I sowie

Nach Annahme mufl w, = ! fiir alle ¢ € I gelten. Es folgt u, = u! = 0 fiir i # j
wegen u, = 0 sowie fiir i = j wegen u, = 0. Also sind alle u}, u; gleich Null und

1)

es gilt u = 0. U

7.13 Beispiel. Sind vy,...,v, € V mit v; # 0 fiir alle 1 < i < n, so sind
vy, ..., U, genau dann linear unabhéngig, wenn » " (v;)y direkt ist.

7.14 Satz. Seien V' ein K-Vektorraum, M; CV firi € I und M = U M.

(i) M ist genau dann linear unabhingig mit M; N M; = O fir alle i # j, wenn
alle M; linear unabhdngig sind und ), (M;)y direkt ist.

Beweis. (i): ,<=":Sei Y ;.1 D e, Ainv = 0 eine beliebige Linearkombination von
M, welche Null ist. Aufgrund der direkten Summeneigenschaft von . (M;)y
folgt > cpr, Aiwv = 0 fiir alle i € I. Aufgrund der linearen Unabhéingigkeit von
M; folgt \;, = 0 fiir alle v € M, und alle ¢ € I. Also ist M linear unabhéngig und
es folgt auch, dafl die M; paarweise disjunkt sind.

»=“08el .o u; = 0 mit u; € (M;)y fast alle Null. Dann gibt es A;, € K mit
U; = ZveMi Aipv fiir alle ¢ € . Dann folgt )., ZUeMi Aiwv = 0. Da hier wegen
M; N M; = () iiber paarweise verschiedene v summiert wird, erhalten wir aus der
linearen Unabhéngigkeit von M, dafi \;, = 0 fiir alle v € M; und alle ¢ € I gilt.
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Also ergibt sich auch u; = ZUeMi Aipv = 0 fiir alle 7 € I. Daher ist Y. (M;)v
direkt.

(71): Die Linearkombinationen von M = U;c;M; sind genau von der Form
Zie 7 Zve M, iV mit A; , fast alle Null. Genau so sehen aber auch die Elemente

aus ;. (M;)y aus. O

Im folgenden Korollar tritt eine Summe auf, die unter Umsténden unendliche
viele Summanden # 0 oder Summanden = oo hat. In diesen Féllen wird die
Summe als oo definiert. Andernfalls ist die Summe ein Element aus Nj.

7.15 Korollar. Seien V' ein K-Vektorraum und U; Untervektorriume von V' fiir

icl mitV =73 .,U;, wobei die Summe direkt ist.

(i) Ist B; eine Basis von U; fir i € I, dann gilt B; N B; = 0 fir ¢ # j und
B = U1 B; ist eine Basis von V.

(i) Es gilt dim(V') =3, , dim(U;).

Beweis. (i): Folgt direkt aus Satz 7.14 mit M; = B,;.
(ii): Bs gilt dim(V) = #B = > .., #B; = Y _;c; dim(U;) wegen B; N B; = ()
und unter Beachtung der obigen Konvention. O

7.2 Direktes Produkt

Wir betrachten zuerst den Fall des direkten Produkts von endlich vielen Vek-
torrdumen und danach als Verallgemeinerung den allgemeinsten Fall direkter Pro-
dukte beliebiger Familien von Vektorrdumen.

Direktes Produkt endlich vieler Untervektorriume

Im folgenden seien Uy, ..., U, endlich viele K-Vektorrdume. Das direkte Pro-
dukt von Uy, ..., U, ist als Menge das kartesische Produkt

U1 X o+ X Un:{(ul,,un)|uZ€Ul}
mit den Verkniipfungen

(Upy ooy Uy) + (V1,0 0,) = (U + U1, Uy + V),

AU, .oy upn) = (Aug, o Auy,).
7.16 Satz. Die Menge Uy x - - - x U, zusammen mit + und - ist ein K-Vektorraum.

Beweis. Ubungsaufgabe oder Satz 7.20. U
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7.17 Definition. Der eben definierte K-Vektorraum
U x---xU,
heifit das direkte Produkt der K-Vektorrdume Uy, ..., U,.

7.18 Satz. Die Projektionen m; : Uy X -+ x U, — Uy, (uq,...,u,) — u; sind
Epimorphismen.

Beweis. Siehe Vorlesung oder Satz 7.22. O

7.19 Beispiel. Es gilt R* =R x --- x R (n-faches direktes Produkt).

Direktes Produkt einer Familie von Untervektorriumen®

Im folgenden sei (U;);e; eine Familie von K-Vektorraumen. Fiir [ = {1,2} oder
I ={1,...,n} sind wir in der Situation der beiden vorherigen Abschnitte. Die U;
kénnen, miissen aber nicht Untervektorrdaume eines gemeinsamen Vektorraums V'
sein.

Das direkte Produkt [[.., U; der Mengen U; (siche Seite 17) wird auf die
folgende Weise dhnlich wie in einem fritheren Beispiel zu einem K-Vektorraum:
Fir f,g € [[;c; Ui und A € K definieren wir f + g € [[,.; U; durch (f + g)(3) :=
f(i) +g(i) und Nf € [[,o; Us durch (Af)() :== Af(0) fiir alle i € 1.

Fir I = {1,...,n} konnen wir f € [[,., U; auch als Tupel f = (fi,..., fn)
mit f; = f(i) € U; schreiben. Ist g = (g1,...,0n) € [[;c; Us und A € K, so gilt
fHg=(fi+aq, - fo+gn) sowie A(f1,..., [n) = (Af1,.. ., Afn).

7.20 Satz. Die Menge [[,.; U; zusammen mit 4+ und - ist ein K -Vektorraum.

Beweis. Der Beweis ist eigentlich recht einfach und langweilig.

Fir f,g € [[,c; Ui und XA € K gilt in der Tat f + g,\f € [],c; Ui. Denn
aus f,g € [[,c; U folgt f(i),g(¢) € U; fiir alle ¢ € I, und daraus folgt (f +
9)(i) = f(i) + g(i) € U; sowie (Af)(i) = Af(i) € U; fiir alle i € I. Daher sind
+ : [Lics Ui x 1 Lies Ui = Iie Ui und - 2 K X [[.e; Us — [ e, Us Verkniipfungen.

Assoziativitdt der Addition: ((f+g¢g)+h)(0) = (f+9)(@)+h(i) = f(i)+g(i)+
h(i) = f(i)+(g+h)(i) = (f+(g+h))(i) fir alled € I. Daher (f+g)+h = f+(g+h).

Kommutativitét der Addition: (f+g¢)(2) = f(i)+g(i) = g(i)+ f(i) = (9+f)(7)
fiir alle ¢ € I. Daher f+g=g+ f.

Neutrales Element ist A mit h(i) = 0 fiir alle i € I: (h+¢)(i) = h(i) + g(i) =
g(7) fir allei € I, also h+ g = g.

Assoziativitiat der Skalarmultiplikation: ((Ap)f)(i) = (Aw)f(i) = AMpf(i)) =
M(f)(@)) = (\(uf)) (i) fix alle i € 1. Daber (Az)f = A(u)
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Distributivitit der Skalarmultiplikation: (A4 u)f)(i1) = (A+p) f(i) = Af(i) +
uf (@) = (A)(@) + (uf) (@) = (Af 4+ pg) (i) fir alle i € 1. Also (A+p)f = Af +pf.
Weiter (A(f+9))(i) = M(f +9)(0) = A(f (i) + g()) = Af (D) + Ag(i) = (Af) (1) +
(Ag)(i) = (Af + Ag)(4) fiir alle s € 1. Also M\(f +g) = A\f + Ag.

SchlieBlich (1- f)(i) =1-(f(i)) = f(i) fir allei € I, also 1 - f = f. O

Der Satz schlieBt auch den Fall des K-Vektorraums K’ ein. Wir miissen nur
U, = K als Unterrdume von V = K wéahlen.

7.21 Definition. Der eben definierte K-Vektorraum
[1v:
icl

heifit das direkte Produkt der K-Vektorrdume U;. Fur I = {1,...,n} schreiben
wir [],c; Us auch als
Uy x - xU,.

Ein Bezug zwischen dem direkten Produkt []
folgt herstellen:

U; und den U; 1463t sich wie

icl

7.22 Satz. Die Projektionen m; : [[,c; Ui — Us, f +— f(i) sind Epimorphismen.

Beweis. Seien f,g € [[;c;U; und X € K. Dann gilt m;(f +g) = (f + 9)(1) =
£() + (i) = m(f) + m(g). Weiter gilt m,(Af) = (AF)(i) = A (i) = Am(f). Also
ist m; ein Homomorphismus.

Sei u; € Uj. Definiere f € [],.,;U; durch f(i) = u; und f(j) = 0 fiir alle
j € I\{i}. Dann gilt m;(f) = f(i) = u;. Also ist m; surjektiv. O

7.23 Beispiel. Die obige formale Notation soll anhand von I = {1, 2} spezialisiert
werden. Wir schreiben in diesem Fall wie schon zuvor f € U; x U; auch als
f = (u,uz) mit uy = f(1) € Uy und uy = f(2) € Us. Ist g € U; x Uy mit
g = (v1,v9), so haben wir f+ g = (uy, us) + (v1,v2) = (U +v1, us +v9) und \f =
Aug,ug) = (Aug, Aug) fiir A € K. Weiter gilt m;((uy,u2)) = m(f) = f(i) = w
fir i € {1,2}.

7.3  AuBere direkte Summe

Wir betrachten zuerst den Fall der &ufleren direkten Summe von endlich vielen
Vektorrdaumen und danach als Verallgemeinerung den allgemeinsten Fall duflerer
direkter Summen beliebiger Familien von Vektorrdumen.
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Direktes Produkt endlich vieler Vektorriaume ist auch eine
direkte Summe

Im folgenden seien Uy, ..., U, endlich viele K-Vektorraume. Wir definieren
U ={(0,...,0,2,0,...,0) |z € U},
wobei x an der i-ten Stelle steht.

7.24 Proposition. Die U] sind zu U; isomorphe Untervektorriume des direkten
Produkts Uy x --- x U, und es gilt

U x-xU,=U +---+ U,

wobei die innere Summe der Untervektorrdume U, ... Ul direkt ist.
Gilt Uy, ..., U, <V fir einen Vektorraum V und ist Uy + - - -+ U, direkt, so
15t
o:U X xU,—=U+-+U,, (r1,....,0,)— 21+ +x,

ewn Isomorphismus.
Beweis. Siehe Vorlesung oder Proposition 7.24. O

Das direkte Produkt Uy x --- x U, ist also gleich der inneren direkten Summe
der U/, weshalb es auch ,duflere direkte Summe* der U; genannt wird. Mit der
duBleren direkten Summe wird ein neuer Vektorraum erzeugt, welcher eine innere
direkte Summe ist. Man schreibt auch (vielleicht etwas ungenau) U; & --- @ U,
fir Uy x ..., xU,.

Fiir

V=Ux---xU,

erhalten wir mit Korollar 7.15 auflerdem noch die Dimensionsformel
dim(V) = dim(Uy) + - - - + dim(U,).

7.25 Beispiel. Es seien V = R? und U; = ((1,1))y, Uy = ((1,—1))y. Dann
gilt U; ® Uy = R? und wir haben U; x U, =2 U; @ U, = R2. Es gilt aber nicht
Uy x Uy =R? denn U; x Uy = {((\,A), (g, =) |\, € R} C R?* x R? und nicht
C R2.

Aullere direkte Summe einer Familie von Untervektorriumen®

Wir behandeln jetzt den allgemeinsten Fall. Nur fiir unendliche Familien
konnen sich direkte Produkte und duflere direkte Summen unterscheiden.
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7.26 Definition. Der Untervektorraum

Lﬁh:{fUGIIMmNﬂﬂ:OMH$mmMGI}

el el

des direkten Produkts J],.; U; heifit die duBere direkte Summe der K-Vektor-
raume U;.

Mit Hilfe des Untervektorraumkriteriums rechnet man leicht nach, daf8 ||
tatsédchlich ein Untervektorraum von [[,.; U; ist.

Das Symbol fiir die d&uflere direkte Summe ergibt sich aus einer Interpretation
ihrer Eigenschaften im Verhéltnis zu den Eigenschaften des direkten Produkts
im Rahmen der Kategorientheorie, worauf wir an dieser Stelle aber erstmal nicht

ZEI

eingehen.
Ein Bezug zwischen den U; und der dufleren direkten Summe [[,_, U; 1a8t sich
wie folgt herstellen:

7.27 Satz. Die Injektionen

L - UZ - H Uiu T = 51,@'7

el
wobei 0,;(j) = 0 fiir j # i und 6,,(i) = x ist, sind Monomorphismen.

Beweis. Sei x,y € U; und A € K. Zunidchst gilt in der Tat (x) € [, U
und wegen m; o ¢; = idy, ist ¢; injektiv. Weiter gilt ¢;(x + y)(i) = pyyi(i) =
Ty = baali) + 6y5(0) = 1(@)(0) + 1a(y) (D) wnd 13z + 9)(G) = Gurys() = 0 =
5es() + 30) = 1(2)(7) + 1)) fiw j 5.

AuBerdem ¢;(Az)(i) = 0xpi(7) = Az = Ayi(2) = Ai(x)(4) und ¢;(Ax)(j) =
Mei(7) =0 =N0y:(J) = Ay(x)(j) fiir j # i. Also ist ¢; linear. O

Wir sind meistens an einem endlichen I = {1,...,n} interessiert. Fiir ein
solches I gilt offensichtlich J],.; U; = [],.; Ui, es besteht also kein Unterschied
zwischen dem direkten Produkt und der dufleren direkten Summe. Wir schreiben
dann auch

[[vi=0ix-xU..

el
7.28 Beispiel. Es gelte wieder I = {1,2}. Dann ist ¢; : Uy — U; x Uy durch
x> (2,0) und ¢y : Uy — Uy x Uy durch = +— (0, x) gegeben.

Sei I ={1,...,n}. Fiir die R-Vektorrdume U; = Rmit i € I gilt [[.., U; = R™.

el

Wir wollen auf den Zusammenhang zwischen Summen von Untervektorraum-
en, die direkt sind, und der dufleren direkten Summe eingehen.
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7.29 Proposition. Die 1;(U;) sind zu U; isomorphe Untervektorriume der dufSe-
ren direkten Summe [],., U; und es gilt

[T0: =2 u@).
iel el
wobei die Summe dber die Untervektorrdaume 1;(U;) direkt ist.
Gilt U; <V fiir einen Vektorraum V' und ist Ziel U; direkt, so ist

o:[[Ui =D U (@i)icr— Y

i€l iel iel
ein Isomorphismus mit ¢(1;(x)) = x fir alle x € U; und alle i € 1.

Beweis. Erste Aussage: Die Isomorphie ist wegen der Injektivitéit von ¢; klar. Sei
x € [[;c; Us. Sei J € I mit (i) # 0. Dannist #J < cound es gilt = > . ; 05(:).i-
Die Giiltigkeit dieser Gleichung sieht man duch Auswerten an ¢ und j # i. Wegen
0oty = ti(w(i)) ergibt sich @ = . 006y = D ey ti(@(i)) € D ;e i(Us). Also
ist [T,c;Ui = > ierti(Us). Sei nun @ = 3., u; = 0 mit uj € ¢;(U;) fast alle
Null. Es gibt w; € U; mit ¢;(u;) = u,. Durch Anwendung von m; ergibt sich
mi(z) = mi(u;) = u; = 0. Also sind alle u; = 0 und daher auch alle u; = ¢;(u;) = 0.
Daher ist die Summe direkt.

Zweite Aussage: Zunéchst ist die Homomorphieeigenschaft und Surjektivitét
von ¢ leicht zu sehen. Desweiteren ist auch ¢(¢;(z)) = x offensichtlich. Die direkte
Summeneigenschaft liefert schlieBflich, dafl der Kern von ¢ nur Null enthélt. [

7.30 Beispiel. Es gelte wieder I = {1,2}. Dann ist ¢;(U;) = Uy x {0} < U; X
Uy und 12(Us) = {0} x Uy < Uy x Us. Es gilt 11(Uy) + 12(Us) = Uy x Uy und
11(U1) Nea(Uz) = {(0,0)}. Daher ist die duBere direkte Summe U; x U, gleich der
(inneren) direkten Summe ¢1(Uy) @ 12(Us).

Sind Uy, Uy < V mit UyNUy = {0}, so ist (uy, us) — uj+uy ein Isomorphismus
U1 XU2—>U1@U2.

Aufgrund der ersten Aussage der Proposition entspricht die duflere direkte
Summe der disjunkten Vereinigung von Mengen A; zu einer neuen Menge M.

7.31 Bemerkung. Fiir eine direkte Summe erhélt man geméafl Korollar 7.15 auch
bei unendlicher Indexmenge eine Basis, in dem man die Basen der einzelnen Sum-
manden vereinigt. Da dann die direkte Summe ein echter Untervektorraum des
direkten Produkts ist, erhdlt man so keine Basis des direkten Produkts. Hierfiir
sind noch (viele) weitere Elemente erforderlich. Zum Beispiel sind die e; eine Ba-
sis von [[,., R, aber keine von [[,., R, denn das Element (1);ez 1d8t sich nicht
als (endliche) Linearkombination der e; schreiben. Ebenso lafit sich jedes weitere
Element mit unendlich vielen Koordinaten # 0 nicht als Linearkombination der
e; schreiben, da eine solche ja nur endlich viele Summanden beinhalten darf.



74

KAPITEL 7. DIREKTE SUMMEN UND PRODUKTE



Kapitel 8
Faktorraume

In diesem Abschnitt gruppieren wir die Vektoren eines Vektorraums mit je nach
Standpunkt ,,dhnlichen“ Eigenschaften zu paarweise disjunkten Teilmengen und
fithren auf der Menge dieser Teilmengen eine Vektorraumstruktur ein. Dies er-
laubt es, sich bei der Betrachtung eines Vektorraums auf die je nach Standpunkt
,wesentlichen Unterschiede“ der Elemente zu konzentrieren. Die Konstruktion ist
eine der fundamentalen Konstruktionen in der Algebra.

Aquivalenzrelationen Die eben geschilderte Idee funktioniert bereits fiir Men-
gen und fiihrt auf den Begriff der Aquivalenzrelation auf einer Menge sowie der
Partition einer Menge.

8.1 Beispiel. Wir betrachten die disjunkte Vereinigung M der Menge der ,,griin
gefiarbten® reellen Zahlen und der Menge der ,rot gefarbten® reellen Zahlen. Zwei
Elemente aus M sind gleich, wenn sie die gleiche Farbe und den gleichen Zahlen-
wert in R darstellen. Wenn wir nun eine andere Form der Gleichheit einfiihren
wollen, so liefert das eine Aquivalenzrelation auf M. Anstelle von Gleichheit spre-
chen wir dann von Aquivalenz. Zum Beispiel kénnen wir sagen, daB zwei Elemente
aus M dquivalent sein sollen, wenn sie den gleichen Zahlenwert représentieren,
unabhéngig von der Farbe. Gruppieren wir nun dquivalente Elemente zusammen,
so erhalten wir eine Aufteilung von M in paarweise disjunkte, zweielementige
Teilmengen, die jeweils die griine und rote Version einer reellen Zahl enthalten.
Diese disjunkte Aufteilung von M heifit eine Partition.

8.2 Definition. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R C M x M heifit eine
Relation auf M. Fiir z,y € M schreiben wir x ~p y, wenn (x,y) € R gilt.

Die Relation heif3t reflexiv, wenn x ~p « fiir alle z € M gilt. Die Relation heifit
symmetrisch, wenn aus x ~g y auch y ~g x fiir alle z,y € M folgt. Die Relation
heifit transitiv, wenn aus x ~r y und y ~p z stets x ~g z fiir alle x,y,z € M

75



76 KAPITEL 8. FAKTORRAUME

folgt. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Wir schreiben dann auch =g anstelle von ~p.

Ist R eine Aquivalenzrelation und z € M, so ist die Aquivalenzklasse von z
beziiglich R gleich

[2]r ={y|y € M und y =3 }.

Die Elemente von [z heiBen auch Vertreter der Aquivalenzklasse [x]z.
Eine Partition von M ist eine Teilmenge P C P(M)\{0} mit M = UpepT
und 77 N T, = O fiir alle Ty, Ty, € P mit T} # To.

8.3 Satz. Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so liefert
P =A{[z]g|x e M}
eine Partition von M. Ist umgekehrt P eine Partition von M, so liefert
R ={(z,y)]|es gibt T € P mit x,y € T}

eine Aquivalenzrelation auf M.
Diese Zuordnungen von Aquivalenzrelationen zu Partitionen und von Parti-
tionen zu Aquivalenzrelationen sind invers zueinander.

Beweis. Sei R eine Aquivalenzrelation. Zunéchst ist M = UpepT = Ugerr[2]r, da
x € [z|g wegen der Reflexivitdt von R gilt. Seien nun T} = [z]g, T2 = [y]r € P.
Gilt Th N1y # 0, so gibt es z € T} NTy. Dann gilt 2 = 2 und z = y. Wegen
der Symmetrie und Transitivitdt von R ergibt sich x =g y und weiter u =g y
fir alle u € [x]g. Es folgt [z]r C [y]g und per Symmetrie des Arguments auch
[ylr C [z]g, also T1 = [z]r = [y]gr = T>. Damit ist P eine Partition von M.

Sei umgekehrt P eine Partition. Da jedes x € M in einem T € P liegt,
gilt x ~r . Auch klar ist aufgrund der Symmetrie der Definition von R, dafl
y ~g v aus x ~g y fir alle x,y € M folgt. Es gelte schliellich z ~r y und
y ~g 2z fiir z,y,z € M. Dann gibt es 71,75 € P mit z,y € 71 und y,z € Ts. Da
y € Ty NTy # (), folgt Ty = Ty aus der Partitionseigenschaft von P. Folglich auch
r,z € Ty =T, und daher x ~p z. Damit ist R eine Aquivalenzrelation.

Die letzte Aussage ist klar. !

8.4 Beispiel. Die iibliche Gleichheit = ist eine Aquivalenzrelation auf M und
liefert eine Partition P = {{z} |2 € M} in einelementige Teilmengen.

Die Teilmenge R = M x M ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf M und
liefert die Partition P = {M}.
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Fiir die durch R gegebene Partition P des Satzes schreibt man {iblicherwei-
se M/R. Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so erhalten wir eine surjektive
Abbildung

TR: M — M/R, x> [z]g.

Umgekehrt erhalten wir aus surjektiven Abbildungen auch Aquivalenzrelationen
und Partitionen:

8.5 Satz. Sei N eine Menge und w: M — N eine surjektive Abbildung. Dann
erhalten wir eine Aquivalenzrelation R auf M durch

R = {(x’y”x’y e M und f(x) = f(y)}

und die zugehorige Partition von M durch

M/R={f"({z}) |z € N}.
Die Abbildung N — M/R, x — f~*({z}) ist bijektiv.

Beweis. Selbst. U

8.1 Faktorraum

Sei V ein K-Vektorraum. Wir wollen nun Aquivalenzrelationen auf V' definie-
ren, so dal den zugehorigen Partitionen von V wieder die Stuktur eines K-
Vektorraums gegeben werden kann, die , moglichst sinnvoll zu V' pafit. Hierfiir
gibt es im wesentlichen nur eine prinzipielle Vorgehensweise.

8.6 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Wir definieren eine Rela-
tion Ry, auf V' durch

Ryy ={(v,w)|v—w e U}.

Anstelle von ~pg,,, = und [v] schreiben wir kurz ~y, =y und [v]yp.

Ry,u Ry,uy

8.7 Lemma. Die Relation Ry ist eine Aquivalenzrelation auf V. mit den fol-
genden Eigenschaften:

(1) Aus v =y v und w =yy W' folgt v +w =y v + W fir alle Elemen-
te v,w, v, w € V.

(i1) Aus v =y gy v folgt \v =y N fir alle v,v' € V und A € K.
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Beweis. Die Reflexivitét von Ry folgt aus © — = 0 € U. Die Symmetrie von
Ry folgt fir « —y € U aus y — x = —(x — y) € U. Die Transitivitdt von Ry
folgt fir x —y,y—z€Uausz—z=(x—y)+(y—2) €U.

Gilt v—v" € U und w—w" € U, so folgt (v+w)—(v'+w') = (v—0")+(w—w') €
U. Dies liefert (7).

Gilt v — o' € U, so gilt auch Av — A\’ = A(v — v') € U. Dies zeigt (ii). O

Diese Regeln besagen, dafi R mit der Addition und Skalarmultiplikation von
V' vertréaglich ist und R somit sinnvoll zur Vektorraumstruktur von V' pafit. Im
Beweis wird klar, dafl hierfiir genau die Untervektorraumeigenschaften von U
verantwortlich sind.

8.8 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Die Partition von V
beziiglich Ry schreiben wir als V/U, also

V/U:{[U]V,U|UEV}.

Wir definieren + : V/U x V/U — V/U und - : K x V/U — V/U durch
[U]V,U + [UJ]V,U = [U + w]V,U sowie A - [U]V,U = [)\U]V,U-

Wir nennen V/U zusammen mit + und - den Faktorraum oder Quotienten-
raum von V nach U.

8.9 Satz. Der Faktorraum V/U ist ein K-Vektorraum.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir im Beweis [-] anstelle von
[vu-

Wir miissen zunéchst zeigen, dafl die Verkniipfungen + und - wohldefinierte
Funktionen sind. Es konnte ndmlich sein, dafl unterschiedliche Werte fiir + und -
bei unterschiedlicher Wahl der Vertreter von [v] und [w] herauskommen. Es gelte

[v] = [¢v/] und [w] = [w’]. Dies ist gleichbedeutend mit v =y, v und w =y w'.
Nach vorstehendem Lemma erhalten wir v + w =y v/ + w’ sowie Av =y g A/,
also [v +w] = [v/ + w'] und [Av] = [\']. Die Ergebnisklassen bei 4+ und - hingen

also nicht von der Wahl der Vetreter ab und daher sind + und - wohldefiniert.
Die Assoziativitdt von + ergibt sich so: ([u] 4+ [v]) + [w] = [u + 0] + [w] =
[u+v+w| = [u] + [v+w] = [u] + ([v] + [w]). Die Kommutativitit von + ergibt

sich so: [v] + [w] = [v 4+ w]| = [w + v] = [w] + [v]. Das neutrale Element ist [0],
denn: [0] + [v] = [0 + v] = [v]. Das Inverse zu [v] ist [—v], denn: [v] 4+ [—v] =
[v —v] = [0]. Damit ist V' und + eine abelsche Gruppe. Die weiteren Gesetze fiir

- lassen sich darauf aufbauend genau so nachrechnen. Assoziativitiat: (Au)[v] =
[Apw] = Apv] = A(plv]). Distributivitdat: (A + p)[v] = [(A + p)v] = [ + po] =
Alv] + plv], A([v] + [w]) = Av +w] = [AMv+ w)] = [+ Aw] = Av] + A[w].
SchlieBlich 1[v] = [1v] = [v]. Das Prinzip bei diesen Rechnungen ist also, erstmal
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die Ausdriicke mit Hilfe der Definition von + und - auf V/U ganz in die Klammern
zusammenzufassen, dann die entsprechenden Eigenschaften von V' zu verwenden,
und dann die Ausdriicke mit Hilfe der Definition von + und - auf V/U wieder
auseinanderzunehmen. O

Die Aquivalenzklassen konnen auch in einer anderen Form geschrieben werden,
was der Veranschaulichung dienen kann. Mit den bisherigen Definitionen haben
wir:

vy ={w|lw—-—veU}={v+u|lueU}=v+U.

Die Aquivalenzklassen sind also um mit dem Stiitzvektor v verschobene Kopi-
en des Untervektorraums U. Daher werden sie auch Nebenklassen genannt. Die
Elemente einer Nebenklasse heiflen auch Reprasentanten.

8.10 Beispiel. Ist V = R? und U = x-Achse, so ist V/U die Menge der zur a-
Achse parallelen Geraden. Zur Addition zweier solcher Geraden in V/U wihlt man
beliebige Stiitzvektoren der Geraden und bildet den Summenvektor. Dieser Vektor
ist dann ein Stiitzvektor der gesuchten Gerade. Dafl dies unabhéngig von der Wahl
der Stiitzvektoren ist, wurde gerade mit der Wohldefiniertheit auf algebraischem
Weg gezeigt. Man kann es sich hier aber auch geometrisch veranschaulichen.

Im allgemeinen scheint es giinstiger, sich den Faktorraum V/U nicht geome-
trisch vorzustellen, sondern sich mit der algebraischen Natur hinreichend vertraut
zu machen.

8.2 Kanonischer Epimorphismus

Wir setzen nun einen Vektorraum V' und seine Faktorrdume V/U mittels Epi-
morphismen in Verbindung.

8.11 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und U < V. Wir definieren den ka-
nonischen Epimorphismus

7TV,U : V — V/U, X [x]V,U~
8.12 Satz. Die Abbildung vy ist ein Epimorphismus mit ker(myy) = U.

Beweis. Diese Eigenschaften von my;; gelten per Definition der Addition und
Skalarmultiplikation der Nebenklassen mittels ihrer Repréasentanten.

Zur Surjektivitét: Sei [z]y,y € V/U mit x € V beliebig. Dann gilt offensichtlich
mvu(x) = [z]vw, also ist myy surjektiv.
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Zur Homomorphie: Wir haben

mvu (T +y) = [z +ylve = [zlve + [Ylve = mve () + mve(y),

7TV,U<)\37) = [)\x]V,U = )\[x]V,U = )\7TV7U<SL’).
Dabher ist 7y,y ein Homomorphismus. O

Im folgenden wenden wir bereits bekannte Aussagen fiir Homomorphismen
auf my an.

8.3 Dimension

8.13 Satz. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V. Dann gilt
dim(V/U) = dim(V') — dim(U).

Beweis. Aus der Rangformel fiir Homomorphismen erhalten wir dim(V/U) =

rank(my,) = dim(V) — dim(ker(my ) = dim(V) — U. O

8.4 Faktorriume und Komplemente

8.14 Satz. Sei V' ein Vektorraum und U < V. Ist W ein Komplement von U in
V, soist myylw : W — V/U ein Isomorphismus.

Beweis. Folgt direkt aus dem Satz iiber die Injektivitéit von Einschréankungen von
Homomorphismen auf Komplemente ihres Kerns. U

In gewisser Weise kann man sich daher W als ein ,Modell* von V/U vor-
stellen, mit dem man eher vertraut ist. Allerdings l&t sich diese Moglichkeit im
allgemeinen nicht auf andere Zusammenhénge in der Algebra verallgemeinern, in
denen es auch ,, Faktorrdume® gibt.

8.5 Faktorrdume und Homomorphiesatz

8.15 Satz. Sei V' ein Vektorraum und U < V. Sei f : V — Z ein Homomorphis-
mus mit U < ker(f). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
g: VU — Z mit f =gonyy und ker(g) = my,p(ker(f)).

Beweis. Folgt direkt aus dem Homomorphiesatz mit m = my . O
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Neben der Einschrankung von Homomorphismen auf Komplemente ihres Kerns
liefert diese Variante des Homomorphiesatzes eine kanonische Methode (ohne
kiinstliche Wahl), einen Homomorphimus ,injektiv zu machen®: Anstelle von
f 'V — Z betrachten wir einfach

g9:V/ker(f) = 2

mit f = g o Tyker(p). Wegen ker(g) = myyer(s)(ker(f)) = {0} ist g in der Tat
injektiv. Ist f zusétzlich surjektiv, so erhalten wir sogar

V/ker(f)=Z

unter g.
Wir fassen zusammen:

8.16 Korollar. Sei V' ein Vektorraum f :V — Z ein Homomorphismus. Dann
qilt
V/ker(f) = im(f).

8.6 Existenz von Kokernen*
Ist f:V — W, so erhalten wir die exakte Sequenz

TW,im(f)
-

0— ker(f) =V 1w W /im(f) — 0.

Daher liefert W/im(f) zusammen mit 7yyim(s) einen auf kanonische Weise (ohne
kiinstliche Wahl) definierten Kokern von f. Wir definieren daher

coker(f) = W/im(f).
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Kapitel 9

Algebraische Strukturen von
Homomorphismenmengen

In diesem Kapitel betrachten wir algebraische Strukturen auf Mengen von Homo-
morphismen.

9.1 Homorphismenvektorridume

Im folgenden seien V' und W zwei K-Vektorrdume. Es sei daran erinnert, daf
WY =Tl W ={f|f:V — W} mit der funktionswertweisen Addition und
Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ist, sieche auch das Kapitel iiber Produkte
von Vektorrdumen.

9.1 Satz. FEs gilt
Hom(V, W) < WV,

Beweis. Wir wenden das Untervektorraumkriterium an. Die Nullfunktion ist ein
Element von Hom(V, W), daher Hom(V, W) # (). Sind f,g € Hom(V, W) und
A € K, so gilt auch f+ g,\f € Hom(V,W): Denn fiir beliebige z,y € V und
€ K folgt

(f +9)(px+y) = flpr +y) +glpz +y) = pf(x) + pg(x) + fly) +9(y)
= u(f+9)(@)+ (f+9) ()

sowie

Af)(pr +y) = M (pr +y) = pAf(x) + Af(y) = p(Af) (@) + (Af)(y).

Daher ist Hom(V, W) unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen und
nach dem Untervektorraumkriterium ein Untervektorraum von WV. O

83
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9.2 Definition. Seien V', W und Z drei K-Vektorrdume und f:V x W — Z.
Fiir jedes x € V und jedes y € W erhalten wir die Abbildungen

f(ZL‘,')IW—>Z, ny(xvy)

und
f(vy)v_)Za ZL"—>f(l’,y)
Die Abbildung f heifit bilinear, wenn f(x,-) und f(-,y) linear sind.

Die Bilinearitét eine der Distributivitdt von Addition und Multiplikation &hn-
liche Eigenschaft.

9.3 Beispiel. Sei K ein Korper. Dann ist - : K x K — K bilinear. Sei V' ein
K-Vektorraum. Dann ist - : K x V' — V bilinear.

9.4 Satz. Die Verkniipfung von Abbildungen liefert eine bilineare Abbildung
o: Hom(V, W) x Hom(W, Z) — Hom(V, 7).

Beweis. Da die Verkniipfung linearer Abbildungen linear ist, liefert o eine Ab-
bildung wie angegeben. Seien f, f1, fo € Hom(V, W), g, 91, 9o € Hom(W, Z) und
A € K. Dann gilt go (fi + Afa) = go f1 + Mg o f2) sowie (g1 + Aga) o f =
g1 o f+ Mgz o f), wie man durch Hinschreiben der Abbildungswerte und unter
Verwendung der Linearitit der Abbildungen leicht beweist. Daher ist o in der Tat
bilinear. O

Dariiberhinaus eriillt o auch eine Assoziativititseigenschaft: Fiir lineare Ab-
bildungen f, g, h geeigneter K-Vektorraume gilt (hog)o f = (hog)o f. Dies gilt
natiirlich auch fiir beliebige Abbildungen von Mengen.

9.2 Endomorphismenringe

9.5 Definition. Sei K ein Korper und R ein Ring mit Addition 4+ und Mul-
tiplikation o. Sei - : K x R — R eine Verkniipfung, so dafl R mit + und - ein
K-Vektorraum ist und o : R X R — R beziiglich der Vektorraumstruktur von R
bilinear ist. Dann heif3t R zusammen mit K und 4+, o, und - eine K-Algebra.

9.6 Beispiel. Jeder Korper K ist zusammen mit K und +, - und - eine K-
Algebra. Der Ring der Polynomfunktionen K — K ist beziiglich funktionswert-
weiser Addition und Multiplikation eine K-Algebra.
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9.7 Bemerkung. Wir haben bisher keine Ringhomomorphismen definiert. Mit-
tels Ringhomomorphismen ist eine K-Algebra nichts anderes als ein Ring R zu-
sammen mit einem Ringhomomorphismus K — R.

9.8 Satz. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist End(V') beziiglich + und o ein Ring,
beziiglich + und - ein K-Vektorraum und beziiglich +, o, und - eine K-Algebra.

Beweis. Nach Satz 9.1 und Satz 9.4 ist End(V) wie behauptet ein K-Vektorraum
und ein Ring sowie o bilinear, so daf§ End(V') eine K-Algebra ist. O

9.3 Automorphismengruppen

9.9 Satz. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist Aut(V) = End(V)* beziglich o
eine Gruppe.

Beweis. Da die linearen Abbildungen aus Aut(V') invertierbar sind, ist Aut(V)
mit o eine Gruppe. Es gilt f € End(V)* genau dann, wenn es g € End(V) mit
fog=go f=idy gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn f € Aut(V) ist. Also
folgt End(V)* = Aut(V). O

Diese Gruppen spielen eine wichtige Rolle in der Gruppentheorie und anderen
bereichen der Mathematik, in denen Gruppen auftauchen.

9.10 Definition. Sei K ein Koérper. Dann definieren wir die allgemeine lineare
Gruppe als
GL(n, K) = Aut(K™).

Wir werden bald mit Hilfe von Matrizen sehen, wie die Elemente von GL(n, K)
konkret geschrieben werden kénnen.
Fiir dim(V') > 2 ist Aut(V) nie abelsch und End(V') daher nie kommutativ.

9.4 Duale Vektorraume

9.11 Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Wir definieren den zu V dualen Vek-
torraum als V* = Hom(V, K).

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Wir definieren die zu f duale lineare
Abbildung f*: W* — V* als x — x o f.

Die Linearitdt von f* ergibt sich unmittelbar aus der Bilinearitdt von o. So
wie Elemente von V' Vektoren genannt werden, nennt man Elemente von V* auch
héufig Funktionale.
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9.12 Beispiel. Sei B C V eine Basis von V. Fiir jedes b € B und x € V definieren
wir ein Element A\,(z) € K durch die Basisdarstellung

T = Z Ap()b.

beB

Wir erhalten dann lineare Abbildungen
N V=K, x— M\(2).

Es gilt also A\, € V*. Wir nennen die )\, die Koordinatenfunktionale der Basis B.
Die Zuordnung b — A, definiert eine Abbildung B — V*. Da B eine Basis von
V ist, gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einer linearen Abbildung

AV =V = A,

Wegen & = Y, 5 A(2)b gilt also konkret A\, = >, 5 Ay(2)Np. Die Abbildung A
héngt nur von der Wahl von B ab.

9.13 Satz. Die Familie (A\p)pep ist linear unabhingig und X\ : V. — V* ist ein
Monomorphismus.

Fiir dim(V) < oo ist (\y)pep €ine Basis von V* und A : V. — V* ist ein
Isomorphismus. Speziell gilt dim(V*) = dim(V').

Beweis. Sei Zb,e 5y Ay = 0. Durch Auswerten an einem festen b erhalten wir
Y owen M Aw(b) = pp = 0 fiir alle b € B. Also ist (\)pep linear unabhéngig.

Sei f € V*. Dann gilt f(z) = f(Q_,cp Mu(®)b) = > ,cp f(D)Xo(x) fiir x €
V' beliebig. Also gilt auch f = >, 5 f(b)Ay, wobei die Summen hier nur fiir
dim (V) < oo im allgemeinen endlich und damit wohldefiniert sind. Also ist (A\y)sep
fiir dim(V) < oo ein Erzeugendensystem und mit der bereits gezeigten linearen
Unabhéngigkeit eine Basis.

Da A durch Fortsetzung von b +— )\, definiert wurde, ist A mit der linearen
Unabhéngigkeit von (A\p)pep injektiv. Fiir dim(V) < oo ist A auch surjektiv, da
(A\o)pes ein Erzeugendensystem ist.

Die Dimensionsaussage ergibt sich, da A ein Isomorphismus ist. O

9.14 Definition. Im Fall dim(V) < oo heifit die Basis (Ay)pep des Satzes die
duale Basis zu B.

9.15 Satz. Ist n = dim(V') < oo, so ist jede Basis von V* die duale Basis einer
eindeutig bestimmten Basis von V.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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9.5 Weitere Aussagen zu dualen Vektorrdumen®

9.16 Definition. Eine bilineare Abbildung f : V xW — Z heifit nicht ausgeartet,
wenn fiir jedes x € V\{0} ein y € W mit f(z,y) # 0 und zu jedem y € W\{0}
ein x € V mit f(z,y) # 0 existiert.

9.17 Satz. Die Abbildung
VxV'= K, (zf)— f(z)
ist bilinear und nicht ausgeartet.

Beweis. Die Bilinearitiat ist unmittelbar einsichtig. Sei f € V*\{0}. Dann ist
ker(f) # V, es gibt also x € V mit f(x) # 0. Sei umgekehrt = € V\{0}. Dann
kann x zu einer Basis von V erginzt werden. Sei f = A, das zu x gehorige
Basiselement der dualen Basis. Dann gilt f(z) =1 # 0. O

9.18 Definition. Zweier Vektorrdume V und W heiflen dual, wenn es eine nicht
ausgeartete bilineare Abbildung V x W — K gibt.

Eine bilineare Abbildung
f:VxW-—=K
korrespondiert eineindeutig zu Homomorphismen

fi: V=W v (w— f(v,w)),
for: W —=V* w— (v f(v,w)).

Damit ist f genau nicht-ausgeartet, wenn f; und f; injektiv sind.
Fiir die nicht ausgeartete bilineare Abbildung

VxV*—= K

von oben erhalten wir einen Monomorphimus V' — V** der fiir dim(V) < oo

wegen dim(V**) = dim(V*) = dim(V') ein Isomorphismus ist. Im Gegensatz zu

AV — V* hidngt dieser Isomorphismus nicht von der Wahl einer Basis ab.
Dualisieren von Abbildungen hat die folgenden Eigenschaften: Es gilt

il = idy.,
(gof) = foyg

fir f € Hom(V, W) und g € Hom(W, Z). Dualisieren liefert damit eine Zuordnung
von Vektorrdumen V +— V* und Homomorphismen f — f*, welche man einen
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kontravarianten Funktor nennt. Dariiberhinaus ist die Abbildung Hom(V, W) —

Hom(W*,V*), f + f* ein Isomorphismus und im Fall von ker(g) = im(f) gilt

ker(f*) = im(g*). Man sagt, der Dualisierungsfunktor sei treu, voll und exakt.
Aus der exakten Sequenz

0—ker(f) =V Low - coker(f) — 0
erhalten wir durch Dualisieren die exakte Sequenz
0 «— ker(f)" <V~ Lo coker(f)* « 0.
Die Exaktheit liefert im endlich-dimensionalen Fall zum Beispiel

rank(f*) = dim(V*) — dim(ker(f)*) = dim(V') — dim(ker(f))
= dim(W') — dim(coker(f))
= rank(f).

Diese Aussage ist aquivant zur Aussage, dafl der Zeilenrang einer Matrix gleich
dem Spaltenrang einer Matrix ist, was wir spéter direkter beweisen werden.
Vergleiche auch Kapitel 13.

9.6 Direkte Summen und Produkte*

9.19 Satz. Es qilt

Hom(V, H VV,) = H Hom(V, W;)

il el

und
Hom(H Vi, W) =~ T Hom(V;, W).

el el

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume V, W gilt
I{OIH(‘C ij ~ I(dhn(V)dhn(W/X

Beweis. Erste Aussage mit Hilfe der Projektionen und Injektionen.

Wir zeigen nun: Fiir eindimensionale Vektorraume V, W gilt Hom(V, W) = K.
Sei v eine Basis von V und w eine Basis von W. Sei f € Hom(V,W). Dann ist
f durch Ay € K mit f(v) = Ajw eindeutig beschrieben. Die Abbildung f +— A;
liefert den Isomorphismus Hom(V, W) — K.
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Dritte Aussage: Es gilt V = K4(V) ynd W =2 K4™W) Daraus folgt mit dem
ersten und zweiten Teil

Hom(V, W) = Hom(Kdim(V)’ Kdim(W))
= Hom([(7 K)dim(V) dim(W) ~ Kdim(V) dim(W).
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Kapitel 10

Vektoren und Matrizen

In diesem Kapitel stellen wir lineare Abbildungen durch Matrizen dar und leiten
Aussagen iiber lineare Abbildungen anhand ihrer Matrizen ab. Wir betrachten
ausschliefSlich endlich-dimensionale Vektorrdume.

10.1 Darstellung von Vektoren und linearen Ab-
bildungen

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (vy,...,v,). Jedes x € V ist eindeutig durch

seinen Koeffizientenvektor (Aq,...,A,) beziiglich (vy,...,v,) bestimmt; es gilt
r=3" N
Sei W ein weiterer K-Vektorraum mit Basis (wy,...,w.,). Es stellt sich die

Frage, ob eine lineare Abbildung f : V — W nicht auch durch Koeffizienten
beziiglich der Basen dargestellt werden kann. Dies ist in der Tat der Fall: Die Ab-
bildung f ist bereits durch ihre Werte auf (vy, ..., v,) eindeutig bestimmt. Diese n
Werte f(v;) lassen sich wiederum durch ihre Koeffizientenvektoren (g1, . ., fim.i)
beziiglich (wy, ..., w,,) beschreiben. Wir erhalten also nm Koeflizienten p, ; € K,
die f mit Hilfe der Basen eindeutig beschreiben.

Es ist praktisch, die Koeffizienten in der Form einer Tabelle zu schreiben. Dies
fithrt auf die folgende Definition.

10.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine n x m-Matrix A {iber M ist eine
rechteckige Tabelle mit n Zeilen, m Spalten und Eintrédgen a,; ; € M der Form

ayy; ... Qaim

Ap1 --. Apm

91
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Die Menge aller n x m-Matrizen iiber M wird mit M™*™ bezeichnet. Der Koeffi-
zient in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ist a; ;. Wir schreiben haufig kurz

A = (a;;)1<i<m1<j<n

wobei hier die Reihenfolge von i und j eine Rolle spielt. Der erstgenannte Index
bezeichnet immer die Zeile, und der zweitgenannte Index die Spalte.

Eine Matrix heifit quadratisch, wenn n = m gilt. Fiir n = 1 sprechen wir auch
von Zeilenvektoren und fiir m = 1 von Spaltenvektoren.

Hier sind noch weitere Formen von Matrizen fiir den spéiteren Gebrauch: Sei
A = (a;;);; € K™". Dann heifit A eine obere Dreiecksmatrix, wenn a; ; = 0 fiir
alle ¢ > j gilt, eine untere Dreiecksmatrix, wenn a; ; = 0 fiir alle ¢ < j gilt, und
eine Diagonalmatrix, wenn a; ; = 0 fiir alle 7 # j gilt.

10.2 Definition. Der Koeffizientenspaltenvektor von = € V beziiglich der Basis
v=(v1,...,0,) ist

SU(I‘) = (Ai)i,l c KnX1,

wobei die \; durch z = >~ | \;v; eindeutig gegeben sind.
Die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f : V' — W beziiglich der
Basen v = (vy,...,v,) und w = (wy, ..., wy,,) ist

My (f) = (pij)i; € K™,

wobei die p; ; durch f(v;) = >, p; jw; eindeutig gegeben sind.

10.2 Verkniipfungen von Matrizen
10.3 Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir A = (a; ;) j, B = (b;j)i; € V™™
und A € K definieren wir eine Addition
A+ B = (ajj+bij)i; € V™
und eine Skalarmultiplikation
M = (Na; )i € VM.

Die Nullmatrix in V"™ ist 0 = (0);; und die Einheitsmatrix in K™*" ist
In = (51'7]‘)1'7]‘ mit 51'7@' =1 und 5i,j =0 fiir ¢ 7é j

Wir verwenden schliellich eine beliebige bilineare Abbildung, oder , Vektor-
multiplikation®, - : Vi x Vo — Vi, (v1,v9) = vyva. Fiir A = (a;4);; € Vi"" und
B = (b;)i; € Vo™ definieren wir die Matrixmultiplikation beziiglich - durch

AB = (Z aivybyvj> SR
v=1

i7j
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Wir haben Matrizen und die Matrixmultiplikation sehr allgemein definiert.
Der Grund hierfiir ist, dafl wir weiter unten Zeilenvektoren mit Eintrdgen aus
einem Vektorraum mit Spaltenvektoren oder Matrizen mit Eintrégen aus einem
Korper multiplizieren wollen, was zu einem ganz niitzlichen Kalkiil fiihrt.

Meistens verwenden wir und andere aber V' =V, = V5 = V3 = K und die
Multiplikation von K als ,, Vektormultiplikation® - : V; x Vo — Vj 9. In diesem Fall
kann man sich die Matrixmultiplikation dann ganz gut so merken: Die j-te Spalte
in AB ist die Linearkombination der Spalten von A mit den Koeffizienten der
j-ten Spalte von B. Oder auch: Die i-te Zeile von AB ist die Linearkombination
der Zeilen von B mit den Koeffizienten der i-ten Zeile von A. So gilt zum Beispiel
stets I,A = A und A, = A fiir alle A € K"*"™,

Im folgenden sollen aus dem oben genannten Grund auch Matrixprodukte
der Form ABC behandelt werden. Wir betrachten daher bilineare Abbildungen
Vix Vo — Vig, Vo x V3 — Vos, Vigox Vs — Vigsund Vi X Vo3 — Vg3 mit
(v1v9)vg = vy (vu3) fiir alle vy € Vi, vy € V5 und vg € V3. Wieder ergibt sich der
wichtigste Fall mit V=V, = Vo = V3 = Vi9 = Vo3 = Vi3 = K und mit der
iiblichen Multiplikation in K als ,, Vektormultiplikation® .

10.4 Satz. Die Menge V™™ ist mit der Addition und Skalarmultiplikation ein
K-Vektorraum der Dimension nm dim(V').

Die Matrizmultiplikation ist bilinear beziiglich Addition und Skalarmultiplikti-
on, es gilt also

(A+AB)C = A+ \(BC), A(B+\C) = AB + A(AC)

fir alle A, B € V" und C' € Vy;*™ beziehungsweise A € V{**" und B,C € Vy*™
sowie A € K.
Es gilt
A(BC) = (AB)C

fir alle A € V™", B € V7% und C' € V5™, sofern fiir die zugrunde liegenden
bilinearen Abbildungen vy (vous) = (v1v9)vs fiir alle vy € Vi, vy € Vo und vg € V3
gilt.

Die Menge K™™ zusammen mit K, der Addition, der Matriz- und der Ska-
larmultiplikation ist eine K-Algebra mit der Nullmatrixz als Nullelement und der
Finheitsmatriz I, als Einselement.

Beweis. Die Vektorraumeigenschaft kann leicht nachgerechnet werden. Dann gilt
yrxme= mm-indem man zum Beispiel die Zeilen einer Matrix zu einer langen
Zeile zusammenfiigt. Daher folgt auch die Dimensionsaussage.



94 KAPITEL 10. VEKTOREN UND MATRIZEN

Zur Bilinearitit seien A = (a;;):;, B = (bi;)i; und C = (¢;;);,; wie im ersten
Fall und A € K. Dann gilt

(A+AB)C = (ai; + Abij)ij(cij)iy = (Z(aw + )\bi,y)cy,j>i .

,

j
= (Z ;i pCyj + )\bi,ucu,j) = (21/: @iy Cpj + A Z bi,ucv,j>i7j

7/7]
v v

— AC + A(BO).

Analog folgt A(B + AC) = AB + A\(AC).
Zur , Assoziativitat® seien wieder A = (a; )i, B = (b;;)i; und C = (¢; )i ;-
Dann gilt

(AB)C = <Z ai,,,b,,J)i’jC' = (Z (Z ai,,,b,,M) C“’j>i,j
v no v

(Z Z ai7ubv,ucu,j> i = (Z Z az}ubu,uc;uj) i
noov voop
(S Sts), A heas), - 450
v m § m ’

Schliefflich ergibt sich die letzte Aussage aus den vorher bewiesenen Aussagen
firden Fall V =V, = Vo = V3 = Vi 5 = Vo3 = V123 = K und mit der iiblichen
Multiplikation in K als ,, Vektormultiplikation®. U
10.5 Satz. Die Abbildungen

Sy V— K™ 1z S,()
M, : Hom(V, W) — K™*" f— M, ,(f)

sind Isomorphismen. Sei Z ein K-Vektorraum mit Basis z. Fir f € Hom(V, W)
und g € Hom(W, Z) gilt

M,(g o f) = Muy,:(9) Myu(f).
Der Homomorphismus [ st genau ein Isomorphismus, wenn fiir die Dar-

stellungsmatriz M, ,,(f) € (K™*")* gilt, wenn also dim (V') = dim(W) gilt und
M, (f) in der K-Algebra K™ ™ invertierbar ist. In diesem Fall gilt

My (f)™h = Muo(f 7).
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Beweis. Die Abbildungseigenschaft, Bijektivitat und Linearitdt von S, folgt di-
rekt aus der Basiseigenschaft von v.

Die Abbildungseigenschaft und Bijektivitdt von M, , folgt aus der Basisei-
genschaft von v und w: Jedes f € Hom(V, W) definiert eindeutig seine Darstel-
lungsmatrix M, ,,(f). Umgekehrt definiert jede Matrix M = (p;,);; € K™
mittels f(v;) = > 1%, pwijw; und linearer Fortsetzung eine lineare Abbildung
f € Hom(V, W), und diese Zuordnungen sind invers zueinander.

Zur Linearitéat von M, ,,. Seien f,g € Hom(V, W) und A € K. Es gelte f(v;) =

Yo Aijw; und f(vy) =307 i jw;. Dann folgt

(f_'_)‘g)(U]) = f(vj _'_)‘g U] Z)\uwz _'_)\Z'uljwl

=3 iy + A
=1

Das heifit, dal der Koeffizient von M, ,(f + Ag) in Zeile ¢ und Spalte j gleich
Aij + A j ist. Daher folgt

Mv,w(f + )‘g) - Mv,w(f) + )\Mv,w(g)

und M, ,, ist linear.
Zur Multiplikativitét: Sei z = (21, ..., 2,). Sei M, (f) = (Aij)i; und M, .(g) =
(ft,5)i;- Dann folgt f(v;) = >, Aijws und g(w;) = 377 i 52 Wir erhalten

F) = 932 M) = 3 Magwn) = D" Ay - sz
v=1 v=1 v=1 i=1
= Z (Z ,Uz',z)\u,j) Zi-
i=1 v=1

Der Koeffizient von M, ,(g o f) in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ist also gleich
> pivAs. Dies ist aber auch der Koeffizient in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
von M, .(g) o M,.,(f), also folgt die Gleichheit der Matrizen.

Ist f ein Isomorphismus, so gibt es ein ¢ € Hom(W, V) mit g o f = idy und
Jog =idw. Es folgt Mw,v<g>on,w<f) = Mv,v(id\/> = I, und Mv,ﬂ)(f)on,v(g) =
My (dw) = I,. Also ist M, (f) invertierbar mit M, ,(f)™' = M,.,(9) =
M, .(f') wegen g = f~!. Die Umkehrung folgt analog durch Anwendung von
M. O

10.6 Korollar. Es gilt

dim(Hom(V, W)) = dim (V') dim(W).
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Beweis. Folgt aus der Isomorphie Hom(V, W) = KdmW)xdm(V) ynd der Glei-
chung dim (K4mW)xdm(V)y — qim (V) dim(W). O

10.7 Definition. Wir redefinieren

GL(n, K) = (K™"™)*.

Rechnen mit Darstellungsmatrizen und Koeffizientenspalten-
vektoren

Die wesentlichen Aussagen iiber das Rechnen mit Darstellungsmatrizen und Ko-
effizientenspalten ist in Satz 10.5 enthalten. Die folgenden Uberlegungen sollen
dies noch genauer erldutern.

Wir verwenden gegebenenfalls die bilineare Abbildung - : VxK — V., (v, A) —
Av in Matrixprodukten. Ist f : V' — W linear und A = (a;;);; € V™™, so
definieren wir

fA) = (flaiz))iy € W™
Jedes x € V' 1aBt sich eindeutig als Linearkombination
A
x—Z)\vz— U1y ooy 0n)Su() = (V1,. .., 0p) :
An
schreiben. Weiter konnen wir mit M, ,,(f) = (pi)i,; schreiben:

F((or, o)) = (f(v1)s -5 [ on)

In Kombination erhalten wir

f(SL’) :f(<U17 )) f ,f(Un))Sv<SL’)
= (wy,..., m) vw(f)Sv(x)
= (w1, ..., W) Su(f(2)).

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von w gilt also

Su(f(x)) = Myw(f)Su(x). (10.8)



10.2. VERKNUPFUNGEN VON MATRIZEN 97

V w

Sy Sw

<l M) Jmx1

Diagramm 10.1: Darstellung von f durch Matrixmultiplikation

Auf diese Weise kann die Abbildung x — f(z) mit Hilfe von Spaltenvektoren und
einer Matrixmultiplikation geschrieben werden. Es ist hilfreich, (10.8) auch als
kommutatives Diagramm wie in Diagramm 10.1 zu schreiben.

In einem kommutativen Diagramm ist es egal, auf welchem Weg beziehungs-
weise mit welchen Abbildungen man Elemente einer Menge in eine andere Menge
abbildet, es kommen bei gleichen Argument stets die gleichen Bildwerte heraus.
Der Pfeil mit der Beschriftung in der Form M, ,(f)- steht fiir die lineare Abbil-
dung, die man durch Multiplikation von Spaltenvektoren mit M, ,(f) von links
erhélt.

Die Multiplikativitdtsaussage von Satz 10.5 kann damit anahand des folgenden
kommutativen Diagramms 10.2 gut veranschaulicht werden.

gof
v ! W g Z
SU Sw SZ
Jnxl Moy,w(f): Jmx1 M= (9)- KXl
My,z(gof):

Diagramm 10.2: Multiplikativitéitsaussage von Satz 10.5

Was geschiecht bei Wechsel der Basen? Seien v = (v],...,v)) und w’ =

(wi,...,wl,) weitere Basen von V beziehungsweise W. Mit Hilfe der Diagram-
me 10.1 und 10.2 erhalten wir das kommutative Diagramm 10.3.

In Formeln erhalten wir aus Diagramm 10.3
Sv(a:) = Mv/w(idv)sv/ (.T)

und

Mv’,w’(f) = Mw,w’(idw>Mv,lU(f)Mv/,U(idV)'
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f
v v v ! W w W
S, Su Su S,
Jnxl 4>M”/’”(id‘/)' Jenx1 _ MowlP) | Frmx1 4>Mw’w' (idw)- Jemx1
My ()

Diagramm 10.3: Transformation der Spaltenvektoren und Darstellungsmatrizen
bei Basiswechsel

Die Matrix M,y ,(idy) (analog M, ./ (idw)) kann als Basistransformationsmatrix
aufgefalt werden, denn es gilt

(v, yp) =1dy (V] ..., 0h) = (U1, .y Un) My o (idy).

Auf diese Weise kann M,/ ,(idy ) auch konkret berechnet werden.

Aufgrund der Isomorphie von S, und M, ,, kénnen wir in Diagramm 10.1 und
Diagramm 10.3 bei Wahl von v und w auch die Darstellungsmatrizen vorgeben
und daraus f, v' und w’ erhalten.

10.3 Rang einer Matrix

10.9 Definition. Der Rang einer Matrix M € K™*" ist die Dimension des von
den Spalten von M erzeugten Untervektorraums von K™

10.10 Lemma. Sei f € Hom(V, W) eine lineare Abbildung. Der Rang von f ist
gleich dem Rang von M, ,,(f).

Beweis. Wegen S,,(vj) = e; und Sy, (f(vj)) = My (f)Su(v;) = M, (f)e; sind die
Spalten von M, ,(f) gleich den S, (f(v;)). Da v ein Erzeugendensystem von V'
und S, injektiv ist, gilt

rank(f) = dim(({f(v;) |1 <j <n})w)
= dim({({Su(f(v)) [ 1 < < n})gmsr)
= rank(M, ., (f))
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Unter Verwendung der Zeilen von M kénnte man auch einen Zeilenrang defi-
nieren. Wir zeigen spéter, dafl der Rang und ein solcher Zeilenrang einer Matrix
gleich sind. Daher definieren wir den Zeilenrang nicht extra.

10.11 Korollar. Sei A € K™ ". Dann ist A genau dann invertierbar, wenn
rank(A) = n gilt.

Beweis. Multiplikation mit A liefert eine lineare Abbildung f : K™™' — K™%
Beziiglich der Standardbasis e von K™*! gilt M, .(f) = A. Nach Satz 10.5 ist A
genau dann invertierbar, wenn f ein Isomorphismus ist. Aber f ist genau dann
ein Isomorphismus, wenn im(f) = K™*! beziehungsweise rank(f) = n gilt. Nach
Lemma 10.10 ist das wiederum genau fiir rank(A) = n der Fall. O

10.4 Transponierung von Matrizen

10.12 Definition. Sei A = (a;;);; € V™™ eine Matrix. Die Transponierte A’
von A ist die Matrix

At = (ai,j)j,i € ymxn

Im folgenden Satz verwenden wir bilineare Abbildungen - : V; x V5 — V; 5 und
< Vo x Vi — Vi g mit v1vy = vy fiir alle v; € Vi und vy € Va.

10.13 Satz. Transponierung liefert K-Vektorraumisomorphismen
't . Vn><m _ men.
Fiir die Matrizmultiplikation gilt
(AB)" = B'A!
fir A e VI¥" und B € V"™, sofern fir die zugrunde liegenden bilinearen Abbil-
dungen vivy = vouy fiir alle vi € Vi und vy € Vy gilt.
Ist A € K™ invertierbar, so ist auch A® € K™ invertierbar und es gilt
(At)—l — (A_l)t.
Desweiteren gilt (A')! = A.

Beweis. Die erste und vierte Aussage sind klar.
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Fiir die zweite Aussage schreiben wir A = (a;,);, und B = (b,;),; und
erhalten:

B'A" = (b, ;)ju(ain)i = (Z bu,jai,u>j.

N2
v

- (; ai,,,b%j)j?i - ((; ai’yby’j)i,)t
— (AB)".

Fiir die dritte Aussagen bemerken wir, daf aus AA~! = A7'A = I, nach der
zweiten Aussage (A~1)IA! = AY(A™Y = [! = I, folgt. 0O

10.5 Elementarumformungen und Elementarma-
trizen

Ein Ziel der weiteren Untersuchungen ist es, im Hinblick auf (10.8) die Basis w
oder zusétzlich auch die Basis v so zu wahlen, dai M, ,,(f) eine moglichst einfache
Gestalt bekommt. Anders ausgedriickt: Rein matrixtechnisch wollen wir zu einer
Matrix A invertierbare Matrizen S, T finden, so dal SA oder auch SAT moglichst
einfache Form hat. Hierfiir werden Elementarumformungen und Elementarmatri-
zen als einfachste Bausteine verwendet.

Unter den elementaren Zeilenumformungen einer Matrix A verstehen wir die
folgenden Operationen:

10.14 Definition. 1. Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile.
2. Multiplikation der i-ten Zeile mit einem \ € K*.
3. Addition des A-Vielfachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile fiir A € K und i # j.

Wir betrachten K™ mit der Standardbasis e = (ey,...,¢e,). Wenden wir
Elementarumformungen 1-3 auf Elemente aus K™*! an, so erhalten wir Endo-
morphismen ¢; ;, € und € von K nx1 Diese sind auch Automorphismen, da
die Elementarumformungen durch Elementarumformungen riickgéingig gemacht
werden konnen. Konkret gilt e;jl = €}, e;i = €1 und e;]{/\ = € j,—\

10.15 Definition. Die Elementarmatrizen £; ;, F; y und E; ; \ sind die Darstel-
lungsmatrizen der Elementarumformungen beziiglich der Basis e, also

Ei,j = Me,e<€i,j)7 E@',)\ = Me,e<€i,)\)7 Ei,j,)\ = Me,e<€i,j,)\>-
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Wie sehen F; j, F; y und F; ; y genau aus? Es gilt

(fler),..., flen)) = (e1,...,en) M. (f)

fiir beliebiges f € End(K"*!). Folglich sind die Spalten der Matrix M, .(f) ge-
rade f(e1),..., f(e,). Wir erhalten daher die Elementarmatrizen, in dem wir die
entsprechenden elementaren Zeilenumformungen auf I,, anwenden. Fiir eine , bild-
liche” Darstellung der Elementarmatrizen siehe Vorlesung.

Wegen Se(z) = x gilt f(z) = Meo(f)Se(x) = M. (f)z fiir alle x € K"*L.
Daher bewirkt die Multiplikation einer Matrix M von links mit einer Element-
armatrix die entsprechende elementare Zeilenumformung. Fiir die Inversen gilt
E} =E;j, E;y = Ejyrund B, = Ejj .

Analog zu den elementaren Zeilenumformungen kénnen wir elementare Spalte-
nunformungen definieren. Die zugehorigen Elementarmatrizen werden durch An-
wenrdung der elementen Spaltenumformungen auf I,,, oder durch Transposition
in der Form Ej, = E;;, Ej, = Eix und E};, = Fj;, gewonnen. Die Multi-
plikation einer Matrix von rechts mit einer Elementarmatrix bewirkt wieder die
entsprechende elementare Spaltenumformung.

10.6 GauBalgorithmus etc.

10.16 Definition. Sei A = (a;;);; € K™*™. Fiir die i-te Zeile bezeichne j; den
kleinsten Spaltenindex j mit a; ; # 0. Fiir eine Nullzeile setzen wir j; = co. Dann
heilt A in Zeilenstufenform, wenn es ein > 0 gibt, sodafl j; < -+ < j. < Jp11 =
-+ = J, = oo gilt. Zusétzlich heifit A reduziert, wenn a, ;, = 0, fiiralle 1 <7 <r
und 1 < v <7 gilt. Die q; ;, heiflen die Elemente auf den Stufen.

10.17 Beispiel. Die folgende Matrix ist nicht in Zeilenstufenform:

1 20 3 4
00156
0070 8

Ersetzen wir die 7 durch eine 0, so ist die resultierende die Matrix in Zeilen-
stufenform, aber nicht reduziert. Ersetzen wir die 7 und 8 durch 0, so ist die
resultierende Matrix in reduzierter Zeilenstufenform. Ersetzen wir die 7 durch 0,
die 8 durch 1, die 6 und die 4 durch 0, so ist die resultierende Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform.

Jede Nullmatrix ist in reduzierter Zeilenstufenform. Obere Dreiecksmatrizen
sind in Zeilenstufenform, aber nicht unbedingt reduziert.
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10.18 Satz. Fiir jedes A € K™ gibt es ein Produkt von FElementarmatrizen
S e K™ so dafs SA in reduzierter Zeilenstufenform ist. Die Matriz SA wird
durch A eindeutig bestimmdt.

Beweis. Der Beweis der Existenz wird algorithmisch gefiihrt:

1. Ist die Matrix die Nullmatrix oder nur eine Zeile, sind wir fertig. Ansonsten
wiéhle die erste Spalte von links, in der mindestens ein von Null verschiedener
Wert steht.

2. Ist die oberste Zahl der gewéhlten Spalte eine Null, so vertausche die erste
Zeile mit einer anderen Zeile, in der in dieser Spalte keine Null steht.

3. Subtrahiere von den iibrigen Zeilen entsprechende Vielfache der ersten Zeile
mit dem Ziel, dafl das erste Element jeder Zeile (auer der ersten) Null wird.

4. Wende dieses Verfahren auf die Restmatrix an, die durch Streichen der
ersten Zeile erhalten wird.

5. Dividiere jede Zeile ungleich Null durch die Elemente auf den Stufen. Ziehe
danach von links nach rechts von den iiber einer Stufe mit dem Element 1
liegenden Zeilen entsprechende Vielfache ab, so daf} iiber der 1 nur Nullen
stehen.

Das Ergebnis des Algorithmus ist die Matrix SA. Um die Matrix S zu er-
halten, miissen die durchgefiihrten elementaren Zeilenoperationen auch auf die
Einheitsmatrix [,, angewendet werden.

Beweis der Eindeutigkeit: Ist etwas technisch und wird in der Vorlesung nicht
gebraucht, lassen wir daher aus. O

Der Algorithmus aus dem Beweis von Satz 10.18 heiit Gau$-Jordan Algorith-
mus. Lafit man den letzten Schritt fort, so heifit der Algorithmus nur Gauflalgo-
rithmus.

Der Satz liefert eine Normalform fiir Matrizen beziiglich Zeilenumformungen.
In Bezug auf lineare Abbildungen f : V — W liefert der Satz eine Normalform
der Darstellungmatrizen M, ,(f), wenn v fest vorgegeben ist und w frei gewahlt
werden kann. Ein weiterer Name fiir die reduzierte Zeilenstufenform ist Hermite
Normalform (diese wird noch allgemeiner iiber Ringen definiert).

10.19 Korollar. Jede invertierbare Matriz A € K™ ist ein Produkt von FEle-
mentarmatrizen.
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Beweis. Nach Satz 10.18 gibt es ein Produkt von Elementarmatrizen S € K"™*",
so dafl SA in reduzierter Zeilenstufenform ist. Da SA mit S und A ebenfalls
invertierbar ist und daher keine Nullzeile besitzen kann, gilt bereits SA = I,,.
Also ist A = S~! ein Produkt von Elementarmatrizen. O

Hier ist eine wichtige und niitzliche Bemerkung: Der Beweis des Korollars
wird auch bei der Berechnung von A~! aus A angewendet: Fiir die Matrix S gilt
nimlich S = A~!. Rechnerisch wenden wir den GauBalgorithmus auf die Matrix
(A|1,) € K™+ an und erhalten am Ende (SA, S) = (I,,|S) € K™x(m+n),

10.20 Proposition. Fir jedes A € K™ und invertierbare S € K™*" und
T e K™™ gilt
rank(SAT) = rank(A).

Beweis. Folgt aus Lemma 10.10 und der Transformation von Darstellungsmatri-
zen bei Basiswechsel. 0J

10.21 Satz. Fiir jedes A € K™ gibt es invertierbare S € K™" und T € K™*™

mat
I, 0
sar= (4 0)

und notwendigerweise r = rank(A).

Beweis. Zunéchst gibt es S mit SA in reduzierter Zeilenstufenform. Durch Ver-
tauschen der Spalten von S A mittels eines T erhalten wir

SAle([O” S)

Durch Addieren von Vielfachen der vorderen Spalten zu den hinteren Spalten von
S AT, mittels eines T liefert

Daher leisten S und T = T,7, das Gewlinschte.

Die Aussage r = rank(A) ergibt sich aus Proposition 10.20 und daraus, dafl
die Matrix auf der rechten Seite der Gleichung mit I, in der oben linken Fcke
Rang r hat. O

Der Satz liefert eine Normalform fiir Matrizen beziiglich Zeilen- und Spalte-
numformungen. In Bezug auf lineare Abbildungen f : V' — W liefert der Satz
eine Normalform der Darstellungmatrizen M, ,,(f), wenn v und w frei gewihlt
werden konnen. Wir nennen diese Normalform die Smith Normalform (diese wird
noch allgemeiner iiber Ringen definiert).
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10.22 Korollar. Zu A, B € K™ ™ gibt es invertierbare S € K™ und T € K™*™
mat
SAT =B

genau dann, wenn rank(A) = rank(B) ist.

Beweis. ,,=“: Folgt aus Proposition 10.20.
»,<="“: Nach Satz 10.18 gibt es invertierbare Sy, Sy, T, T> mit

I, 0
SlATl = SQBTQ = ( 0 0 ) .

Dann leisten S = S;'S; und T = T T, ' das Gewiinschte. O
10.23 Korollar. Sei A € K™*™. Es gilt
rank(A") = rank(A)

sowte
rank(A) < min{n,m}.

Beweis. Nach Satz 10.18 gibt es invertierbare S, T mit

I, 0
sar- (10

und folglich (SAT)' = SAT. Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von
Satz 10.13:

rank(A") = rank(T*A'S") = rank((SAT)") = rank(SAT) = rank(A).
U

Dieses Korollar wird haufig so auf den Punkt gebracht: Der Zeilenrang von A
ist gleich dem Spaltenrang von A. Wir sagen, dafi A vollen Rang hat, wenn
rank(A) = min{n, m} gilt.

Die Berechnung von rank(A) erfolgt ebenfalls mit Satz 10.18 und dem Gau$-
algorithmus. Wie man leicht sieht, ist der Rang einer Matrix in Zeilenstufenform
gleich der Anzahl der Stufen beziehungsweise gleich der Anzahl der Zeilen ungleich
Null.

Gilt m < n fir A € K™™ | so ist es meistens praktischer, den Gauflalgorith-
mus auf A® anzuwenden.
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10.7 Lineare Gleichungssysteme
Ein lineares Gleichungssystem ist von der Form

a1 171 + -+ ap T, = by

A, 171 +-+ AmpnTp = bm

Mit A = (a;;)i; € K™, = (z1,...,2,)" € K™ und b = (by,...,by)" €
K™ 148t sich das Gleichungssystem auch in der Form

Ax =0

schreiben.
Seien S, T invertierbar mit

I. 0
AT = " .
= (0 0)
Die Gleichung Az = b ist genau dann erfiillt, wenn SATT 'z = Sb gilt. Setzen
wir ' = T 'z und ¥ = Sb, so kénnen wir Ax = b in der vereinfachten, aber

I, 0 b
< 0 0 )x =b
schreiben.

Wir sehen damit: Das Gleichungssytem ist genau dann losbar, wenn die hinte-
ren m—1r Koeffizienten von ' gleich Null sind. Die Losungen 2’ sehen dann so aus:
Die ersten r Koeffizienten von 2’ sind gleich den ersten r Koeffizienten von &'. Die
anderen Koeffizienten von 2’ konnen beliebig gewahlt werden. Durch Multiplika-
tion dieser 2’ mit 7" von links erhilt man die Losungen = des Ausgangsystems.

dquivalenten Form

Genauer: Seien b}, ..., V. die ersten r Koeffizienten von ¥ und ty,...,t, € K™}
die Spalten von T'. Dann ist der Losungsraum von Ax = b durch

ib;ti+ { i it | s GK}
i=1

i=r+1

gegeben.

Ein Tip zu Berechnungen per Hand: W#hrend man A durch elementare Zei-
lentransformationen mit dem Gauflalgorithmus in die Matrix S A umformt, sollte
man zugleich diese Transformationen auf b anwenden, um so Sb zu erhalten. Dann
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mufl man die Matrix S nicht extra berechnen. Die Matrix 7" mufl ebenfalls nicht
unbedingt berechnet werden. Man kann die Lésungen auch schon an der Zeilen-
stufenform S'A ablesen.

Die Verallgemeinerung eines linearen Gleichungssystems ist eine Gleichung der

Form

flz) =0
mit einem f € Hom(V, W). Die Existenz von S und 7" entspricht fiir dim(V') < oo
und dim(W) < oo der Existenz von Basen v = (vq,...,v,) von V und w =

(Wi, ..., wy) von W mit f(v;) = w; fir 1 < i <r = rank(f) und f(v;) = 0 fur
r 4+ 1 < i < m. Die Bestimmung der Losungsmenge f~!({b}) erfolgt dann mit
Hilfe der Koeffizientenvektoren analog wie oben.



Kapitel 11

Determinanten

In diesem Kapitel werden Determinanten behandelt. Determinanten sind unter
anderem niitzlich, wenn es um die Berechnung von Volumina im R"”, Tests fiir die
lineare Unabhéngigkeit von Vektoren oder fiir die Invertierbarkeit von Matrizen
geht.

11.1 Volumenformen

Zur Motivation betrachten wir die Volumenform auf R™. Seien vy,...,v, € R™.
Mit

vol(vy, ..., u,)
bezeichnen wir das n-dimensionale Volumen des von vy, ..., v, aufgespannten
Parallelotops

i=1

Aufgrund von geometrischen Uberlegungen sollte mindestens gelten:

1. vol(ey,...,e,) =1 fir die Standardbasis ey, ..., e, von R™.
2. vol(vy, ..., 01, AV;, Uj41, ..., Uy) = AvOl(vy, ..., v,) fiir alle X € R.
3. vol(vy, ..., vj_1,v; + W, V41, ..., 0,) = vol(vq,...,0,) +
vol(vy, ..., V-1, W, Vj41, ..., V)

fiir alle w € R™.
4. vol(vy, ..., v,) =0, falls es ¢ # j mit v; = v; gibt.

107
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Bei diesen Bedingungen fillt folgendes auf: Multiplizieren wir v; mit A = —1,
so kann sich ein negatives Volumen ergeben. Das macht aber durchaus Sinn, denn
im R? gilt dann zum Beispiel

vol(ey, ex) = vol(2e; — e, e3) = vol(2eq, e5) — vol(ey, es).

Ohne vorzeichenbehaftetes Volumen konnte somit Bedingung 4 nicht allgemein-
giiltig sein. Wenn wir ein positives Volumen erhalten wollen, betrachten wir daher

[vol(vy, ..., u,)l.

Gilt v; = >0 | pije; mit p; 5 € R, so ergibt sich anhand dieser Bedingungen
bereits eine Formel fiir vol(vy, ..., v,) in den Koeffizienten 4, ;. Diese Berechnung
wird unten ganz dhnlich nochmal durchgefiihrt, so daf§ wir sie an dieser Stelle
auslassen.

Die Volumenform vol ist also durch obige Bedingungen bereits eindeutig be-
stimmt. Es sollte gelten (dies ist auch so), dal vol(vy, ..., v,) genau dann ungleich
Null ist, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

Wir wollen dies im folgenden von R™ auf K™ und beliebige, n-dimensionale
Vektorrdaume V verallgemeinern. Dabei ist im ersten Schritt fast nichts zu tun und
im zweiten Schritt auf eine ausgezeichnete Basis wie in Forderung 1 zu verzichten.
Nach wie vor sollte aber in Analogie zum Fall R gelten, dafl die so erhaltenen
Funktionen die lineare Unabhéngigkeit oder Abhéngigkeit der vy, ..., v, wider-
spiegelt.

11.2 Permutationen

Wir benotigen ein paar einfache Aussagen iiber Permutationen.

11.1 Definition. Die Permutationsgruppe S,, auf n Ziffern ist

Sp=S{L,....n})={f|f:{1,...,n} = {1,...,n} bijektiv}

mit der Verkniipfung von Abbildungen als Gruppenoperation. Die Elemente von
S,, heiflen Permutationen.

Sei i # j. Eine Transposition 7; ; ist eine Permutation mit 7, ;(¢) = j, 7, ;(j) = ¢
und 7; ;(v) = v fiir alle v # 4, j.

Das Signum einer Permutation ist

sign(o) = H M e {-1,1}.

(|

1<i<j<n
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Eine Permutation o € S,, kann in der Form ¢ = (o(1),...,0(n)) geschrieben
werden (diese Schreibweise ist nicht so iiblich und kann leicht mit der sogenannten
Zykelschreibweise verwechselt werden. Wir verwenden sie hier aber trotzdem fiir
den Moment). Es gilt zum Beispiel id = (1,2,3) und 750 (2,1,3) = (1,2,3).
Eine Permutation entspricht daher tatséchlich einer Umordnung der Eintrége
von (1,...,n).

11.2 Satz. Jede Permutation o lifit sich als Produkt von Transpositionen schrei-
ben. Dabei gilt fiir die Anzahl s der Transpositionen

sign(o) = (=1)*,
insbesondere ist s modulo 2 eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei o € S,,. Dann kann (o(1),...,0(n)) durch paarweises Umsortieren
mittels eines Sortieralgorithmus in die Form (1,...,n) gebracht werden. Sei 7 €
S, das Produkt dieser Transpositionen. Dann gilt 7 o 0 = id und o = 771, Also
ist auch o ein Produkt von Transpositionen (beachte (1,75)' = 7, ' o7 h).

Sei o ein Produkt von s Transpositionen. Fiir s = 0 ist ¢ = id und es gilt
sign(o) = (—1)®. Sei nun s > 0 und 0 = 7 0 p, wobei 7 eine Transposition und p
ein Produkt von s — 1 Transpositionen ist. Per Induktion gelte sign(p) = (—1)%!.
Setze I = {(p(i),p(4))|1 < i < j < n}. Die Menge I hat folgende Eigenschaft:
Fiir (v,p) mit 1 < v, p < nund v # p gilt entweder (v, ) € I oder (u,v) € 1.
Denn es gibt i # j mit p(i) = v und p(j) = p, und fiir i < j gilt (v, p) € I und
anderenfalls (p,v) € I.

Dann ergibt sich

1<i<j<n p(’L) N p(j) 1<i<j<n p(’L) - p(])

Die Faktoren des letzten Produkts lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:
Wir partionieren [ in disjunkte Teilmengen

I = {(v,p) € I|7(v) = v und 7(s) = i},
I = {(v.p) € I|7(v) # v und 7(1) # 1},

Iy = {(r,0) € (L U L) | (7(v), 7(w)) € I},
1= {(v,p) € (L U L) | (7(), 7(v)) € I},

Aufgrund der oben genannten Eigenschaft von I ist

[:[1U[2U[3U[4
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in der Tat eine Partionierung von I.

Fir I gilt I, = {(4,)} mit 7(i) = j und 7(j) = ¢, da 7 eine Transposition
ist. Fir (v,u) € I3 gilt (v,p) # (t7(v),7(n)) € Is. Fiir (v,p) € I gilt analog
(v,p) # (t(p), 7(v)) € Iy. Wir kénnen daher beliebige Teilmengen I3, C I3 und
Iyo C Iy mit #1509 = #13/2 und #1, 0 = #14/2 wihlen und I3, I auf die folgende
Weise weiter partionieren:

Iy = I3 U{(m(v), 7(1n)) | (v, 11) € T30},
L= Ip U{(r(w), 7)) | (v, 1) € Luo}-

Wir erhalten damit

()€l (vyw)eh (CADISE
11 ) —t(w) v—up
wien, VTR TW) =)
11 Tw)—1(p) p—v
vienn, VTR T =)
=1-(=-1)-1-1
= —1.
Es folgt
sign(o) = H U(Z). — o)

Da sign(o) eine nur von o abhéngige Zahl £1 ist, wird hierdurch auch s modulo
2 eindeutig bestimmt. Auflerdem gilt sign(o) € {—1,1}. O

11.3 Korollar. Die Abbildung sign : S,, — {—1,1} erfillt
sign(op) = sign(o)sign(p).

Beweis. Ist o Produkt von s Transpositionen und p Produkt von r Transposi-
tionen, so ist op Produkt von s + r Transpositionen. Nach dem Satz ergibt sich

sign(op) = (—1)**" = (—1)*(~1)" = sign(o)sign(p). O
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11.4 Definition. Wir definieren
A, ={o|o €S, mit sign(o) = 1}.

Aufgrund von Korollar 11.3 ist A,, multiplikativ abgeschlossen und enthélt das
neutrale Element id von S,,. Daher ist A, eine Gruppe, die alternierende Gruppe
genannt wird.

Das folgende Lemma wird nur in den Beweisen des folgenden Satzes und von
Satz 11.9 benétigt.

11.5 Lemma. Sei i # j. Dann ist f;j : A, — S,\A,, 0 — oo, bijektiv.

Beweis. Die Abbildung f;; : S, — Sy, 0 — oo, ; ist bijektiv, denn es gilt 12] =
id. AuBlerdem gilt wegen 7; ; # id und Korollar 11.3 auch sign(f; ;(¢)) = —sign(o).

Also fOlgt f%](An) = Sn\An O
11.6 Satz. FEs gilt

#S, = n!
und ‘

n!
A, =—.

# 2

Beweis. Die Anzahl der Umordnungen von (1,2, ...,n) ist gleich n!. Denn wir er-

halten alle Umordnungen wie folgt: Fiir den ersten Eintrag haben wir n Wahlmog-
lichkeiten, fiir den zweiten dann n—1 Wahlmoglichkeiten, da die Ziffern nicht dop-
pelt auftreten diirfen. Im dritten Schritt gibt es dann nur noch n—2 Wahlméglich-
keiten, und so weiter. Es ergibt sich also n! als die Anzahl der Umordnungen. Da
die Permutationen genau den Umordnungen entsprechen, folgt #5S,, = n!.
Lemma 11.5 liefert #A,, = #5S,\A,. Daher folgt #A,, = #S,/2=n!/2. O

Wir verwenden noch folgende Konvention (hauptsichlich in Induktionsbewei-
sen): Wir fassen S,,_1 gegebenenfalls als Teilmenge von S,, mittels o(n) = n auf.

11.3 Determinanten von Vektoren

Die folgende Definition enthélt die angekiindigten Verallgemeinerungen von Vo-
lumenformen.

11.7 Definition. Sei d : V" — Z eine Abbildung von K-Vektorrdumen. Die
Abbildung d heifit (r-fach) multilinear, wenn

d(zy,.. . 21,0+ AY, Ty, Ty) = dA(T1, o T, T T, - L)

+ )\d(ﬂfl, s i1, Y, Tty - - ,SL’T)
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fiir alle z;,z,y € V, A € K und 1 < j < r gilt. Fiir Z = K heif}t d eine r-fache
Multilinearform auf V. Gilt zusétzlich

d(xy,...,2,) =0,

falls es i # j mit x; = z; gibt, so heifit d alternierend.
Sei v = (vy,...,v,) eine Basis von V. Eine Determinante det, von V' beziiglich
v ist eine alternierende n-fache Multilinearform mit

dety,(vy,...,v,) = 1.

11.8 Proposition. Sei d eine alternierende r-fache Multilinearform auf V' und
7;; eine Transposition. Dann gilt
d(SL’Ti’j(l), ce ,ITM.(T)) = —d(.rl, ce ,x,,).
Beweis. Zur Vereinfachung schreiben wir d(x,y) fiir
d(ﬂfl, s i1, Xy L1y - -y Lj—1, Y, Tjg1y v e - ,.I‘T).
Es gilt
0= d([L‘Z + Xy, T; + l‘j) = d(l‘l, I‘Z) + d(l‘l, IL‘j) -+ d(l‘j, I‘Z) -+ d(l‘j, l‘j)

= d(l‘l, l‘j) + d(l‘j, I‘Z)

Also ergibt sich die Aussage durch Umstellen. 0J

Diese Eigenschaft von alternierenden Multilinearformen ist namensgebend und
kann auch als Definition genommen werden, sofern char(K’) # 2. Denn dann gilt
mit der Notation des Beweises d(z,z) = —d(x,x), also 2d(x,x) = 0 und es folgt
d(z,z) = 0, sofern 2 # 0.

11.9 Satz. Seien v = (vy,...,v,) eine Basis von V und A = (A1,...,\,) die
duale Basis zu v. Dann wird durch
det, : V" = K, (x1,...,2,) — Z sign(o) Aoy (1) - - Aoy (%)
O'ESn

eine Determinante von V' beziiglich v gegeben.
Ist d : V" — K eine alternierende n-fache Multilinearform, so gibt es genau
ein c € K mit
d(zy,...,x,) = c-dety(z1,...,2,)

fir alle xy,...,z, € V. Es gilt
c=d(vy,...,v).

Insbesondere gibt es genau eine Determinante von V' beziiglich v.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber d und ¢ unter der Annahme, dafl

det, eine Determinante von V' beziiglich v ist. Es gilt x; = 7, Aj(z;)v;. ,Aus-

multiplizieren“ unter Beachtung der Eigenschaften von d und Proposition 11.8

liefert
ausmult.
d(xl’ . ’g;n) = Z )\jl (.I‘l) s )\jn(xn)d(vjm R ,an)
1<j1,-sin<n
altern.
= Z )\0(1 1’1 a(n) (xn)d(va(1)7 o 7U0(n)>
O'ESn
PSS ) (@1) - g (@)sign(o)d(vi, .., v,)
O'ESn
ausklammern
£ d(vy,...,v Z sign (o) Aoy (1) - - = Ao(n) (7)
UGSn

Def. 11.7

= d(vy, ..., vp)dety (21, ..., x,).

Dies zeigt die Existenz von c. Einsetzen von v; fiir die x; in die Gleichung mit ¢
des Satzes liefert ¢ = d(vy, . .., v,) wegen det,(vy,...,v,) = 1. Also ist ¢ eindeutig
bestimmt.

Wir beweisen nun, daf det, tatséchlich eine Determinante von V' beziiglich v
ist. Aufgrund des ersten Beweisteils angewendet auf eine Determinante d von V
beziiglich v sieht man, dafl die Definition von det, die, wenn iiberhaupt, einzig
mogliche ist.

Die Abbildungen (x1,...,2,) — £X,q)(®1) - Aoy (2n) sind offensichtlich
multilinear. Daher ist auch det, als Summe multilinearer Funktionen multilinear.

Es gelte z; = x; fiir i # j. Sei f;; : A, — Sy\A4, wie in Lemma 11.5. Fiir
o € A, haben wir sign(c) = 1, sign(f; ;(¢)) =sign(o o7, ;) = —1 und

sign(fi,;(0))As ;@) (@1) - Af @) m) (Tn)
(

Def.

= —Ao(ri.;(1)) 1) - Ao sz(N))<x")
Def. o'(] (ﬂfz) 0(@ ( )
=t “ Aoy (@) - Agiy (i) -
umordnen Ao (1) Ao (xn)’ (11.10)

wobei die - - - auf der rechten Seite der zweiten und dritten Gleichung fiir Faktoren
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Aow)(2,) mit 1 < v < nund v # 1, j stehen. Es folgt

D sign(o) Ao (1) - Aotuy (1)

gESy

Lemma 11.5 Z (sign(o)%(n(ﬂ) o Ao(n) (xn) +

o€A,

sign(fi5(0)) A fi (o)1) (1) - Ao (o)) ()
D Qo (@1) -+ Aoy (@) = Aoy (1) -+ Aoy (7))

O'EAn

= 0.

(11.10)

Damit ist det, alternierend.
Schlieflich ist in det,(vq,...,v,) wegen \;(v;) = d;; nur der Summand fiir
o = id ungleich Null, und zwar gleich 1. Daher ist det, eine Determinante auf V'

beziiglich v.
O

Die Formel fiir det,, in Satz 11.9 heifit auch Leibnizentwicklung. Die Aussage
von Satz 11.9 wird anschaulich im kommutativen Diagramm 11.1 dargestellt.

\val
d
dety,
d(vy,..., Un,
K (1 ) K

Diagramm 11.1: Darstellungsaussage von Satz 11.9

11.11 Korollar. Seien vy,...,v, € R" und e = (ey,...,e,) die Standardbasis
von R™. Dann gilt
vol(vy, ..., v,) = dete(vy, ..., v,).

Beweis. Die Bedingungen 1-4 sind fiir det, offenbar erfiillt. Aus der Eindeutig-
keitsaussage ergibt sich die Gleichheit. U

Die Determinante liefert also ein vorzeichenbehaftetes (orientiertes) n-dimen-
sionales Volumen. Dies pafit auch zu dem folgenden Lemma.

11.12 Lemma. Seien xq,...,x, € V linear abhdngig. Dann gilt

dety(xy1,...,2,) =0.
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Beweis. Aufgrund von Proposition 11.8 kénnen wir die z; ohne Einschriankung
permutieren und daher zur Vereinfachung der Notation annehmen, dafl es Ele-
mente Ao, ..., A\, € K mit z; = 2?22 Aix; gibt. Wir erhalten aufgrund der alter-
nierenden und multilinearen Eigenschaft

n
dety(z1,...,2,) = detv(:pl,xg, .. .,:L‘n) — Z)\idetv(:pi,xg, . ,xn)
=2

= detv(:pl — Z Aiiy To, ... ,xn) = det, (0, xo, ..., x,)
=2
=0.
U

Im néchsten Abschnitt wird auch die Umkehrung von Lemma 11.12 bewiesen.

11.4 Determinanten von linearen Abbildungen

Seien V' und W wieder Vektorrdume mit den Basen v = (vq,...,v,) und w =
(U}l, c. ,U}n).

11.13 Definition. Wir definieren die Determinante von f € Hom(V, W) beziig-
lich v und w als

dety . (f) = dety,(f(v1), ..., f(v,)) € K.

Man beachte, daf3 die Determinante von f beziiglich v und w nur definiert ist,
wenn V und W die gleiche Dimension haben.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung der n-dimensionalen Vektorrdume V/
und W. Durch komponentenweise Anwendung liefert f eine lineare Abbildung

vt =Wt (x, ) = (f(x), . f(T).

Die Zuriickziehung det,, o f*" ist eine alternierende n-fache Multilinearform auf
V', wie leicht nachgerechnet werden kann.

Die ersten beiden Aussagen des folgenden Satz 11.14 kénnen wie die Multipli-
kativitdtsaussage der Darstellungsmatrizen am besten mit einem kommutativen
Diagramm veranschaulicht werden, siehe Diagramm 11.2.

11.14 Satz. Es gilt

(dety, o ") (x1, ..., x,) = dety,(f(x1), ..., f(zn))
= dety , (f)dety, (21, ..., z,).
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(gof)™™
A N . 2
dety, detqy det

dety.w (f)- i detuw,- (g)-

K K

Diagramm 11.2: Die ersten beiden Aussagen von Satz 11.14

Sei Z ein weiterer Vektorraum mit dim(Z) = n und Basis z sowie g €
Hom(W, Z). Dann gilt

det, (g o f) = dety, .(g)det, w(f).

Auflerdem ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn

dety . (f) #0

i1st. In diesem Fuall gilt
dety, (1) = det, ., (f) "

Beweis. Nach Satz 11.9 gilt

(dety, o ")z, ..., x,) = dety,(f(x1), ..., f(x,))
= dety,(f(v1),. .., f(vy))dety(z1,. .., z,)
= dety, . (f)det, (21, ..., z,).

Dies zeigt die erste Aussage.
Aus der ersten Aussage ergibt sich

det,(g(f(x1)),...,g(f(z,))) = det, .(g o f)det,(z1, ..., 2,).

Auf der anderen Seite gilt

detz(g(f (1)), -, g(f(2n))) = detu z(g)detw(f(21), ..., f(22))
= dety, . (g)dety, o (f)det, (z1, ..., 2y).

Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 11.9 liefert

det, (g o f) = dety, .(g)det, w(f).
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Sei nun f ein Isomorphismus. Dann gilt nach der zweiten Aussage
dety, o (f)dety ,(f 1) = dety, o (idw) = dety, (w1, . .., w,) = 1.

Daher folgt det, ,(f) # 0 und det, ,(f™') = det,(f) . Sei nun umgekehrt

dety o (f) # 0. Wegen det,,(f(v1),..., f(v,)) = det,(f) # 0 sind f(vq),...,
f(v,) nach Lemma 11.12 linear unabhéngig. Daher bildet f eine Basis auf eine
Basis ab und ist ein Isomorphismus. O

11.15 Korollar. Seien x4,...,x, € V. Dann sind x1,...,x, genau dann linear
unabhdngig, wenn

dety,(x1,...,2,) #0
151.
Beweis. Seien e = (eq,...,e,) die Standardbasis von K™ und f € Hom(K", V)
durch f(e;) = x; definiert. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn die

Z1,...,%, linear unabhéingig sind. Auf der anderen Seite ist f nach Satz 11.14
genau dann ein Isomorphismus, wenn det, ,(f) # 0 ist. Per Definition gilt

dety (w1, ..., 2,) = dety,(f(e1),. .., f(en))
= det.,(f).

Daher ergibt sich die Aussage. O

Ganz analog wie bei den Darstellungsmatrizen konnen wir det, ,(f) fiir wei-
tere Basen v' und w’ durch det, ,,(f) ausdriicken. Wir erhalten

detv/,w/(f) = detvgv(idv)detv’w(f)detmw/(idw).

Ein interessanter und wichtiger Spezialfall ergibt sich fiir W =V und v’ = v'.
Wegen det, ,(idy) = det, ,,(idy )~ nach Satz 11.14 erhalten wir

detv/,vf (f) = detvfw (idv)detw(f)detv,vf <1dv)
= detvav(idv)detw(f)detvl,v(idv)_l
= dety(f).

Unabhéngig von der Wahl der Basis konnen wir f € End(V') die Determinante
det, ,(f) zuordnen.

11.16 Definition. Die Determinante eines Endomorphismus f € End(V) wird
durch
det(f) = detwo(f)
fiir eine beliebige Basis v von V' definiert.
Als Interpretation von det,,,,(f) in R-Vektorrdaumen halten wir noch fest: Die

Zahl det, ,,(f) gibt den Faktor an, mit dem Volumina (auf v und w bezogen)
durch Anwendung von f multipliziert werden.
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11.5 Determinanten von Matrizen

Als Kombination der Definitionen und Ergebnisse der beiden vorhergehenden
Abschnitte betrachten wir jetzt Determinanten von Matrizen.

11.17 Definition. Sei A = (a;;);; € K™*". Dann definieren wir die Determi-
nante von A als

det(A) = Z SigN(0) o)1+ * * Ao(n)n-

UGSn

11.18 Satz. Seien e = (eq,...,e,) die Standardbasis im K" und A € K™".
(1) Es gilt
det(A") = det(A).
(13) Seien vy,...,v, € K™ die Spalten oder Zeilen von A. Dann gilt
det(A) = dete(vq,...,v,).

(1ii) Sei fa: K" — K", x — Ax. Dann gilt
det(A) = det(fa).

Beweis. (i): Sei A = (a; ;)i ;. Sei o0 € S,. Sortieren der Faktoren des Produkts
a1,5(1) * * * (n,o(n) Dach dem Spaltenindex liefert a,-1(1)1 - - - Gg—1(n) . AuBerdem gilt
sign(o™!) = sign(o) und o~! lduft mit o iiber alle Elemente aus S,. Damit ergibt
sich gilt

= Z Sign((j)ao(l),l ©Qo(n),n

O'ESn

= det(A).

(71): Seien die vy,...,v, € K™ die Spalten von A. Sei e = (e1,...,e,) die
Standardbasis und A = (\q,..., \,) die duale Basis zu e. Dann gilt

ai,;
v; = : = ayger + -+ Ay

a/nh]
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und a; ; = A;(v;). Daher ergibt sich

det(A) = Z sign(0)ag(1),1** * Ao(n)n

O'ESn

= Z sign (o) Ag(1) (V1) - = Ag(n) (V)

oESy
= dete(vy, ... v,).

Die Aussage fiir die Zeilen folgt mittels (z) aus der fiir die Spalten.
(27i): Wir haben

det(fa) = detee(fa) = dete(faler), ..., falen)) = det(A)
nach (iz), da die fa(e;) gerade die Spalten von A sind. O

Die Determinante einer Matrix ist also sowohl in den Spalten, als auch in den
Zeilen multilinear und alternierend.

11.19 Korollar. Seien A, B € K™*". Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B).
Auferdem ist A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn
det(A) #0

i1st. Dann gilt
det(A™) = det(A4) .

Beweis. Kombiniere Satz 11.18, (i7i) mit Satz 11.14 unter Beriicksichtigung von
fap = fao fB, A genau dann invertierbar, wenn f,4 ein Isomorphismus ist, und

dann fu-1 = (fa)" L O

Etwas iiberféllig ist der folgende Satz, der die Analogie zwischen dem Basi-
stransformationsverhalten der Darstellungsmatrizen und der Determinanten klért.

11.20 Satz. Seien V und W zwei K -Vektorrdume der Dimension n mit Basen
v = (vi,...,v,) beziehungsweise w = (wy,...,w,). Sei f € Hom(V,W). Dann
qilt

det () = det(Myu(f).
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Beweis. Sei wieder e = (ey,...,e,) die Standardbasis vom K™. Abarbeiten der
Definitionen und Satz 11.18, (i7) liefern

detyw(f) = dety(f(1), ..., f(vn))
= dete(Su(f(v1)), -+, Suw(f(vn)))
= det(Mv,w(f))a

da die S, (f(v1)), ..., Sw(f(v,)) gerade die Spalten von M, ,,(f) sind. O

Bei der Berechnung von Determinanten von Vektoren oder linearen Abbil-
dungen arbeitet man meistens ganz konkret mit den Darstellungsmatrizen. Im
folgenden werden Formeln fiir einige spezielle Typen von Matrizen sowie allge-
meine Rechenregeln angegeben, die das Arbeiten mit Determinanten von Matrizen
vereinfachen.

11.6 Weitere Formeln und Berechnungsmaoglich-
keiten

Neben der Leibnizentwicklung gibt es auch eine rekursive Entwicklung fiir Deter-
minanten, die haufig niitzlich ist und Laplace Entwicklung genannt wird.

11.21 Definition. Sei A € K™*™. Wir bezeichnen dann mit A, ; € K (n=1)x(m—1)
die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

11.22 Satz. Fir Ae K™" und 1 <1i,j5 <n gilt:

n n

det(A) = > (=1)"Pa,;det(A, ;) = > (=1)a;,, det(A; )

v=1 pn=1

Beweis. Gilt die erste Gleichung, so folgt auch die zweite Gleichung wegen det(A) =
det(A"). Zum Beweis der ersten Gleichung definieren wir a;;7, durch A; ; = (a}?,).,,.
und 7T, = Tpoipn - - Timyr fir 1 <m < n. Es gilt

x firl<az<m-1
Tm(T) =< n fir x =m

z—1 firm<z<m-1

V?j

sowie sign(m,,) = (—1)""". Wir erhalten a,, = i —.

x # v und y # j sowie

)fﬁrlgx,ygnmit

_ W _ W]
Qo(y),y = aﬂu(a(y))vﬂ'j () — aﬂy(a(ﬂj_l(p))),p
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fir o € S, mit 0(j) =rv und 1 <y < n mit y # j und p = 7;(y). In dieser Glei-
chung nimmt p genau die Werte von 1 bis n —1 an. Die Verwendung von 7, dient
lediglich zur Umrechnung der Zeilen- und Spaltenkoordinaten der Koeffizienten
aus A, die nicht in der v-ten Zeile und j-ten Spalte stehen, und der Koeffizienten
aus A, ;.
Fiir 0 € S, sei
1

T = 7T,,O'7T; .

Lr; und die Aquivalenz o(j) = v < 7(n) = n. Liuft o iiber

alle Elemente aus S, mit o(j) = v, so lauft daher auch 7 iiber alle Elemente aus
S, mit 7(n) = n in einer 1-1-Beziehung zu 0. AuBerdem gilt

Dann gilt o = 7,

sign(r, tr7;) = (—1)"sign(r).

Zusammen ergibt sich

det(A) = > sign(0) [ aomw=2_, Y. sien(o) [] aoww

o€Sn 1<y<n v=1 g€Sn,0(j)=vr 1<y<n
n
= E Ay, j E sign(o) H Ao (y),y
v=1 0ESn,o(j)=v 1<y<n,y#j
n
I - V7j
= Ay i S1gnlo H a _
D awi D, sien(o) w5 (0)) 0
v=1 0ESn,0(j)=v 1<p<n—1
n
— 3 -1 V7j
= E ay,j E sign(m, “17;) H a’ly,
v=1 TESH,T(n)=n 1<p<n—1
n
J— _ V+_] . 3 V7j
_Z< )" au, Z sign(7) H @ ().
v=1 TGSn7T(n):n 1<p<n—1
n
=Y (—1)"a,; det(A, ;)
v=1

0

Man kann Satz 11.22 aufgrund der Eindeutigkeit von Determinanten auch
dadurch beweisen, dafl man zeigt, dafl die Laplaceentwicklung die Bedingungen
fiir eine Determinante erfiillt. Man kann einen solchen Beweis dann sogar als
Existenzbeweis anstelle des Beweises in Satz 11.9 verwenden.

Fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen enthélt der néchste Satz die Formeln von Sarrus.
Man kann sich die Produkte gut anhand von Diagonallinien merken, die in die
Matrizen eingezeichnet werden. Ab n > 4 geht das aber nicht mehr so.
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11.23 Satz.

(i) Sei A= < Zl’l 31’2 ) € K*2. Dann gilt det(A) = aj1a29 — az1019.
2,1 022

@11 A12 13
(ii) Sei A= | ag1 ass ass | € K¥3. Dann gilt
a3 g2 Aa33
det(A) = a11a22a33 + a12a2,3031 + a1,3021032
— a3102201,3 — G3,202 3011 — A3 302101,2.

Beweis. Nichts anderes als Definition 11.17 fiir die Félle n = 2 und n = 3 ausge-
schrieben. m

Die Definition 11.17 der Determinante einer Matrix (Leibnizentwicklung) und
Satz 11.22 (Laplaceentwicklung) eignen sich im allgemeinen nicht fiir die Berech-
nung der Determinante, wenn n grofl wird. Das liegt daran, dafl die Anzahl der
Summanden in beiden Féllen gleich #.5,, ist und mindestens exponentiell in n
wachst: Es gilt ndmlich #S, = n! > e™.

Zum Gliick gibt es eine alternative Berechungsmoglichkeit mittels des Gauf-
algorithmus.

11.24 Lemma. Fliir die Elementarmatrizen gilt:
det(Em») = —]_, det(EM) = )\, det(Ei7j7,\) =1.

Beweis. Die Elementarmatrizen gehen aus [, durch die entsprechenden Elemen-
tartransformationen hervor. Wegen det(/,,) = 1 und der alternierenden Multili-
nearitdt von det ergibt sich die Aussage. O

11.25 Lemma. Sei A = (a;;);; € K™*" eine Dreiecksmatriz. Dann gilt

i=1
Beweis. Folgt zum Beispiel aus der Leibnizentwicklung, da as1)1 " tom)n = 0
fiir jedes o # id gilt. !

Nach Satz 10.18 koénnen wir eine Matrix A € K"*" als Produkt S;---S,B
von Elementarmatrizen S; € K™*™ und einer Matrix B = (b;;);; € K™" in
Zeilenstufenform, also einer oberen Dreicksmatrix, schreiben. Dann gilt

det(A) = det(Sy) - - - det(S,.) det(B)

= det(S) - - det(S,) [ ] bur-
=1
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Bei der Durchfiihrung des GauBalgorithmus mufl man sich die S; nicht eigens
merken, es geniigt, det(S;) mitzurechnen (Achtung: Die elementaren Zeilenum-
formungen wihrend des GauBalgorithmus sind S;*, S, ', ..., S1).

T
a1 Q1.2
A — ) k)
A21 A22
mit a;; # 0. Wir wihlen S;' = By oo, Syt = F»1,_ay,. Dann ist

B= 557 = ( L ae/ay )

0 A292 — a2,1a1,2/a1,1

11.26 Beispiel. Sei

und

det(A) = det(Sl) det(Sg) det(B) = (11,1(&272 — a271a1,2/a171)

= Q1,122 — A2101 2.

Da der GauBlalgorithmus zur Berechnung der Zeilenstufenform grofienord-
nungsmiéiig n® Rechenoperationen in K bendtigt, erhalten wir hiermit ein viel
schnelleres Verfahren zur Berechnung von Determinanten als mit der Leibniz-
oder Laplaceentwicklung.

Hier ist noch eine Beziehung zwischen Determinanten und dem Rang von
Matrizen.

11.27 Definition. Eine Teilmatrix von A € K"*™ ist eine Matrix der Form
(arg,)ig € K7 mit 1 <k <--- <k <nund 1< <--- <[, <m.
Ein Minor von A ist eine Determinante einer quadratischen Teilmatrix von A.

11.28 Satz. Der Rang von A™™ mit A # 0 ist gleich dem Maximum der Zei-
lenzahlen der Matrizen von Minoren # 0 von A.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

11.7 Determinanten spezieller Matrizen

Die leeren Bereiche stehen im folgenden fiir Bereiche mit Nullkoeffizienten.

11.29 Satz. Seien A4, ..., A, quadratische Matrizen tiber K und A eine quadra-
tische Matrix tiber K der Form

A=

*
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Dann gilt
det(A) = [ ] det(4,).
i=1
Beweis. Ubungsaufgabe (Hinweis: GauBalgorithmus). O

Die folgenden Matrizen und ihre Determinanten spielen spéter noch eine wich-
tige Rolle.

11.30 Satz. Sei A € K™" der Form

1 —a

mit Nullen und —aq auf der Diagonalen und Einsen unterhalb der Diagonalen.
Dann gilt
det(tl, — A) =t" +ait" ' + -+ a,_1t + a,.

Beweis. Ubungsaufgabe (Hinweis: Laplace mit erster Zeile und Induktion). O

Die folgende Matrix und Determinantenberechnung ist nach Vandermonde
benannt.

11.31 Satz. Set A € K™ der Form

1z ... af!
A= :
1z, !
Dann gilt
det(A) = [ (zj—x)
1<i<j<n
Beweis. Ubungsaufgabe. O

11.32 Satz. Sei A € K™ eine Matriz mit genau einer 1 in jeder Spalte, an-
sonsten nur Nullen. Dann hat A genau eine 1 in jeder Zeile und ansonsten nur
Nullen. Desweiteren gibt es o € S,, mit

(60(1), ey eg(n)) = (61, ey en)A

und es gilt
det(A) = sign(o).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Matrizen aus Satz 11.32 heiflen Permutationsmatrizen.
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11.8 Cramersche Regel und Adjunkte

11.33 Satz.
(i) Sei Ae K™, z = (x;) € K™ und b € K™ mit
Az =b.

Ist B; die Matriz, deren i-te Spalte gleich b ist und die ansonsten mit A
tibereinstimmdt, so gilt
det(B;) = x; det(A).

(i1) Set A e K™ und
AI = ((—1)Z+J det(Ajﬂ-))i,j c Knxn’

wobei A; ; die Matriz ist, die durch Streichen deri-ten Zeile und j-ten Spalte
von A entsteht. Dann gilt

AA' = A'A = det(A),,.

Beweis. (i): Die i-te Spalte b in B; ist gleich der Linearkombination der Spalten
von A mit den Koeffizienten x;. Sei Ai,j die Matrix, die an der i-ten Spalte die
j-Spalte von A hat und ansonsten mit A iibereinstimmt. Dann gilt det(flivj) =
0, jdet(A) (Kronecker-Delta) und aufgrund der Linearitét der Determinante in

der i-ten Spalte von B; ergibt sich det(B;) = 37| z; det(A; ;) = x; det(A).
(i1): Sei A = (a; ;)i ;. Dann gilt

v=1

AN - (Z(—lwaw det<Aj,y>> = det(A),,
1,J

denn dies ist die Laplaceentwicklung von 121], beziiglich der j-ten Zeile. Analog
folgt

v=1

AA = (Z<_1>Hyau,j det(Au,z‘)> = det(A) 1.
ij

O

Die Matrix A" heifit Adjunkte oder Pseudoinverse zu A. Bei der Berechnung
von A~! mufl man im allgemeinen auch die Koeffizienten von A invertieren. Die
Adjunkte A’ kann man als bestmégliche Approximation von A~! ansehen, wenn
die Koeffizienten von A nicht invertiert werden sollen.
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11.9 Abstrakte Konstruktion von Determinan-

ten*

Es gibt eine abstrakte, verallgemeinerte Konstruktion von Determinanten, wel-
che wir kurz erwdhnen wollen. Diese Konstruktion ist analog zu Satz 11.9 und
Satz 11.14, benotigt aber keine Basen.

Mittels Faktorrdumen konstruiert man einen 1-dimensionalen Vektorraum A"V
und erhélt im wesentlichen durch den kanonischen Epimorphismus eine kanoni-
sche alternierende n-fache Multilinearform

det : V" — A"V.

Zu jeder alternierenden n-fachen Multilinearform d : V" — Z in einen Vektor-
raum Z gibt es dann eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f : A"V — Z
mit d = f o det. Dies liefert eine Verallgemeinerung von Satz 11.9 und Dia-
gramm 11.1.

Desweiteren gibt es mit einem analogen Argument wie bei Satz 11.14 zu jedem
f € Hom(V, W) ein det(f) : A"V — A"W. Fiir g € Hom(W, Z) gilt

det(g o f) = det(g) o det(f).

Dies liefert eine Verallgemeinerung von Satz 11.14 und Diagramm 11.2.

Diese Konstruktionen konnen auch fiir ,, Vektorrdume iiber Ringen* angewen-
det werden, in denen es nicht unbedingt Basen geben muf3, und spielen eine wich-
tige Rolle in der algebraischen Geometrie.



Kapitel 12

Struktur eines Endomorphismus

Sei f € Hom(V,W). Wir haben gesehen, dal es Basen v = (vq,...,v,) und
w = (wy,...,wy,) von V beziechungsweise W gibt, so dafl

w; firl<i<r
f(Uz')Z{

0 firr<i<n

mit r = rank(f) gilt. Entsprechend gilt

M= (50 )

Konkret entspricht jedem f € Aut(R™) die Einheitsmatrix I,, wobei kein
Unterschied gemacht wird, ob f die Identitdt oder zum Beispiel eine Streckung
oder Drehung beschreibt.

Im folgenden sollen solche Unterschiede genauer untersucht werden. Insbeson-
dere kommt es uns darauf an, zu f € End(V) Basen v von V' zu finden, so daf
M, ,(f) eine moglichst einfache und charakterisierende Form erhilt.

12.1  Ahnlichkeit und Normalformen

Das Ziel der Einleitung bedeutet in Matrixsprache, dal zu A € K™*" ein inver-
tierbares S € K™*" gefunden werden soll, so dafl

SAS™!
eine moglichst einfache und charakterisierende Form erhélt.

12.1 Definition. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen dquivalent, wenn es inver-
tierbare S € K™ und T' € K™*"™ mit

B =SAT

127
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gibt. Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dhnlich, wenn es ein invertierbares S €
K™™ mit

B=SAS!
gibt.

12.2 Satz. Aquivalenz und Ahnlichkeit liefern Aquivalenzrelationen auf K™™
beziehungsweise K™ ™.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Unter einer Matrixnormalform versteht man die Auszeichnung eindeutig be-
stimmer Vertreter von Aquivalenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation auf
einer Menge von Matrizen.

Fiir den Fall der Aquivalenz auf K™ sind dies gerade die Matrizen der Form

I, 0
0 0/
Insbesondere gibt es nur min {n, m} + 1 verschiedene Normalformen und damit

Aquivalenzklassen.
Ein grofes Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung einer Normalform beziiglich

Ahnlichkeit auf K",

12.2 Eigenwerte

Die einfachste Form eines Endomorphismus f € End(V) ist f(z) = Az fiir ein
A € K. Das motiviert die folgende Definition.

12.3 Definition. Sei f € End(V). Ist A € K und x € V\{0} mit
f(x) = Az,

so heiffit A ein Eigenwert von f und x ein Eigenvektor von f zum Eigenwert .
Auflerdem heifit in diesem Fall

ker(f — Aidy) = {z € V| f(x) = Az}
Eigenraum von f zum Eigenwert \.

Mit der Definition ist A € K genau dann ein Eigenwert von f, wenn ker(f —
Aidy ) # 0 gilt. Eigenrdume haben also Dimension > 1.
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Wiéhrend Eigenwerte Null sein diirfen, sind Eigenvektoren stets ungleich Null.
Wir definieren Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume fiir eine quadratische
Matrix A mit Hilfe der zugeordneten linearen Abbildung f4.

Wie konnen wir die Eigenwerte von f berechnen? Fiir dim(V') < oo ist hier
die Determinante von entscheidender Bedeutung. Denn

A € K FEigenwert von f < ker(f — Midy) # 0 < det(f — Aidy) =0,

wobei die zweite Aquivalenz aufgrund von Satz 6.7 und Satz 11.14 gilt.

Anstelle von Losungen A fiir det(f — Aidy ) = 0 kénnen wir dquivalenterweise
auch nach Losungen A fiir det(Aidy — f) = 0 suchen, da sich die Determinanten
hoéchstens im Vorzeichen unterscheiden.

Die Berechnung von det(Aidy — f) erfolgt mittels einer beliebigen Darstel-
lungsmatrix von f. Bezeichnet v eine Basis von V', so gilt det(Aidy — f) =
det(Al, — M, ,(f)) mit n = dim(V).

Die Berechnung von det(Al, — M, ,(f)) anhand der Leibnizentwicklung mit
Sortierung nach Potenzen von \ zeigt, dafl es von (der Wahl von) A unabhingige
a,...,a, € K mit

det( A, — My ,(f)) = N"+a A" P+ a, A+ a,
gibt.
12.4 Definition. Wir nennen

detNdy — f) = X"+ a " P+ Fa,_ A +a, =0
die charakteristische Gleichung von f.

Die Losungen A € K der charakteristischen Gleichung von f liefern folglich
genau die Eigenwerte von f. Wir werden in Lemma 12.32, (i) sehen, dafl die
Koeflizienten ay, . .., a, sogar auch von der Wahl der Basis v unabhéngig sind.

12.5 Lemma. Figenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind linear
unabhdngig.

Beweis. Seien v, ..., v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwer-
ten Aq,..., A\, von f.

Der Fall n = 0 ist per Definition klar. Der weitere Beweis verlauft per Induk-
tion. Es seien i1, ..., € K mit Y ., p1;0; = 0. Wir erhalten

f <Z Mﬂh‘) -\ Z,uﬂ)z‘ — Zﬂi(f(vi) — A\;)
=1 =1 =1

r—1
i=1
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Nach Induktionsannahme folgt p;(\; — \,) = 0 fiir alle 1 < i < n — 1. Wegen
Ai # A, ergibt sich p; = 0 fiir alle 1 <7 < n — 1. Daher erhalten wir u,v, = 0 und
wegen v, # 0 schlielich p, = 0. O

12.6 Korollar. Es gilt

V= (]_[ ker(f — )\idv)> U

AeK

fiir ein geeignetes U C V', welches keine Eigenvektoren enthdlt. Insbesondere gibt
es hochstens dim(V') verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Die innere Summe der Untervektorrdume ker(f — Aidy ) ist wegen Lem-
ma 12.5 direkt und besitzt nach Satz 7.8 ein Komplement U in V. Wegen Korol-
lar 7.15 ist ), e dim(ker(f — Aidy)) < dim(V'). Daher gibt es hochstens dim(V')
verschiedene A € K mit dim(ker(f — Aidy)) > 1, also hochstens dim(V') verschie-
dene Eigenwerte. O

12.7 Definition. Ein f € End(V) heifit diagonalisierbar, wenn V' eine Basis v
besitzt, so dal M, ,(f) eine Diagonalmatrix ist.

In anderen Worten ist f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von
V aus Eigenvektoren von f gibt beziehungsweise wenn V' die direkte Summe von
Eigenrdumen von f ist.

12.8 Satz. Es gelte n = dim(V') < oo. Besitzt die charakteristische Gleichung
von f € End(V) die mazimale Anzahl von n verschiedenen Lésungen in K, so
st f diagonalisierbar.

Beweis. Aufgrund der Annahmen gilt ker( f—Aidy ) # 0 fiir n verschiedene A € K.
Nach Korollar 12.6 kénnen es auch nicht mehr sein. Aus Dimensionsgriinden folgt
die Aussage mit Korollar 12.6. O

Dieses Kriterium ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisierbar-
keit. Eine genaue Diskussion erfolgt in den Abschnitten weiter unten.

Das folgende Beispiel rechnet intensiv in den K-Algebren K?*? beziehungs-
weise End(K?), die man sich daher hier in Erinnerung rufen sollte.

12.9 Beispiel. Wir betrachten
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iiber einem Korper K. Die charakteristische Gleichung von f4 ist
(t—a)(t—d)—bc=t"+pt+q=0

mit p = —(a + d) und ¢ = ad — bc. Durch spezielle Wahl von A kann man jede

Wahl von p, ¢ € K realisieren, daher ergeben sich die moglichen charakteristischen

Gleichungen durch die zwei unabhéngig und frei wiahlbaren Parameter p und gq.
Eine direkte Rechnung zeigt, dafl

A? 4 pA+ ql; = 0 beziehungsweise f3 + pfa + gid =0
und somit
(f32 +pfa +qid)(v) =0 beziehungsweise ker(f% + pfa + qid) = K

fiir alle v € K? gilt.

Wir unterscheiden nun die Félle, dafl es keine, eine, oder zwei verschiedene
Losungen der charakteristischen Gleichung von f4 in K gibt.

1. Keine Losung. Sei v; € K*\{0} und vy = f4(v;). Dann sind vy, vy linear
unabhéngig. Andernfalls gibe es wegen vy # 0 ein p € K mit fa(vy) = vy = poy,
es wire v, also ein Eigenvektor von f4. Da f4 nach obigen Uberlegungen keine
Eigenvektoren besitzt, sind vy, vy linear unabhéngig, bilden also eine Basis v von
K?. Desweiteren gilt fa(vs) = f3(vi) = —pfa(v1) — qui. Damit folgt

Myo(fa) = ( (1) ! ) :

-D

Eine weitere Vereinfachung mit weniger als zwei Parametern ist nicht zu erwarten,
da die charakteristischen Gleichungen von zwei unabhingig wéhlbaren Parame-
tern abhéngen.

2. Eine Lésung ). Fiir die charakteristische Gleichung gilt dann (t — \)? =
t?+pt+q = 0 und entsprechend (A—M\I5)? = A2 +pA-+qly, = 0 sowie (f41—Aid)? =
3+ pfa+qid = 0. Dies fiihrt zu einer weiteren Fallunterscheidung: Wir wissen,
daB

(fa = Aid)((fa — Aid)(v)) = 0
fiir alle v € K? gilt. Die Frage ist, ob bereits
(fa—Aid)(v) =0

fiir alle v € K? gilt. Wenn ja, so erhalten wir

ker(f4 — Aid) = K?
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M,o(fa) = ( 3 g )

fiir jede Basis v = (vy,v2) von K2 Wenn nein, so gibt es v; € K? mit (fa —
Aid)(vq) # 0. Wir setzen vy = (f4 — Aid)(v1). Dann sind vy, vg linear unabhéngig,
denn sonst gébe es wegen vy,vy # 0 ein p € K mit v; = pvy sowie vy = (fa —
Aid)(v1) = p(fa — Aid)(ve) = pu(fa — Md)((fa — Aid)(v1)) = 0, im Widerspruch
zu ve # 0. Beziiglich der Basis v = (v, v9) gilt dann

M= (7 1)

wegen fa(v1) = vy + Avg und (f4 — Aid)(v9) = 0 nach Definition von v,.
3. Zwei verschiedene Losungen A, \;. Nach Satz 12.8 gibt es eine Basis

Mt =3 o)

Indem man die speziellen Formen der M, ,(f4) fiir A verwendet, kann man
leicht f4 mit den verschiedenen Eigenwerteigenschaften konstruieren. Insbeson-
dere treten alle vier Fille auf.

und

v = (v1,v9) mit

Im folgenden geht es um die Verallgemeinerung dieser Uberlegungen auf den
Fall beliebiger Dimension.

12.3 Polynomringe

Wie durch den vorhergehenden Abschnitt motiviert, miissen wir mit Ausdriicken
der Form
" at" a1t + ap

fiir a; € K und moglichen formalen Faktorisierungen dieser Ausdriicke arbeiten.
Dies fiihrt auf Polynomringe, die nun kurz behandelt werden.

Definition

Informell ist ein Polynom iiber einem Korper K ein Ausdruck wie oben, wobei
t eine ,,Variable“ und die a; € K sind. Es treten nur ganze Zahlen > 0 in den
Exponenten der ¢ auf, wobei t° = 1 definiert wird. Die a; heifien die Koeffizienten
des Polynoms. Kommt ¢ in einem Polynom nicht vor, so denken wir uns a,, = 0.
Entsprechend sind a,, = 1 oder a,, = —1 zu ergénzen. Zwei Polynome sind defini-
tionsgeméfl genau dann gleich, wenn alle ihre Koeffizienten gleich sind. Polynome
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werden koeffizientenweise addiert. Bei der Multiplikation rechnet man mit dem
Distributivgesetz und fait die Koeffizienten vor gleichen ¢-Potenzen zusammen.
Zum Beispiel gilt (t—a)(t—b) = t* — (a+b)t+ab. Die Menge aller Polynome iiber
einem Korper K bildet dann einen kommutativen Ring K [t], welcher Polynomring
in der Variablen ¢ {iber K genannt wird.

Formal kann Kt] wie folgt definiert werden. Sei K ein Korper. Wir setzen

K[t ={f|f: 27" — K mit f(i) = 0 fiir fast alle i € Z*°} .
Fir f, g € K|t] definieren wir f + g € K|[t] durch

(f +9)(@) = f(@) + 9(i)
und f - g € K[t] durch
(f-9)6) = > f()glw)
vtp=1i

wobei v, p iiber alle Zahlen in Z=° laufen. Man sieht leicht, daB K[t] mit den
inneren Verkniipfungen + und - ein Ring ist. Das Nullelement von K[t] wird
durch die Funktion gegeben, welche jedes ¢ auf 0 abbildet. Das Einselement von
K[t] wird durch die Funktion gegeben, welche i = 0 auf das Einselement 1 von R
und 7 # 0 auf 0 abbildet. Mit ¢ bezeichnen wir die Funktion, die ¢ = 1 auf 1 und
© # 1 auf 0 abbildet.

Wir erhalten auch eine Multiplikation - : K x K[t] — K]Jt], (A, f) — Af mit
(A)(i) = Af(i). Es ist nur eine Formalie, nachzurechnen, dafi K[t] damit auch
eine K-Algebra wird.

12.10 Definition. Sei K ein Koérper. Die eben definierte K-Algebra K[t] zu-
sammen mit dem Element ¢ heiflit Polynomring in der Variablen ¢ iiber K. Die
Elemente von K[t] heiflen Polynome in der Variablen ¢ iiber K.

Zur Veranschaulichung ist es besser, die Elemente von K[t| mittels ¢ auszu-
driicken. Man sieht aufgrund der Definitionen sofort, daf3

K[t] = {Zaiti‘n €72 a; € K}
=0
gilt.

Zwei Polynome sind wie gesagt genau dann gleich, wenn alle vor den t* auf-
tretenden Koeffzienten gleich sind. Speziell soll hier hervorgehoben werden, dafl
Polynome aus K[t] nicht als (Polynom-)Funktionen K — K aufgefafit werden,
wie vielleicht aus der Analysis gewohnt. Ist K der endliche Kérper mit zwei Ele-
menten, so liefern ¢t +— 1 und ¢ — 2 4+t + 1 die gleichen Funktionen k& — &, die
Polynome 1 und #*> + ¢ + 1 sind aber verschiedene Elemente von Kt].
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Wir definieren noch ein paar grundlegene Begriffe im Zusammenhang mit
Polynomringen und Polynomen. Die Polynome t* heifen Monome. Die Polynome
at” heifien Terme. Sei f € K[t] mit f = > ;a;t". Die a; heifien die Koeffizienten
von f (gegebenenfalls a; = 0,1, —1 zu ergénzen). Der Grad von f ist

deg(f) = max{i|0 <i <nund a; # 0}.

Es gilt insbesondere deg(0) = —oo fiir 0 € K[t|. Fiir deg(f) > 0 heifit ageg(s)
Leitkoeffizient von f. Der Term ageg( f)tdeg(f ) heiBt Leitterm oder fithrender Term
von f. Der Koeffizient ay heifit Absolutkoeffizient. Das Polynom f heifit normiert,
wenn der Leitkoeffizient gleich 1 ist. Gilt deg(f) < 0, so heifit das Polynom kon-
stant. Gilt deg(f) = 1, so heifit das Polynom linear (weiter quadratisch, kubisch,
quartisch, quintisch, sextisch, septisch, oktisch, nonisch etc.).

Sind f, g € K[t] so gilt

deg(f + ¢) < max{deg(f),deg(g)}

und
deg(fg) = deg(f) + deg(g)

unter Nachverfolgen der fithrenden Terme und unter Verwendung von ,,sinnvollen*
Rechenregeln fiir —oo.
Die Menge der Einheiten (multiplikativ invertierbaren Elemente) von Kt] ist

K] = {f € K[t]| deg(f) = 0} .

In K[t] haben wir folgende Kiirzungsregel: Gilt

fih = fah
mit f1, fo, h € K[t] und h # 0, so folgt
fi=fo

Denn wir haben auch (f; — fo)h = 0 und wegen h # 0 ergibt sich aufgrund der
Gradformeln f; — f, = 0.

Einsetzhomomorphismus

In der folgenden Definition wird formal festgehalten, dafl eine Rechnung auf das
gleiche Ergebnis fiihrt, wenn man zuerst mit einer Variablen rechnet und zum
Schluf} dafiir einen Wert einsetzt, oder wenn man gleich zu Anfang fiir die Varia-
blen den Wert einsetzt und damit dann die entsprechende Rechnung durchfiihrt.
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12.11 Definition. Seien R und S zwei kommutative K-Algebren. Ein K-Algebra-
homomorphismus f: R — S ist eine Abbildung mit

flx+Xy) = f(x) + Af(y)

fiir alle z,y € Rund A € K.
Sei S eine kommutative K-Algebra. Sei f = Y " ja;t' € K[t] fest gewéhlt.
Fiir x € S definieren wir

f@0) =3 o
i=0

und erhalten die Polynomfunktion
S— S, z~— f(x).

Wir sprechen von der Auswertung von f an x. Speziell fir S = K[t und x = ¢ gilt
f(t) = f. Sei nun = € S fest gewihlt. Dann erhalten wir einen K-Algebrahomo-
morphismus

ev, : K[t] = S, f+ f(z).

Dieser K-Algebrahomomorphismus wird als Einsetzhomomorphismus bezeichnet.

12.12 Beispiel. In K[t] gilt (¢t — a)? = t* + 2a + a®. Diese Formel bleibt auch
nach Einsetzen von Werten x € K fiir ¢ richtig:

(2 — 0)* = (evylt — 0)? = eva((t — 0)?)
= ev,(t* + 2a + a?)
= 2?4+ 2a + a’.

12.13 Beispiel. Mittels ¢ — c¢-1 fiir 1 € K[t] erhalten wir einen K-Algebramono-
morphismus
K — KJt],

so dafl wir K auch als Teilmenge von K[t] auffassen kénnen.

Matrizen iiber Polynomringen

X" und spéter auch Determinan-

Im folgenden werden wir mit Matrizen aus K|t]
ten arbeiten. Unsere bisherigen Ergebnisse haben wir aber nur fiir Matrizen iiber

Korpern hergeleitet. An dieser Stelle hilft der folgende Satz.
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12.14 Satz. Sei K ein Korper. Es gibt einen Korper K(t) und einen K-Algebra-
monomorphismus f : K[t] — K(t).

Wenn wir mit Matrizen in Z"*" arbeiten, kénnen wir wegen Z C Q die Er-
gebnisse fiir Matrizen tiber Q"*" verwenden. Aufgrund des Satzes konnen wir die
gleiche Argumentation auch fiir K[t] und K (¢) bemiihen.

Beweis. Die Konstruktion von K (t) und f erfolgt analog zur Konstruktion von
Q aus Z und zur Einbettung Z — Q.

Auf der Menge {(f,9)| f,g € K]|t],g # 0} definieren wir eine Aquivalenzrela-
tion (f1,91) ~ (fa, g2) = figa = fog1 und schreiben f/g fiir die Aquivalenzklasse
[(f, g)]~. Wir setzen

Kt)={f/g9lf g€ K[t],g #0}.

Die weitere Idee ist, eine Bruchrechnung auf K(t) zu definieren. Wir definieren
(fr/g1) +(f2/92) = (frg2+ f291)/(9192) und (f1/91) - (fo/92) = (f1/2)/(9192). Eine
etwas ldngere, aber einfache Rechnung zeigt, dafl diese Definitionen nicht von der
Wahl der Vertreter der Aquivalenzrelationen abhingen und K (t) damit zu einem
kommutativen Ring mit Nullelement 0/1 und Einselement 1/1 wird. Desweiteren
gilt (f/g)~t =g/ f fiir f,g € K[t]\{0}, so daB K (t) auch ein Kérper ist.
SchlieBlich liefert K[t] — K(t), f — f/1 den gewiinschten K-Algebramono-
morphismus. O

Hier ist eine Definition, um die Invertierbarkeit in K[¢t]"*™ und K (¢)"*™ zu

unterscheiden.

12.15 Definition. Wir nennen eine Matrix A € K[t]"*" unimodular oder in-
vertierbar tiber K[t], wenn es eine Matrix B € K[t|"*" mit AB = BA = I,
gibt.

12.16 Satz. Eine Matriz A € K[t]"*™ ist genau dann unimodular, wenn
deg(det(A)) =0
qgilt.

Beweis. ,=*“: Ist B die inverse Matrix, so sind det(A),det(B) € K[t| nach der
Leibnizentwicklung und es gilt mit det(A)det(B) = det(AB) = 1. Es folgt, daf§
det(A), det(B) konstant und # 0 sind, also dafl die Grade = 0 sind.

»,<": Ergibt sich aus den Aussagen iiber die adjunkte Matrix von A. Wegen
det(A) # 0 ist A invertierbar und es gilt A = det(A)~'A’, wobei A’ die Adjunkte
von A bezeichnet. Wegen A’ € K[t|"™ " und det(A)~! € K[t] folgt A=t € K[t]™*".

U
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Polynomdivision und euklidischer Algorithmus

Der Polynomring K|[t] weist eine weitreichende Analogie zum Ring Z der ganzen
Zahlen auf, was Division mit Rest, den euklidischen Algorithmus und die weitere
Teilbarkeitslehre angeht.

12.17 Definition. Seien f,g € K[t|. Wir sagen dafl g von f geteilt wird, wenn
es h € K[t] mit g = fh gibt und schreiben dann f|g.

Sind fi,..., fn € K[t], so nennen wir d € K[t| mit d| f; fir 1 < i < n einen
gemeinsamen Teiler von fi,... f,. Gilt fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler e
von fi,..., fn auch e|d, so heifit d ein grofter gemeinsamer Teiler von fi, ..., f,.
Ist ein groBiter gemeinsamer Teiler konstant, so heiflen f, ..., f, teilerfremd.

Kleinste gemeinsame Vielfache der fi, ..., f, werden entsprechend definiert.

Sind alle f; = 0, so gibt es nach der Definition keinen grofiten gemeinsamen
Teiler. Es ist aber haufig praktisch, den grofiten gemeinsamen Teiler in diesem
Fall als Null zu definieren.

12.18 Satz. Grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache sind
bis auf Multiplikation mit Konstanten # 0 eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sind alle f; = 0, so gilt ¢ = d = 0 per Definition und die Aussage
ist richtig. Ansonsten gilt e,d # 0 sowie d = hje und e = hod fiir geeignete
hi, he # 0. Somit ergibt sich d = hihse und e = hohye. Durch Gradvergleich folgt
wegen d, e # 0 die Gradaussage deg(hihy) = 0, also sind hy, hy konstant. Der Fall
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen wird analog bewiesen. O

Unter der Forderung der Normiertheit sind aufgrund des Satzes grofiter ge-
meinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches eindeutig bestimmt. Wir
schreiben dann

ng(fh .. 7fn)

(greatest common divisor) bezichungsweise

lem(f1,..., f)

(least common multiple).

12.19 Satz (Polynomdivision). Seien K ein Kéorper und f,g € K[t| mit deg(g) >
0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q,r € K[t]| mit f = qg + r und deg(r) <

deg(g)-
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Beweis. Beweis der Existenz induktiv iiber deg(f). Fir deg(f) < deg(g) wahle
g = 0und r = f. Es gelte jetzt deg(f) > deg(g). Wihle ¢ € K mit deg(f —
ctdee(f)=dee(9) gy < deg(f). Dies ist moglich, da der Leitkoeffizient von ¢ inver-
tierbar ist. Induktiv gibt es ¢/,r € K[t] mit f — ctde)=del9)g — ¢'g + 7 und
deg(r) < deg(g). Setze q = ¢’ + ctie(H)=del9) Dann gilt f = qg + r, wie erforder-
lich.

Zur Eindeutigkeit bildet man die Differenz von f = q1g +r; und f = qug + 12
und erhélt (¢; — ¢2)g = r1 — 1. Hier muBl ¢; — g2 = 0 gelten, weil die linke Seite
sonst einen Grad > deg(g) > deg(r; — o) héitte. Dann folgt aber r; —ry = 0 und
die Eindeutigkeit ist bewiesen. O

12.20 Satz (Euklidischer Algorithmus). Sei K ein Korper und seien fi, ..., fu €
K[t]. Dann gibt es eine unimodulare Matriz T € K[t|"*" und ein d € K]Jt],
normiert im Fall d # 0, mit

(d,0,...,0) = (f1,..., fu)T.
Speziell gibt es teilerfremde Ay, ..., N\, € K[t] mit

und es gilt
d= ng(fh .- 7fn)

Beweis. Sind alle f; = 0, so ist der Satz mit T" = [, und d = 0 richtig. Ansonsten
betrachten wir den folgenden Reduktionsschritt: Sei f, ein Polynom mit minima-
lem Grad > 0 unter den f; # 0. Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der v-ten
Spalte von den i-ten Spalten fiir i # v in (f1, ..., f,) konnen wir gemifl Satz 12.19
die f; durch ihre Reste beziiglich Division durch f, ersetzen. Dies fithrt aufgrund
der Wahl von f, zu einer echten Gradverringerung in den Spalten mit f; # 0.

Da die Grade von Polynomen # 0 von unten durch Null beschrinkt sind,
kann diese Reduktion mit echter Gradverringerung nicht beliebig oft iteriert wer-
den. Nach endlich vielen Schritten gelangen wir also zu einem Zeilenvektor, in
dem notwendig nur noch genau ein Eintrag # 0 ist. Der Tausch dieses Eintrags
in die erste Spalte und anschliefende Normierung liefert den gesuchten Vektor
(d,0,...,0).

Da die Spaltentransformationen alle unimodular sind, ergibt sich das passende
T durch Aufmultiplizierung der entsprechenden Elementarmatrizen von der Form
E@',u,)\a El,u und El,)\-

Die )\; sind einfach die Koeffizienten der ersten Spalte von T'. Aufgrund der
Linearitéit der Determinante in der ersten Spalte miissen die \; teilerfremd sein.
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Denn fiir h € K[t| mit h | A; firalle 1 < i < ngilt h | det(T"). Wegen deg(det(T")) =
0 nach Satz 12.16 folgt deg(h) = 0.

Wegen T—! € K[t]"*" folgt aus (f1,..., fn) = (d,0,...,0)T ! bereits d | f; fiir
1<i<n Gilte|f; firl <i<mn,sogilte|dwegend=Afi+ -+ A\ fn. O

Faktorisierung

Auch die Faktorisierung in Primzahlen in Z besitzt ein direktes Analogon in K[t],
welches jetzt beschrieben wird.

12.21 Definition. Ein f € K[t] mit deg(f) > 1 heiit irreduzibel, wenn f nicht
als Produkt zweier echt gradkleinerer Polynome geschrieben werden kann.

Man sieht sofort, dafl Polynome vom Grad eins irreduzibel sind. Als Beispiel
eines irreduziblen Polynoms vom Grad zwei betrachte man f = ¢* + 1 in R[t].
Allerdings ist f in C[t] nicht mehr irreduzibel, es gilt f = (t—4)(t+4) mit i = —1.

12.22 Lemma. Sei p € K|t] ein irreduzibles Polynom und a,b € K[t] mit p|ab.
Dann folgt p|a oder p|b.

Beweis. Wir nehmen p { a an und miissen p|b zeigen. Da p aufler konstanten
Vielfachen von sich selbst und konstanten Polynomen ungleich Null keine Teiler
besitzt, sind p und a teilerfremd. Es gibt also A\, u € K[t| mit 1 = Xa + up.
Multiplikation dieser Gleichung mit b liefert b = Aab + ubp. Wegen p | Aab + ubp
unter Verwendung der Annahme p | ab folgt nun p|b. O

12.23 Satz. Sei K ein Korper. Zu jedem f € K[t]\{0} gibt es paarweise verschie-
dene, normierte und irreduzible Polynome pq,...,p, € K[t] sowie Exponenten
€1y...,e, > 1 und c € K[t]* mit

f=c]]r"
i=1

Die Menge {(p1,€1),.-.,(Pn,€n)} und c sind unter diesen Bedingungen eindeutig
durch f bestimmd.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Faktorisierung per Induk-
tion tiber deg(f). Ist f irreduzibel, so sei ¢ das konstante Polynom # 0, welches
durch den Leitkoeffizienten von f definiert wird. Dann ist f/c normiert und irre-
duzibel und wir erhalten f = ¢(f/c). Ist f nicht irreduzibel, so gibt es g, h € K|t]
mit 1 < deg(g),deg(h) < deg(f) und f = gh. Da Polynome vom Grad eins ir-
reduzibel sind, erhalten wir auf diese Weise die gewiinschte Faktorisierung von f
induktiv durch Zusammensetzung der Faktorisierungen von g und h.
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Fiir zwei Faktorisierungen der obigen Form f = c¢[[;_, pi* = d[[>, qif " ergibt
sich folgendes. Zunéchst gilt ¢ = d mittels Koeffizientenvergleich der Leitterme,
da die p; und ¢; normiert sind. Wir erhalten daher durch Kiirzen []_, p{’ =
| qlf *. Wir gehen nun induktiv iiber die Anzahl der Faktoren des Produkts
auf der linken Seite mit Vielfachheiten eingerechnet vor. Ist n = 0 so ergibt
sich durch Gradvergleich m = 0 und die Eindeutigkeitsaussage ist in diesem Fall
richtig. Sei also n > 1, so daf§ p; wirklich im Produkt vorkommt. Aufgrund des
Lemmas 12.22 teilt p; eines der ¢y, ..., ¢,. Mittels Umbenennung der ¢; kénnen
wir ohne Einschriankung p; | ¢, annehmen. Da ¢; irreduzibel, deg(p;) > 1 und
p1,¢q1 normiert sind, folgt p; = ¢;. Durch Kiirzen erhalten wir p¢' ! [T, pf =

q{l_l | qul Induktiv erhalten wir e; — 1 = f; — 1 sowie n = m, p; = ¢; und

e; = f; fiir 2 < i < n nach eventueller Umbenennnung der ¢;. Zusammen ergibt
sich p; = ¢; und e; = f; fiir alle 1 <1 < n, was zu zeigen war. O

12.24 Definition. Sei p ein irreduzibles Polynom und f € KJt]. Wir definieren
v,(f) als den maximalen Exponenten e, fiir den p¢| f gilt. Also

np fiir p| fund f # 0 wie in Satz 12.23,

vp(f) =40  firpff,
oo fiir f=0.

Die Produkte im folgenden Korollar laufen iiber alle normierten, irreduziblen
Polynome p, wobei Faktoren = 1 fortgelassen werden.

12.25 Korollar. Seien fi,..., f, € K[t] nicht alle Null.
(i) Es gilt ged(fi,..., fn) = [, pmintoet 1<i<n},
(13) Es gilt lem(f1,..., fn) = prmax{vp(fi) |1<i<n}

(i13) Fir f,g € K[t]\{0} normiert gilt

fg = ged(f, g)lem(f, g).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Nullstellen von Polynomen

12.26 Definition. Sei K ein Korper und S eine kommutative K-Algebra. Sei
f € K][t]. Ein Element b € S heifit Nullstelle (oder Wurzel) von f in S wenn

F(b) = 0 gilt.
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12.27 Satz. Sei K ein Korper und f € K[t| vom Grad n > 0. Dann ist b € K
genau dann Nullstelle von f, wenn f von t — b geteilt wird. Auflerdem besitzt f
hichstens n Nullstellen in K.

Beweis. ,<“: Sei b € K. Wird f € K][t] von t — b in K|[t] geteilt, so gibt es
g € K[t] mit f = (t — b)g. Einsetzen von b liefert f(b) = (b — b)g(b) = 0.

,=": Division mit Rest durch ¢ = t — b liefert ¢ € K[t] und r € K mit
f =q(t —0b) + r. Daraus folgt f(b) =r =0, folglich ist f durch ¢ — b teilbar.

In der Faktorisierung von f geméfl Satz 12.23 kann es hochstens n = deg( f)
verschiedene Linearfaktoren geben. Mit der bereits gezeigten Aquivalenz folgt die
letzte Aussage. O

12.28 Definition. Es gelte f(b) = 0 fir f € KJt] und b € K. Die Zahl v;_(f)
heifit die Vielfachheit der Nullstelle b € K von f. Fiir v;_(f) = 1 nennen wir b
eine einfache Nullstelle, fiir v;_,(f) > 1 eine mehrfache Nullstelle von f.

12.29 Beispiel. Wir betrachten C[t]. Man kann zeigen (iiblicherweise in der
Funktionentheorie), dafl jedes nicht-konstante f € C[t] mindestens eine Nullstel-
le hat. Die iterative Anwendung von Satz 12.23 und Satz 12.27 liefert, dafl f
komplett in Linearfaktoren faktorisiert werden kann.

Sei f = >, a;it' € C[t]. Bezeichnet - die komplexe Konjugation und f =
Saitt, sogilt f+g=f+gund fg= fg fiir alle f, g € C[t].

Sei nun f = > a;t" € R[t] normiert. Wegen f = f gilt fiir eine Nullstelle
b e C von f auch f(b) = f(b) = f(b) = 0. Damit sind die konjugiert-komplexen
Nullstellen ebenfalls Nullstellen und f besitzt unter Beriicksichtigung der Rechen-
regeln fiir - und der Eindeutigkeitsaussage in Satz 12.23 eine Faktorisierung in C[t]
der Form

s

f= H(t —a,) - ][t =B (t = B)”

i=1
mit paarweise verschiedenen a; € R und 3; € C\R mit 3; # ;, 3; fiir alle j # .
Setze p; =t — oy und ¢; = (t — 3;)(t — B3;). Wegen ¢; = ¢; gilt ¢ € R[t] und wir
erhalten eine Faktorisierung von f in R[¢] der Form

F=1Ir 114"
=1 =1

Die ¢; haben keine Nullstellen in R. Wegen deg(q;) = 2 sind die ¢; daher irreduzi-
bel. Die angegebene Faktorisierung ist also die eindeutig bestimmte Faktorisierung
von f in paarweise verschiedene, normierte, irreduzible Polynome in R[t].
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12.4 Untersuchung mittels Modulstruktur

Seien V' ein endlich dimensionaler Vektorraum mit n = dim(V) und ¢ € End(V)
fiir die folgenden Abschnitte fest gewadhlt. Wir wollen die Struktur von ¢ ge-
nauer untersuchen. Dazu erweitern wir jetzt die K-Vektorraumstuktur von V'
zu einer sogenannten K [t]-Modulstruktur, was die weiteren Betrachtungen sehr
unterstiitzt.

Wir verwenden den Einsetzhomomorphismus evy : K[t] — End(V), f — f(¢)
und definieren

frv=eve(f)(v) = f(0)(v)

fir f € K[t] und v € V. Dies liefert eine Verkniipfung auf V' mit Operatorbereich
K[t], welche aufgrund der K-Algebrahomomorphismuseigenschaft von ev, und
der Linearitidt von evy(\) die folgenden Eigenschaften fiir beliebige f,g € K][t],
v,w €V und XA € K besitzt:

(fg) v=1f" (g v)
footdw) = o+ A w)
(f+Ag) v=Ff-v+Ag-v)
l-v=w

Wir sagen, V' sei mit - ein K[t]-Modul (sozusagen ein Vektorraum iiber K[,
nur daf§ K[t] ein kommutativer Ring und kein Korper ist). Die Kombination der
vorletzten Gleichung mit f = 0, ¢ = 1 und der letzten Gleichung zeigt, daf die
Multiplikation mit Skalaren aus K und und die Multiplikation - mit Elementen
aus K[t] beziiglich der Einbettung K — K|[t] zusammenpassen. Wir schreiben
daher im folgenden fiir f - v geméfl den Konventionen auch fv, ohne daf es zu
Mehrdeutigkeiten kommen kann. Desweiteren definieren wir auch vf = fv, was
in Matrixrechnungen analog zu den Abschnitten iiber die Darstellungsmatrizen
praktisch ist. Aufgrund der Kommutativitat von K[t] gelten entsprechende Re-
chenregeln wie oben, insbesondere die Assoziativitit.

12.30 Definition. Sei U < V. Gilt fv € U fir alle f € K[t] und v € U, so
nennen wir U einen Untermodul von V.
Fir T' C V definieren wir

(T) ki = {Z fivi

i=1

neZ> v eT,f eK[t]}.

Sei U ein Untermodul von V. Ist 7" C U mit U = (T)kpy, so heiBt T ein
Modulerzeugendensystem von U. Gilt sogar U = (v) gy fiir ein v € U, so nennen
wir U zyklisch.
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Fir U < V ist U ist genau dann ein Untermodul, wenn ¢(U) C U gilt
(Ubungsaufgabe). Daher nennt man solche U auch ¢-invariant. Ebenso spricht
man auch von ¢-zyklischen Untervektorrdumen und nennt v im zyklischen Fall
einen ¢-FErzeuger von U.

Als Beispiel fiir verschiedene Typen von zyklischen Untermoduln betrachte
man (v;) gy fiir die beiden Félle in Fall 2 in Beispiel 12.9 (siche Vorlesung).

12.31 Definition. Das charakteristische Polynom yx,y von ¢ ist das Polynom
in K[t] vom Grad n mit

X(b,V = det(t[n — Mvﬂ}(gb))

fiir eine Basis v von V.

Sei T C V. Ist f € K[t] mit fvo = 0 fiir alle v € T, so nennen wir f einen
Annulator von 7. Einen normierten Annulator # 0 von 7" minimalen Grades
nennen wir Minimalpolynom mgr von ¢ auf T'. Fiir v € V schreiben wir auch
Mg, anstelle von mg ().

Ist f ein Annulator von U <V, so gilt per Definition f(¢)|y = 0.
12.32 Lemma. Se: T C V.
(1) Xo,v hangt nicht von der Wahl der Basis v ab.

(i1) Sind f,g € K|t] Annulatoren von T, so ist auch A\f + ug fir alle \, u € K[t]
ein Annulator von T.

me  existiert und ist eindeutig bestimmid.

Es gilt myr = M (T e -

)
)
(v) Esist f € K[t] genau dann ein Annulator von T, wenn myr | f gilt.
) Fir T CV gilt mgror = lem(mgr, me ).

)

Fiir f € K[t] normiert mit f # 0 und fv = 0 ist v, tv, ..., 19Dy ein
Erzeugendensystem von (v) kg, welches genaw dann linear unabhdngig ist,
wenn f = mg, gilt.

Beweis. (i): Ist w eine andere Basis von V, so gibt es ein invertierbares T € K™*™
mit My, (f) = TM,.,(f)T~*. Dann ist T auch unimodular iiber K[t] und es gilt
thy — My (@) = tl, — TM, ,(¢)T' =T(tI, — M,.,($))T". Folglich
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Das charakteristische Polynom h#ngt also nicht von der Wahl der Basis v ab.

(17): Es gilt (A\f 4+ pg)v = A(fv) + p(gv) = A0+ p0 = 0 fiir alle v € T'. Also
ist Af + pg ein Annulator von T

(iii): Wegen dim(End(V)) = n? sind idy, ¢, . .., ¢" linear abhiingig. Ist Apidy +
Mo+ -+ A2¢™ = 0 eine nicht-triviale Abhéngigkeitsrelation, so erhalten wir
f= E?:Qo Attt mit deg(f) > 1 und f(¢) = 0. Dann gilt fv = 0 fiir alle v € V,
also ist f auch ein Annulator # 0 von 7. Daher gibt es Annulatoren # 0 von T
Sei g ein solcher Annulator # 0 minimalen Grads (existiert, da die Polynomgrade
€ Z=° sind). Dann ist ¢ ein Minimalpolynom von ¢ auf T

Die Differenz zweier Minimalpolynome ist wegen der Normiertheit ein Poly-
nom echt kleineren Grad, welches nach (ii) ebenfalls alle Elemente aus 7" zu Null
multipliziert. Es mufl daher selber Null sein. Dies beweist die Eindeutigkeit.

(4v): Ubungsaufgabe.

(v): Die Implikation < ist wegen fv = gmgyrv = g0 = 0 fiir ¢ € K[t] mit
f = gmgr klar. Fiir = schreibe f = ¢gmgr + r mittels Division mit Rest durch
me,r. Dann gilt rv = fv — gmg v = 0 fiir alle v € T'. Nach Definition von mg
mufl 7 = 0 wegen deg(r) < deg(my,r) gelten. Daraus ergibt sich my 1| f.

(vi): Wegen my, 1 | lem(mg, r, me ) und my o | lem(meg, r, me /) ist lem(mg 1,
mg ) nach (i44) ein normierter Annulator von T°UT". Wegen my 1 | mg 7y und
Mg | Mg rur ist lem(mg r, my ) auch der gradkleinste normierte Annulator.
Also folgt die Aussage.

(vii): Zu g € K|t] sei g = qf + r Division mit Rest. Dann gilt gv = ¢fv +
rv = rv. Wegen deg(r) < deg(f) — 1 ist rv eine Linearkombination der v, tv, ...,
tdee)=1y die damit ein Erzeugendensystem von (v) k[, bilden.

Sind schlieflich v, tv, . . ., t48)~1y linear unabhiingig, gilt deg(my 1) > deg(f)
und wegen f normiert mit fv = 0 auch mgr = f. Sei umgekehrt mgyr = f. Die

Linearkombinationen der v, tv, ..., 148" ~1y sind von der Form hv mit h € K|[t]
und deg(h) = deg(f) — 1. Fiir hv = 0 folgt f|h nach (iv) und aus Gradgriinden
dann h = 0. Also sind v, tv, ..., t%) =1y linear unabhingig. O

Wir streben eine Zerlegung von V' als direkte Summe von U; < V an, welche
zusitzlich moglichst einfache zyklische Untermoduln von V' sein sollen.

Wir gehen in drei Schritten vor: Beweis der Existenz der Zerlegung als direk-
te Summe von zyklische Untermoduln, Beweis moglichst einfacher Formen dieser
zyklischen Moduln, Eindeutigkeitsaussagen iiber die auftretenden zyklischen Mo-
duln.

Im Anschlul daran ergeben sich die Matrixnormalformen als einfache Folge-
rungen.
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Existenz der Zerlegung

12.33 Lemma. Sei M € K[t]"*". Dann gibt es unimodulare S,T € K[t]"*", so
dafs SMT eine Diagonalmatrix ist, deren Eintrdge ungleich Null normiert sind.

Beweis. Enthélt die erste Zeile Eintrdage, die nicht durch ihren ersten Eintrag
teilbar sind, so wenden wir Satz 12.20 auf die erste Zeile an (unimodulare Trans-
formation von rechts).

Enthélt danach die erste Spalte Eintrége, die nicht durch ihren ersten Eintrag
teilbar sind, so wenden wir Satz 12.20 im transponierten Modus auf die erste
Spalte an (unimodulare Transformation von links).

Diese Schritte werden im Wechsel wiederholt. Die auftretenden gréfiten ge-
meinsamen Teiler in Position (1,1) sind ungleich Null und ihre Grade bilden
eine echt absteigende Folge. Nach endlich vielen Schritten enthalten die erste
Zeile und erste Spalte daher nur noch Eintrage, die durch den Eintrag in Positi-
on (1,1) teilbar sind. Subtraktion geeigneter Vielfacher der ersten Zeile von den
iibrigen Zeilen und danach der ersten Spalte von den iibrigen Spalten macht die
Eintrége der ersten Zeile und Spalte aulerhalb Position (1, 1) zu Null (es ist auch
moglich, eine Nullzeile und Nullspalte zu haben). Wir fahren dann induktiv mit
der (n —1) x (n — 1)-Matrix fort, die durch Streichen der ersten Zeile und Spalte
von M entsteht. Fiir eine 1 x 1-Matrix ist schliellich nichts weiter zu tun.

Die Aussage iiber die Normierung folgt durch Multiplikation der entsprechen-
den Spalten mit geeigneten Elementen aus K* (das ist eine unimodulare Trans-
formation). O

Lemma 12.33 kann als Verallgemeinerung von Satz 10.21 aufgefafit werden.
12.34 Lemma. FEs gibt wq,...,w, € V mit
V= <w1>K[t} D---D <wn>K[t]-
Desweiteren gilt
XoV = Mpay * - Mg, UNd My y = lem(me ;s .., M., )-

Beweis. Sei v = (vy,...,v,) eine Basis von V. Es gilt

(U1, ooy ) (L — My (@) = (tvr, ... tv,) — (V1 ..o, 0n) My ()
S O(vn)) = (V1. v) My (0)
U1y oo Un) My (@) — (V1,0 0n) My, (0)
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Nach Lemma 12.33 gibt es unimodulare S, T € K[t]"*", so daf S(t1,, — M, (¢))T
eine Diagonalmatrix mit den normierten Diagonaleintragen fi, ..., f, € K[t]\{0}
ist. Wir definieren (wy, ..., w,) = (vy,...,v,)S™! und erhalten

S
(wy, ..., wy) = (v1,...,0,)S ' S(tl, — M, (¢))T = (0,...,0).

Ja

Hier ist wq, ..., w, mit vy, ..., v, wegen der Unimodularitdt von S ein Moduler-
zeugendensystem von V', da K[t]-Linearkombinationen der v; und der w; durch
S beziehungsweise S~! ineinander umgerechnet werden kénnen. Aufgrund von
fiw; = 0 erhalten wir nach Lemma 12.32 Erzeugendensysteme von (w;) K[ durch
T, = {w;, tw;, ..., 13801y} sowie ein Erzeugendensystem von V durch T =
Ui, 7;. Wir behaupten, dal 7" schon eine Basis von V ist. Dazu beachten wir

X(b,V = det(t]n — Mv,v(¢)) = fl L fn

wegen deg(det(S)) = deg(det(7")) = 0 nach Satz 12.16 und der Normiertheit von
Xo,v sowie der f;. Es ergibt sich n = dim(V) = deg(xgv) = >, deg(fi) > #T,
woraus #1 = n und die lineare Unabhéngigkeit von T folgt. Daher sind die T;
auch Basen von (w;)gp und es gilt mgy,,, = fi nach Lemma 12.32 sowie V =
(W) ki @ - - @ (wy) kg nach Satz 7.14.

Nach Lemma 12.32 ergibt sich schliellich

Aus dem Lemma ergibt sich der erste Hauptsatz.

12.35 Satz (Cayley-Hamilton). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und
¢ € End(V). Ist x4 das charakteristische Polynom von ¢, so gilt

Xo.v(¢) =0
in End(V).

Beweis. Nach Lemma 12.34 gilt myy | x4,v. Also ist X, ein Annulator von V
und es gilt x4, (¢) =0 auf V. O
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Aufspaltung zyklischer Untermoduln

Wir wollen die (w;)xp aus dem vorigen Abschnitt noch weiter in zyklische Un-
termoduln aufspalten.

12.36 Definition. Sei U < V ein Untermodul und f € K[t]. Wir definieren den
f-Torsionsmodul U[f] von U durch
Ulfl ={ve Ul fv=0;.
12.37 Lemma. Sei U <V ein Untermodul und f € K]Jt].
(7) Ulf] ist ein Untermodul von U.

(17) Fir f = gh mit f,g € K[t] und ged(f,g) =1 gilt
Ulf] = Ulgl @ U[h].

(111) Gilt g|meu, so folgt meuig = g.
(iv) Ist U zyklisch und myy = gh mit g, h € K[t], so gilt
Ulg] = hU.

Speziell ist Ulg| zyklisch mit Modulerzeuger hz, wenn z ein Modulerzeuger
von U ist.

Beweis. (i): Klar wegen f - (z+ Ay) = fr+ Afy=0und f- (gx) =g (fx) =0
fir alle z,y € U[f], A € K und g € K[t].

(i1): Nach Satz 12.20 gibt es A\, u € K[t| mit 1 = Ag + ph. Ist v € U[f], so
erhalten wir v = Agv + phv. Wegen h-(Agv) = 0 und g - (phv) = 0 gilt Agv € U[h]
und phv € Ulgl, also folgt U[f] = Ulg] + U[h]. Sei x € Ulg] N U[h]. Dann gilt
gr = hx = 0. Wir erhalten z = Agz + phx = 0. Also ist die Summe direkt.

(441): Ubungsaufgabe.

(iv): Wegen ghU = fU = {0} ist hU < Ulg]. Fiir die Umkehrung sei z € U
mit U = (2)kp und = € Ulg| beliebig. Dann gibt es A € K[t] mit = A\z. Wegen
g Az = 0 folgt my | .gA nach Lemma 12.32. Wegen my ¢y = gh ergibt sich h|\.
Also ist x = Az € hU. O

Wir erhalten den zweiten Hauptsatz.

12.38 Satz. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und ¢ € End(V).
Dann gibt es normierte, irreduzible Polynome py,...,p, € K|t], ganze Zahlen
€1,...,6. > 1 sowie z1,...,z. €V, so dafs

V= <21>K[t} D---D <Z7">K[t]

mit me, ., = p5* gilt. Desweiteren ist xgv = [[1—, pi* und myyv = lem(p?, ..., psr).
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Beweis. Wir wenden Lemma 12.34 an und lassen solche zyklischen Untermoduln
(w;) gy fort, fiir die mgm, = 1 beziehungsweise w; = 0 gilt. Fiir mg., # 1
faktorisieren wir my,, in Potenzen von irreduziblen Polynomen gemé&fl Satz 12.23.
Aufgrund von Lemma 12.37, (i7) mit f gleich dem jeweiligen Minimalpolynom,
(447) und (7v) kénnen wir die zyklischen Untermoduln (w;) gy als direkte Summe
zyklischer Untermoduln schreiben, deren Minimalpolynome genau die Potenzen
irreduzibler Faktoren in der Faktorisierung von my ,, sind. Zusammengenommen
ergibt sich die Zerlegung von V. Die Aussagen iiber das charakteristische Polynom
und das Minimalpolynom ergeben sich mit Hilfe der entsprechenden Aussagen von
Lemma 12.34. U

12.39 Korollar. FEs gilt
ker(¢p — Aidy ) = V[t — A]
und
dim(ker(¢p — AMidy)) = #{i|1 <i <r undp;, =t — \}.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Eindeutigkeitsaussage

12.40 Lemma. Sei U <V ein Untermodul.

(1) Sind Uy,Uy < U Untermoduln und f € Kt] mit U = Uy & Us, so gilt
Ulf] = Ui[f] © Ua[f].-

(17) Sind f,g € KJt] Annulatoren von U, so ist auch ged(f,g) ein Annulator
von U.

(it7) Ist f € K[t] mit ged(f,myu) =1, so gilt U[f] = {0}.

Beweis. (i): Wegen Uy [f], Us[f] < U[f] folgt Uy[f] @ Us[f] C U[f]. Sei = € U[f].
Dann gibt es z; € U; und 25 € Uy mit x = x1 + xo. Wir erhalten 0 = fx =
fx1 + frg. Wegen frx; € Uy und fry € Uy und U; N Uy = {0} ergibt sich
fx1 = fxg = 0. Also z1 € Uy[f] und xo € Us[f].

(77): Wir wissen mgy ¢ | f und my | g. Daher folgt my ¢ | ged(f, g).

(7i): Nach (i) ist 1 ein Annulator von U, also U =1-U = {0}. O

Wir erhalten den dritten Hauptsatz.

12.41 Satz. Das Tupel ((p1,€1),-..,(pr,e.)) wird bis auf die Reihenfolge der
Eintrdge eindeutig durch V' und ¢ bestimmd.
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Beweis. Zunéchst ist {py, ..., p,} nach Satz 12.38 eindeutig durch my - als Menge
der normierten, irreduziblen Teiler von mgy bestimmt, und mg 1 ist eindeutig
durch V und ¢ bestimmt.

Sei p ein normierter, irreduzibler Teiler von my . Wir zeigen, daf3 die Paare
aus obigem Tupel mit p als erstem Eintrag bis auf die Reihenfolge eindeutig durch
V und ¢ bestimmt werden. Nach Umsortierung kénnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dafl p; = --- = p; = p gilt. Wir schreiben U; = (2;) k. Dann gilt

Vil =t @ - o U]
fiir alle j > 0 nach Lemma 12.40. Mit Lemma 12.32, (vi) erhalten wir
dim V[p'] =) dim(U;[p’]) = Y min(j, ;) deg(p).
i=1 i=1
Eine kurze Uberlegung (siche VL) zeigt

dim(V[p?]) — dim(V [p/~1])
deg(p)

= #{i|1<i <smite; > j}

sowie
#{i|1<i<smite; =j}=#{i|1<i<smite >j}
—#{i|1<i<smite >j+1}
~ 2dim(V[p/]) — dim(V[p?']) — dim(V[p?*])
N deg(p)
Das Tupel (ey,...,es) wird durch die Zahlen #{i|1 < i < smit e; = j} bis

auf die Reihenfolge eindeutig beschrieben. Die Gleichung zeigt, dafl dies ohne
Wahlméglichkeiten nur von V', ¢ und p abhéngt. O

12.5 Weierstraf3- und Jordan-Normalform

In diesem Abschnitt bezeichnet V wieder einen endlich-dimensionalen Vektorraum
der Dimension n und ¢ einen Endomorphismus von V.

12.42 Satz. Sei V =U; @ --- @ U, eine Zerlegung von V' in eine direkte Sum-
me von ¢-invarianten Untervektorrdumen U; von V. Seien uq,...,u, Basen von
Ui,...,U, und v die Basis von V', die durch Aneinanderhingung der uy, ..., u,
entsteht. Dann gilt

Muy i, ()
Mv,v(‘b) =
My, u, ()



150 KAPITEL 12. STRUKTUR EINES ENDOMORPHISMUS

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Eine Matrix in der Form wie in Satz 12.42 heifit Blockdiagonalmatrix und die
quadratischen Teilmatrizen Blocke.

12.43 Satz. Sei U ein ¢-zyklischer Untervektorraum von V- mit ¢-Erzeuger z.

(1) Seimg, =t"+art" '+ +a,_1t+a, undv = (2,¢(2),...,¢" (). Dann
1st v eine Basis von U und es gilt

(ii) Sei mgy, =p°* mitp =1"+art"” '+ -+ a1t +a, und v = (2,6(2),...,
o'p(@),...) fir0<i<r—1und0 < j <s—1. Dann ist v eine Basis
von U und es gilt

0 —a,
1 .
0 :
1 —aq
1 0 —a,
1
L0
Mv,v(¢>: 1 —ay
1
0 —a,
1 .
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(7i1) Fir den Fall p =1t — X\ vereinfacht sich die Matriz unter (ii) zu

A
1 A

Mv,v(¢) = 1
1 A

Beweis. (i): Die Basiseigenschaft folgt aus Lemma 12.32. Die Form der Darstel-

lungmatrix ist leicht unter Beachtung von ¢"(z) = —a;¢" 1(z) + - - - + a,z wegen
my,»(¢) = 0 einzusehen.
(ii): Die Linearkombinationen der Basis z, ¢(z2),...,¢ " !(2) nacj (i) konnen

auch in eindeutiger Weise als f(¢)(z) mit f € K[t] und deg(f) < rs— 1 geschrie-
ben werden. Jedes solche f 1483t sich nach mehrfacher Polynomdivision in der Form
f =320 \ip’ mit eindeutig bestimmten \; € K[t] mit deg();) < r — 1 schreiben
(Darstellung von f zur Basis p analog wie bei ganzen Zahlen). Ist \; = E;;(l] Nijt?,
so erhalten wir f = Ef;é E;;é Aijt/p". Nach Anwendung auf z sehen wir, daf
die maximal rs Vektoren ¢'p/(¢)(z2) die gleichen Linearkombinationen liefern wie
die Basis ¢(z). Daher sind die ¢'p?(¢)(z) ebenfalls eine Basis von U. Die Form
der Darstellungsmatrix ergibt sich unter Beachtung von ¢" = p — Y7 a;t""
beziehungsweise ¢"p/ = p/™ — 377 a;t""'p’ sowie p*(¢) = 0 aus

;

61 () (2) o
o . o = 1r — 1
SO0 (8)(2) = { PN (2) — iy st P (0)(2)  far |
0<i<s—1,
_S i (9)(2) e
L J=S5—- 15
(17i): Folgt aus (i) mit p =t — A. O

Wir nennen die Matrizen aus (i) Begleitmatrizen des Polynoms " + a "' +
-+ + a,, die aus (ii) Normalformkéstchen zum Polynom p und Potenz s und die
aus (ii7) Jordan-Késtchen zum Eigenwert .

Auf der Diagonalen der Normalformkéstchen befinden sich s Begleitmatrizen
des Polynoms " + a1t" ' + --- + a, aus K™ " sowie eine 1 unter dem jeweils
letzten Eintrag der ersten s —1 Begleitmatrizen. Es ist hilfreich, sich die Struktur
der Normalformkéstchen durch Einzeichnen von senkrechten und waagerechten
Begrenzungslinien der Begleitmatrizen zu veranschaulichen.
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12.44 Satz. FEs gibt eine Basis von V, so dafS ¢ eine Darstellungsmatriz in
Blockdiagonalform besitzt, deren r Blicke Normalformkdstchen zu irreduziblen
Polynomen p; und Potenzen e; > 1 sind. Hierbei gilt x4y = [[;_, Pi" und die
Di, €; sind bis auf die Rethenfolge eindeutig durch V' und ¢ bestimmt.

Beweis. Kombiniere Satz 12.38, Satz 12.41, Satz 12.42 und Satz 12.43. O

12.45 Korollar. Sei A € K™". Dann gibt es S € (K™™)*, so daff SAS™! eine
Blockdiagonalform besitzt, deren r Blicke Normalformkdstchen zu irreduziblen
Polynomen p; und Potenzen e; > 1 sind. Hierbei gilt det(tl, — A) = []'_, p;* und
die p;, e; sind bis auf die Reihenfolge eindeutig durch die Aquivalenzklasse von A
beziiglich Ahnlichkeit bestimmt.

12.46 Definition. Eine Matrix heifit in Weierstra-Normalform, wenn sie von
der Form der Matrizen in Korollar 12.45 ist.

Speziell wird von Jordan-Normalform gesprochen, wenn p; = t — \; fiir alle
1 <4 <7 gilt und somit nur Jordankéstchen auftreten.

Das Korollar zeigt, dafl zwei Matrizen A, B € K™*" genau dann &hnlich sind,
wenn sie die gleiche Weierstrafl-Normalform haben. Die Weierstra3-Normalform
ist genau dann eine Jordan-Normalform, wenn das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren zerféllt. Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist, daf§ der Korper
K ausreichend grof ist. Zum Beispiel gilt dies fiir C, siehe Beispiel 12.29. Matrizen
in Jordan-Normalform sind auch in unterer Dreiecksform.

12.6 Berechnung der Normalformen

Die bisherigen Ausfiihrungen und Beweise sind konstruktiv und gestatten es, ein
relativ einfaches Verfahren zur Berechnung der Weierstraf3- und Jordan-Normal-
form anzugeben. In der Praxis kommen auch andere Verfahren zum Einsatz, ins-
besondere, wenn es um numerische Stabilitdt bei fehlerbehafteten Rechnungen
mit FlieBkommazahlen geht.

Im folgenden ist ey, ..., e, die Standardbasis von K. Wir betrachten die zu
A € K™ gehorige Abbildung f4 € End(K™) und definieren wieder f(t)xr =
xf(t) = f(A)(x) fir f € K[t] und z € K™.

12.47 Algorithmus. (Zyklische Zerlegung)
Eingabe: Fine Matrix A € K™,

Ausgabe:  Zyklische Erzeuger zy,...,z. € K™ und zugehorige Minimalpolynome
Py, ..., pr € K[t] wie in Satz 12.38.
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1. Wende das Verfahren aus Lemma 12.33 auf die Matriz
tl, — Ae K[t]"™"
an und erhalte invertierbare Matrizen Sy, Ty € K[t]"*"™, so dafs

Sy (tI, — A) T

eine Diagonalmatriz mit den normierten Diagonaleintrdagen fi,..., f. €
K[tI\{0} ist.

2. Berechne (wy,...,wy,) = (e1,...,e,)S7 "

3. Seien iy, ..., is genau die Indizes, fir die f;, # 1 beziehungsweise w;; # 0

ist. Setze uj = w;; und g; = f;; fir1 <j <s.

.. o Tj €y, j . - . . .
4. Faktorisiere g; = 1], v mit pyj normiert und irreduzibel sowie p,, ; #

P fir alle v # p.

5. Berechne h, ;- = gj/pif]’»j € K[t] und u,; = hy,ju; fir allel < v < r;
und 1 <7 <s.

6. Ausgabe von
n
ULy ey Upp 1y ey Ulsy e ooy Upg s c K

und
e1,1

Pias--- 7p::1,1’ e api,ls’sa o p € Kt

In Schritt 4 miissen Polynome faktorisiert werden. Hierfiir gibt es kein allge-
meingiiltiges Verfahren. Vielmehr mufl man fiir jeden Korper K eigens passende
Verfahren verwenden, deren Beschreibung iiber den Inhalt dieser Vorlesung hin-
ausgeht. In Beispiel 12.29 wird die Situation fiir den Fall K = C und K = R
niher diskutiert. Ansonsten miissen wir uns an dieser Stelle darauf verlassen, dafl
wir die gesuchten Faktorisierungen, zum Beispiel vielleicht nur in Linearfaktoren,
einigermaflen leicht von Hand ermitteln kénnen.

12.48 Algorithmus. (Weierstraf- bzw. Jordan-Normalform)
Fingabe: FEine Matriz A € K™*".

Ausgabe:  Matrizen B, S € K™ mit B in WeierstrafS-Normalform, S invertier-
bar und B = SAS™1.

1. Wende Algorithmus 12.47 auf A an und erhalte z, ..., z. € K sowie p{",
P e K.
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2. Berechne Z;j = (zj,tzj,...,t"pljzj,...) € Krx(eidee®i)) fiir glle 0 < v <
deg(p;) =1 und 0 < p<e; — 1.

3. Berechne Z = (Zy,...,Z,) € K™" und B die Matriz in Weierstrafs-
Normalform mit den Normalformkdstchen zu py mit Exponent ey bis p, mit
Ezxponent e,.

4. Ausgabe von B und S = Z71.

Nach Konstruktion sind die Spalten der Matrix Z eine Basis von K", beziiglich
derer f, die Darstellungsmatrix B besitzt. Da A die Darstellungsmatrix von fu
beziiglich (ey,...,e,) ist und wegen (e, ...,e,)Z = Z ergibt sich aus den Uber-
legungen von S.96 ff. dann B = Z 'AZ, also B = SAS™! mit S = Z~ 1.

12.7 Zusatz”

Wir betrachten die Struktur kommutierender Endomorphismen.

12.49 Satz. Seien V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und ¢, € End(V)
mit

povy =10,

Firv eV seien mgy, = [[;_, pi" und my, = [[j, quj die Faktorisierungen in
paarweise veschiedene irreduzible Polynome p; und q;. Dann gilt

r=s, e =[f; und deg(p;) = deg(q)
fir alle 1 <1 <r.
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Die Minimalpolynome haben also die gleiche Faktorisierungsgestalt.
12.50 Korollar. Wir erhalten

(1) z1,...,2- € V erfillen die Bedingungen aus Satz 12.38 fiir ¢ genau dann,
wenn sie die Bedingungen aus Satz 12.38 fiir ¢ erfiillen.

(17) Es gibt eine Basis v = (vi,...,v,) von V, so dafy M,,(¢) und M, (1))
gleichzeitig in Weierstrafs-Normalform sind.

(1ii) Jede Basis von V' aus Eigenvektoren von f ist auch eine Basis von V aus
FEigenvektoren von g und umgekehrt.
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Beweis. Klar. O

Die Formulierung der entsprechenden Matrixaussage wird dem Leser {iberlas-
sen. Insbesondere sagt (iii), dal kommutierende Matrizen simultan diagonalisier-

bar sind.
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Kapitel 13

Bilinearformen

In diesem Kapitel werden bilineare Abbildungen V' x W — K behandelt. Ne-
ben Aussagen von allgemeinem Interesse fiihrt dies auf geometrische Begriffe wie
Orthogonalitit im néchsten Kapitel und Lange und Winkel im iibernéchsten Ka-
pitel.

13.1 Skalarprodukt auf R®

Zur Motivation der nachfolgenden Abschnitte betrachten wir den R3 und wollen
zwei Vektoren v, w € R? eine Zahl (v, w) aus R zuordnen, in welcher die Linge
||v]| und ||w|| von v und w sowie der Winkel o zwischen v und w beriicksichtigt
werden. Lange und Winkel sind hier als intuitiv bekannt vorausgesetzt.

Genauer soll die Zuordnung (v, w) +— (v, w) wie folgt geschehen: Anschaulich
schreiben wir v als v = v; 4+ v9, wobei v; ein Vielfaches von w und vy minimale
Lénge haben, also senkrecht auf w stehen soll. Damit setzen wir (v, w) = ||vy]| -
||wl]|. Die geometrische Betrachtung und Trigonometriekenntnisse aus der Schule
zeigen, daf fiir einen weiteren Vektor u € R? und A € R die Gleichungen

(v + M, w) = (v, w) + XMu, w),

(v, w) = [|v][ [Jw]] cos(a).

gelten. Als Konsequenz der Symmetrie in v und w in der zweiten Gleichung er-
geben sich daraus

(v,w) = (w,v)

(v, w~+ ) = (v, w) + A\v, u).

Die Funktion
() RExR} =R

157
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ist also in jedem Argument linear, daher bilinear, und symmetrisch. Desweiteren
gilt die Eigenschaft
[[v]|* = (v,v) > 0 fiir v # 0,

weshalb (-, -) positiv definit genannt wird.
Sei €1, €9, e5 € R3 die Standardbasis. Da die e; paarweise senkrecht aufeinan-

derstehen und ansonsten Lénge 1 haben, gilt ||e;|| = 1 und
1 fiiri = j,
(€5,€5) = {
0 sonst.

Sind v = Aje; + Aoes + Azes und w = pye; + poes + pzes, so zeigt eine kurze
Rechnung
(v, w) = A1 + Aapta + Aspiz.

Umgekehrt liefert dies eine Formel, um (-,-) mit den obigen Eigenschaften zu
definieren.

13.2 Bilinearformen

13.1 Definition. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
b:VxW—K
heifit Bilinearform auf V und W, wenn
b(vy + Avg, w) = b(vy, w) + Ab(ve, w),
b(v, wy + Aws) = b(v, wy) + Ab(v, ws)

fiir alle v1,v9 € V, wy,we € W und A € K gilt.

Zwei Vektoren v € V und w € W sind orthogonal, in Zeichen v L w, wenn
b(v,w) = 0 gilt. Zwei Mengen S C V und 7" C W sind orthogonal, in Zeichen
S LT, wenn v L w fiir alle v € S und w € T gilt.

Fiir § C V definieren wir den zu S orthogonalen Unterraum von W als

S+ = {w e W|b(u,w) = 0 fiir alle u € S}
und fiir 7" C W defineren wir den zu T' orthogonalen Unterraum von V als
T+ ={v € V|b(v,u) = 0 fiir alle u € T}.

Die Bilinearform b heifit linksseitig beziehungsweise rechtsseitig nicht ausge-
artet, wenn

W+ = {0} beziehungsweise V*+ = {0}
gilt. Gilt beides, so heifit sie nicht ausgeartet.
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Im folgenden sind die Aussagen mitunter nur linksseitig formuliert. Es gelten
auch analoge rechtsseitige Aussagen. Man kann diese aus den linksseitigen Aus-
sagen durch Vertauschen der Rollen von V' und W erhalten: Auf W und V' lafit
sich durch bye,(w, v) := b(v,w) eine neue Bilinearform definieren.

13.2 Beispiel. Sei V =W = K" Sind v = (A1,...,\,) und w = (g1, ..., fin)
aus K™, so definiert

K'xK"—= K, (v,w)— Z)‘i”i
i=1

eine nicht ausgeartete Bilinearform, das sogenannte Standardskalarprodukt auf K™.
Ist M € K™*™, so definiert allgemeiner

K'x K™ — K, v'Muw

eine Bilinearform. Fiir n = m und M = [, erhalten wir das Standardskalarpro-

dukt.
13.3 Lemma.

(i) Es gilt S* < W und S* = (S)y".

(ii) Fiir S; C Sy gilt S§ 2 S3-.
(iit) Es gilt S*+ 2 S.
Beweis. (i): Fiir 7,y € ST und A\ € K gilt b(s,z + \y) = b(s,x) + \b(s,y) = 0
fiir alle s € S. Dies zeigt  + \y € S*.

Wegen (i) gilt S+ D <S>VL. Seien x € S+, 51,...,5, € Sund \i,..., )\, € K.

Dann gilt b(32, s, ) = 3, \ib(ss, 7) = 0. Also folgt x € (S)y .

(1): Klar.
(iii): Wegen S 1 S+ gilt S C S++. O

13.4 Definition. Die der Bilinearform zugeordneten linksseitigen und rechtssei-
tigen Abbildungen sind

biinks : V — Hom(W, K), v+ b(v,-),
brechts : W — Hom(V, K), w — b(-, w).
Die Linearitdat der zugeordneten Abbildungen ist dquivalent zur Bilinearitat.

Desweiteren gelten die folgenden, linksseitigen Aussagen und ihre rechtsseitigen
Analoga.



160 KAPITEL 13. BILINEARFORMEN

13.5 Lemma.

(i) T+ ist der Kern der zugeordneten linksseitigen Abbildung von b eingeschrdinkt
auf V und T, also T+ = ker((b|y «1)tinks) -

(7i) b ist genau dann linksseitig nicht ausgeartet, wenn bynys injektiv ist.

Beweis. (i): Der Kern ist {v € V |b(v,w) = 0 fiir alle w € T} = T+.
(71): Folgt aus (i) mit T'= W. O

Eine Bilinearform b ist daher genau dann nicht ausgeartet, wenn by, und
brechts injektiv sind.

13.6 Definition. Eine Isometrie einer Bilinearform b auf V' und W mit einer
Bilinearform & auf V' und W’ ist ein Paar (o, 7) von Isomorphismen o : V' — V'
und 7 : W — W' mit

b(o(v), T(w)) = b(v,w)

fir allev e V und w € W.

Die Isometrie ist eine Aquivalenzrelation. Fiir Bilinearformen mit weiteren Ei-
genschaften werden wir den Isometriebegriff spéter dahingehend spezieller fassen,
daB o und 7 beispielsweise gleich sein sollen.

Aufgrund des folgenden Lemmas kénnen wir uns bei der weiteren Betrachtung
auf nicht ausgeartetete Bilinearformen beschrénken.

13.7 Satz. Sei b eine Bilinearform auf V und W. Ist V,q <V ein Komplement
von W+ und Wyq < W ein Komplement von V*, so ist b auf Vaq und Wog nicht
ausgeartet.

Schreiben wir v € V und w € W in der Form v = vg + v1 und w = wg + w;
mit vg € W, vy € Vo, wo € V* und wy € Wy, so gilt:

b(v, w) = b(vy, wq).

Die eingeschrinkte Bilinearform auf Viq und Wyq st bis auf Isometrie eindeu-
tig bestimmt: Sind V!y und W', weitere Komplemente von W+ beziehungsweise
VL, so gibt es Isomorphismen o : Vg — VI und 7 Wyg — W) mit

b(o(vy), T(wy)) = b(vy, wy)
fiir alle vi € Vyq und wy € Wyg.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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13.3 Darstellungsmatrizen

Wie auch bei linearen Abbildungen kann man die Diskussion von Bilinearformen
matrixbasiert fiithren.

13.8 Definition. Seien V' und W Vektorrdume und b eine Bilinearform auf V' und
W. Seien v = (vy,...,v,) und w = (wy,...,w,,) Basen von V beziechungsweise
W. Die Darstellungsmatrix (oder Grammatrix) M, ,,(b) von b ist

Mv,w(b) = (b(vi,wj))m e K™,

Die Darstellungsmatrix des Standardskalarprodukt auf K™ beziiglich der Stan-
dardbasis ist I,,. Beziiglich anderer Bases ergeben sich aber auch andere Darstel-
lungsmatrizen.

13.9 Satz. Es gilt
b(w,y) = Su(x) Mow(b)Sw(y)

fiir allex € V und y € W.
Sind v" und w" weitere Basen von V' beziehungsweise W, und S € K™*™ sowie
T € K™ ™ qnvertierbar mit v' = vS und w' = wT, so gilt

My s (b) = S"M, ()T

Beweis. Sei Sy(z) = (A1,...,\)" und Sy (y) = (1, .., i)' Dann gilt 2 =
> A und y = 37 piyw;. Wir erhalten

b(z,y) ="b <Z Aivg, Z,ujwj> = Z i Z,ujb(vi,wj)
=1 j=1 i=1  j=1
= (Ao M) My (B) (s - oy i)'

Dies zeigt die erste Aussage.

Fiir die zweite Aussage stellen wir fest: Es gilt S,(z) = SS,/(z) und S, (y) =
T'Su (y). Einsetzen in die Gleichung der ersten Aussage liefert unter Berticksich-
tigung von Satz 10.13

b(x,y) = Su() Myw(0)Sw(y)
= S ()" My 1 (b)T S (y).

Da dies fiir alle z € V und y € W gilt, folgt
My (b) = S M, ,(b)T

wie gewiinscht. O
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13.10 Beispiel. Wir verwenden die Notation von Satz 13.7. Sei v eine Basis
von V, die durch Zusammensetzung einer Basis von W+ und einer Basis von V4
entsteht. Sei w eine Basis von W, die durch Zusammensetzung einer Basis von
V1L und einer Basis von W,q4 entsteht. Dann ist

M) = (g oy )

und M € Kdm(Vaa)xdim(Waa) Tn Satz 13.12 sehen wir dim(V,q) = dim(W,q) und
M invertierbar.
Ein matrixbasierter Teilbeweis von Satz 13.7 (und Satz 13.12) geht so: Seien

v und w Basen von V' beziehungsweise W. Nach Satz 10.21 gibt es invertierbare
S, T mit

. (00
sanaor=(§ 7).

Die hinteren r Elemente von v = vS und von w’ = wT sind dann eine Basis von
Via beziehungsweise W, 4, und die restlichen, vorderen Elemente von v und w’
eine Basis von W+ beziehungsweise V.

13.4 Duale Vektorraume

13.11 Definition. Die Vektorrdaume V und W heiflen dual beziiglich der Biline-
arform b : V x W — K, wenn b nicht ausgeartet ist.

Die Idee bei dualen Vektorraumen ist, dafl sie mit Hilfe der Bilinearform ver-
glichen werden konnen.

13.12 Satz. Seien V und W duale Vektorrdume mit Bilinearform b, von denen
mindestens einer endlich dimensional ist. Dann gilt dim(V) = dim(W') und die
zugeordneten Abbildungen byns : V. — W* und breenss : W — V* sind Isomorphis-
men.

Beweis. Nach Satz 9.13 gilt dim(V*) = dim(V) und dim(W*) = dim(W). Die
linearen Abbildungen by und breents sind injektiv. Daher dim (V) < dim(W*) =
dim(W) < dim(V*) = dim(V'). Es sind somit alle Dimensionen gleich und bj;s,
brecnts Nach der Rangformel Isomorphismen. O

13.13 Korollar. Die Darstellungmatrizen nicht ausgearteter Bilinearformen sind
stets quadratisch und invertierbar.

Ist umgekehrt eine Darstellungsmatriz einer Bilinearform quadratisch und in-
vertierbar, so ist die Bilinearform nicht ausgeartet.
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13.14 Satz. Seien V oder W endlich dimensionale, duale Vektorrdume mit Bi-
linearform b. Dann gilt

dim(U) + dim(U+) = dim(V) = dim(W)

sowie

Uttt =u
fur alle U <V oder U < W.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz sind zunéichst die Dimensionen dim (V')
und dim(W) gleich.

Wir betrachten die Einschrinkung b|ywy : V X U — K von b auf V und U.
Wegen (bvxt/)rechts = brechts|vr 15t ker((b|v <t )rechts) = ket (byeches|or) = {0}, und
nach Lemma 13.5 gilt ker((bly v )inks) = UL. Sei Vq ein Komplement von U+
in V. Nach Satz 13.7 ist dann die weitere Einschrénkung b|y. .« : Vaa X U — K
nicht ausgeartet. Daher gilt nach dem vorhergehenden Satz dim(U) = dim(V,q) =
dim(V) — dim(U*), was zu zeigen war. Der Fall U <V folgt analog.

SchlieBlich gilt U+t D U nach Lemma 13.3. Wegen dim(U+t) = dim(V) —
dim(U+) = dim(V) — (dim(V) — dim(U)) = dim(U) < oo ergibt sich U+t =
U. O

13.15 Satz. Seien V oder W endlich dimensionale, duale Vektorrdume mit Bi-
linearform b. Dann liefert
Uw— Ut

eine inklusionsumkehrende Bijektion der Menge der Untervektorraume von V' auf
die Menge der Untervektorraume von W.
Frir Ul,UQ S %4 gllt
(U + Uy)t = U NU;.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Der folgende Satz liefert ein wichtiges Beispiel dualer Vektorrdaume.
13.16 Satz. Die Abbildung
ev: VxV"—= K, (v,f)— f(v)

definiert eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V und V*. Daher sind V und
V* duale Vektorrdume.
Die zugeordnete linksseitige Abbildung liefert einen Monomorphismus

eViipks © V. — V™.
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Ist V' endlich dimensional, so ist dieser Monomorphismus ein Isomorphismus.
Seien V und W endlich dimensionale, duale Vektorrdume mit Bilinearform b
und brecnts : W — V™ der rechtsseitig zugeordnete Isomorphismus. Dann gilt

b(v,w) = ev(v, brechts(W))

fiir allev € V und w € W. Die Bilinearformen auf V und W und auf V und V*

sind also isometrisch mit der Isometrie (idy, brechts) -
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Aufgrund dieses Satzes konnten wir die weiteren Untersuchungen nur mit V
und V* anstelle von V und W durchfiihren. Da wir spéter aber fiir W konkret
auch V' wéahlen wollen, erscheint es verstdndlicher, mit V' und W fortzufahren.
In den Beweisen von Satz 13.20 und Satz 13.22 beweisen wir die Aussagen erst
fiir den Fall V' und V*, und kénnen dann V* durch W mittels des zugehorigen
Isomorphismus W — V* ersetzen.

13.5 Duale Basen

13.17 Definition. Seien V und W endlich dimensionale, duale Vektorrdume mit

Bilinearform 6. Sind vy, ..., v, eine Basis von V und wy, ..., w, eine Basis von W
mit
1 firi=y,
b(”l’? wj) = )
0  sonst.
so heiflen vy, ..., v, und wy, ..., w, beziiglich b duale Basen oder wy, ..., w, auch
eine beziiglich b duale Basis zu vy, ..., v,.

13.18 Beispiel. Mittels des Standardskalarprodukts sind K™ und die Standard-
basis ey, ..., e, € K" zu sich selbst dual.

13.19 Beispiel. Die duale Basis Ay,..., A\, € V* der Basis vy,...,v, € V im
Sinn von Definition 9.14 ist beziiglich ev dual zu vy, ..., v, € V.

Die folgenden Aussagen und Definitionen sind wieder nur linksseitig formu-
liert. Durch Vertauschen der Rollen von V' und W erhélt man die analogen rechts-
seitigen Aussagen.

13.20 Satz. Seien V und W endlich dimensionale, duale Vektorriume mit Biline-
arform b und vy, ..., v, eine Basis von V. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte,
beziiglich b duale Basis wy, ..., w, von W zu vy,...,v,.
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Beweis. Nach Satz 13.16 sind V und V* duale Vektorraume mit Bilinearform ev.
Nach Satz 9.13 besitzt V* eine zu vq,...,v, duale Basis \i,..., \,. Sei brechts :
W — V* der Isomorphismus aus Satz 13.16 und w; = b_L. (\;). Dann sind

rechts

wy, ..., w, wegen b(v;, w;) = ev(v;, breents(W;)) = ev(v;, Aj) = Aj(v;) = 0;; eine
beziiglich b duale Basis von vy, ..., v,.
Ist wi, ..., w] eine weitere beziiglich b duale Basis zu vy, . . . , v, so gilt b(v;, w,;—

w’) = 0 fiir alle 1 <4, j < n. BEs ergibt sich w; —w) € (v; ... o)y = V= {0},
also w; = wj.

Der matrixbasierte Beweis geht folgendermaflen: Sei v = (vq,...,v,) und w’ =
(w,...,w!) eine Basis von W. Nach Satz 10.18 (in der transponierten Situation)
gibt es ein invertierbares 7' € K™*" mit M, ,(b)T = I,. Dann ist w = w'T eine
duale Basis von v. Da T eindeutig bestimmt ist, ist auch w eindeutig bestimmt.

U

13.6 Adjungierte Abildungen

13.21 Definition. Seien V; und W; duale Vektorraume mit Bilinearform b; und
Vo und Wy duale Vektorraume mit Bilinearform by. Ist f € Hom(V;, V3) so heifit
2 € Hom(Wy, Wy) mit

ba(f (v), w) = ba(v, f*(w))

fiir alle v € V; und w € Wy die zu f beziiglich b; und by adjungierte (oder duale)
Abbildung. Ist f € Hom(Wy, Ws) so heiit 24 € Hom(Va, V}) mit

ba(v, f(w)) = bi(f*(v), w)

fiir alle v € V5 und w € Wy die zu f beziiglich b; und by adjungierte (oder duale)
Abbildung.

Es ist hilfreich, sich hierzu ein Diagramm der auftretenden Abbildungen zu
zeichnen.

13.22 Satz. Die adjungierte Abbildung > wird durch f eindeutig bestimmt.
Sind dariiberhinaus V- und W endlich dimensional, so existiert zu jedem f die
adjungierte Abbildung f29.

Beweis. Sind f24 und f24 zwei adjungierte Abbildungen, so gilt

bi(v, fi(w) = f54(w)) = bi(v, fi'(w)) = bi(v, f3(w))
= ba(f(v), w) = ba(f(v), w) = 0
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fiir alle v € Vi und w € Ws. Da by nicht ausgeartet ist, folgt fi4(w) = f39(w) fiir
alle w € W,

Nach Satz 13.16 sind Vi, V}* und V5, V5 beziiglich der jeweiligen Auswertung
ev duale Vektorrdume. Dann ist f* € Hom(V5', V}*) die in dieser Situation zu f
adjungierte Abbildung, denn es gilt

ev(f(z),y) = y(f(z)) = (yo [)(z) = [*(x) = ev(z, f7)

fiir alle z € V; und y € V5.
Nun setzen Wit g = (b1)rome © 0 (02)rechis € Hom (W, W) und erhalten nach
Satz 13.16

ba(f(v),w) = ev(f(v),(b2)rechts(w

r_eihts(f* ((b2)rechts(w))))
— b

fiir alle v € V; und w € Wy. Also folgt g = f24.

Man kann sich zur Veranschaulichung auch ein Bild mit den Bilinearformen
by : Vix Wy — K,ev: Vi x V" — Kund by : Vo x Wo — K in den Zeilen
sowie den Abbildungen idy,, f in der ersten Spalte und (by)iecnts, ¢ sowie f* in
der zweiten Spalte zeichnen (siehe Vorlesung). O

Der Beweis des Satzes zeigt, dal die duale Abbildung auch als adjungierte
Abbildung aufgefafit werden kann.

13.23 Satz. Wir betrachten die dualen Vektorrdume Vi, W7 und Vo, Wy und
V3, W3 mit den Bilinearformen by, by und bs. Seien f,g € Hom(Vy,V,) und h €
Hom(Vs, V3) mit den adjungierten Abbildungen f29,¢g* und h*! sowie N € K.
Dann gilt:

(i) idi; = idw,.

(i) (f +Ag)™ = [ + Ag™.

(iii) (ho f)* = f*doh.

(iv) frded =

(v) Fir S CVy gt f(S)" = (f*)7"(S).

(i) fm(f)* = ker(f*).

Sind die beteiligten Vektorrdume endlich-dimensional, so gilt aufferdem:
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(vii) f injektiv (surjektiv) < f24 surjektiv (injektiv).
(viii) im(f) = ker(h) < im(f*) = ker(h*?).
(iz) rank(f2d) = rank(f).

Beweis. (i): Klar wegen by (v, id} (w)) = bi(idy, (v), w) = by (v, idw, (w)) fiir alle
v eV und w e Wi.
(17): Klar wegen

bi(v, (f + Ag)™(w)) =

fir alle v € V4 und w € Ws.
(7i1): Klar wegen

fiir alle v € V7 und w € Wj.

(iv): Wegen by (v, f24(w)) = bo(f(v), w) fiir alle v € V; und w € W, folgt per
Definition f = fadad,

(v): Es gilt

F(S)F = {w e Wy | by(f(v),w) =0 fiir allev € S }
= {w € Wy | by (v, f*(w)) =0 fiir alle v € S }
= {w € Wy | f*(w) € S*}
= (7)1,
(vi): Spezialfall von (v) fir S = V.

(vii): Spezialfall von (vi). Ist f injektiv, so folgt im(f*d)+ = ker(f) = {0}
nach (iv) und (vi) und im(f2) = W; nach Satz 13.14. Ist f surjektiv, so folgt
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ker(f2d) = im(f)* = V;5 = {0}. Dies liefert die Implikationen ,,=*“. Die Implika-

tionen ,<* folgen aus den Implikationen ,=* fiir f2¢ mittels (iv).

(vitg): Fir ;= ergibt sich mittels Satz 13.14
im () = ker(h)* = im(f)* = ker(f*).
Anwendung von L auf diese Gleichung und Umstellen liefert
im () = Ker(f*)* = im(A*!)- = ker(1)

fiir ,,<=“.
(iz): Mit n = dim(V') = dim(W) gilt

dim(im(f)) + dim(im(f)*) = n
dim(im(f)*) = dim(ker(f*)
dim(ker(f29)) + dim(im(f*?)) = n.

Die Kombination ergibt

rank(f) = dim(im(f))
= n — dim(im(f)*)
= n — dim(ker( %))
— dim(im(f*)))
= rank(f).

0

Wir interpretieren nun die erhaltenen Ergebnisse mittels der Darstellungsma-

trizen.

13.24 Satz. Seien Vi und Wy sowie Vo und Wy duale Vektorrdaume beziiglich
der Bilineareformen by und by mit den dualen Basen vi,w; und ve,ws. Sei f €

Hom(Vy, Vo) mit der adjungierten Abbildung f*4 € Hom(Ws, W1). Dann gilt

Mw27w1(fad) = Mv1,U2(f)t'

Beweis. Aufgrund der Dualitdt der Basen gilt

My, oy (b1) = I, und M, 4, (b2) = I,.
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Wir erhalten

ba(f(2),5) = (Muy 0 (f)Sur () Mo 0 (0) Sus ()
S (x)tle,vg (f)tMvz,wz (b) Sws (y)
S (x)tle,vz (f)tSwz (y>7

bl(xv fad(y))

Suy (x)tMthl (0) My 0y (fad)swz (y)
Suy (x)thz,wl (fad)swz (y)

und daraus

SUI (x)tle7v2(f)tSw2 (y) = bQ(f(x)a y)
= bi(2, [*y)) = Suy () Mg (F*9) Sz ()

fiir alle x € V; und y € Ws. Daher ergibt sich

le,vz (f)t = sz,m(fad)

wie gewiinscht. O

Die Gleichung

bg(f(ﬂ?), y) = (le,v2<f)SU1 ('r))tSlUQ <y>
= Sy, (x)t(Mm,vz(f)tSwz (y>) = by (, fad<y)

kann auch zum Nachweis der Existenz von f2! verwendet werden, in dem

FUy) = S (Mo, 0y (£) Sun ()

gesetzt wird.

13.25 Beispiel. Sei V =W = K" und b das Standardskalarprodukt auf K™ wie
in Beispiel 13.2. Die Standardbasis ey, ..., e, ist nach Beispiel 13.18 beziiglich
b dual zu sich selbst. Ist A € K™ und f4 € End(K™) die zugehdorige lineare
Abbildung, so gilt fad = fa.

13.7 Bemerkungen

Das Lemma gibt eine konzeptionelle Interpretation der Transponierten einer Ma-
trix. Die Kombination von Satz 13.16 und Satz 13.23 ergibt Satz 10.13. Satz 13.23,
(iz) liefert dariiberhinaus Korollar 10.23.



170 KAPITEL 13. BILINEARFORMEN

Es ergibt sich auch eine Anwendung auf das Losen von linearen Gleichungs-
systemen. Es ist

flx) =10

nach Satz 13.23, (vi) genau dann l6sbar, wenn

b L ker(f*)

gilt. Will man die Losbarkeit von Az = b mit A € K"*" ermitteln, so kann
man unter Beriicksichtigung von Beispiel 13.25 auch folgendes iiberpriifen. Sei
B € K™** eine Matrix, deren Spalten den Spaltenkern von A! erzeugen. Dann gilt
Az = b genau dann, wenn B'b = 0 ist. Man vergleiche mit dem in Abschnitt 10.7
gegebenen Losungsverfahren (die Zeilen von B* erzeugen nach Konstruktion den
Zeilenkern von A)!



Kapitel 14

Orthogonalitit

In diesem Kapitel geht es weiterhin um bilineare Abbildungen b : V x W — K.
Wir wollen mit Hilfe von b von Orthogonalitéit auf V' sprechen. Wir wollen daher
Bilinearformen auf V und W mit W = V betrachten. Fiir die Definition von
Léngen (und Winkeln) in Vektorrdumen iiber C im nachfolgenden Kapitel ist
diese Annahme aber leider zu einschriankend, wir miissen W als eine geringfiigige
Modifikation von V' wihlen oder eine geringfiigige Erweiterung der Definition
einer Bilinearform vornehmen.

14.1 Orthosymmetrische Bilinearformen
14.1 Definition. Eine bijektive Abbildung

¢o:K—K
mit

o(x +y) = ¢(x) + o(y),
P(zy) = o(x)o(y)

fiir alle z,y € K heifit ein Automorphismus des Korpers K.

Wie bei linearen Abbilungen ergibt sich ¢(0) = 0. Daher gilt ¢(z) # 0 fiir
alle x # 0 und es ergibt sich ¢(1) = 1 ebenfalls wie bei linearen Abbildungen
beziiglich - anstelle von +.

14.2 Beispiel. Die fiir uns wichtigsten Beispiele fiir Automorphismen von Kérpern
sind ¢ = idg und die komplexe Konjugation -~ auf K = C.

171
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14.3 Definition. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ ein Automorphismus von K.
Eine ¢-Bilinearform ist eine Abbildung

VXV oK
mit
b(x+ Ny, z) = b(x, z) + \b(y, 2),
b(x,y + Az) = b(x,y) + d(\)b(x, 2)
fir alle z,y, 2 € V und A € K.

Im folgenden geht es um die Untersuchung von speziellen ¢-Bilinearformen.
Um eine einheitliche Beschreibung mittels ,,echten® Bilinearformen wie in Kapi-
tel 13 zu ermoglichen und die Ergebnisse dieses Kapitels anwenden zu konnen,
fithren wir eine spezielle Modifikation von V' ein, die wir T'wist von V' beziiglich ei-
nes Automorphismus von K nennen. Eine weitere Motivation dieser Definitionen
und damit auch der ¢-Bilinearformen wird im Abschnitt 14.6 gegeben.

Sei X die unterliegende Menge von V. Wir definieren V;; als X zusammen mit
der Addition + von V und der Skalarmultiplikation

Agz =0\ x

fir alle z € X. Wir nennen V den Twist von V' beziiglich ¢ oder ¢-Twist von
V. Umgekehrt erhalten wir V' als ¢~ '-Twist von V. Insofern ist die Situation
symmetrisch in V' und V.

14.4 Beispiel. Fiir ¢ = idg gilt V, = V.

Das folgende Lemma sagt, da8 V' und V ,, geometrisch im wesentlichen gleich
aussehen® und daf§ ¢-Bilinearformen V' x V' — K das gleiche sind wie Bilinear-
formen auf V x V,, — K.

14.5 Lemma.
(i) Vy ist ein K-Vektorraum.

(17) FEine ¢-Bilinearformb : V xV — K ist auch eine Bilinearformb:V xVy —
K und umgekehrt.

(4ii) (S)v = (S)v, fiir alle S C X.
(iv) FirU C X gilt U <V genau dann, wenn U <V, ist.

(v) dimy (U) = dimy, (U) fir alle Unterraume U.
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(Vi) uq,...,uy, in V linear unabhingig < us, ..., u, in Vy linear unabhingig.
(vit) Uy @&y Uy = Uy ®©v, Uy fiir alle Unterrdume Uy, Uy mit Uy N Uy = {0}.

(viii) Sei V' ein Vektorraum mit unterliegender Menge X' und ¢-Twist V. Fiir
f:X — X' gilt f € Hom(V,V') genau dann, wenn f € Hom(Vy, Vy') ist.

Beweis. (i), (i1): Ubungsaufgaben.

(i17)-(vit): Jede Linearkombination ) . A;u; entspricht genau einer Linearkom-
bination Y, p; -4 u; mittels \; = ¢(u;) beziehungsweise p; = ¢~*()\;). Daraus
ergeben sich alle Aussagen.

(viii): Die Aquivalenz beziiglich der Additivitit ist klar. Wegen f(u -4 x) =
f(o(w)x) = ¢(u) f(x) = pu -4 f(z) ergibt sich , ="

,<="“ ergibt sich per Symmetrie. O

Aufgrund des Lemmas und aus Symmetriegriinden verwenden wir in der No-
tation X an Stellen, wo eigentlich V' oder Vj; genannt werden miissen, es aber
keinen Unterschied macht, ob man V' oder Vj, nennt. Zum Beispiel schreiben wir
(w1, o) x fiir (21, 2)y = (T1,...,2)y, und U < X fiir U <V bezie-
hungsweise U < Vj, f € Hom(X, X’) usw. Wir kénnen uns X auch als Vektor-
raum mit einer linken und einer rechten Skalarmultiplikation - und -4 vorstellen,
die mittels des Automorphismus ¢ zueinander passen und die meistens austausch-
bar verwendet werden koénnen.

14.6 Definition. Sei b: V x V — K eine ¢-Bilinearform bzw. b : V x V; — K
eine Bilinearform. Die Bilinearform b heifit orthosymmetrisch auf X, wenn

b(z,y) =0 < b(y,z) =0
fiir alle x,y € X gilt. Die Bilinearform b heifit ¢-symmetrisch auf X, wenn

o(b(x,y)) = bly, z)
fiir alle x,y € X gilt. Die Bilinearform b heifit definit auf X, wenn
b(z,z) =0

nur fiir x = 0 gilt. Die Bilinearform b heif§t alternierend oder symplektisch auf X,
wenn

b(z,z) =0

fiir alle x = 0 gilt. Fiir U < X nennen wir b|y«y die Einschrankung von b auf U.

Der Ausartungsraum von b ist
U(] - XJ'.
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Ein x € X\{0} heifit isotrop, wenn b(z,z) = 0 gilt, andernfalls anisotrop. Ein
isotroper Unterraum U < X besteht nur aus isotropen Vektoren. Enthélt U < X
keine isotrope Vektoren, so heiffit U auch anisotrop oder definit.

Sei V' ein Vektorraum mit unterliegender Menge X’ und ¢-Twist V' und
Bilinearform ¢’ : V' x V — K. Eine bijektive Abbildung f € Hom(X, X’) heifit
Isometrie von b und ', wenn

V(f(x), f(y)) = b(z,y)
fiir alle z,y € X gilt.

Gilt b(x,y) = b(y,x) fiir alle z,y € X, so sprechen wir auch nur von sym-
metrisch. Die Bedingung d(x,z) = 0 fiir alle z € V impliziert die Bedingung
b(x,y) = —b(y, x) fir alle z,y € V und ist fiir char(K) # 2 in K dquivalent dazu,
siehe Seite 112.

14.7 Beispiel. Das Standardskalarprodukt auf K™ ist nicht ausgeartet und sym-
metrisch. Fiir K = R ist es definit. Die Bilinearform

b((xla xQ)’ (yh y2)) = Y2 — T2W1

auf K? ist nicht ausgeartet und alternierend.

Sei V' = C und V; der ¢-Twist von V' beziiglich ¢ = komplexe Konjugation.
Esgilt v +y,y=2+yund Ay x = Az fiir alle 2,y € V, und A € C. Dann ist
(x,y) — zy eine definite, ¢-symmetrische Bilinearform auf X = C.

14.8 Beispiel. Sei V = K" und Vy der ¢-Twist von V. Das ¢-Standardskalarpro-
dukt ist die nicht-ausgeartete Bilinearform V' x V; — K, die durch

(z,y) — Z 0~ (yi)

definiert wird. Fiir ¢? = id ist das ¢-Standardskalarprodukt ¢-symmetrisch.

Wir sind letzlich im wesentlichen an nicht ausgearteten, ¢-symmetrischen,
symmetrischen oder alternierenden Bilinearformen auf X # {0} interessiert. Das
folgende Lemma zeigt, welche Fille damit fiir ¢ auftreten kénnen.

14.9 Lemma. Sei b nicht ausgeartet und X # {0}.
(i) Ist b ¢p-symmetrisch, so gilt $* = id und ¢~ = ¢.

(17) Ist b symmetrisch oder alternierend, so gilt ¢ =id und V = V.
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Beweis. (i): Ist b nicht ausgeartet und X # {0}, so ist b surjektiv. Die ¢-
Symmetrie impliziert

¢*(b(x,y)) = 6(bly, ) = b(x,y)

fiir alle 7,y € X. Es ergibt sich ¢? = id. Dies bedeutet auch ¢~ = ¢.
(17): Ist b symmetrisch, so gilt

Ab(z,y) = b(z, A g y) = b(A-gy,7) = b(d(N)y, x) = d(N)b(y, )
= ¢(AN)b(z, y).

Ist b alternierend, so gilt diese Gleichung ebenfalls (mit zweimaligem Vorzei-
chenwechsel in der Gleichungskette). Da b surjektiv ist, folgt ¢(A\) = A fiir alle
A€ K. O

14.2 Darstellungsmatrizen

Wir wollen die Ergebnisse des Abschnitts 13.3 fiir den Spezialfall einer Bilinear-
form V' x V, — K formulieren. Ist S € K™ ™, so bezeichne ¢(S5) € K™ ™ die
Matrix, die aus S durch koeffizientenweise Anwendung von ¢ entsteht.

Seien x = (x1,...,2,) € X eine Basis von X. Fassen wir a € V" auf, so liefert
dies den Spaltenvektor S, (a), den wir mit S, y(a) bezeichnen. Analog definieren
wir Sz v, (a). Dann haben wir

(21, 2n) - Seyv(a) = (21,...,2,) ¢ Sev,(a)
= (v1,..., %) - ¢(Szv,(a))
und daher
Sev(a) = &(Sev,(a)).

Da x sowohl eine Basis von V' also auch eine Basis von Vj ist, werden hier
nur Darstellungsmatrizen der Form M, ,(b) betrachtet. Die Situation ist damit
dhnlich zur Situation am Anfang von Kapitel 12.

14.10 Satz. Es gilt
b(a, b) - Sx,V(a)th,x(b)SJ:,W) (b) - ¢(S$,V¢ (a))th,$(b)Sx,V¢(b)

fir alle a,b € X.
Ist 2’ eine weitere Basis von X und S € K™*" invertierbar mit ' = x -, .S, so
gilt o' = x - ¢(S) und
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Bewers. Folgt direkt aus Satz 13.9. O

14.11 Definition. Umgekehrt kann man fiir eine Matrix M € K™ und eine
Basis # von X mit Hilfe der ersten Aussage von Satz 14.10 eine Bilinearform

b$7M VX V¢ — K, b%M(a, b) = Sx7v(a)tMS$7Vd)(b)
mit M, ,(b) = M definieren.
Es gilt

bear(a,b) = ¢(Sav,(a) MS,y,(b) = Sev (@) Mo (Spv(b)).

14.12 Beispiel. Sei V = K", V,, der ¢-Twist von V, X =V =V, und M €
K™ Sei e = (eq,...,e,) die Standardbasis und b = b, ps. Seien z,y € X und
schreibe © = (@1, ..., 2,)", vy = (Y1, ...,y,)" Dann gilt S, v (z) = (21, ...,2,)" und
Sev(y) = (Y1, ..., ya)" und folglich Sev,(y) = (¢~ (11),....¢ " (yn))". Es ergibt

sich
¢~ (y1)
b(z,y) = (x1,...,2,)M :

Qﬁ_l'(yn)

Die Bilinearform b ist genau dann ¢-symmetrisch oder alternierend, wenn
M, .(b) die entsprechenden Eigenschaften aus der folgenden Definition besitzt
(der Nachweis folgt direkt aus den Definitionen, angewendet auf eine Basis. Schief-
symmetrisch entspricht alternierend).

14.13 Definition. Sei M € K™*". Dann heifit M ¢-symmetrisch, wenn
o(M)" =M

gilt, und fiir char(K’) # 2 heiBt M schiefsymmetrisch, wenn
—~M'=M

gilt.

Wir verwenden nicht ausgeartet, definit, orthosymmetrisch fiir eine Matrix M,
wenn M die Darstellungsmatrix einer solchen Bilinearform ist. Die entsprechenden
Eigenschaften gelten dann fiir alle Bilinearformen, die M als Darstellungsmatrix
haben.

Dann ist M € K™*" genau dann nicht ausgeartet, wenn M invertierbar ist,
und genau dann orthosymmetrisch, wenn Nulleintrage in M symmetrisch um die
Diagonale auftreten. Fiir die Definitheit gibt es kein anderslautendes Kriterium
als die Definition.
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14.3 Orthogonale Zerlegung und Klassifikation

Wir gehen im folgenden standardméfig von einer orthosymmetrischen Bilinear-
form
b:VxVy— K
des Vektorraums V' und seines ¢-Twists V, mit gemeinsamer unterliegender Men-
ge X aus.
Fiir vy, v9 € V gilt v; L vy aufgrund der Orthosymmetrie genau dann, wenn
vy L vy ist.

14.14 Definition. Sind Uy, Uy < X mit Uy NUy = {0} und U; L Us, so schreiben
wir fir Uy & Uy auch
U, L Us.

Wir nennen U, ein orthogonales Komplement von Uj.
Sei U < X. Eine Basis z1,...,2, von U heifit orthogonal, wenn z; L xz; fiir
alle 7 # 7 gilt. Sie heifit orthonormal, wenn zusétzlich b(x;, z;) = 1 fiir alle i gilt.

Ist z4,...,x, eine orthonormale Basis von V', so ist z1,...,x, auch die duale
Basis von V.

14.15 Satz. Gilt U = Uy L Us,, so ist b genau dann auf U nicht ausgeartet
(p-symmetrisch, alternierend), wenn b auf Uy und auf Us nicht ausgeartet (¢-
symmetrisch, alternierend) ist.

Beweis. Erster Teil siehe Vorlesung, Rest Ubungsaufgabe. U
14.16 Lemma. Sei Uy der Ausartungsraum von b. Es gibt U < X mit

X=U, LU

und b nicht ausgeartet auf U. Der Unterraum U ist bis auf Isometrie eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Ergibt sich aus Satz 13.7 mit Uy = X+ = VL =V, 5 U = Vg = Vg
und o = 7 sowie Lemma 14.5. U

Jede Basis von Uj ist eine orthogonale Basis. Aufgrund von Lemma 14.16
kénnen wir uns im wesentlichen auf nicht ausgeartete Bilinearformen beschréanken.

14.17 Lemma. Sei U < X wund b nicht ausgeartet auf U. Ist xy,...,x, eine
orthogonale Basis von U, so gilt b(x;, z;) # 0 fir alle 1 <i <n.

Beweis. Wir nehmen b(z;, ;) = 0 fiirein 1 < i <nan. Dann gilt b(3 7, \jz;, 7;) =
0 fiir alle Ay, ..., A\, € K. Da die z; eine Basis sind, gilt also b(y, x;) = 0 fiir alle

y € U. Es ergibt sich ein Widerspruch dazu, daf§ b auf U nicht ausgeartet ist. [



178 KAPITEL 14. ORTHOGONALITAT

Zerlegung mittels anisotroper Vektoren

Das folgende Lemma dient dazu, U < X in eindimensionale orthogonale Un-
terrdume zu zerlegen, sofern es geniigend anisotrope Vektoren gibt.

14.18 Lemma. Sei U < X und 1 € U mit b(zy,21) # 0. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes u € (x1)x mit

r—u Ll (z1)x.

Es gilt

U= b(ﬂ:‘,.’lﬂ'l)x _ b(.’lﬂ'l,l') T
a b(l’l,l’l) te b(ﬂfl,l’l) oL

Wir erhalten
U= (x1)x L (:cl))l(

Beweis. Zum Beweis der Eindeutigkeit gelte v — uy L 1 und o — uy L xq fiir
uy, usy € (x1)x. Dann gibt es ein A € K mit A\x; = ug—ug = (x—ug)—(x—uq) L 2.
Es folgt Ab(xy1,21) = b(Azxy,z1) = 0, daher A = 0 wegen b(z1,x1) # 0 und dann
U1p = Uo.

Zur Existenz sehen wir

b
b(x —u,z1) =b <:c — M:ﬁ,xl)

b([L‘l,l‘l)
=b(z, 1) — %b(ml,xl)
=b(z, 1) — b(z, x1)
= 0.

Die zweite Gleichung fiir v folgt per Symmetrie.
SchlieBlich gilt nach der ersten Aussage U = (1) x + (x1)% und diese Summe
ist aufgrund der Eindeutigkeitsaussage direkt. O

Lemma 14.18 kann zur folgenden Aussage verallgemeinert werden.

14.19 Lemma. Seien U < X und x1,x9 € U mit b(zy,x2) # 0. Fir jedes x € U
gibt es ein eindeutig bestimmtes u € (xa)x mit

r—ul (z1)x.

Es qilt
b(x,x1) b(xq,x)

u = To = ¢ L2.

b([L‘Q,ZL‘l) 2 b(l‘l,l‘g)
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

14.20 Lemma. Sei U endlich dimensional. Dann gibt es eine orthogonale Zer-
legung
U= Uorth 1 Ualt

von U, so daff Uy, eine orthogonale Basis xy, ..., x, mit b(x;,z;) # 0 besitzt
und b auf Uy alternierend ist.

Beweis. Gibt es ein xy € U mit b(xy,21) # 0, so wenden wir Lemma 14.18 an
und erhalten U; = (z1)x L U; mit Uy = {(x)%. Wir fahren mit der gleichen
Uberlegung fort und erhalten

U = <!E1>X Lol <$n>X 1 Un+1

mit b(z,z) = 0 fur alle 2 € U,yq. Also ist b auf U, alternierend. Wir setzen
Uorth = (x1)x L -+ L (x,)x sowie Uy = Upyq. 0

14.21 Lemma. Fs gelte char(K) # 2. Sei U < X. Ist b ¢-symmetrisch und
alternierend auf U, so folgt b(z,y) = 0 fir alle z,y € U.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt ¢(b(z,y)) = b(y,z) = —b(z,y) fiir alle z,y € U.
Falls b(z,y) # 0, so konnen wir durch Multiplikation von = mit einem Skalar aus
K annehmen, da8 b(z,y) = 1 gilt. Wir erhalten ¢(1) = —1, was wegen ¢(1) =1
nur fiir —1 = 1, also fiir char(K) = 2 gelten kann. Wegen char(K) # 2 ergibt sich
b(z,y) =0 fiir alle z,y € U. O

Wir sagen, dafl b bis auf ein skalares Vielfaches ¢-symmetrisch ist, wenn es
a € K mit a # 0 gibt, so dal ab ¢-symmetrisch ist.

14.22 Lemma. FEs gelte char(K) # 2. Sei U endlich dimensional und b nicht
ausgeartet auf U.

Fiir dim(U) = 0 besitzt U eine orthogonale Basis und b ist bis auf ein skalares
Vielfaches ¢-symmetrisch.

Fiir dim(U) = 1 besitzt U eine orthogonale Basis und b ist genau dann bis auf
ein skalares Vielfaches ¢-symmetrisch, wenn ¢* = id gilt.

Fiir dim(U) > 2 besitzt U genau dann eine orthogonale Basis, wenn b bis auf
ein skalares Vielfaches ¢-symmetrisch ist.

Beweis. Der Fall dim(U) = 0 ist nur eine Formalie.

Fiir dim(U) = 1 sei 27 eine Basis von U. Diese ist per Definition orthogonal
mit b(xy,21) # 0 nach Annahme. Ist ab ¢-symmetrisch, so folgt ¢? = id nach
Lemma 14.9. Es gelte umgekehrt ¢? = id. Sei @ = b(zy,21)"'. Dann haben wir
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ab(z, ) = () und B(ab(y, 2)) = S PN(ablar, 12)) = p) fiir & = Ay
und y = pxq. Also ist ab ¢-symmetrisch.

Fiir dim(U) > 2 sei a,...,x, eine orthogonale Basis von U. Aufgrund der
Annahmen gilt b(x;, z;) # 0 fiir alle 1 < i < n. Wir ersetzen b durch bz, z,) ',
so dafl nun b(zy, z1) = 1 gilt. Selen . = " | \jz; und y = > | p;x;. Dann gilt

b(z,y) = Z Aip(pi)b(wi, 7).

Wenn wir ¢? = id und ¢(b(x;, z;)) = b(z;, x;) zeigen, dann ist b ¢-symmetrisch.
Denn dann gilt

d(b(y, x)) =Y (i) *N)(b(wi, 1) =D dlps)Nibli, ;) = b, y).
i=1 i=1
Sei ¢ = b(w;,x;), i € K beliebig, u1 = 1, \; = —ct und A\ = ¢(p;). Die
restlichen A;, pu; werden Null gesetzt. Dann gilt
b(x,y) =\ — ¢(ui) = 0.

Die Orthosymmetrie von b liefert

M%w=¢uo—ﬁ5m:o
Wir erhalten .
2 ) = — .
(b <IU/1> (b(C) IU/l

und ¢/¢(c) = 1 aufgrund der Multiplikativitit von ¢?. Also gilt ¢? = id und
o(b(wi, 7:)) = ¢(c) = ¢ = bz, z;).

Sei umgekehrt und ohne Einschrankung b ¢-symmetrisch. Es gilt U = Uy, L
U, nach Lemma 14.20 mit b auf Uy, nicht ausgeartet. Nach Lemma 14.21 gilt
b = 0 auf Uy,y. Daher ergibt sich Uy, = {0}. Also ist U = Ugy, und U besitzt eine
orthogonale Basis. O

Zerlegung mittels isotroper Vektoren

Das folgende Lemma dient dazu, Uy, und U,y mit Hilfe isotroper Vektoren in
zweidimensionale orthogonale Unterrdume zu zerlegen.

14.23 Lemma. Sei U < X und x1,29 € X mit b(x1,21) = b(z2,29) = 0 und
b(x1,22) # 0. Dann sind xq,x9 linear unabhingig und es gibt ein eindeutig be-
stimmtes u € (x1,x9)x mil

r—u L (), x9)x.
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Es gqilt
_ bz, @) b(x, 1)
T b aa) T b )
~ b(wo, 1) b(xq,x)

N b(.ﬁl]g,.’lﬂ'l) ¢ e * b(.ﬁl]l,.’L'Q) ¢ 2

Wir erhalten
U= (z1,m2)x L (1, 79)%.

Beweis. Gilt x —uy L x1, 29 und  — us L 1, 29 fiir uy, us € (x1,x2) x, so gibt
es A, € K mit Azy + pry = up — us = (x — ug) — (v — uy) L z9,x9. Es folgt
Ab(z1, x9) = b(Axy + pag, x9) = 0, daher A = 0 wegen b(xq,z2) # 0. Analog folgt
i = 0 und dann u; = wusy. Die lineare Unabhéngigkeit von x1, zo ergibt sich mit
dem gleichen Argument, wenn A, 4 € K mit Ax; + pxy = 0 gewéhlt werden.

Zur Existenz sehen wir

b(x —u,x9) =b (x _ Y z) T+ bz, 21) ZL‘Q,.I’Q)

b(l’l,l’g) b(.ﬁl]g,.’lﬂ'l)
=b(x,xy) — %b(ml,@)
= b(z,x5) — b(x, z2)
=0.

Analog folgen b(x — u,z1) = 0 und die zweite Gleichung fiir u per Symmetrie.
Die Aussage U = (w1, x2)x L (z1,12)% ergibt sich wie in Lemma 14.18. [

Hier ist eine Merkregel: Die Vorfaktoren ergeben sich analog zu den Rechen-
gesetzen bei Logarithmen, wenn man Logarithmen zu verschiedenen Basen inein-
ander umrechnen mochte.

14.24 Lemma. Sei U < X mit b auf U nicht ausgeartet und sei x € U\{0}
mit b(z,x) = 0.

(1) Ist b auf U ¢-symmetrisch und gilt char(K) # 2, so gibt es y € U mit
b(y,y) =0, b(z,y) =1 und by, ) = 1.

(17) Ist b auf U alternierend, so gibt es y € U mit b(y,y) = 0, b(z,y) = 1 und
b(y,x) = —1.

Beweis. (i): Da b nicht ausgeartet ist, gibt es z € U mit b(x,z) # 0. Nach
Multiplikation von z mit einem Skalar kénnen wir b(x, z) = 1 annehmen. Sei

y=z—b(z2)/2,
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was wegen 2 € K* moglich ist. Wegen b(z, 2) = b(z,z) = 1, ¢(b(z, 2)) = b(z, 2)
und ¢~ = ¢ aufgrund der ¢-Symmetrie und U # {0} ist

b(y,y) =0b(z,2) + b(=b(z,2)/2x, 2) + b(z, —b(z, z) /2x)
=b(z,2) —b(z,2)/2-b(x,2) — ¢ 1 (b(z, 2))/2 - bz, 1)
=0b(z,2) —2b(z,2)/2 =0

und b(z,z) = b(y, x) = ¢(b(z,y)) = 1.

(77): Da b nicht ausgeartet ist, gibt es y € U mit b(x,y) # 0. Nach Mul-
tiplikation von y mit einem Skalar konnen wir b(z,y) = 1 annehmen. Es gilt
b(y,y) = 0, da b alternierend ist. Da 0 = b(z + y,x + y) = b(z,y) + b(y, x) folgt
b(y,z) = —1. O

14.25 Definition. Ein hyperbolischer Unterraum Uy, ist ein Unterraum von
X, welcher eine eine Basis aus orthogonalen Paaren isotroper Vektoren der Form
T1, Y1y -« oy Ty Yy it by, ;) = by, ;) = 0 und b(xy, ;) = b(y;, ;) = 1 fur alle
1 <4 <r besitzt.

14.26 Lemma. FEin hyperbolischer Unterraum Uyy, besitzt auch eine orthogonale
Basis der Form x1,y1,. .., Zp, yp mit b(x;, z;) = 1 und b(y;,y;) = —1.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Zusammenfassung der Zerlegungen

Es folgt die Zusammenfassung der bisherigen Betrachtungen unter der Vorausset-
zung char(K) # 2 bzw. ¢* = id.

14.27 Satz. Es gelte char(K) # 2. Sei X endlich dimensional und b eine ortho-
symmetrische Bilinearform auf X. Dann gibt es die folgende orthogonale Zerle-

gung
X =Up L Upyp L Uger L Usre

mit den Figenschaften

(i) Uy ist der Ausartungsraum von b, Uyy, ist hyperbolisch, b ist auf Uger definit
und b ist auf Uy alternierend.

(17) b ist auf Unyp L Uger L Uae nicht ausgeartet.
(199) Unyp und Uqer besitzen orthogonale Basen.

(i) Fiir dim(Unyp L Uger L Uay) > 2 oder ¢* = id ist b auf Uy L Unygp L Uger
bis auf ein skalares Vielfaches ¢-symmetrisch.
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Ist b bis auf ein skalares Vielfaches p-symmetrisch oder definit, so folgt Uy, = {0}.
Ist b alternierend, so folgt Uyy, = {0} und Uger = {0}.

Beweis. Kombination der vorhergehenden Lemmata: Mit Lemma 14.16 ergibt
sich die Zerlegung X = Uy L U. Mit Lemma 14.20 ergibt sich die Zerlegung
U = Ugrin L Uyye. Die mehrfache Anwendung von Lemma 14.23 und Lemma 14.24
analog wie im Beweis von Lemma 14.20 (allerdings hier nach 21 € Ugn\{0}
mit b(xqy, 1) = 0 suchen) ergibt Usn = Unyp L Uger, wobei wir nur fiir die
Basisaussage von Uyy, die Voraussetzung char(K') # 2 bendtigen.

Dann folgt (i) aufgrund der Definitionen der vier Unterrdume. Aussage (i7)
folgt wegen U = Uyyp L Uger L Uy aus Lemma 14.16. Aussage (ii1) folgt aus
Lemma 14.26 und aus der erneuten Anwendung von Lemma 14.22 auf U In
Aussage (1v) ergibt sich die ¢-Symmetrie von b aus der Existenz der orthogonalen
Basen mittels Lemma 14.22, bis auf den Fall dim(Uyy, L Uger) = 1. In diesem gilt
aber dim(U,;) > 1, so daf} sich ¢ = id und hieraus direkt die ¢-Symmetrie mit
jeder orthogonalen Basis ergibt.

Ist schliefllich b ¢-symmetrisch, so ergibt sich aus Lemma 14.21 und der
Nichtausartung von b auf U, bereits Uy, = {0}. Ist b definit, so ist Uy, = {0}
ebenfalls klar. Ist b alternierend, so ergibt sich wegen (i7i) bereits Upy, L Uger =
{0}. O

14.28 Satz. FEs gelte char(K) # 2. Sei X endlich dimensional und b eine ortho-
symmetrische Bilinearform auf X . Ist b ¢-symmetrisch oder definit auf X, so gibt
es eine orthogonale Basis von X.

Beweis. In beiden Féllen gilt Uy, = {0}. O

14.29 Bemerkung. Ist b definit auf X und gilt dim(X) > 2, so ist b auch bis auf
skalare Vielfache ¢-symmetrisch. Fiir dim(X) = 1 ist dies im allgemeinen falsch.

In der Formulierung von Satz 14.27 fehlen noch Eindeutigkeitsaussagen in
Form von Isometrieaussagen. Nach einem Satz von Witt ist (fiir ¢ = id) zumindest
die Zerlegung Uspen = Unyp L Uqer bis auf Isometrie eindeutig bestimmt. Betrach-
tet man in Uy, den durch die z; erzeugten Untervektorraum, so ist darin jeder
Vektor isotrop, der Untervektorraum ist also isotrop. Es kann gezeigt werden, dafl
dieser Untervektorraum maximal unter allen isotropen Untervektorrdaumen von U
beziiglich Inklusion ist, und daf alle maximalen isotropen Untervektorrdume von
U die gleiche Dimension 3 dim(Uyyp,) haben. Diese ganze Zahl nennt sich der Wit-
tindex von b.

Wir stellen noch kurz den Bezug zu Darstellungsmatrizen her. Ist U < X und
x = (x1,...,x,) eine Basis von X so ist z1, ..., x, genau dann orthogonal, wenn
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M, . (b) eine Diagonalmatrix ist. Die Basen eines hyperbolischen Unterraums aus
Definition 14.25 fithren zu Darstellungsmatrizen mit Matrizen der Form

(Vo)

auf der Diagonalen und sonst nur Nullen. Ist b alternierend, so fithren die Basen
aus Satz 14.27 zu Darstellungsmatrizen mit Matrizen der Form

(50)

auf der Diagonalen und sonst nur Nullen.

Es ist aufschlufireich, die Konstruktion der Basen in Lemma 14.20, Lem-
ma 14.24 und Satz 14.27 mittels elementarer Spalten- und den zugehorigen Zei-
lentransformationen auf den Darstellungsmatrizen zu interpretieren (siehe Vorle-
sung).

14.4 Orthonormalisierung

Wir haben bisher nur orthogonale Basen zi, ...z, mit b(z;, z;) # 0 betrach-
tet. Wir wollen nun iiberlegen, wie x1, ..., z, noch weiter transformiert werden
konnen, so daBl b(x;, z;) moglichst einfach wird. Kénnen wir b(x;, ;) = 1 errei-
chen, so haben wir die Orthonormalisierung erreicht. Wir machen dazu den
Ansatz y; = \; '@, Es folgt
b(yi, yi) = (Nid( X)) ' b(i, 7).

Ziel ist es nun, \;¢(\;) so zu wéhlen, dafl b(y;,y;) moglichst einfach wird. Wir
betrachten nur zwei Fille.

1. Fall K = C und ¢ = id. Hier haben wir \;¢(\;) = A\? = b(z;, x;), wofiir es
immer eine Losung # 0 gibt. Wir kénnen daher
b(yi,yi) = 1
fiir alle ¢ erreichen. Orthonormalisierung ist also in diesem Fall immer

moglich.

2. Fall K = R oder K = C, ¢ = - und b ¢-symmetrisch. Hier gilt b(z,z) =
é(b(x,z)) € R fiir alle x € R und wir haben \;¢(\;) = |\;|? und b(z;, ;) =
o(b(x;, x;)), also b(x;, z;) € R. Wir konnen daher

b(yi,y;) = 1 oder b(y;,y;) = —1

erreichen. Orthonormalisierung ist in diesem Fall also nicht immer moglich.
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14.5 Tragheitssatz von Sylvester

Konnen wir eine orthogonale Basis in Fall 2 des vorigen Abschnitts 14.4 nicht
orthonormalisieren, so sagt uns der folgende Satz, dafl wir auch bei Wahl einer
anderen orthogonalen Basis x1, ..., z, nicht auf eine mégliche Orthonormalisie-
rung hoffen kénnen.

14.30 Satz (Trégheitssatz von Sylvester). Fs sei K = R oder K = C, ¢ = ~.
Ferner sei X endlich dimensional und b nicht ausgeartet und ¢-symmetrisch.

(1) FEs gibt eine orthogonale Basis x1, ..., x, von X mit b(x;, z;) € {—1,1}.
(17) Es gibt r >0, so daf fir jede Basis wie in (i) die Anzahl der x; mit
b(x;,x;) =1
gleich r ist.

Beweis. (i): Die Existenz einer orthogonalen Basis ergibt sich aus Lemma 14.22.
Mit Abschnitt 14.4, Fall 2 folgt, daf8 auch b(z;, z;) € {—1, 1} erreicht werden kann.

(7): Seien 1, ..., x, und yy, ..., y, orthogonale Basen mit b(z;, x;), b(y;, yi) €
{—1,1}. Nach Sortierung konnen wir annehmen, dafl b(z;, ;) = 1 fiir alle 1 <i <
sund b(x;, z;) = —1 fiir alle s+ 1 < i < n gilt. Analog fiir die y; mit dem Index t.

Wir zeigen, dal 1, ..., 25, Y411, . . ., Yn linear unabhéngig sind. Dann folgt n >
s+ (n—t), also t > s, per Symmetrie des Arguments auch s > ¢ und wir kénnen
r = s =t wahlen.

Sei

AT+ o+ A + NP1 + 0+ Ay = 0.

Wir erhalten

Z2=MT 4+ Ay = =Ml — 0 — Al
und
b(z,2) = |)\1|2 + ... |)\S|2 = —|)\t+1|2 — = |)\n|2 =0.
Die linke Seite ist > 0 und die rechte Seite ist < 0. Also sind beide Seiten = 0
und es ergibt sich Ay =--- =\, = 0. O

14.31 Korollar. Es gibt eine orthogonale Zerlequng
X=U,1U_

mit b(xz,x) > 0 fir alle v € U \{0} und b(x,x) < 0 fir alle x € U_\{0}. Die
Dimension von Uy und U_ sind eindeutig bestimmt.
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Beweis. Definiere Uy = (xy,...,2,)x und U_ = (2,41, ..., 2,)x mit der Notation
des Beweises des vorigen Satzes.

Fiir o = Y7 N gilt dann b(z, z) = >0 [Nif* und fiir 2 = 377 Ny gilt
dann b(z,x) = >, —|\;|*. Hieraus folgt die Aussage. O

14.32 Definition. Es sei K = R oder K = C, ¢ =~ und b ¢-symmetrisch. Dann
heif3t

(1) b positiv definit, wenn b(z, ) > 0 fir alle x # 0 gilt.

(77) b negativ definit, wenn b(z, x) < 0 fur alle x # 0 gilt.
(77i) b positiv semidefinit, wenn b(x,z) > 0 fiir alle x # 0 gilt.
(1v) b negativ semidefinit, wenn b(x,z) < 0 fiir alle = # 0 gilt.

14.33 Bemerkung. Im Hinblick auf Lemma 14.26 ergibt sich, dafy der Wittindex
von b durch n — r gegeben ist.

14.34 Bemerkung. In den nachfolgenden Kapiteln sind wir hauptséchlich an
¢-symmetrischen, definiten Bilinearformen interessiert. In Dimension > 2 bleiben
im wesentlichen die Moglichkeiten K = R oder K = C, ¢ =~ und b positiv definit
ibrig. Solche Bilinearformen werden wir Skalarprodukte nennen.

14.6 Motivation der Definition des Twists*

Wenn wir mittels einer Bilinearform Orthogonalitdat auf einem Vektorraum V' in
moglichst allgemeiner Weise einfithren wollen, so bietet sich folgendes Vorgehen
an.

Wir gehen von einer Menge X aus, welche beziiglich 4+ und ein Vektorraum
V und beziiglich +vy, und -4 ein Vektorraum Vj ist. Wir machen die Annahme, daf}
U < X genau dann ein Untervektorraum von V ist, wenn U ein Untervektorraum
von Vj ist. ,,Geometrisch® sollen V und Vj also ,,gleich® sein. Wie oben betrachten
wir dann eine orthosymmetrische Bilinearform b : V' x V; — K und definieren
xLy:sb(z,y) =0 usw.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, daf es unter diesen Annahmen einen Au-
tomorphismus ¢ von K gibt, so daf z 4+, y = v +v y und A -y & = ¢(A)z fiir alle
r,y € X und A € K gilt. Fiir dimy (V) = dimy,, (V) = 0 ist dies klar. Daher soll
nun dimy (V') > 1 beziehungsweise dimy, (V) > 1 gelten.

Aufgrund der Annahmen gilt zunéchst (zy,...,z,)v = (21,...,7,)y,, und
Z1, ..., %, sind genau dann in V' linear unabhéngig, wenn xi,...,z, in Vj li-
near unabhingig sind (die Dimension eines Unterraums U ist durch die Lange
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einer maximale Kette echt ineinander enthaltener Unterrdume von U eindeutig
bestimmt, diese Ketten sind die gleichen in V' und Vj).
Sei x4, ...,x, eine Basis von V. Dann ist x1,...,x, auch eine Basis von Vj.
Es gibt daher eindeutig bestimmte Funktionen ¢q, ..., ¢, mit
)\1371 +v ... +v )\nl’n =
G1(A1, s An) g 1,y G Ay An) g T

fiir alle Ay, ..., A\, € K. Addition einer solchen Gleichung mit der entsprechenden
fiir pq, ..., pu, € K und Koeffizientenvergleich liefert

(bl()\l + p1, - )\n =+ :un) = (bl'()\h SR )\n) + (bl'(:uh oo ,,Un)

Fiir \; = 0 gilt
(bi()\la ey )\n) — 0,

da der Spann der z; ohne z; in V' gleich dem Spann der z; ohne z; in V, ist. Da
(A1, ..., An) als Summe von n Zeilenvektoren mit jeweils allen Koeffizienten = 0
aufer dem i-ten geschrieben werden kann, folgt

(bi()\la--w)\n):¢i<07---707)\i707---70>7

¢; hingt damit nur von A; ab, also ¢; : X — K. Wir behaupten nun ¢; = ¢; fiir
i # j. Sei v € X, v # Oy bezichungsweise v # Oy, wegen Oy = Oy,. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Funktion ¢, : (v)y — K mit Av = ¢,(N) -4 v. Sei
v = x; + x;. Wir erhalten

A v (@i +75) = Guypa;(A) 6 (Ti +75) = Paya; () ¢ i +v, Paira; (N) 6 T
= 0i(A) ¢ Ti v, 95(N) -6 75

Koeffizientenvergleich liefert ¢;(\) = ¢u,44,(\) = ¢;(A) fiir alle A € K. Folglich
¢ == ¢, = ¢, fiir alle v € X, v # 0. Wir schreiben ¢ : X — K und haben

Ar = p(N) g

fir alle x € X. Bereits gezeigt wurde ¢(A + p) = ¢(A) + ¢(n). Fiir « # 0 liefert
das Assoziativgesetz in V' und Vj auch

d(At) = (N p(p).

Aufgrund der Annahmen ist ¢ bijektiv. Also ist ¢ ein Automorphismus von K.
Speziell gilt ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1. Daraus erhalten wir

rtyy=letyly=1lyrty, lyy=a+yy

fiir alle x,y € X, also +v = +v,.
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Kapitel 15

Metrische Vektorraume

In diesem Kapitel geht es um Léngen- und Winkelmessung, welche mittels geeig-
neter orthosymmetrischer Bilinearformen erreicht werden kann. Wir betrachten
nur Vektorrdume iiber K = R oder K = C.

15.1 Euklidische und unitire Vektorrdume
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Sesquilinearform

b:VxV K
ist eine Abbildung mit

b(z+ Ny, z) = b(x, z) + \b(y, 2),
b(x,y + \z) = b(z,y) + \b(x, 2)

fiir alle x,y,z € V und A € K. Die Sesquilinearform b heiffit hermitesch, wenn
b(x,y) = by, x)

fiir alle z,y € V gilt. Fiir K = R reduzieren sich die Begriffe Sesquilinearform
und hermitesch auf Bilinearform und symmetrisch.

Fiir eine hermitesche Sesquilinearform gilt
b(z,z) € R

fiir alle x € V. Die Sesquilinearform b heifit positiv definit, wenn
b(x,x) >0

fir alle z € V\{0} gilt.

189
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Ersetzen wir fiir den Fall K = C im zweiten Argument von b den Vektor-
raum V durch den ¢-Twist W von V| so wird die Sesquilinearform b zu einer
Bilinearform V' x W — K. Auflerdem ist b genau dann hermitesch, wenn b ¢-
symmetrisch ist. Die Ergebnisse der vorangegangen Kapitel konnen also auch auf
Sesquilinearformen angewendet werden.

Normalerweise werden die Begriffe ,,Sesquilinearform® und , hermitesch® nur
fir K = C und ,,Bilinearform* und ,,symmetrisch” nur fiir K = R verwendet. In
Beweisen ist es zur Vermeidung von Fallunterscheidungen allerdings praktischer,
den bilinearen Fall als Spezialfall des sesquilinearen Falls zu behandeln.

15.1 Definition. Ein euklidischer Vektorraum V ist ein Vektorraum iiber K = R
mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform b.

Ein unitédrer Vektorraum V ist ein Vektorraum iiber K = C mit einer positiv
definiten hermiteschen Sesquilinearform b.

In beiden Féllen heifit b das Skalarprodukt oder innere Produkt von V.

15.2 Beispiel. Der Vektorraum K = R" mit dem Standardskalarprodukt ist
ein euklidischer Vektorraum. Der Vektorraum K = C" mit dem --Standard-
skalarprodukt ist ein unitdarer Vektorraum.

Die folgende Ungleichung in zentral fiir den Begriff der Léngen- und Winkel-
messung.

15.3 Satz (Cauchy-Schwarz). Sei b das Skalarprodukt eines euklidischen oder
unitdren Vektorraums V. Dann gilt

b(z,y)|> < bz, z) - by, y)

fiir alle x,y € V', wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhdingig
sind.

Beweis. Fiir y = 0 steht 0 = 0 da und die Aussagen des Satzes sind korrekt. Sei

also y # 0.
Definiere A = b(y,y) > 0 und u = —b(z,y). Dann gilt

0 < b(Az + py, Az + py)
= Mb(w,x) + \ab(z,y) + Aub(y, ) + pib(y, y)
= b(y,y)*b(z, x) — by, y)|b(z, y)|* — by, y)|b(x, y)|* + |b(x, y)[*b(y, y).

Die letzten beiden Summanden heben sich weg, so dafl die behauptete Unglei-
chung nach Division mit b(y, y) folgt.

Fir 2 = ay gilt [b(z,y)]> = |a*b(y, y)* sowie bz, x) = aab(y,y) = [a[*b(y, y),
woraus sich die Gleichheit ergibt. Gilt umgekehrt die Gleichheit, so erhalten wir
durch Riickverfolgung obiger Rechnung b(Ax + py, Ax + py) = 0, also Az + py = 0
und wegen A # 0 die lineare Abhéngigkeit von x und y. !
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15.2 Normierte Vektorriaume

15.4 Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V — R=° mit
den folgenden Eigenschaften

(7) ||x|| = 0 genau dann, wenn « = 0 fiir alle z € V|
(i) |[|[Ax|| = |A| - ||=|| fir alle x € V und X € K,
(@) [l +yl| < [l=[] + [ly|| fir alle z,y € V

heifit eine Norm auf V.
Der Vektorraum V' zusammen mit einer Norm || - || auf V' heifit normierter
Vektorraum.

Die Idee bei einer Norm ist, daf§ sie Lingen von Vektoren mifit. Hierbei ist
||z|| die Lange von x und ||z — y|| der Abstand von z und y. Eigenschaft (iii)
heiffit Dreiecksungleichung, was man sich mittels Léngen in einem Dreieck gut
veranschaulichen kann.

15.5 Bemerkung. Eine Variante der Dreiecksungleichung ist

[zl = [yl T < [l = yl].

15.6 Beispiel. Sei V =R" und = = (zy,...,2,)" € R". Dann definieren

n
leflo = lail
i=1

und

|00 = miax||;]]
=1

Normen auf V', welche Betragssummenorm und Maximumsnorm heiflen. Nach
dem Satz von Pythagoras definiert auch

n 1/2
lz]l2 = (Z |le2>
i=1

eine Norm, die der gewohnlichen Léange von Vektoren fiir n = 1,2, 3 entspricht
und euklidische Norm heifit. Der Nachweis der Normeigenschaft fiir die euklidische
Norm ist nicht direkt offensichtlich und folgt mit Hilfe des Standardskalarprodukts
aus Satz 15.7.
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15.7 Satz. Sei b das Skalarprodukt eines euklidischen oder unitdren Vektor-

raums V. Dann definiert
lz|| = b(z, 2)"/?

fiir alle x € V' eine Norm auf V.
Beweis. Die Normeigenschaften (i) und (7i) sind aufgrund der positiven Definit-

heit sowie der Sesquilinearitdt von b unmittelbar klar.
Die Dreiecksungleichung gilt aufgrund

|z +y|]> =b(z + y,z +y) = b(x,z) + 2Reb(z,y) + by, y)
< b(z,x) +2[b(z,y)| + b(y,y)
< bz, z) + bz, ) *b(y, y)/* + by, y)
= ||| + 2||[| |y]| + lly]|

= ([l + [lyI)*
fiir alle z,y € V. O
Wir nennen || - || aus Satz 15.7 die zu b assoziierte Norm. Jeder euklidische
oder unitire Vektorraum ist beziiglich || - || auch ein normierter Vektorraum.

Die Gleichungen
Iz +yl1* + [z = ylI* = 2(]|=]]* + [ly[]*)

und
b(z,y) =

fiir « =0 wenn K = R und o = ¢ wenn K = C heilen Parallelogrammgleichung
beziehungsweise Polarisierungsgleichung.

(lz +yll* = llz = yII* + allz + ayl* — allz — ayll*)

e

15.8 Satz (Jordan-von Neumann). Ist b ein Skalarprodukt und ||-|| die assoziierte
Norm, so gelten die Parallelogrammgleichung und Polarisierungsgleichung fiir alle
z,y€eV.

Ist umgekehrt || - || eine Norm, welche die Parallelogrammgleichung fiir alle
x,y €V erfillt, so definiert die Polarisierungsgleichung ein Skalarprodukt b.

Beweis. Der erste Teil ist leicht nachgerechnet. Die Umkehrung lassen wir ohne
Beweis. U

15.9 Satz. Sei V' ein unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt b. Ist f € End(V)
mit b(f(x),x) =0 fir alle x € V', so folgt f = 0.

Beweis. Ist nicht schwer, aber ohne Beweis. O
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15.3 Gram-Schmidt Orthogonalisierung

In diesem Abschnitt bezeichnet V' einen K-Vektorraum mit Skalarprodukt b (all-
gemeiner konnten wir auch eine beliebige orthosymmetrische und definite Biline-
arform b betrachten).

Das Verfahren aus dem Anfang des Beweises von Lemma 14.20 beziehungs-
weise Satz 15.15, (i) kann in der jetzigen Situation eines definiten b bei Eingabe
einer Basis kanonischer vorgehen:

15.10 Satz (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). Seien xi,...,z, € V. Dann
gibt es eine obere Dreicksmatriz T € K™™ mit 1 auf der Diagonalen, so dafs
2y ey 2n mit

(21, 2n) = (T1, ..o, 2,)T

orthogonal sind.
Fiir xy,...,z, linear unabhdingig sind auch zy,...,z, linear unabhdingig und
T ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Zur Existenz von T Fiir n = 0 oder n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 2.
Fiir 21 = 0 definieren wir y; = z; fiir 2 < ¢ < n. Fiir 1 # 0 definieren wir

b(l‘i, l‘l)

i =Ty — T~
Y b(l‘l,ZL‘l)

I
fiir 2 < i < n. In beiden Féllen ist die zu (x1,ys, .. .,y,) und (z1,...,x,) gehorige
Transformationsmatrix eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der Dia-
gonalen und nach Lemma 14.18 gilt y; L 2, fiir alle 2 < ¢ < n. Induktiv fahren
wir mit gs, ..., y, fort und erhalten schliellich zq, ..., 2, mit der Transformati-
onsmatrix 7" in der gewiinschten Form.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Sind xq,...,x, linear unabhéngig, so ergibt sich
die lineare Unabhéngigkeit der z1, . .., 2, aus der Form von 7', denn Multiplikation
mit 7" ist zum Beispiel injektiv. Wegen b(z;, z;) # 0 und

— b(x;, z5)
=24y 2z
; bz, %)

aufgrund der Orthogonalitét der z; ist z; eindeutig durch z; und z,..., 2
bestimmt. Induktiv ergibt sich, dafl z,..., z, aufgrund der Orthogonalitit von
21, ..., 2, und der Form von T eindeutig durch x4, ..., z, bestimmt sind. O

Aufgrund der Uberlegungen zur Orthonormalisierung kénnen wir wegen der
positiven Definitheit aus einer orthogonalen Basis durch Multiplikation mit Ska-
laren stets eine orthonormale Basis machen.
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15.11 Korollar (Cholesky Zerlegung). Sei M € K"*™ symmetrisch bzw. her-
mitesch und positiv definit. Dann gibt es eine invertierbare, obere Dreiecksmatrix
S € K™ mit 1 auf der Diagonalen und eine Diagonalmatriz D € R™ "™ mit
positiven Diagonaleintrigen und

M = S'DS.
Die Matrizen S und D sind eindeutig bestimmd.

Man kann aus D auch noch die Wurzel ziehen und erhilt M = T*T mit einer
oberen Dreicksmatrix 7" € K"*". Das entspricht der Orthonormalisierung von
eben.

15.12 Korollar. Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum endlicher Di-
mension. Dann gibt es eine orthonormale Basis von V', welche sogar durch Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung aus einer beliebigen Basis gewonnen werden kann.

15.4 Orthogonale Projektionen

In diesem Abschnitt bezeichnet V' einen K-Vektorraum mit Skalarprodukt b (all-
gemeiner konnten wir auch eine beliebige orthosymmetrische und definite Biline-
arform b betrachten).

15.13 Definition. Ein Epimorphismus 7 : V' — U mit n(z) — 2 L U fir alle
x € V heifit orthogonale Projektion von V' auf U.

15.14 Satz. Sei U <V und w : V — U ein Epimorphismus. Es sind dquivalent:
(1) 7 ist orthogonale Projektion.
(ii) Es gilt ker(7) = U+ und 7|y = idy.

(iii) Es gilt V = U @© Ut und 7 ist die zur direkten Summenzerlequng gehorige
Projektion.

Insbesondere ist eine orthogonale Projektion von V' auf U eindeutig bestimmd.
Beweis. Ubungsaufgabe. O
15.15 Satz. Ses U < V.

(1) Sind die x1,...,x, € U orthogonal und # 0, so sind x1,...,x, linear un-
abhdngig.
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(17) Gilt dim(U) < oo, so besitzt U eine orthogonale Basis.
(1ii) Seixy,...,x, € U eine orthogonale Basis von U. Die Abbildung 7 :V — U
mat
" b(x, x;)
i=1
fir alle x € V' ist die orthogonale Projektion von V' auf U.
(iv) Fiir dim(U) < oo gilt V =U ® U+ und (UL)* =U.
Beweis. (i): Es gelte " | \;z; = 0. Dann erhalten wir
i=1 i=1

fir alle 1 < i < n. Wegen b(x;,z;) # 0 aufgrund der Voraussetzung und der
Definitheit folgt A\; = 0.

(17): Folgt aus Lemma 14.20, da Uy, = 0 wegen b definit gilt.

(441): Ubungsaufgabe.

(1v): Die erste Aussage ergibt sich mit (iiz) aus Satz 15.14. Fiir z € V mit
x ¢ U folgt damit x = 2y + 21 mit 2y € U und 2y € UH\{0}. Aufgrund der
Definitheit von b ist daher x L a1 nicht erfiillt, folglich gilt x & (U+)+. Wegen
U C (UH)* folgt U = (UH)*.

Unter der etwas spezielleren Voraussetzung dim(V) < oo ergeben sich die
Aussagen auch wie folgt: Wegen b(z, x) = 0 fiir alle z € UNU* folgt 2 = 0 wegen
der Definitheit von b. Aus Dimensionsgriinden ergibt sich (iv) aus Satz 13.14. O

15.16 Bemerkung. In (ii7) liefern die Abbildungen
x bz, x;)/b(x;, ;)

also Koeffizientenfunktionale beziehungsweise die duale Basis der x4, ..., x,.

15.5 Winkel, Lingen und Orthogonalitéit

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt b.

15.17 Definition. Sind v, w € V\{0}, so definieren wir den Winkel zwischen v
und w als @ € R mit 0 < o < 7 mit

b(x,y) = [|=[] - [ly[| cos(e).
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Aufgrund von Satz 15.3 gilt

< MEy)
][ - T[yl]

so dafl der Winkel sinnvoll und eindeutig definiert ist.

Daf} diese Definition mit der Anschauung iibereinstimmt, haben wir zu Beginn
von Kapitel 13 gesehen.

15.18 Satz.

(1) Sind vq,...,v, €V orthogonal, so gilt

[lor + -+ + vl = [oa] [* + -+ [on] %

(17) Sei U <V,veV undaecU. Dann gilt ||v—a|| < ||v —u|| fir allew e U
genau dann, wenn v —a L U gilt.

Beweis. (i): Folgt durch Ausmultiplizieren von b(>, v;, >, v;).
(7i): ,<=*. Es gilt

o —all® < flv—al> +la—ul]* = llv—a+a—ul* = |jv—ul]

fir alle w € U nach (7).
,="“ Fallsv—a L U, so gibt esw € U mit w # 0 und v —a [ w. Es gibt
A # 0 mit v =v —a — Aw L w. Dann gilt nach (7)

o = all* = [[o']* + X*[[w]] > [|v/]|*.

Also haben wir mit v = a + Aw € U ein Element mit |[v — u|| < |[v — a]
gefunden. O

Der erste Teil des Satzes ist auch als Satz von Pythagoras bekannt. Der zweite
Teil des Satzes sagt aus, dal die orthogonale Projektion von v auf U derjenige
Vektor in U ist, der den kiirzesten Abstand zu v besitzt.

15.6 Volumina

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R™ mit dem Standardskalarprodukt
b und der euklidischen Norm || - |].
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Wir hatten die Determinante verwendet, um im R"™ das n-dimensionale Volu-

men des von vy, ...,v, € R" aufgespannten Parallelotops zu definieren. Jetzt soll
das k-dimensionale Volumen des von vy, ..., v, € R" aufgespannten Parallelotops
k
H(vl,...,vk) = {Z)\{U”O S )\Z S 1}
i=1

definiert werden.
Der Ansatz besteht in der folgenden Uberlegung: Sind die v = (vy,...,vx)
orthogonal, so soll

k
VOlk(H('Ulv BRI Uk)) = H ||'UZ||
i=1
gelten. Sind die v = (vy,...,vg) beliebig und sind die v* = (vf,...,v}) die zu-
gehorigen Gram-Schmidt orthogonalisierten Vektoren, so soll gelten
volg (IT(vy, . .., vg)) = volp(I1(vy, . .., v})).

Die Idee hierbei ist, dafl Scheerung das Volumen erhalt. Sei T" € R™"*" die Trans-
formationsmatrix mit
(U1, ..., 00)S = (V],...,00).

Dann erhalten wir aufgrund det(S) =1

k
vole(TI(vy, . . ., ve))? = voli(TT(5, . .., vi))? = [ [ I1viI?
i=1

= det(M,« ,+(b)) = det(S* M, ,(b)S)
= det(M,,(b)).
Dies motiviert die folgende Definition:

15.19 Definition. Ist V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt b, so de-
finieren wir fiir v = (v1,...,v;) € V das k-dimensionale Volumen von II(vy, ..., vy)
durch

volg(II(vy, . .., vx)) = det(M,,(b))"/>.

15.20 Satz (Ungleichung von Hadamard). Es gilt

k
vol,(TT(vy, ..., 0g)) < H [|vi|
i=1

mit Gleichheit genau dann, wenn vy, ..., v, orthogonal sind.

Beweis. Seien v* = (vf,...,v};) die zugehorigen Gram-Schmidt orthogonalisierten
Vektoren. Aufgrund von Satz 15.18, (i) gilt ||vf|| < ||v;|| mit Gleichheit genau
dann, wenn vy, ..., v orthogonal sind. O
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15.7 Aquivalenz von Normen

Wir miissen in diesem Abschnitt auf ein paar topologische Begriffe zuriickgreifen.
Eine Teilmenge eines metrischen Raums ist kompakt, wenn jede Folge in dieser
Teilmenge eine in der Teilmenge konvergente Teilfolge besitzt. Eine stetige Funk-
tion nimmt auf einer nicht leeren kompakten Menge Minimum und Maximum

an.
15.21 Definition. Sei V ein Vektorraum mit den Normen || - ||; und || - ||2. Dann
heiflen || - ||y und || - ||2 &quivalent, wenn es ¢1, ¢y € R mit

|zl < erlfl]z und [[z]]2 < |l
fiir alle x € V' gibt.
Im folgenden Lemma wird die Hauptarbeit geleistet.
15.22 Lemma.

(1) IstV ein normierter Vektorraum, so definiert d(x,y) = ||z —y|| eine Metrik
auf V', so daff V' auch ein metrischer Raum ist.

(ii) Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

(23i) In K™ mit der durch die Mazimumsnorm definierten Metrik ist jede abge-
schlossene und beschrinkte Teilmenge von K™ kompakt.

(tv) K™ ist mit der durch die Mazimumsnorm definierten Metrik vollstindig.
(v) In K™ ist jede Norm zur Maximumsnorm || - ||o dquivalent.

(vi) Ist f € Hom(K™, K™), so gibt es ein minimales ¢ € R mit

1f (@)l < eff]]o

fiir alle z € R™. Insbesondere ist [ beziiglich der durch die Maximumsnorm
definierten Metrik stetig.

Beweis. (i): Die Eigenschaften einer Metrik folgen unmittelbar aus den Eigen-
schaften der Norm.

(71): Die Reflexivitdt und Symmetrie sind unmittelbar klar. Die Transitivitét
folgt durch Kombination der Ungleichungen. Aufgrund der Normeigenschaften
gilt im iibrigen ¢y, co > 0.
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(73i): Sei T C K™ eine abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge von K™.
Seien z; = (x1,...,2n )" € T, so daB (z;);en eine Folge in T ist. Die Koordina-
tenfolgen (;;);jen sind dann beschriankte Folgen in K, die aufgrund der Eigen-
schaften von K jeweils eine in K konvergente Teilfolge enthalten. Mittels sukzes-
siver Teilfolgenauswahl gibt es wegen n < oo eine Teilfolge (Z;),en von (z;);en,
fir die die Koordinatenfolgen (Z; ;);jen sdmtlich konvergent sind. Sei a; € K der
Grenzwert von (Z; ;)jen. Setze a = (ay, ..., a,)" € K™ Dann ist a der Grenzwert
der Folge (Z;);en, ebenfalls unter Verwendung von n < oco. Aufgrund der Abge-
schlossenheit von 7" ergibt sich @ € T'. Damit enthélt (z;);en die in T konvergente
Teilfolge (Z;);jen, Was zu zeigen war.

(1v): Jede Cauchyfolge liegt in einer beschrénkten und abgeschlossenen Menge.
Da eine solche Menge kompakt ist, ergibt sich die Konvergenz der Cauchyfolge.

(v): Wir zeigen nun die Aquivalenz der Maximumsnorm || - ||o und einer
weiteren Norm || - || auf K. Sei ey,...,e, die Standardbasis von K™ und ¢ =
max}_, ||v;||. Sei x = Y | A\;v; beliebig. Dann gilt

n n
lf] < D llloill < e Il < enlz] oo
i=1 i=1

Wir betrachten ab jetzt K™ mit der durch || - || definierten Metrik. Offen-

sichtlich ist || - ||o auf K™ stetig. Unter Beriicksichtigung von |||z|| — ||y||| <
||z — y|| < en||z — y||o nach Bemerkung 15.5 ergibt sich, dafl auch || - || auf K™
stetig ist.

Die Menge By = {z € K" |||z||ec = 1} ist eine abgeschlossene und beschrénkte
Teilmenge von K™ (beschriankt ist klar, abgeschlossen zum Beispiel, da Urbild
einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Funktion). Nach (iii) ist By
kompakt. Fiir B; = () ist V' = {0} und die Aussage (iv) ist klar. Fiir By # 0
nimmt || - || ein Minimum d € R=% auf B; an. Sei also z € By mit ||z|| = d. Wegen
z#0gilt ||z]| =d > 0.

Fiir x € K™ mit « # 0 erhalten wir

[ <

1]l

und daraus

lzllee < d™ "]

Also sind || - || und || - || Aquivalent.
(vi): Sei A = (a;;);; die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Standardba-
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sen von K™ und K™. Dann gilt f(z) = Az und

m
E :az}jx]‘
J=1

< mmax|a; ;| - max |z;| = d||z||
2,] J

|| Az||o = max
i=1

mit d = mmax; ; |a; ;| fiir alle x € K™. Diese Bedingung zeigt, da§ f stetig ist.
Sei By = {z € K"|||z||« = 1}. Fiir By = 0 ist (v) klar. Fiir By # () nimmt f auf
B, das Maximum an, welches den behaupteten Wert ¢ liefert. O

15.23 Satz. Set V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K.

(1) Ist V normiert, so ist jede Teilmenge T von V genau dann kompakt, wenn
T abgeschlossen und beschrdnkt ist.

(11) V' ist vollstandig.
(13i) Je zwei Normen auf V' sind dquivalent.

(iv) Ist f € Hom(V,W) fir normierte Vektorriume V und W, so gibt es ein
minimales ¢ € R mit

1S (@)[| < cll]]
fiir alle x € V. Insbesondere ist [ stetig.

Beweis. Die Eigenschaften Nullfolge, konvergente Folge, Cauchyfolge, stetige Funk-
tion hingen nur der Aquivalenzklasse der jeweiligen Norm beziehungsweise Nor-
men ab. Sie gelten genau dann fiir || - ||;, wenn sie fiir eine beliebige dquivalente
Norm || - ||2 gelten. Aufgrund von Lemma 15.22; (ii) und (v) sind je zwei Normen
auf K™ aquivalent. Daher gelten die Aussagen (i)-(iv) fir V = K" und W = K™
fiir beliebige Normen.

Der allgemeine Fall ergibt sich wie folgt. Sei ¢ : V' — K™ ein Isomorphismus.
Mittels ¢ entsprechen sich die Normen auf V' und die auf K" eineindeutig. Da je
zwei Normen auf K" dquivalent sind, sind auch je zwei Normen auf V' dquivalent.
Damit ist ¢ ein Homoomorphismus und die Aussagen (i)-(iv) gelten nach dem
ersten Absatz auch fiir beliebige V' und W. O

Die Konstante ¢ aus dem Satz wird als Norm ||f|| von f definiert. Man kann
dann weiter untersuchen, wie || f|| mit den komplexen Eigenwerten von f zusam-
menhéngt etc.

Fiir unendlich dimensionale Vektorrdume ist der Satz falsch. Man muss da-
her zum Beispiel extra die Vollstdndigkeit annehmen. Normierte Vektorrdume,
die vollstandig sind, werden Banachrdume genannt. Kommt die Norm sogar von
einem Skalarprodukt her, so spricht man von Hilbertrdumen.



Kapitel 16

Normale Abbildungen

In diesem Kapitel betrachten wir Bilinearformen und Abbildungen, die in einer
bestimmten Beziehung zueinander stehen, so dafl unter dem Strich die zu einer
Weierstra3-Normalform gehorigen zyklischen Unterrdume orthogonal sind.

Wir gehen im folgenden standardméfig von einem euklidischen oder unitéren
Vektorraum V' iiber K mit Skalarprodukt b aus. Wir konnen b auch als ¢-
symmetrische, positive definite Bilinearform

b:VXVd)HK

auffassen, wobei ¢ die komplexe Konjugation bezeichnet und auf R die Identitét
ist.

Wir nehmen dariiberhinaus dim(V’) < oo an und betrachten f € End(V).
Da b wegen der positiven Definitheit nicht ausgeartet ist, existiert die eindeutig
bestimmte adjungierte Abbildung f*! € End(V}) von f mit

b(f(z1),22) = b(w1, fad(l’z))

und

b1, f(x2)) = ¢(b(f(x2),21)) = (b2, f*!(21))) = b(f*!(21), 22)

fiir alle x1, 2o € V aufgrund der ¢-Symmetrie. Inshesondere brauchen wir nicht
zwischen links- oder rechtsadjungierten Abbildungen zu unterscheiden. Es gilt
f* € End(V,) = End(V') nach Lemma 14.5, (vii).

16.1 Normale Abbildungen
16.1 Definition. Der Endomorphismus f heifit normal, wenn
ford=fof

201



202 KAPITEL 16. NORMALE ABBILDUNGEN

gilt.
16.2 Lemma. Sei f normal. Dann gilt:
(i) er(f) = er(f*).
(i) (Nid — f)* =Xy id — o = p(N)id — f*4 fiir alle N € K.
(zi1) Md — f ist normal.
(iv) Seien A\ € K und x € V. Dann gilt f(z) = Az genau dann, wenn f*(x) =
A x = oAz gilt.

(v) FEigenvektoren von f € End(V') zu verschiedenen Eigenvektoren sind ortho-
gonal.

Beweis. (i): Fur z € V gilt

b(f (), f(x)) = blw, f*(f(2))) = blz, f(f*(x))) = b(f*(2), [*(x)).

Aufgrund der Definitheit gilt damit f(z) = 0 genau dann, wenn f3(x) = 0 ist.
(71): Klar nach Satz 13.23.
(1i1): Sei g = Aid — f. Es gilt

gog™ = (Ad— f)o(A-pid— f*)
= (Nid — f) o (p(N)id — f*)
= (Ap(A))id = ¢\ f = Af* + fo f
= (Ap(\)id = p(A\) f = Af* + f*o f
= (¢(N)id = f*%) o (Nid - f)
= (A N id — f*) o (Nid — )
=g*oy.
(1v): Wegen (i)-(i1i) gilt
ker(Aid — f) = ker(\ -4 id — f*) = ker(¢(\)id — f9),

woraus sich die Aussage ergibt.
(v): Es gelte f(zq1) = A\xy und f(z2) = Agwg mit A\; # Ag. Dann
AMb(wy, m2) = b(f(21), 22)
= b(xh fad(x2>)
= )\Qb(l’l, 1’2).

Wegen Ay # Ay ergibt sich b(zq,x2) = 0. O
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16.3 Satz (Spektralsatz). Sei f € End(V') normal, so daf$ x v in lauter Line-
arfaktoren zerfallt. Dann gibt es eine orthonormale Basis von V' bestehend aus
Figenvektoren von f. Die Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls.

Beweis. Beweis per Induktion iiber n = dim(V'). Fiir n = 1 ist die Aussage klar.
Sei nun n > 2. Da x 1 nach Voraussetzung mindestens eine Nullstelle A € K hat,
ist A ein Eigenwert beziiglich . Sei # € V' ein Eigenvektor zu A. Setze U = (z1)y.
Dann gilt

fU)<U

Anwendung von L auf f(U) < U liefert U+ < f(U)* und fo4(U+) < f24(f(U)4).
Aus Satz 13.23, (v) folgt f24(f(U)*+) < U*. In Kombination ergibt sich

fad(UJ_> S UJ_

(kiirzeres Argument: Seien z € U+ und y € U. Dann gilt b(f (), y) = b(x, f*4(y))
0 wegen f2d(y) € U. Also folgt f(x) € U+.). Bisher haben wir die Normalitit von
f nicht angewendet. Nach Lemma 16.2, (iv) gilt damit aber nun

) < U
Ersetzen wir f durch f2 unter Beachtung von (f24)2d = f, so ergibt sich auch
f(Uh) <U*.

Die Abbildung f24|,1 erfiillt b(f| 2 (z),y) = bz, 29y (y)) fiir alle z,y € UL
Daher gilt aufgrund der Eindeutigkeit der adjungierten Abbildungen (f|; 1) =
121 und folglich

floo (f\Ul)ad = flyr o fad|UL = fad\Ul o flyr = (f|UL)ad o flye.

Daher ist f|;1 normal. SchlieBlich ist

Xrut = Xrv/(t—A),

was nach wie vor in Linearfaktoren zerfillt. Aufgrund der Induktionsvorausset-
zung erhalten wir eine orthogonale Basis von U+ aus Eigenvektoren s, . .., 2.
Wegen V = U L Ut ist x4, ...,x, eine orthogonale Basis von V aus Eigenvek-
toren von f. Die Orthonormalisierung ist wegen der positiven Definitheit von b
moglich.

Zur Umkehrung: Gibt es eine orthogonale Basis x aus Figenvektoren von f,
so sind die Darstellungsmatrizen von f und f2 Diagonalmatrizen (siche weiter
unten). Daher zerfillt x;y in Linearfaktoren und f, f* kommutieren, da Diago-
nalmatrizen kommutieren. U
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16.4 Bemerkung. Ist K = C, so ist die Voraussetzung an xyy automatisch
erfiillt.

Wir wollen die Normalitédtsbedingung mittels der Darstellungsmatrizen aus-
driicken. Der zusitzliche Index V' oder V,, gibt im folgenden an, ob die Darstel-
lungsmatrix beziiglich V' oder Vj zu berechnen ist. Sei « eine orthonormale Basis
von V. Dann ist x auch die zu x duale Basis von Vj und es gilt nach Satz 13.24

(f*U 1), [N n)) = (21 20) 6 Moy, (F)
= (21, 2y) ¢ Myov(f)
= (21, .. >xn)¢(M$7ar7V(f))t-

Es gilt also
Mm,m,V(fad) = (b(M:v,:v,V(f))t-

Damit ist f genau dann normal, wenn

Moo (F)o(Ma v (£))' = ¢(Ma oy () Mo v (f)
gilt.
16.5 Definition. Eine Matrix M € K™ " heifit normal, wenn
Mo(M)" = ¢(M)'M
gilt.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts machen wir noch zwei Bemerkungen iiber
eine Verallgemeinerung von Satz 16.3 und weitergehende Aussagen.

16.6 Bemerkung. Lemma 16.2 und Satz 16.3 basieren auf der Betrachtung von
Eigenwerten. Dies bereitet Probleme, wenn das charakteristische Polynom nicht in
Linearfaktoren iiber K zerfillt. Dazu gilt notwendig K = R. In Kapitel 12 haben
wir gesehen, wie solche Eigenwertbetrachtungen verallgemeinert werden. Genauso
lassen sich Lemma 16.2 und Satz 16.3 mit der Modulstruktur aus Kapitel 12
allgemeiner formulieren. Satz 16.3 lautet dann so: Mit der Notation von Satz 12.38
gilt e; = 1 fiir alle 2 und
V= <21>K[t} 4L <Zr>K[t}-

16.7 Bemerkung. Seien f € End(V) normal, x € V und h € K|t], so gilt
h(f)(z) = 0 genau dann, wenn ¢(h)(f2d)(z) = 0 ist. Hier bezeichnet ¢(h) das
Polynom, welches aus h durch Anwendung von ¢ auf die Koeffizienten von h
entsteht. Damit und mit der vorhergehenden Bemerkung kann gezeigt werden,
daBl f € End(V) genau dann normal ist, wenn es g € K[t] mit f = g(f) gibt.

Eine Folgerung dieser Beobachtung fiir normales f und U < V ist, da} U
genau dann f-invariant ist, wenn U f2-invariant ist.

Desweiteren gilt myy, = ¢(myy) und xyv, = ¢(xrv)-
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16.2 Unitare Abbildungen

Sei f € End(V). Wir erinnern daran, daf§ f Isometrie von b heifit, wenn

b(f(x), f(y)) = b(x,y)

fiir alle z,y € V gilt. Aufgrund der Definitheit von b ist f notwendigerweise bijek-
tiv und f~! ist ebenfalls eine Isometrie. Ferner ist die Hintereinanderausfiihrung
von Isometrien wieder eine [sometrie, so dafi die Menge der Isometrien eine Grup-
pe bildet.

16.8 Definition. Sei f eine Isometrie von b. Dann heifit f allgemein ¢-unitér.
Gebrauchlicher ist jedoch folgende Namensgebung: Im euklidischen Fall spricht
man speziell von orthogonalem f und im unitéren Fall von unitdrem f.

16.9 Satz. Sei f € End(V) und x4, ...,x, eine Basis von V. Dann sind dquiva-
lent:

(i) f ist d-unitir.
(id) f=f"
(idi) b(f(x:), f(2;)) = b, 2;) fiir alle 1 <i,j <n.
Ist f ¢-unitir, so ist f normal und es gilt
$(A) = A~
fiir Eigenwerte X von f sowie
¢(det(f)) = det(f)~".
Beweis. (i) = (ii): Seien 2, € V. Dann gilt
b(f(x),y) = b(f (@), F(f () = blz, f (1)),

also folgt nach der Eindeutigkeit von adjungierten Abbildungen f*4 = f=1
(17) = (i): Es gilt

b(f (@), f(y)) = bz, f*(f(y))) = bla, [T (F())) = bla,y).

(i) = (¢4i): Klar.
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(¢4i) = (i): Seien & = Y, \iwy, y = Y, pj "¢ xi- Dann gilt
bF (@), F)) = D_ Niatgb(f (@), £ (23)

= Xib(fri, ;) = b(x,y).
.3

Wegen fof* = fofl=id= flof=fdofist f normal. Gilt f(z) = \z
fiir 2 # 0, so folgt f24(x) = ¢(N)x und f~(z) = A 1z. Wegen f24 = f~1 folgt
#(A\) = AL Die Determinantenaussage folgt aus den Aussagen unten iiber die
Darstellungsmatrizen. O

Die Bedingung (iii) bedeutet anschaulich, daf§ orthogonale Basen durch f
auf orthogonale Basen abgebildet werden, wobei auch noch die Lange der Basis-
vektoren erhalten bleibt (deswegen ist die Bezeichnung orthogonale Abbildung
etwas irrefiihrend und wir verwenden ¢-unitér anstelle von ¢-orthogonal). Eine
Abbildung ist also genau dann ¢-unitédr, wenn eine orthonormale Basis auf eine
orthonormale Basis abgebildet wird.

Die letzte Aussage von Satz 16.9 zeigt, dal Satz 16.3 auch auf Isometrien
anwendet werden kann.

16.10 Bemerkung. Die Bedingung ¢(\) = A~! bedeutet [\ = 1. Also A = +1
fir K = R im euklidischen Fall und \ = ¢ fiir K = C im unitéren Fall.

Wir wollen die Situation nun mit Darstellungsmatrizen ausdriicken. Wegen
(171) ist offenbar f genau dann isometrisch, wenn

Qb(MJ:,x,V(f))t = Mx,x,V(f)_l
fiir eine orthonormale Basis x gilt.

16.11 Definition. Sei M € K™*™. Dann heiit M ¢-unitdr, wenn M invertierbar
ist und
(M) =M~

gilt.

Fiir ¢-unitédre Matrizen gelten wie iiblich analoge Aussagen wie fiir ¢-unitére
Abbildungen. Das folgende Korollar enthélt ein Kriterium fiir ¢-unitdre Matrizen.

16.12 Korollar. Sei M € K™*". Dann sind dquivalent:

(1) M ist ¢p-unitir.
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(13) Die Spalten von M sind orthonormal beziiglich des ¢-Standardskalarprodukts
auf K.

(7i1) Die Zeilen von M sind orthonormal beziiglich des ¢-Standardskalarprodukts
auf K™.

Beweis. Sei e die Standardbasis von K™ und b das ¢-Standardskalarprodukt.
Dann ist e eine orthonormale Basis.

(i) < (i1): Sei far,v € End(K™) die durch fary () = Ma definierte Abbildung.
Dann gilt M, v (fay) = M. Nach obiger Uberlegung ist M daher genau dann
¢-unitdr, wenn fjsy ¢-unitdr ist. Wegen der Orthonormalitét der e ist dies nach
Satz 16.9, (i7i) genau dann der Fall, wenn die fy; v (e;) orthonormal sind. Dies
sind aber genau die Spalten von M.

Alternative Begriindung: Die Eintriage von M'¢(M) sind gerade die Werte von
b auf den Spalten von M. Es gilt M'¢(M) = I,, genau dann, wenn ¢(M)* = M !
gilt. Aber M'¢(M) = I, bedeutet gerade, daf die Spalten von M orthonormal
sind.

(i) < (iti): Wenn M ¢-unitéir ist, so gilt ¢(M)" = M~' und M~! ist auch
¢-unitér. Nach (ii) sind daher die Spalten von ¢(M)" orthonormal. Daher sind
auch die Zeilen von ¢(M) und dann auch die Zeilen von M orthonormal.

Sind umgekehrt die Zeilen von M orthonormal, so auch die Zeilen von ¢(M)
und die Spalten von ¢(M)'. Nach (i) ist ¢(M)" ¢-unitdr. Damit sind auch

(G(M))" und M = ¢(p(M)1)! = ((M)")~" g-unitéir. .
16.13 Bemerkung. Sei x = (xy,...,z,) eine orthonormale Basis von V. Dann
ist

V — Kn7 UV — 51.7Kn<v)

eine Isometrie von V' und K™ beziiglich b und dem ¢-Standardskalarprodukt auf
K". Eine orthonormale Basis vy, ..., v, wird hierbei auf die orthonormale Basis
e, ..., e, abgebildet.

16.14 Satz. Sei K = C und ¢ =~ (unitdirer Fall). Fir M € K™ normal gibt
es eine ¢-unitire Matrix U, so dafs

d(U) MU
eine Diagonalmatriz mit den Figenwerten von M auf der Diagonalen ist.

Beweis. Anstelle von M betrachten wir eine normale Abbildung f und eine or-
thonormale Basis e mit M,y (f) = M (gerechtfertigt aufgrund der Aquivalenz
von Abbildungen und Darstellungsmatrizen). Nach Satz 16.3 und den Bemerkun-
gen vor Satz 14.30 gibt es eine Orthonormalbasis = von V' bestehend aus Eigen-
vektoren von f. Die Transformationmatrix U von e nach x ist dann ¢-unitér.
Korollar 16.12 und Satz 14.10 liefern dann die Aussage. O
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16.15 Bemerkung. Sei K = R und ¢ = id (euklidischer Fall). Fir M € K™
normal gibt es eine orthogonale Matrix U, so dafl

U'MU

eine Diagonalblockmatrix mit Blocken M; der folgenden Form ist. Seien Ay, ..., A\, €
R die reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms von M und und g, fi1, . . .
s, fis € C\R die komplexen Nullstellen. Dann gilt

)

Mi - ()\Z) € RIXI

fir 1 <i<rund

L Re (p1;) —Im (41;) 2%2
M’"*"<Im<m> Re (1) )GR

fir 1 < ¢ < s. Multiplikation mit pu; liefert eine lineare Abbildung C — C des
zweidimensionalen R-Vektorraums C. Fiir die Darstellungsmatrix beziiglich der
Basis 1,7 erhalten wir

v Re(us) —Im ()
pi(1,7) = (1,4) ( Im () Re(p4) ) '

Wegen p; = 7;¢/% kann man diese Abbildungen als Drehstreckungen mit dem
Streckungsfaktor r; und dem Drehwinkel «; auffassen. Eine normale Abbildung
besteht also beziiglich einer orthogonalen Basis nur aus Streckungen und Dreh-
streckungen.

Diese Bemerkung kann mit der Methodik von Bemerkung 16.6 bewiesen wer-
den.

16.16 Definition. Fiir K = R und ¢ = id (euklidischer Fall) definieren wir die
orthogonale und spezielle orthogonale Gruppe

O(n) ={M € K™"| M orthogonal },
SO(n)={M € O(n)| det(M)=1}.

Fiir K = C und ¢ = - (unitérer Fall) definieren wir die unitdre und spezielle
unitdre Gruppe

U(n)={M € C"" | M unitéar },
SU(n)={M e U(n)| det(M)=1}.
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16.17 Bemerkung. Der Vorsatz S bedeutet also, dafi die Determinante gleich
1 sein soll.

Nehmen wir an, daf§ b eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinearform und
K beliebig ist, so erhalten wir mit den Isometrien von b sogenannte symplektische
Gruppen. Matrixtechnisch ergibt sich zum Beispiel (¢ = id notwendigerweise)

Spon(K) = {M € K**"| M invertierbar mit M'EM = E},

wobei E die Darstellungsmatrix einer nicht-ausgearteten, alternierenden Bilinear-
form sein soll und im Hinblick auf Lemma 14.24, Satz 14.27 und die Bemerkungen
iiber die Basen danach eine Blockmatrix mit den Blocken

(40)

auf der Diagonalen sein kann. Standardméflig vertauscht man noch Zeilen und
Spalten, so dafl £ von der Form

0 I,
e 0)

ist. Auch wenn die Formeln und die Form dieser Matrizen relativ verschieden von
der der unitdren Matrizen ist, so entstehen doch beide Félle nach dem gleichen
Prinzip.

16.3 Selbstadjungierte Abbildungen

16.18 Definition. Der Endomorphismus f € End(V') heifit ¢-selbstadjungiert,
wenn

=y
gilt. Gebrauchlicher ist jedoch folgende Namensgebung: Im euklidischen Fall spricht
man speziell von selbstadjungiertem f und im unitédren Fall von hermiteschem f.

16.19 Satz. Sei f € End(V) und x1,...,z, eine Basis von V. Dann sind dqui-
valent:

(1) f ist ¢-selbstadjungiert.

(1) b(f(z;),x;) = b(zy, f(x))) fir allel <i,5 <n.

Ist [ selbstadjungiert, so ist f normal und es gilt

¢(A) = A

fiir Eigenwerte A von f sowie

¢(det(f)) = det(f).
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Beweis. (i) < (ii): Wie bei ¢-unitdren Abbildungen.

Wegen fo fad = f2 = fado fist f normal. Nach Lemma 16.2 gilt ¢(\) = A
fiir Eigenwerte \. Die Determinantenaussage folgt aus den Aussagen unten iiber
Darstellungsmatrizen. O

Wir wollen die Situation nun mit Darstellungsmatrizen ausdriicken. Wegen
(17) ist offenbar f genau dann ¢-selbstadjungiert wenn

gb(Mx,x,V(f))t = Ma&,x,V(f)

fiir eine orthonormale Basis x gilt.

16.20 Definition. Sei M € K™*". Dann heifit M ¢-selbstadjungiert, wenn
S(M)" =M

gilt. Fiir K = R und ¢ = id (euklidischer Fall) sprechen wir wieder von symme-
trisch und fiir K = C und ¢ = - (unitérer Fall) von hermitesch.

16.21 Satz (Reeller Spektralsatz). Fs gelte K = R oder K = C mit ¢ = kompleze
Kongugation. Ist f € End(V') ¢-selbstadjungiert, so besitzt V' eine orthonormale
Basis bestehend aus Eigenvektoren von f, und alle Eigenwerte sind reell.

Beweis. Fiir K = C folgt die Existenz der Basis aus Eigenvektoren aus Satz 16.3
und Bemerkung 16.4. Wegen ¢(A) = X gilt A € R fiir alle Eigenwerte .

Fir K = R definieren wir M = M, ,v(f). Sei Vg = C" und V' das ¢-
Standardskalarprodukt. Mit Hilfe der Standardbasis e definieren wir g € End(V¢)
durch M, . v.(g) = M. Dann ist g wegen ¢(M)" = M ¢-selbstadjungiert beziiglich
b und nach dem ersten Teil existiert eine orthogonale Basis von V¢ aus Eigenvek-
toren zu reellen Eigenwerten Ai,...,\,. Fiir das charakteristische Polynom gilt
dann xgv. = [[o,(t = X)) = det(tL, — M) = xyv. Also zerfillt xy in lauter
reelle Eigenwerte und nach Satz 16.3 gibt es fiir f eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren. O

Eine entsprechende Aussage wie in Satz 16.14 gilt fiir symmetrische und her-
mitesche Matrizen. Die Problematik von Bemerkung 16.17 mit den 2 x 2 Matrizen
tritt hier nicht auf, da alle Eigenwerte reell sind.

16.22 Satz. Sei K = R und ¢ = id (euklidischer Fall). Fir M € K™*™ symme-
trisch gibt es eine orthogonale Matriz U, so dafs

U'MU

eine Diagonalmatriz mit den Eigenwerten von M auf der Diagonalen ist.
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Beweis. Mit Satz 16.21 analog zu Satz 16.14. O

16.23 Bemerkung. Die Ergebnisse dieses Abschnitts konnen auch auf ¢-sym-
metrische Bilinearformen angewendet werden:

Ist f selbstadjungiert, so erhalten wir mit by : (z,y) — b(f(z),y) eine neue
¢-symmetrische Bilinearform. Ist umgekehrt ¢’ eine ¢-symmetrische Bilinearform,
so gibt es ein selbstadjungiertes f mit by = 0’ (im Endeffekt durch die Darstel-
lungsmatrix von b" gegeben, welche ¢-symmetrisch ist).

In Satz 16.19 ist f orthonormal diagonalisierbar. Wir erhalten daher die Exi-
stenz einer Basis, die sowohl fiir b als auch fiir b; orthogonal, aber nicht unbedingt
orthonormal ist. Die Darstellungsmatrix von by beziiglich dieser Basis ist eine Dia-
gonalmatrix mit den Eigenwerten von f auf der Diagonalen.

Fiir unitire Transformationsmatrizen U gilt ¢(U)! = U~!. Insofern sind die-
se Transformationsmatrizen sowohl Basistransformationsmatrizen fiir Bilinearfor-
men V x W — K als auch Basistransformationsmatrizen fiir Endomorphismen
f € End(V).

16.4 Antiselbstadjungierte Abbildungen

16.24 Definition. Der Endomorphismus f € End (V) heifit ¢-antiselbstadjungiert,
wenn

gilt. Gebrauchlicher ist jedoch folgende Namensgebung: Im euklidischen Fall spricht
man speziell von antiselbstadjungiertem oder schiefsymmetrischem f und im
unitdren Fall von schiefhermiteschem f.
Sei M € K™ . Dann heifit M ¢-antiselbstadjungiert, wenn
o(M)! = —M
gilt. Im euklidischen Fall sprechen wir wieder von antisymmetrisch und im unitéren
Fall von antihermitesch.

Hier gilt ¢(\) = —A\ fiir Eigenwerte A. Die Eigenwerte sind demnach rein
imagindr, also Elemente aus iR. Die Formulierung der passenden Version von
Satz 16.19 wird dem Leser iiberlassen (bzw. siehe Vorlesung).

16.5 Uberblick iiber die verschiedenen Typen
von Abbildungen

Es ist hilfreich, sich eine schematische, tabellarische Ubersicht iiber die verschie-
denen Typen der bisher behandelten Abbildungen samt ihrer Eigenschaften und
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den zugehorigen Eigenschaften ihrer Eigenwerte zu machen. Siehe Vorlesung.



