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1.0 Vorbemerkungen

Literatur

• Dittrich, C. (2008): Methoden zur statistischen Messung der Konzentrationsmessung

- vergleichende Darstellung und Anwendung in Armutsstudien. Diplomarbeit am

Institut für Statistik der Universität München.

• Fahrmeier, L. & Künstler, R. & Pigeot, I. & Tutz, G. (7. Auflage, 2009): Statistik -

Der Weg zur Datenanalyse. Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York.

• Kleiber, C. (2000): Halbordnungen von Einkommensverteilungen. Vandenhoeck &

Ruprecht. Göttigen.
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Durchgängige Annahmen in Kapitel 1.1 und 1.2

• X sei ein verhältnisskaliertes Merkmal (mit Urliste x1, . . . , xn) und der Größe nach

geordneten Ausprägungen a1, . . . , < ak. und h1, . . . , hk. Ferner seien f1, . . . , fk die

zugehörigen absoluten bzw. relativen Häufigkeiten; die empirische Verteilungsfunktion

werde mit FX(·) oder F (·) bezeichnet.

• Zudem xi ≥ 0, für alle i = 1, . . . , n und
n
∑

i=1

xi > 0 (d.h mindestens ein Wert ist von

Null verschieden)

• Betrachtet werden die der Größe nach geordneten Daten:

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)

(Achtung: Die Klammern im Index werden in der Literatur oft weggelassen (z.B in

(Fahrmeir et al. (2009)); dann muss man vor dem Anwenden der dortigen Formeln die
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Daten ordnen. Allerdings wird auch hier angenommen, dass a1 < a2 < . . . < ak

gilt, dass also diese Ausprägungen bereits geordnet sind.)

• Hier wird also zunächst deskriptiv/diskret gearbeitet. Der stetige Fall wird dann in

Kapitel 1.3 betrachtet.

Warum überhaupt Konzentrationsmaße als eigenes Gebiet?

Bem. 1.1. [Zum Ungenügen der Varianz und des Variationskoeffizienten als

(alleiniges) Maß für (relative) Konzentration]

• Gleicher Wert der Varianz/Streuung, aber ganz unterschiedliches
”
Streuverhalten“.

Es gibt eine Unmenge an Konzentrations- und Ungleichheitsmaßen, z.B. Rinne (20033)

führt über 50 verschiedene Maße auf, hier natürlich nur Beschränkung auf ein paar

wesentliche.

Im folgenden wird, öfters um die Beschreibung nicht zu komplex werden zu lassen,

von
”
reich“und

”
arm“gesprochen, auch wenn andere Merkmale als Einkommen und
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Vermögen betrachtet werden. Reich steht dann einfach für mit relativ großem Anteil an

der Gesamtsumme (z.B. Umsatz, Stimmanteile (vgl. Lebensdaueranalyse: Tod)).
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Bem. 1.2. [Typische Anforderungen an Konzentrationsmaße]

(
”
Axiome“, Piesch (1975, S. 168 ff.))

a) Unabhängigkeit von der Messskala:

X und a ·X, a > 0 haben dieselbe Konzentration .

b) Symmetrie: Invarianz gegenüber der Permutation der Einzelanteile

c) Stetigkeit :

d)
”
Verschiebungsprobe“ (Umverteilungssensitivität, Robin-Hood Sensitivität): Bei Um-

verteilung von den
”
Reichen“ zu den

”
Armen“ soll die Konzentration sinken, sofern

natürlich dadurch nicht die
”
Armen“ zu

”
Reichen“ werden.

e) Normierung: Wertebereich zwischen 0 und 1, am besten mit 0 und 1 als mögliche

Werte.
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Unterschiede zwischen relativer und absoluter Konzentration werden deutlich

bei:

f) Proportionalitätsprobe: Ersetzt man jeden Merkmalsträger mit Anteil vi an der

Gesamtsumme durch c gleichgroße Einheiten mit Anteil vi
c
, so soll sich ein relatives

Konzentrationsmaß nicht ändern, ein absolutes Konzentrationsmaß verkleinern.

g) Ergänzungsprobe: Nimmt man Einheiten mit Merkmalsauspräungen 0 dazu, so

verändert sich ein absolutes Konzentrationsmaß nicht, ein relatives nimmt zu.
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1.1 Relative Konzentration

1.1.1 Die Lorenzkurve

Def. 1.3.

Die stückweise lineare Kurve durch die Punkte (0, 0), (u1, v1), (u2, v2), . . ., (un, vn)

= (1, 1), wobei für jedes j = 1, . . . , n

uj :=
j

n

und

vj :=

j
∑

i=1

x(i)

n
∑

i=1

xi

=

j
∑

i=1

x(i)

n
∑

i=1

x(i)

heißt Lorenzkurve.
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• uj ist der Anteil der j kleinsten Merkmalsträger

• vj der anteilige Beitrag dieser Einheiten zur Gesamtsumme
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 x(i) (”
kumulierte relative Merkmalssumme“)
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Bem. 1.4.

a) Insbesondere bei größeren Datensätzen vereinfacht sich die Berechnung wesentlich,

wenn man die relativen/absoluten Häufigkeiten f1, . . . , fk bzw. h1, . . . , hk der der

Größe nach geordneten Merkmalsausprägungen a1 < a2 <, . . . , < ak benutzt. Dann

ist für j = 1, . . . , k

uj =

j
∑

l=1

hl

n
=

j
∑

l=1

fl = F (aj) (1.1)

und

vj =

j
∑

l=1

hl · al

k
∑

l=1

hl · al

=

j
∑

l=1

fl · al

k
∑

l=1

fl · al

(1.2)
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b) Ist bei klassierten Daten mit den Klassen [c0, c1), [c1, c2), . . . , [ck−1, ck] die Merk-

malsverteilung in den Klassen nicht bekannt - und will man als Ergebnis dennoch

eine einzelne Zahl -, so nimmt man wie beim arithmetischen Mittel als Approxima-

tion an, dass alle Ausprägungen in dieser Klasse auf die Klassenmitte ml =
cl−1+cl

2

fallen. Damit erhält man mit fℓ und hℓ, ℓ = 1, . . . , k als relative bzw. absolute

Klassenhäufigkeiten und aℓ = mℓ, ℓ = 1, . . . , k :

vj =

j
∑

l=1

hl ·ml

k
∑

l=1

hl ·ml

=

j
∑

ℓ=1

fℓmℓ

k
∑

ℓ=1

fℓmℓ

. (1.3)

c) Während normalerweise bei Lorenzkurven nur die Punkte (0, 0), (u1, v1), . . . interpre-

tierbar sind, sind bei klassierten Daten auch die linearen Zwischenstücke interpretier-

bar.
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Bem. 1.5. [Zur Interpretation der Lorenzkurve]

Bsp. 1.6.

Gegeben sei ein Land mit folgender klassierter Verteilung

Klasse 1 2 3

(cℓ−1, cℓ) [0;10) [10;227.5] [227.5; ∞)

arm mittel reich

fℓ f1 = 0.5 f2 = 0.4 f3 = 0.1

mit m3 := 500

Man bestimme die Lorenzkurve.
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1.1.2 Der Gini-Koeffizient

Def. 1.7. [Gini-Koeffizient]

Gegeben sei die geordnete Urliste x(1), x(2), . . . , x(n) eines verhältnisskalierten Merkmals

X.

G :=
2·
∑n

i=1 i·x(i)

n
∑n

i=1 xi

−
n+ 1

n

heißt Gini-Koeffizient und

G∗ :=
n

n− 1
·G

normierter Gini-Koeffizient (Lorenz-Münzner-Koeffizient).
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Bem. 1.8.
• Man kann zeigen Herleitung über Trapezformel →Toutenburg & Heumann (2008)):

Es gilt

G =
Fläche zwischen Winkelhalbierender und Lorenzkurve

Fläche zwischen Winkelhalbierender und Abszisse

= 2 · Fläche zwischen Winkelhalbierender und Lorenzkurve

• Betrachtet man die geordneten Ausprägungen a1 < a2 < . . . < ak mit den Häufig-

keiten h1, h2, . . . , hk, so gilt mit 1.1 und 1.2:

G =

k
∑

l=1

(ul−1 + ul)fl · al

k
∑

l=1

fl · al

− 1 =

k
∑

l=1

(ul−1 + ul)hl · al

k
∑

l=1

hl · al

− 1 = 1−

K
∑

l=1

fl(vl−1 + vl)
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• Es gilt bei minimaler Konzentration G = 0 und bei maximaler Konzentration G =
n− 1
n ;

• damit ist also G∗ = 0 bei minimaler Konzentration und G∗ = 1 bei maximaler

Konzentration. (Ist n sehr groß, so ist n−1
n

≈ 1, also G∗ ≈ G.)
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Bsp. 1.9. [Konzentrationsmessung]

Fortsetzung von Bsp. 1.6

Man veranschauliche und berechne in der Situation von Bsp. 1.6 den Ginikoeffizienten.
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1.1.3 Quantilsbezogene relative Konzentrationsmessung

Oft stehen die Daten in einer anderen Form zur Verfügung:

Gegeben sind dann Quantile (typischerweise Quartile, Quintile oder Dezile) und die

Anteile des Merkmals, die auf die jeweiligen Quantile entfallen.

Wie kann man dann immer noch die Lorenzkurve berechnen?

Bsp. 1.10. [Einkommensverteilung Brasilien]

Quintil 1 2 3 4 5

2.5 4.9 9.2 18.3 65.2

z1 z2 z3 z4 z5

Quelle: World Resources Institute:

http://population.wri.org/pubs\_pdf.cfm?PubID=2889 (Aufruf 2008)
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Bem. 1.11.

Beim Gini-Koeffizienten muss man sich mit einer Zusatzannahme behelfen:

Wenn im jeweiligen Quantil alle Einkommen gleich sind (unrealistische Annahme, aber

man hat keine Alternativen - sofern man auf die Quantifizierung durch eine einzelne Zahl

abzielt - ), so hat man Häufigkeitsdaten mit den Ausprägungen a1, a2, . . . , aq vorliegen:

al ist der Wert im l-ten Quantil.

Dieser so berechnete Wert von G ist eine untere Schranke für das wahre G!

Gini-Koeffizienten:

Algerien 0.3572

Brasilien 0.5562

Deutschland 0.3034

Finnland 0.2460

Niger 0.3300

China 0.3460
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1.1.4 Einige weitere quantilsbasierte Maße

Insbesondere basierend auf dieser
”
natürlichen, äquidistanten Einteilung“ lassen sich

weitere relative Konzentrationsmaße definieren:

Robin-Hood-Index (maximaler Nivellierungssatz, Schutzkoeffizient)

(Wagschal (1999, S.135ff))

• Wie viel müsste den Reichen weggenommen werden, um zu einer Konzentration von

0 zu kommen?

• Ermittle für jedes Quantil den Abstand seines Anteils zu α!

• Aufaddieren der positiven Abstände liefert den Robin-Hood-Index. Dieser Anteil

müsste verteilt werden, um zu einer gleichen Verteilung zu kommen!

• Grafische Bestimmung des Robin-Hood-Indexes →Wagschal (1999, S.132)
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Also mit der Notation

z Anteil im l-ten Quantil, l = 1, . . . , q

und mit

|a|+ :=

{

a a > 0

0 sonst

RHI =

q
∑

l=1

|α− zl|+

(

=

q
∑

l=1

|zl − α|+ =
1

2

q
∑

l=1

|zl − α|

)

Es gilt ferner

RHI = max
l

(l · α− vl),

1 Konzentrationsmessung 23



Wirtschafts- und Sozialstatistik 1.1 Relative Konzentration

Quantilverhältnisse

• etwa Dezilverhältnis

• z.B. Dezilratio 90:10=
x0.9

x0.1
, falls x0.1 > 0

• beim Einkommensvergleich: also um welchen Faktor ist der untere Wert der 10%

Reichsten größer als der obere Wert der 10% Ärmsten

• Minimale Konzentration: alles in einem Punkt x0.1 = x0.9

⇒ Dezilratio = 1

• Umgekehrt Vorsicht: bei extremer Konzentration.

Die Maßzahl könnte für Entwicklungsländer eventuell problematisch sein,

• aber etwa für Einkommensverhältnisse in OECD-Ländern sehr anschauliches Maß.
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Bsp. 1.12.

Dezilverhältnisse 90:10 des Einkommens von Vollbeschäftigten im internationalen Ver-

gleich → Wagschal (1999, S.138)

Norwegen Italien

Schweden Neuseeland

Dänemark Japan

Belgien Frankreich

Finnland Großbritannien

Deutschland Österreich

Niederlande Kanada

Schweiz Portugal

Australien USA
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1.2 Absolute Konzentration

1.2.1 Vorbemerkungen

1.2.2 Einige Maßzahlen der absoluten Konzentration

Def. 1.13.

Sei 0 ≤ x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) die geordnete Urliste eines verhältnisskalierten

Merkmals mit
n
∑

i=1

xi > 0.

Mit

p(i) :=
x(i)

∑n

j=1 xj

heißt

CRg :=
n
∑

i=n−g+1

p(i)

Konzentrationsrate (vom Grade g).
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Bsp. 1.14.

Zweitstimmenanteile polit. Parteien bei Bundestagswahlen 1949-2005
1949 1953 1965 1972 1983 1994 2002 2005 2009

CDU/CSU 31,0% 45,2% 47,6% 44,9% 48,8% 41,5% 38,5% 35,2% 33,8%

SPD 29,2% 28,8% 39,3% 45,8% 38,2% 36,4% 38,5% 34,2% 23,0%

FDP 11,9% 9,5% 9,5% 8,4% 7,0% 6,9% 7,4% 9,8% 14,6%

Grüne - - - - 5,6% 7,3% 8,6% 8,1% 10,7%

PDS/Die Linke - - - - - 4,4% 4,0% 8,7% 11,9%

Sonstige 27,9% 16,5% 3,6% 0,9% 0,4% 3,5% 3,0% 4,0% 7,0%
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Def. 1.15.

In der Situation von Def 1.12 heißt

H :=
n
∑

i=1

p2(i)

Herfindahl-Index. Die Größe 1−H wird auch Rae-Index genannt.

In der Politikwissenschaft wird 1
H

auch als
”
Anzahl der effektiven Parteien“ bezeichnet.

Man sieht, dass man sich von einem
”
fast-zwei-Parteiensystem“ zu einem Fünf-

Parteiensystem entwickelt hat.
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Bsp. 1.18. [
”
Durchschnittliche Fraktionalisierung von Parteiensystemen“]

(Waagschal (1999, S. 145))

Land durchschnittl.

Rae-Index 1945-93

USA 0.53

Österreich 0.60

Großbritannien 0.62

Deutschland 0.64

Schweiz 0.71

Italien 0.75

Frankreich 0.79

Niederlande 0.79

Finnland 0.82
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Bem. 1.19.

Es gibt eine große Anzahl weiterer Konzentrationsmaße. Eine wichtige Klasse sind

Entropie-basierte Maße, insbesondere die normierte Entropie

NEnt := −

n
∑

i=1

p(i)
ln p(i)

ln(n)
, wobeii = 1, ..., nvorausgesetzteird, p(i) > 0,

Ist p(i) ≡ 1
n
, so ist

NEnt = −
n
∑

i=1

1

n

ln(1n)

ln(n)
= −

n
∑

i=1

1

n
·

(

−
ln(n)

ln(n)

)

= −
n
∑

i=1

1

n
· (−1) = 1
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Im umgedrehten Grenzfall

Setze: p(1) = . . . = p(n− 1) =
ε

n− 1
(wegen der vorausgesetzten Positivität der p(i)

p(n) = 1− ε

NEnt = −
n−1
∑

i=1

ε

n− 1
·

(

ln(ε)− ln(n− 1)

ln(n)

)

− (1− ε)
ln(1− ε)

ln(n)

lim
ε→0

NEnt : lim
ε→0

ε ln(ε) = lim
ε→0

ln(ε)
1
ε

=

d’Hospital
= lim

ε→0

1
ε

− 1
ε2

=
1

−1
ε

= ε = 0

und

lim
ε→0

(1− ε) ln(1− ε) = 0
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1.3 Lorenzkurve und Ginikoeffizient für stetige Modelle,

Halbordnungen auf Verteilungen

1.3.1 Technische Vorbereitungen, Quantilsfunktion, partielle Momente

Bsp. 1.20. [Pareto-Verteilung]

2 Parameter
m > 0 untere Grenze des Trägers, Minimalpunkt; Lageparameter

γ > 1 Gestaltparameter

Dichtefunktion: f(x) =
γ ·mγ

xγ+1
· I[m,∞)(x)

Erwartungswert: EX =
γ ·m

γ − 1
=

m

1− 1
γ

(je größer γ, desto kleiner EX), m > 0 wesentlich

Verteilungsfunktion: F (x) = 1−
(m

x

)γ
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Bem. 1.21. [Einige Vorbereitungen für stetige Modelle]

Sei X ≥ 0 eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f(x), und Verteilungsfunktion F (x),

die der Einfachheit halber als streng monoton steigend vorausgesetzt werde, und existie-

rendem Erwartungswert

EX =

∞
∫

0

xf(x)dx ( 6= 0).

i) Dann heißt für a ≥ 0

E
a(X) =

a
∫

0

xf(x)dx (1.4)

partielles erstes Moment (partieller Erwartungswert) zu a von X.
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Für Ea(·) gelten die üblichen Rechenregeln für Erwartungswerte weiter, vgl. Lorenz-

kurve: partielles Mittel. Vor allem ist für festes a

E
a(λ1X1 + λ2X2) = λ1E

aX1 + λ2E
a(X2).

Man kann sogar - in Analogie zur Momentengenerierenden - eine partielle

Momentengenerierende mit entsprechenden Eigenschaften definieren.

Ferner verhält sich E
aX analog zu EX bei Mischungen von Verteilungen (sic!). Ist

f(x) =
∑q

j=1 λjfj(x) für geeignete λj ≥ 0,
∑q

i=1 λ = 1, so ist

E
a(X) =

a
∫

0

xf(x)dx =

q
∑

j=1

λj

a
∫

0

xfj(x)dx.
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ii) Für α ∈ [0, 1] heißt

Q : [0, 1] −→ R
+
0

α 7−→ F−1(α)

Quantilsfunktion oder inverse Verteilungsfunktion und

Q∗ : [0, 1] −→ R
+
0

α 7−→
Q(α)

EX
=

F−1(α)

EX

normierte Quantilsfunktion oder normierte inverse Verteilungsfunktion.
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Q(·) existiert wegen der vorausgesetzten strengen Monotonie von F (·). Allgemeiner

kann man auch die Voraussetzung der strengen Monotonie fallen lassen (sofern man

EX 6= 0 fordert). Setzt man

Q(α) = inf{x|F (x) ≥ α},

so bleiben untenstehende Ergebnisse im Kern erhalten.
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Bsp. 1.22. [Quantilsfunktion der Paretoverteilung]

Gegeben sei eine Pareto-verteilte Zufallsgröße X.

Man bestimme die Quantilsfunktion und den Median.
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Bem. 1.23.

Bequem zum Berechnen der partiellen Momente in der Situation von Bem. 1.21, also

insbesondere unter der Voraussetzung der Nichtnegativität (!) der Zufallsvariablen, sind

folgende Beziehungen:

E
aX =

a
∫

0

(1− F (x))dx− a(1− F (a)), (1.5)

also insbesondere

EX =

∞
∫

0

(1− F (x))dx =

∞
∫

0

S(x)dx (1.6)
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mit der
”
Survivorfunktion“ oder

”
Überlebensfunktion“ S(x) := 1− F (x) und

E
aX =

F (a)
∫

0

Q(α)dα, (1.7)

also insbesondere

EX =

1
∫

0

Q(α)dα (1.8)

und

1
∫

0

Q∗(α)dα = 1. (1.9)

Zur Veranschaulichung von (1.8) basierend auf (1.6):
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Gegeben sei eine stückweise lineare Verteilungsfunktion durch (0, 0), (1, 0.25), (2, 1),

danach nicht mehr strengmonoton, graphische Veranschaulichung geht aber trotzdem.
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Oft ist es auch hilfreich, (1.7) von
”
rechts nach links“ zu lesen; für eine bestimmte

Obergrenze α des Integrals ergibt sich aus der Bezeichnung

α = F (a) =⇒ a = F−1(α) = Q(α)

α
∫

0

Q(α̃)dα̃ = E
Q(α)X.

1 Konzentrationsmessung 42



Wirtschafts- und Sozialstatistik 1.3 Lorenzkurve und Ginikoeffizient für stetige Modelle, Halbordnungen auf Verteilungen

Bem. 1.24.

Man beweise (1.5) und (1.6), sowie (1.7) und (1.8) und (1.9)

Den Beweis von (1.5) erhält man über partielle Integration: Setze

a
∫

0

(1− F (x))dx =

a
∫

0

u′(x) · v(x)dx

mit u′(x) ≡ 1 und v(x) = (1− F (x))dx.
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Dann ist mit dF (x)
dx

= f(x) und u(x) = x

a
∫

0

(1− F (x))dx =
[

x · (1− F (x))
]a

0
−

a
∫

0

x · (−f(x))dx =

= (a(1− F (a))− 0 +

a
∫

0

x · f(x)dx =

= a(1− F (a)) + E
aX, woraus die Behauptung folgt.

Für (1.6) ist bei beschränktem Träger nichts mehr zu zeigen. Verschwindet aber f(x)

nicht an den Rändern, so beachte man, dass bei unbeschränktem Träger nach d’Hospital

folgt

lim
a→∞

(a(1− F (a)) = lim
a→∞

a
(

1
1−F (a)

) = lim
a→∞

1
1−f(a)

(1−F (a))2

= 0
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1.3.2 Die stetige Lorenzkurve

Def. 1.25. [Gastwirths Definition der Lorenzkurve]

Betrachtet werde unter den Voraussetzungen von Bem 1.18 eine nichtnegative Zufalls-

variable X mit zugehöriger normierter Quantilsfunktion Q∗.

Die Abbildung

L : [0, 1] −→ [0, 1]

α 7−→ L(α) =

α
∫

0

Q∗(α̃)dα̃

heißt (stetige) Lorenzkurve von X bzw. zur Verteilung von X.

Was hat das mit der
”
üblichen“ Lorenzkurve zu tun?
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Bem. 1.26. [Verschiedene Darstellungen der stetigen Lorenzkurve L(α)]

Es gilt für 0 ≤ α ≤ 1

L(α) =

α
∫

0

Q∗(α̃)dα̃ =

α
∫

0

Q(α̃)dα̃

EX

(1.8)
=

α
∫

0

Q(α̃)dα̃

1
∫

0

Q(α̃)dα̃

=

(1.10)
=

E
Q(α)X

EX

(1.4)
=

F−1(α)
∫

0

xf(x)dx

∞
∫

0

xf(x)dx

.

Insbesondere die letzten beiden Darstellungen stellen unmittelbar den Bezug zum diskre-

ten Fall her. In der Tat lassen sich natürlich beide Fälle durch das allgemeine Maßintegral

einheitlich darstellen.
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Mit xα = F−1(α) kann man sich merken:

(α,L(α)) =

(

F (xα),
E
xαX

EX

)

Bsp. 1.27. [Gleichverteilung (im Sinne konstanter Dichte)]

Gegeben sei eine auf [0, b] gleichverteilte Zufallsgröße. Berechne die Lorenzkurve.
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Der Gini-Koeffizient lässt sich wieder definieren als das Doppelte der Fläche zwischen

Lorenzkurve α 7→ L(α) und der Winkelhalbierenden α 7→ α :

2 ·

1
∫

0

(α− L(α))dα =

= 2 ·
[α

2

]1

0
− 2 ·

1
∫

0

L(α)dα =

= 1− 2 ·

1
∫

0

L(α)dα

1 Konzentrationsmessung 48



Wirtschafts- und Sozialstatistik 1.3 Lorenzkurve und Ginikoeffizient für stetige Modelle, Halbordnungen auf Verteilungen

Def. 1.28. [Gini-Koeffizient im stetigen Fall]

In der Situation von Def. 1.25 heißt die Größe

G = 1− 2

1
∫

0

L(α)dα (1.10)

Gini-Koeffizient zu L(α).

Piesch (1975, S. 34) Tabelle: Lorenzkurven und Ginikoeffizienten verschiedener Vertei-

lungen, auch Schranken der Lorenzkurven für Verteilungen mit wachsender, fallender

Dichte.
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Bem. 1.29. [Gini-Koeffizient im stetigen Fall]

i) Es gibt eine ganze Reihe sehr unterschiedlich aussehender Formeln zur Berechnung

des Gini-Koeffizienten (siehe z.B. Piesch (1975, S.53)).

ii) Es gibt diverse Verallgemeinerungen des Gini-Index bei denen durch eine Gewichts-

funktion bestimmte Bereiche (z.B. Abweichungen bei den Armen) stärker gewichtet

werden (z.B. für einen Überblick Piesch (2003)). Hierdurch kann man eventuell auch

der Nichtlinearität des Nutzen in Geldbeträgen ohne direkte Transformation von x

auf verschiedene Art Rechnung tragen.

iii) Man beachte, dass der Gini-Index eine einzelne Maßzahl ist. Selbstverständlich können

verschiedene Einkommensverteilungen zu demselben Gini-Koeffizienten führen.

Natürlich informativer ist ein Vergleich von Funktionen, also der Lorenzkurven oder

daraus abgeleitete Funktionen.

iv) Man kann natürlich auch andere Maße verallgemeinern, z.B. zum Robin-Hood Index
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im stetigen Fall siehe: von der Lippe (1993, Kap.6)
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1.3.3 Halbordnungen auf Verteilungen

Basisliteratur: Kleiber (2000)

Der Vergleich von die Verteilung charakterisierenden Funktionen produziert nur eine

Halbordung (partielle Ordnung), d.h. man hat möglicherweise unvergleichbare Elemente.

Def. 1.30.

Seien X1, X2 zwei obige Bedingungen erfüllende Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion

F1(·) und F2(·) und Lorenzkurven L1(·) und L2(·), dann heißt X1 Lorenz-größer

(Lorenz-ungleicher) als X2, in Zeichen

X1 ≥L X2,

falls für alle p ∈ [0, 1] gilt

L1(p) ≤ L2(p).

Dann sagt man auch

F1 ≥L F2.
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In der Risikomessung hat sich eingebürgert, Verteilungen hinsichtlich der sog.

Stochastischen Dominanz zu vergleichen, die auf einem Vergleich von Verteilungs-

funktionen hinausläuft.

Def. 1.31.

Seien X1 und X2 zwei reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F1(·) und

F2(·). Dann heißt X1 stochastisch größer (bzw. größer im Sinne der stochastischen

Dominanz (erster Ordnung)) als X2, in Zeichen

X1 ≥SD(1) X2,

falls

F1(x) ≤ F2(x)

für alle x ∈ R.
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Bsp. 1.32. [Motivationsbeispiel]

Sei X1 ∼ N(µ1, σ
2
1) und X2 ∼ N(µ2, σ

2
2).

Def. 1.33.

Unter der Annahme, dass alle entsprechenden Integrale existieren, heißt eine Zufallsva-

riable X1 größer als X2 im Sinne der stochastischen Dominanz q-ter Ordnung, q ∈ N,

in Zeichen

X1 ≥SD(q) X2,

falls

F
(q)
1 (x) ≤ F

(q)
2 (x) ∀x ∈ R,

wobei für i = 1, 2

F
(q)
i (x) :=

x
∫

0

F
(n−1)
i (x̃)dx̃

und F
(1)
i (x) := Fi(x).
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Bem. 1.34.

In der Situation von Def. 1.33 gilt für festes q ∈ N

X1 ≥SD(q) X2 =⇒ X1 ≥SD(q̃)
X2

für alle q̃ ≥ q.

Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht.

Satz 1.35.

Setzt man in der Situation von Def. 1.30 und Def. 1.33 fest,

X∗

1 :=
X1

E(X1)
und

X∗

2 :=
X2

E(X2)
,

so sind folgende Aussagen äquivalent:
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i) X1 ≥L X2

ii) X∗

1 ≥ X∗

2

iii) X∗

2 ≥SD(2) X
∗

1

iv) Eg(X∗

1) ≥ Eg(X∗

2) für alle integrierbaren, stetigen und konvexen Funktionen g(·).

Die Äquivalenz von i) und iii) im Fall E(X1) = E(X2) wird oft als Satz von Atkinson

(1970) bezeichnet, die Äquivalenz von iii) und iv) in diesem Fall geht auf Hardy, Little-

wood und Polya (1929) zurück. Der Satz ergibt sich dann als Korollar unter Verwendung

von Gastwirths Definition der Lorenzkurve.
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