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Κεφάλαιο 1

∆υναµικός Προγραµµατισµός

1.1 Εισαγωγή

Ο δυναµικός προγραµµατισµός είναι µία υπολογιστική µέθοδος η οποί-
α εφαρµόζεται όταν πρόκειται να ληφθεί µία σύνθετη απόφαση η οποία
προκύπτει από τη σύνθεση επιµέρους αποφάσεων που αλληλοεξαρτώνται. Η
αλληλεξάρτηση µπορεί να προκύψει επειδή οι αποφάσεις είτε παρουσιάζουν
κάποια χρονική διαδοχή (όπως στην περίπτωση αναζήτησης της συντοµότερης
διαδροµής), είτε συνδέονται µε κοινούς περιορισµούς (όπως στην περίπτωση
κατανοµής περιορισµένων πόρων µεταξύ ανταγωνιστικών δραστηριοτήτων).

Πατέρας του δυναµικού προγραµµατισµού ϑεωρείται ο Richard Bellman.
Ο Bellman µε τον όρο δυναµικός προγραµµατισµός ονόµασε τον τρόπο µε
τον οποίο επιλύονται τα προβλήµατα στα οποία πρέπει να ληφθούν µία σειρά
αποφάσεων που η κάθε µια από αυτές επηρεάζει τις επόµενές αποφάσεις, και
που όλες µαζί δηµιουργούν ένα ϐέλτιστο αποτέλεσµα. Η λέξη ¨προγραµµα-
τισµός¨ δεν είχε καµία σχέση µε τον προγραµµατισµό υπολογιστών, αντίθετα
προήλθε από τον όρο ¨µαθηµατικός προγραµµατισµός¨, ο οποίος σήµερα
είναι γενικά αποδεκτός ως συνώνυµο της ϐελτιστοποίησης.

Τα προβλήµατα που επιλύονται µε τη µέθοδο του δυναµικού προγραµ-
µατισµού παρουσιάζουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

1. Οι αποφάσεις λαµβάνονται διαδοχικά.

2. Το πρόβληµα µπορεί να διαιρεθεί σε ϐήµατα (ϕάσεις) και σε κάθε ϐήµα
απαιτείται να ληφθεί µία «στρατηγική» απόφαση.

3. Κάθε ϐήµα έχει ένα ορισµένο αριθµό «καταστάσεων» που συνδέονται µε
αυτό.
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4. Το αποτέλεσµα µίας στρατηγικής απόφασης που λαµβάνεται σε κάθε
ϐήµα είναι να µετατρέπει την παρούσα κατάσταση σε µία κατάσταση
που συνδέεται µε το επόµενο ϐήµα.

5. Με κάθε απόφαση συνδέεται ένα κέρδος ή µία Ϲηµία (κόστος).

6. Ο αντικειµενικός σκοπός είναι να µεγιστοποιηθεί το συνολικό κέρδος
ή να ελαχιστοποιηθεί η συνολική Ϲηµία ή γενικότερα να επιτευχθεί το
καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα.

7. Οι αποφάσεις που παίρνονται σε κάθε ϐήµα εξαρτώνται µόνον από την
κατάσταση του προηγούµενου ϐήµατος και όχι από τον τρόπο µε τον
οποίο πραγµατοποιήθηκε το ϐήµα αυτό.

Κύριο χαρακτηριστικό του δυναµικού προγραµµατισµού είναι ότι δεν υπ-
άρχει γενικευµένη διατύπωση της µεθόδου για την επίλυση όλων των προ-
ϐληµάτων µε τα παραπάνω χαρακτηριστικά. Η µεθοδολογία του δυναµικού
προγραµµατισµού ϐασίζεται στην αρχή της ϐελτιστοποίησης, σύµφωνα µε
την οποία µία ϐέλτιστη πολιτική έχει την ιδιότητα, οποιαδήποτε και αν είναι
η αρχική κατάσταση και η αρχική απόφαση, οι υπόλοιπες αποφάσεις πρέπει
να αποτελούν µία ϐέλτιστη πολιτική, σε σχέση µε την κατάσταση η οποία
προκύπτει από την πρώτη απόφαση.

Στις επόµενες παραγράφους παρουσιάζουµε τη µεθοδολογία του δυναµικού
προγραµµατιµού για την επίλυση των παρακάτω προβληµάτων:

- Στοιχειώδη προβλήµατα διαδροµής.

- Αντικατάσταση εργαλείων.

- Το πρόβληµα της κατανοµής υλικού.

- Το πρόβληµα του ϐέλτιστου ϕορτίου.

1.2 Στοιχειώδη προβλήµατα διαδροµής

Πολλές εφαργογές του δυναµικού προγραµµατισµού έχουν σαν στόχο την
εύρεση της ελάχιστης διαδροµής που συνδέει δύο σηµεία, επιλέγοντας αυτή
µέσα από ένα δίκτυο διαδροµών. Για να δούµε πως µπορεί να εφαρµοστεί ο
δυναµικός προγραµµατισµός (προς τα πίσω µέθοδος του δυναµικού προ-
γραµµατισµού) στην εύρεση ελάχιστης διαδροµής παρουσιάζουµε το επόµενο
παράδειγµα.
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Σχήµα 1.1: Χιλιοµετρική απόσταση µεταξύ των πόλεων 1,2,. . . ,9

Παράδειγµα 1.2.1. Υποθέτουµε ότι ϑέλουµε να ταξιδέψουµε οδικός από την
πόλη 1 στην πόλη 9. Η απόσταση µεταξύ των δύο πόλεων είναι µεγάλη και
τα ταξίδι διαρκεί 4 ηµέρες. Εποµένως ϑα χρειαστεί να διανυκτερεύσουµε σε
κάποιες ενδιάµεσες πόλεις. Οι πόλεις στις οποίες µπορούµε να διανυκτερεύ-
σουµε κατά την διάρκεια του ταξιδιού είναι οι εξής : πόλη 2, πόλη 3, πόλη
4, πόλη 5, πόλη 6, πόλη 7 και πόλη 8. Γνωρίζουµε ότι µετά από µία ηµέρα
οδήγησης µπορούµε να ϕθάσουµε στην πόλη 2 ή στην πόλη 3. Μετά από δύο
ηµέρες οδήγησης µπορούµε να ϕθάσουµε στην πόλη 3, στην πόλη 4 ή στην
πόλη 5. Μετά από τρεις ηµέρες οδήγησης µπορούµε να ϕθάσουµε στην πόλη
6 ή στην πόλη 7 και τέλος µετά από τέσσερις ηµέρες οδήγησης µπορούµε να
ϕθάσουµε στον προορισµό µας, την πόλη 9. Αν οι αποστάσεις σε χιλιόµετρα
µεταξύ των πόλεων είναι αυτές που δίνονται στο Σχήµα 1.1, ϑέλουµε να ϐρούµε
σε ποιες πόλεις ϑα πρέπει να διανυκτερεύσουµε κατά την διάρκεια του ταξιδιού
µας έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσουµε τα χιλιόµετρα που ϑα διανύσουµε.

Ζητείται η ελάχιστη διαδροµή µεταξύ των πόλεων 1 και 9. Θα ϐρούµε
αυτή τη διαδροµή χρησιµοποιώντας την προς τα πίσω µέθοδο του δυναµικού
προγραµµατισµού. Για λόγους ευκολίας τοποθετούµε το Σχήµα 1.1 σε ένα
ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων (κάθε πόλη δίνεται από ένα σηµείο
(x, y), Σχήµα 1.2). Η µεταβλητή x, την οποία ϑα ονοµάζουµε ϕάση του
προβλήµατος, αντιστοιχεί στις ηµέρες του ταξιδιού (x = 0, 1, 2, 3, 4) και η
µεταβλητή y, την οποία ϑα ονοµάζουµε κατάσταση, αντιστοιχεί στην πό-
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Σχήµα 1.2: Κόστος µετάβασης µεταξύ των πόλεων

λη την οποία ϐρισκόµαστε. Για παράδειγµα, ξεκινώντας από την πόλη 1
(x = 0, y = 0), µετά από µία ηµέρα ταξιδιού µπορούµε να είµαστε στην πόλη
2 (x = 1, y = 1) ή στην πόλη 3 (x = 1, y = −1). Οι απόστασεις µεταξύ
των πόλεων, που δίνονται στα τόξα του σχήµατος 1.2, µπορούµε να ϑεωρή-
σουµε ότι δηλώνουν κόστος µετάβασης, εποµένως Ϲητείται το ελάχιστο κόστος
µετάβασης από το σηµείο A1 στο σηµείο A9.

Ορίζουµε τη συνάρτηση

f(x, y) = {το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y) εώς
το σηµείο (4, 0)(σηµείο προορισµού)}

την οποία ονοµάζουµε ϐέλτιστη συνάρτηση.
Συµβολίζουµε µε α(x, y) το κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y) στο

σηµείο (x + 1, y + 1) και δ(x, y) το κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y)
στο σηµείο (x + 1, y − 1). Για να ϐρούµε το ελάχιστο κόστος µετάβασης
από οποιοδήποτε σηµείο (x, y) στο σηµείο προορισµού σκεφτόµαστε µε τον
παρακάτω τρόπο. Αν είµαστε στο σηµείο (x, y), για να µεταβούµε στην
επόµενη ϕάση έχουµε δύο επιλογές

• 1η επιλογή: αποφασίζουµε να µεταβούµε στο σηµείο (x + 1, y + 1) µε
κόστος α(x, y),
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• 2η επιλογή: αποφασίζουµε να µεταβούµε στο σηµείο (x + 1, y − 1) µε
κόστος δ(x, y).

Σύµφωνα µε την αρχή της ϐελτιστοποίησης, οποιαδήποτε και αν είναι
η απόφασή µας, οι υπόλοιπες που µένουν πρέπει οπωσδήποτε να είναι
ϐέλτιστες ως προς το σηµείο που ϑα ϐρεθούµε. ΄Αρα, αν αποφασίσουµε να
µεταβούµε στο σηµείο (x + 1, y + 1) τότε το κόστος για να ϕτάσουµε στο
σηµείο προορισµού ϑα είναι α(x, y) + f(x + 1, y + 1), ενώ αν αποφασίσουµε
να µεταβούµε στο σηµείο (x + 1, y − 1) τότε το κόστος για να ϕτάσουµε στο
σηµείο προορισµού ϑα είναι δ(x, y) + f(x + 1, y − 1). ΄Ετσι, το Ϲητούµενο
ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y) στο σηµείο προορισµού ϑα
είναι

f(x, y) = min


α(x, y) + f(x + 1, y + 1) (1η επιλογή)

δ(x, y) + f(x + 1, y − 1) (2η επιλογή)

Προφανώς για το σηµείο προορισµού ϑα είναι

f(4, 0) = 0.

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω επαναληπτική σχέση µπορούµε να
υπολογίσουµε τις τιµές της συνάρτησης f(x, y) σ΄ όλα τα σηµεία του σχήµατος
1.2 αρχίζοντας από το σηµείο προορισµού (x = 4) και πηγαίνοντας προς τα
πίσω (x = 3, 2, 1, 0). Η λύση του προβλήµατος (ελάχιστο κόστος µετάβασης
από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (4, 0)) δίνεται από την τιµή f(0, 0).

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος ϑα χρησιµοποιήσουµε τα
εξής :

Βέλτιστη συνάρτηση:

f(x, y) = {το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y) εώς
το σηµείο (4, 0)(σηµείο προορισµού)}.

Επαναληπτική σχέση:

f(x, y) = min{α(x, y) + f(x + 1, y + 1), δ(x, y) + f(x + 1, y − 1)}.

Οριακή συνθήκη:

f(4, 0) = 0 (το κόστος µετάβασης από το σηµείο (4, 0) στο (4, 0) είναι 0).

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης f(x, y) σ΄ όλα τα
σηµεία του σχήµατος 1.2, υπολογίζοντας αρχικά το ελάχιστο κόστος µετάβασης
στο σηµείο προορισµού από όλα τα σηµεία που ϐρίσκονται στη ϕάση x = 3,
στη συνέχεια στη ϕάση x = 2, στη συνέχεια στη ϕάση x = 1 και τέλος στη
ϕάση x = 0.
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• x = 3

f(3,1) = δ(3, 1) + f(4, 0) = 920,

f(3,−1) = α(3,−1) + f(4, 0) = 1100.

• x = 2

f(2,2) = δ(2, 2) + f(3, 1) = 610 + 920 = 1530,

f(2, 0) = min{α(2, 0) + f(3, 1), δ(2, 0) + f(3,−1)}
= min{540 + 920, 940 + 1100} = 1460,

f(2,−2) = α(2,−2) + f(3,−1) = 430 + 1100 = 1530.

• x = 1

f(1,1) = min{α(1, 1) + f(2, 2), δ(1, 1) + f(2, 0)}
= min{680 + 1530, 760 + 1460} = 2210,

f(1,−1) = min{α(1,−1) + f(2, 0), δ(1,−1) + f(2,−2)}
= min{830 + 1530, 510 + 1530} = 2040.

• x = 0

f(0,0) = min{α(0, 0) + f(1, 1), δ(0, 0) + f(1,−1)}
= min{550 + 2210, 770 + 2040} = 2760.

΄Ετσι το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο A1 στο σηµείο A9 είναι
2760. ΄Αρα η ελάχιστη απόσταση που πρέπει να διανύσουµε για να µεταβούµε
από την πόλη 1 στην πόλη 9 είναι 2760 χιλιόµετρα. Για την επίλυση του
προβλήµατος ϑα πρέπει να προσδιορίσουµε και τη διαδροµή µε την οποία
επιτυγχάνεται το ελάχιστο κόστος µετάβασης.

Προσδιορισµός ϐέλτιστης διαδροµής

Από τον υπολογισµό της f(0, 0) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµή της
προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (1, 1). Εποµένως
χρειαζόµαστε για τη συνέχεια το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο
(1, 1) εώς το σηµείο (4, 0). Το κόστος αυτό προκύπτει από την τιµή της f(1, 1)
που είναι 2210 και προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (1, 1) στο σηµείο
(2, 2). Στη συνέχεια το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (2, 2) στον
τελικό προορισµό που είναι f(2, 2) = 1530 προκύπτει µεταβαίνοντας από το
σηµείο (2, 2) στο σηµείο (3, 1). Τέλος, το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το
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Σχήµα 1.3: Κόστος µετάβασης µεταξύ κόµβων

σηµείο (3, 1) στον τελικό προορισµό προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο
(3, 1) στο σηµείο (4, 0). ΄Αρα, η ϐέλτιστη διαδροµή είναι η εξής

(0, 0) → (1, 1) → (2, 2) → (3, 1) → (4, 0).

Εποµένως κατά την διάρκεια του ταξιδιού ϑα πρέπει να διανυκτερεύσουµε
στην πόλη 2 την πρώτη ηµέρα, στην πόλη 4 τη δεύτερη ηµέρα και στην πόλη
7 την τρίτη ηµέρα.

Στη συνέχεια δίνεται ένα ακόµη παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου.

Παράδειγµα 1.2.2. ∆ίνεται το δικτυωτό του σχήµατος 1.3. Αν οι τιµές επάνω
στα τόξα εκφράζουν κόστος, να ϐρεθεί χρησιµοποιώντας την προς τα πίσω µέ-
ϑοδο του δυναµικού προγραµµατισµού το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το
σηµείο Α στο σηµείο Β, καθώς επίσης και η ϐέλτιστη διαδροµή.

Χρησιµοποιώντας το ίδιο σκεπτικό µε αυτό του προηγούµενου παραδείγ-
µατος, για την λύση ϑα χρειαστούµε τα εξής :

Βέλτιστη συνάρτηση:

f(x, y) = {το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (x, y) εώς
το σηµείο (4, 0)}.

Επαναληπτική σχέση:

f(x, y) = min{α(x, y) + f(x + 1, y + 1), δ(x, y) + f(x + 1, y − 1)}.
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Οριακή συνθήκη:

f(4, 0) = 0 (το κόστος µετάβασης από το σηµείο (4, 0) στο (4, 0) είναι 0).

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης f(x, y) σ΄ όλα τα
σηµεία του σχήµατος 1.3, υπολογίζοντας αρχικά το ελάχιστο κόστος µετάβασης
στο σηµείο (4, 0) από όλα τα σηµεία που ϐρίσκονται στη ϕάση x = 3, στη
συνέχεια στη ϕάση x = 2, στη συνέχεια στη ϕάση x = 1 και τέλος στη ϕάση
x = 0.

• x = 3

f(3, 1) = δ(3, 1) + f(4, 0) = 1 + 0 = 1,

f(3,−1) = α(3,−1) + f(4, 0) = 1 + 0 = 1.

• x = 2

f(2, 2) = δ(2, 2) + f(3, 1) = 2 + 1 = 3,

f(2,0) = min{α(2, 0) + f(3, 1), δ(2, 0) + f(3,−1)}
= min{2 + 1, 1 + 1} = 2,

f(2,−2) = α(2,−2) + f(3,−1) = 0 + 1 = 1.

• x = 1

f(1,1) = min{α(1, 1) + f(2, 2), δ(1, 1) + f(2, 0)}
= min{2 + 3, 1 + 2} = 3,

f(1,−1) = min{α(1,−1) + f(2, 0), δ(1,−1) + f(2,−2)}
= min{3 + 2, 1 + 1} = 2.

• x = 0

f(0,0) = min{α(0, 0) + f(1, 1), δ(0, 0) + f(1,−1)}
= min{1 + 3, 2 + 2} = 4.

΄Ετσι, το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο Α στο σηµείο Β είναι 4.

Προσδιορισµός ϐέλτιστης διαδροµής

Από τον υπολογισµό της f(0, 0) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµή της
προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (0, 0) είτε στο σηµείο (1, 1) είτε στο
σηµείο (1,−1). ΄Αρα υπάρχουν περισσότερες από µία ϐέλτιστες διαδροµές.
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1η διαδροµή ((0, 0) → (1, 1)): Χρειαζόµαστε για τη συνέχεια το ελάχιστο
κόστος µετάβασης από το σηµείο (1, 1) εώς το σηµείο (4, 0). Το κόστος αυτό
προκύπτει από την τιµή της f(1, 1) που είναι 3 και προκύπτει µεταβαίνοντας
από το σηµείο (1, 1) στο σηµείο (2, 0). Στη συνέχεια το ελάχιστο κόστος
µετάβασης από το σηµείο (2, 0) στον τελικό προορισµό που είναι f(2, 0) = 2
προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (2, 0) στο σηµείο (3,−1). Τέλος,
το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (3,−1) στον τελικό προορισµό
προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (3,−1) στο σηµείο (4, 0). ΄Αρα, η
ϐέλτιστη διαδροµή στην περίπτωση αυτή είναι η εξής

(0, 0) → (1, 1) → (2, 0) → (3,−1) → (4, 0).

2η διαδροµή ((0, 0) → (1,−1)): Χρειαζόµαστε για τη συνέχεια το ελάχισ-
το κόστος µετάβασης από το σηµείο (1,−1) εώς το σηµείο (4, 0). Το κόστος
αυτό προκύπτει από την τιµή της f(1,−1) που είναι 2 και προκύπτει µεταβαί-
νοντας από το σηµείο (1,−1) στο σηµείο (2,−2). Στη συνέχεια το ελάχιστο
κόστος µετάβασης από το σηµείο (2,−2) στον τελικό προορισµό που είναι
f(2,−2) = 1 προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (2,−2) στο σηµείο
(3,−1). Τέλος, το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (3,−1) στον
τελικό προορισµό προκύπτει µεταβαίνοντας από το σηµείο (3,−1) στο σηµείο
(4, 0). ΄Αρα, η ϐέλτιστη διαδροµή στην περίπτωση αυτή είναι η εξής

(0, 0) → (1,−1) → (2,−2) → (3,−1) → (4, 0).

1.2.1 Η προς τα εµπρός µέθοδος του δυναµικού προγραµ-
µατισµού

Η µέθοδος του δυναµικού προγραµµατισµού που παρουσιάσαµε στην προ-
ηγούµενη παράγραφο (προς τα πίσω µέθοδος) για την επίλυση προβληµάτων
ελάχιστης διαδροµής µπορεί να εφαρµοστεί και αντίστροφα, αρχίζοντας δηλαδή
από την αρχική ϕάση (x = 0) και προχωρώντας προς τα µπροστά, ϕάση
προς ϕάση µέχρι την τελική ϕάση (σηµείο προορισµού). Για την εφαρµογή
αυτής της µεθόδου (προς τα εµπρός µέθοδος) του δυναµικού προγραµµα-
τισµού, ϑα πρέπει να τροποποιηθούν κατάλληλα η ϐέλτιστη συνάρτηση και
η επαναληπτική σχέση. Στη συνέχεια δίνουµε τη λύση του παραδείγµατος
1.2.1 χρησιµοποιώντας την προς τα εµπρός µέθοδο του δυναµικού προγραµ-
µατισµού.

Ζητείται το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο
(4, 0) του σχήµατος 1.2 (οι τιµές στα τόξα παριστάνουν κόστος). Ως ϐέλτιστη
συνάρτηση τώρα ορίζουµε τη συνάρτηση

f(x, y) = {το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο (0, 0) εώς
το σηµείο (x, y)}.
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Χρησιµοποιώντας το ίδιο σκεπτικό µε αυτό της προηγούµενης παρα-
γράφου η επαναληπτική σχέση είναι

f(x, y) = min{α(x−1, y−1)+f(x−1, y−1), δ(x−1, y+1)+f(x−1, y+1)}.

Ως οριακή συνθήκη τώρα είναι f(0, 0) = 0, αφού το κόστος µετάβασης
από το σηµείο (0, 0) στο (0, 0) είναι ίσο µε µηδέν.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης f(x, y) σ΄ όλα τα
σηµεία του σχήµατος 1.2, υπολογίζοντας αρχικά το ελάχιστο κόστος µετάβασης
από το σηµείο (0, 0) σε όλα τα σηµεία που ϐρίσκονται στη ϕάση x = 1, στη
συνέχεια στη ϕάση x = 2, στη συνέχεια στη ϕάση x = 3 και τέλος στη ϕάση
x = 4.

Για x = 1

f(1,1) = α(0, 0) + f(0, 0) = 550,

f(1,−1) = δ(0, 0) + f(0, 0) = 770.

Για x = 2

f(2,2) = α(1, 1) + f(1, 1) = 680 + 550 = 1230,

f(2, 0) = min{α(1,−1) + f(1,−1), δ(1, 1) + f(1, 1)}
= min{830 + 770, 760 + 550} = 1310,

f(2,−2) = δ(1,−1) + f(1,−1) = 510 + 770 = 1280.

Για x = 3

f(3,1) = min{α(2, 0) + f(2, 0), δ(2, 2) + f(2, 2)}
= min{540 + 1310, 610 + 1230} = 1840,

f(3,−1) = min{α(2,−2) + f(2,−2), δ(2, 0) + f(2, 0)}
= min{430 + 1280, 940 + 1310} = 1710.

Για x = 4

f(4,0) = min{α(3,−1) + f(3,−1), δ(3, 1) + f(3, 1)}
= min{1100 + 1710, 920 + 1840} = 2760.

Εποµένως το ελάχιστο κόστος µετάβασης από το σηµείο A1 στο σηµείο A9

είναι 2760 (ίδιο αποτέλεσµα µε αυτό που ϐρήκαµε εφαρµόζοντας την προς
τα πίσω µέθοδο του δυναµικού προγραµµατισµού). Η ϐέλτιστη διαδροµή

(0, 0) → (1, 1) → (2, 2) → (3, 1) → (4, 0),

προκύπτει µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο που είδαµε στην λύση του προβλήµατος
µε την προς τα πίσω µέθοδο.
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Σχήµα 1.4: Χρονικός ορίζοντας για την αντικατάσταση του εργαλείου

1.3 Αντικατάσταση εργαλείων

Θεωρούµε ότι µία επιχείρηση ϑέλει να χρησιµοποιήσει ένα εργαλείο (π.χ. µία
µηχανή ή ένα αυτοκίνητο) για ένα χρονικό ορίζοντα T χρόνων. Υποθέτουµε
ότι το κόστος χρήσης του εργαλείου είναι συνάρτηση της παλαιότητας του
(της ηλικίας του). Σε κάθε χρονική στιγµή τ = 0, 1, . . . , T − 1 υπάρχει η
δυνατότητα το εργαλείο να αντικατασταθεί µε ένα καινούργιο (Σχήµα 1.4). Η
αντικατάσταση αυτή γίνεται µε ένα κόστος το οποίο εξαρτάται από την ηλικία
του εργαλείου. ΄Εστω ότι µας δίνονται τα εξής στοιχεία :

A η τιµή αγοράς ενός καινούργιου εργαλείου,

k(t) το κόστος χρήσης του εργαλείου για ένα χρόνο όταν αυτό
είναι ηλικίας t,

a(t) η τιµή ανταλλαγής που λαµβάνουµε όταν αντικαθιστούµε το
εργαλείο µας ηλικίας t µε ένα καινούργιο,

π(t) η τιµή πώλησης του εργαλείου στο τέλος του χρόνου T , όταν
αυτό είναι ηλικίας t.

Τίθεται εποµένως το ερώτηµα αν και σε ποιες χρονικές στιγµές πρέπει
να αντικατασταθεί το εργαλείο µε ένα καινούργιο έτσι ώστε η επιχείρηση να
χρησιµοποιήσει το εργαλείο µε το ελάχιστο δυνατό κόστος. Ζητείται εποµέ-
νως η ϐέλτιστη πολιτική που πρέπει να ακολουθήσει η επιχείρηση για να
ελαχιστοποιήσει το κόστος χρήσης του εργαλείου.

Για την επίλυση του προβλήµατος ϑα χρησιµοποιήσουµε την προς τα
πίσω µέθοδο του δυναµικού προγραµµατισµού. Ορίζουµε σαν ϐέλτιστη
συνάρτηση την εξής :

f(t, τ) = {το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική
στιγµή τ εώς τη χρονική στιγµή T, αν τη χρονική στιγµή τ

το εργαλείο είναι ηλικίας t}.

Στη συνέχεια ϑα πρέπει να ϐρεθεί µία επαναληπτική σχέση µε τη ϐοήθεια
της οποίας ϑα µπορέσουµε να υπολογίσουµε την f(t, τ). ΄Εστω ότι σε µία
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χρονική στιγµή τ το εργαλείο που έχει η επιχείρηση είναι ηλικίας t. Για να
υπολογίσουµε την τιµή f(t, τ) σκεφτόµαστε µε τον παρακάτω τρόπο. Για τη
µετάβαση από τη χρονική στιγµή τ στη χρονική στιγµή τ + 1 υπάρχουν δύο
τρόποι :

• 1ος τρόπος: η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή τ να αντι-
καταστήσει το εργαλείο µε ένα καινούργιο και τη χρονική στιγµή τ + 1
να έχει ένα εργαλείο ηλικίας 1,

• 2ος τρόπος: η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή τ να διατηρή-
σει το εργαλείο και τη χρονική στιγµή τ +1 να έχει ένα εργαλείο ηλικίας
t + 1.

Αν τη χρονική στιγµή τ η επιχείρηση αποφασίσει να αντικαταστήσει το
εργαλείο, τότε το κόστος µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή ϑα είναι

A − a(t) + k(0),

και σύµφωνα µε την αρχή της ϐελτιστοποίησης, το ολικό κόστος µέχρι τη
χρονική στιγµή T στην περίπτωση αυτή ϑα είναι

A − a(t) + k(0) + f(1, τ + 1).

Αν τη χρονική στιγµή τ η επιχείρηση αποφασίσει να διατηρήσει το ερ-
γαλείο, τότε το κόστος µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή ϑα είναι k(t) και το
ολικό κόστος µέχρι τη χρονική στιγµή T στην περίπτωση αυτή ϑα είναι

k(t) + f(t + 1, τ + 1).

΄Ετσι, η τιµή f(t, τ) ϑα δίνεται από το ελάχιστο µεταξύ των τιµών κόστους
που προκύπτουν από κάθε απόφαση, δηλαδή

f(t, τ) = min


A − a(t) + k(0) + f(1, τ + 1) (αντικατάσταση)

k(t) + f(t + 1, τ + 1) (διατήρηση)

Σύµφωνα µε τη διατύπωση του προβλήµατος στο τέλος του χρονικού δια-
στήµατος (χρονική στιγµή T ) το εργαλείο πωλείται µε τιµή πώλησης π(t).
΄Αρα, για τη χρονική στιγµή T , έχουµε

f(t, T ) = −π(t).

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο
του δυναµικού προγραµµατισµού χρησιµοποιούµε τα εξής :
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Βέλτιστη συνάρτηση:

f(t, τ) = {το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική
στιγµή τ εώς τη χρονική στιγµή T, αν τη χρονική στιγµή τ

το εργαλείο είναι ηλικίας t}.

Επαναληπτική σχέση:

f(t, τ) = min{A − a(t) + k(0) + f(1, τ + 1), k(t) + f(t + 1, τ + 1)}.

Οριακές συνθήκες:
f(t, T ) = −π(t).

Στη συνέχεια δίνεται ένα αριθµητικό παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου.

Παράδειγµα 1.3.1. ΄Εστω ότι µία επιχείρηση έχει στη διάθεση της ένα ερ-
γαλείο ηλικίας 1 (π.χ. ένα αυτοκίνητο) και ϑέλει να διαθέτει το εργαλείο αυτό
για τα επόµενα τρία χρόνια, δηλαδή T = 3. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνο-
νται συναρτήσει της ηλικίας t του εργαλείου το κόστος χρήσης για ένα χρόνο,
η τιµή ανταλλαγής και η τιµή πώλησης (στο τέλος του χρονικού διαστήµατος).

t k(t) a(t) π(t)
0 5
1 10 40 30
2 15 30 20
3 20 15 10
4 30 10 5

Αν η τιµή αγοράς καινούργιου εργαλείου είναι A = 70, Ϲητείται να ϐρεθεί
το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου για το χρονικό διάστηµα των τριών
χρόνων και η ϐέλτιστη πολιτική αντικατάστασης.

Για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο του δυναµικού
προγραµµατισµού ϑα χρησιµοποιήσουµε τη ϐέλτιστη συνάρτηση, την επαναλη-
πτική σχέση και τις οριακές συνθήκες που ορίστηκαν παραπάνω. Προφανώς
Ϲητείται η τιµή της f(1, 0) και η πολιτική µε την οποία επιτυγχάνεται η τιµή
αυτή.

Από τις οριακές συνθήκες έχουµε

f(t, 3) = −π(t).
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Αφού στην αρχή του χρονικού διαστήµατος (χρονική στιγµή τ = 0) η επιχείρηση
έχει ένα εργαλείο ηλικίας t = 1, µετά από τρία χρόνια (χρονική στιγµή τ = 3)
η ηλικία του εργαλείου µπορεί να είναι t = 1, 2, 3, 4. ΄Ετσι, έχουµε

f(1, 3) = −π(1) = −30,

f(2, 3) = −π(2) = −20,

f(3, 3) = −π(3) = −10,

f(4, 3) = −π(4) = −5.

Για τη χρονική στιγµή τ = 2, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του εργαλείου
είναι t = 1, 2, 3. ΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση έχουµε

f(1, 2) = min{A − a(1) + k(0) + f(1, 3), k(1) + f(2, 3)}
= min{70 − 40 + 5 − 30, 10 + (−20)} = −10,

f(2, 2) = min{A − a(2) + k(0) + f(1, 3), k(2) + f(3, 3)}
= min{70 − 30 + 5 − 30, 15 + (−10)} = 5,

f(3,2) = min{A − a(3) + k(0) + f(1, 3), k(3) + f(4, 3)}
= min{70 − 15 + 5 − 30, 20 + (−5)} = 15.

Για τη χρονική στιγµή τ = 1, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του εργαλείου
είναι t = 1, 2. ΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση έχουµε

f(1, 1) = min{A − a(1) + k(0) + f(1, 2), k(1) + f(2, 2)}
= min{70 − 40 + 5 − 10, 10 + 5} = 15,

f(2,1) = min{A − a(2) + k(0) + f(1, 2), k(2) + f(3, 2)}
= min{70 − 30 + 5 − 10, 15 + 15} = 30.

Για τη χρονική στιγµή τ = 0, έχουµε

f(1,0) = min{A − a(1) + k(0) + f(1, 1), k(1) + f(2, 1)}
= min{70 − 40 + 5 + 15, 10 + 30} = 40.

Εποµένως το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου για την περίοδο των
τριών χρόνων είναι 40. Για να ολοκληρώσουµε τη λύση του προβλήµατος ϑα
πρέπει να προσδιορίσουµε και ποια είναι η πολιτική που επιφέρει το κόστος
αυτό.

Προσδιορισµός ϐέλτιστης πολιτικής

Από τον υπολογισµό της f(1, 0) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµή
της προκύπτει από την απόφαση να διατηρήσει η επιχείρηση το εργαλείο και
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να ϕθάσει στη χρονική στιγµή τ = 1 µε ένα εργαλείο ηλικίας t = 2. Εποµένως
χρειαζόµαστε για τη συνέχεια το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από
τη χρονική στιγµή τ = 1 εώς τη χρονική στιγµή τ = 3, αν τη χρονική στιγµή
τ = 1 το εργαλείο είναι ηλικίας t = 2. Το κόστος αυτό προκύπτει από την
τιµή της f(2, 1) που είναι 30 και προκύπτει από την απόφαση να διατηρήσει
η επιχείρηση το εργαλείο και να ϕθάσει στη χρονική στιγµή τ = 2 µε ένα
εργαλείο ηλικίας t = 3. ΄Αρα στη συνέχεια χρειαζόµαστε την τιµή της f(3, 2)
που είναι 15 και προκύπτει από την απόφαση να διατηρήσει η επιχείρηση το
εργαλείο και να ϕθάσει στη χρονική στιγµή τ = 3 µε ένα εργαλείο ηλικίας
t = 4. ΄Αρα, η ϐέλτιστη πολιτική είναι η εξής

- διατήρηση του εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 0,

- διατήρηση του εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 1,

- διατήρηση του εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 2.

Στη συνέχεια δίνεται ένα ακόµη παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου.

Παράδειγµα 1.3.2. ΄Εστω ότι µία επιχείρηση έχει στη διάθεση της ένα ερ-
γαλείο ηλικίας 1 (π.χ. ένα αυτοκίνητο) και ϑέλει να διαθέτει το εργαλείο
αυτό για τα επόµενα τρία χρόνια, δηλαδή T = 3. Η επιχείρηση κάθε χρόνο
(χρονικές στιγµές τ = 0, 1, 2) έχει τη δυνατότητα να διατηρήσει το εργαλείο της,
να το αντικαταστάσει µε ένα καινούργιο ή να νοικιάσει για ένα χρόνο ένα και-
νούργιο εργαλείο αφού πωλήσει το εργαλείο που τυχόν έχει στη διάθεση της.
Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται συναρτήσει της ηλικίας t του εργαλείου
το κόστος χρήσης για ένα χρόνο, η τιµή ανταλλαγής και η τιµή πώλησης (σε
οποιαδήποτε χρονική στιγµή).

t k(t) a(t) π(t)
0 15
1 20 30 35
2 30 20 20
3 35 10 10
4 50 5 5

Αν η τιµή αγοράς καινούργιου εργαλείου είναι A = 60 και η τιµή ενοικίασης
ενός εργαλείου για ένα χρόνο είναι E = 30, Ϲητείται να ϐρεθεί µε την προς τα
πίσω µέθοδο του δυναµικού προγραµµατισµού το ελάχιστο κόστος χρήσης του
εργαλείου για το χρονικό διάστηµα των τριών χρόνων και η ϐέλτιστη πολιτική.
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Ορίζουµε σαν ϐέλτιστη συνάρτηση την

f(t, τ) = {το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική
στιγµή τ εώς τη χρονική στιγµή T = 3, αν τη χρονική στιγµή τ

το εργαλείο είναι ηλικίας t}.
Αφού η επιχείρηση έχει τη δυνατότητα σε µία χρονική στιγµή να πουλήσει

το εργαλείο και για τον επόµενο χρόνο να νοικιάσει ένα καινούργιο, είναι
δυνατό σε κάποια χρονική στιγµή να ϐρεθεί χωρίς εργαλείο. Προφανώς η
περίπτωση αυτή δεν αντιµετωπίζεται µε την f(t, τ) και έτσι πρέπει να οριστεί
µία ακόµη ϐέλτιστη συνάρτηση. Ορίζουµε την εξής

f1(τ) = {το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική
στιγµή τ εώς τη χρονική στιγµή T = 3, αν τη χρονική στιγµή τ

δεν υπάρχει διαθέσιµο εργαλείο }.
Για κάθε µία από τις ϐέλτιστες συναρτήσεις ϑα πρέπει να ϐρεθεί και µία

επαναληπτική σχέση. Χρησιµοποιώντας το ίδιο σκεπτικό µε αυτό του προ-
ηγούµενου παραδείγµατος, οι επαναληπτικές σχέσεις είναι

f(t, τ) = min


k(t) + f(t + 1, τ + 1) (διατήρηση)

A − a(t) + k(0) + f(1, τ + 1) (αντικατάσταση)

E − π(t) + k(0) + f1(τ + 1) (ενοικίαση)

και

f1(τ) = min


A + k(0) + f(1, τ + 1) (αντικατάσταση)

E + k(0) + f1(τ + 1) (ενοικίαση)

Οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος προφανώς είναι

f(t, T ) = −π(t) και f1(T ) = 0.

Αφού στην αρχή του χρονικού διαστήµατος (χρονική στιγµή τ = 0) η επιχείρηση
έχει ένα εργαλείο ηλικίας t = 1, µετά από τρία χρόνια (χρονική στιγµή τ = 3)
αν η επιχείρηση έχει εργαλείο (δεν έχει νοικιάσει εργαλείο τη χρονική στιγµή
τ = 2) η ηλικία του µπορεί να είναι t = 1, 2, 3, 4. ΄Ετσι, από τις οριακές
συνθήκες έχουµε

f1(3) = 0,

f(1, 3) = −π(1) = −35,

f(2, 3) = −π(2) = −20,

f(3, 3) = −π(3) = −10,

f(4, 3) = −π(4) = −5.
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Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τις επαναληπτικές σχέσεις διαδοχικά για τις
χρονικές στιγµές τ = 2, τ = 1 και τ = 0 για όλες τις δυνατές τιµές του t.

Για τ = 2

f(3,2) = min{k(3) + f(4, 3), A − a(3) + k(0) + f(1, 3), E − π(3) + k(0) + f1(3)}
= min{35 − 5, 60 − 10 + 15 − 35, 30 − 10 + 15} = 30,

f(2, 2) = min{k(2) + f(3, 3), A − a(2) + k(0) + f(1, 3), E − π(2) + k(0) + f1(3)}
= min{30 − 10, 60 − 20 + 15 − 35, 30 − 20 + 15} = 20,

f(1, 2) = min{k(1) + f(2, 3), A − a(1) + k(0) + f(1, 3), E − π(1) + k(0) + f1(3)}
= min{20 − 20, 60 − 30 + 15 − 35, 30 − 35 + 15} = 0,

f1(2) = min{A + k(0) + f(1, 3), E + k(0) + f1(3)}
= min{60 + 15 − 35, 30 + 15} = 40.

Για τ = 1

f(2,1) = min{k(2) + f(3, 2), A − a(2) + k(0) + f(1, 2), E − π(2) + k(0) + f1(2)}
= min{20 + 30, 60 − 20 + 15, 30 − 20 + 15 + 40} = 50,

f(1, 1) = min{k(1) + f(2, 2), A − a(1) + k(0) + f(1, 2), E − π(1) + k(0) + f1(2)}
= min{20 + 20, 60 − 30 + 15, 30 − 35 + 15 + 40} = 40,

f1(1) = min{A + k(0) + f(1, 2), E + k(0) + f1(2)}
= min{60 + 15, 30 + 15 + 40} = 75.

Για τ = 0

f(1,0) = min{k(1) + f(2, 1), A − a(1) + k(0) + f(1, 1), E − π(1) + k(0) + f1(1)}
= min{15 + 50, 60 − 30 + 15 + 40, 30 − 35 + 15 + 75} = 65.

Εποµένως το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου για την περίοδο των
τριών χρόνων είναι 65. Η πολιτική που πρέπει να ακολουθήσει η επιχείρηση
για να πετύχει αυτό το κόστος είναι η εξής

- διατήρηση του εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 0,

- διατήρηση του εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 1,

- διατήρηση ή αγορά νέου εργαλείου τη χρονική στιγµή τ = 2,

και προκύπτει µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο που είδαµε στο παράδειγµα 1.3.1.
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1.4 Το πρόβληµα της κατανοµής υλικού

Στα προβλήµατα κατανοµής υλικού το ερώτηµα που έχουµε να αντιµετω-
πίσουµε είναι το πως πρέπει να κατανεµηθεί µία περιορισµένη ποσότητα
ενός υλικού σε κάποιες δραστηριότητες έτσι ώστε το συνολικό όφελος να είναι
µέγιστο.

Το κλασικό πρόβληµα: Υποθέτουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας Y
µονάδες ενός υλικού και ότι πρέπει να κατανεµηθεί το υλικό αυτό σε k
δραστηριότητες. Γνωρίζουµε ότι για κάθε ποσότητα y = 0, 1, . . . , Y , που
τοποθετείται στη δραστηριότητα i = 1, 2, . . . , k, έχουµε µία επιστροφή (όφε-
λος) Φi(y) που είναι µία γνωστή συνάρτηση του y. Ζητείται να ϐρεθούν οι
ποσότητες του υλικού που πρέπει να τοποθετηθούν σε κάθε δραστηριότητα
έτσι ώστε η ολική επιστροφή να είναι µέγιστη.

Αν yi είναι οι µονάδες υλικού (µη αρνητικοί ακέραιοι) που ϑα τοπο-
ϑετηθούν στη δραστηριότητα i, i = 1, 2, . . . , k, τότε η επιστροφή από κάθε
δραστηριότητα ϑα είναι Φi(yi) και η ολική επιστροφή

k∑
i=1

Φi(yi).

Εποµένως το πρόβληµα που έχουµε να λύσουµε µπορεί να γραφεί ως εξής :

max
y1,...,yk

k∑
i=1

Φi(yi),

όταν
y1 + y2 + . . . + yk = Y.

Για να λύσουµε το πρόβληµα αυτό µε την προς τα πίσω µέθοδο του
δυναµικού προγραµµατισµού, ορίζουµε σαν ϐέλτιστη συνάρτηση την

fi(y) = {η µέγιστη επιστροφή από τις δραστηριότητες i, i + 1, . . . , k

όταν κατανέµουµε σ΄ αυτές y µονάδες υλικού }.

΄Οταν έχουµε να κατανέµουµε y, y = 0, 1, 2, . . . , Y , µονάδες υλικού στις
δραστηριότητες i, i+1, . . . , k και αποφασίσουµε να τοποθετήσουµε yi µονάδες
στη δραστηριότητα i, τότε για τις δραστηριότητες i+1, i+2, . . . , k ϑα υπάρχουν
διαθέσιµες y − yi µονάδες υλικού. ΄Ετσι, η τιµή της fi(y), y = 0, 1, . . . , Y ,
µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση

fi(y) = max
yi

{Φi(yi) + fi+1(y − yi)}.
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Προφανώς για την δραστηριότητα k είναι

fk(y) = Φk(y), y = 0, 1, . . . , Y.

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο
του δυναµικού προγραµµατισµού χρησιµοποιούµε τα εξής :

Βέλτιστη συνάρτηση:

fi(y) = {η µέγιστη επιστροφή από τις δραστηριότητες i, i + 1, . . . , k

όταν κατανέµουµε σ΄ αυτές y µονάδες υλικού }.

Επαναληπτική σχέση:

fi(y) = max
yi

{Φi(yi) + fi+1(y − yi)}.

Οριακές συνθήκες:

fk(y) = Φk(y), y = 0, 1, . . . , Y.

Παράδειγµα 1.4.1. Υποθέτουµε ότι µία εταιρία επενδύσεων έχει στη διάθεση
της 5000 ευρώ τα οποία ϑέλει να επενδύσει σε τρεις διαφορετικές δραστηριότητες.
Σε κάθε µία δραστηριότητα η εταιρία µπορεί να επενδύσει µόνο ποσά που είναι
πολλαπλάσια των 1000 ευρώ, δηλαδή 0, 1000, 2000, 3000, 4000 ή 5000
ευρώ. Γνωρίζει ότι η απόδοση Φi(yi) (σε χιλιάδες) από την δραστηριότητα i,
i = 1, 2, 3, όταν επενδύσει σ΄ αυτήν yi (χιλιάδες) ευρώ, δίνεται σύµφωνα µε τις
παρακάτω σχέσεις :

Φ1(y1) = 7y1 + 2, y1 = 1, 2, 3, 4, 5,

Φ2(y2) = 3y2 + 7, y2 = 1, 2, 3, 4, 5,

Φ3(y3) = 4y3 + 5, y3 = 1, 2, 3, 4, 5,

Φ1(0) = Φ2(0) = Φ3(0) = 0.

Ζητείται να ϐρεθεί η κατανοµή του διαθέσιµου ποσού που µεγιστοποιεί τη
συνολική απόδοση.

Ορίζουµε σαν ϐέλτιστη συνάρτηση την

fi(y) = {η µέγιστη απόδοση από τις δραστηριότητες i, i + 1, . . . , 3

όταν επενδύουµε σ΄ αυτές y χιλιάδες ευρώ }.

Για τον υπολογισµό των τιµών fi(y), i = 1, 2, ϑα χρησιµοποιήσουµε την
επαναληπτική σχέση:

fi(y) = max
yi

{Φi(yi) + fi+1(y − yi)}.
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Οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι

f3(y) = Φ3(y), y = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

΄Αρα

f3(0) = 0, f3(1) = 9, f3(2) = 13, f3(3) = 17, f3(4) = 21, f3(5) = 25.

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την επαναληπτική σχέση διαδοχικά για i = 2
και i = 1, για όλες τις δυνατές τιµές του y.

Για i = 2

f2(0) = Φ2(0) + f3(0) = 0 + 0 = 0

f2(1) = max{Φ2(0) + f3(1), Φ2(1) + f3(0)} = max{9, 10} = 10

f2(2) = max{Φ2(0) + f3(2), Φ2(1) + f3(1), Φ2(2) + f3(0)}
= max{13, 19, 13} = 19

f2(3) = max{Φ2(0) + f3(3), Φ2(1) + f3(2), Φ2(2) + f3(1), Φ2(3) + f3(0)}
= max{17, 23, 22, 16} = 23

f2(4) = max{Φ2(0) + f3(4), Φ2(1) + f3(3), Φ2(2) + f3(2), Φ2(3) + f3(1),

Φ2(4) + f3(0)}
= max{21, 27, 26, 25, 19} = 27

f2(5) = max{Φ2(0) + f3(5), Φ2(1) + f3(4), Φ2(2) + f3(3), Φ2(3) + f3(2),

Φ2(4) + f3(1), Φ2(0) + f3(0)}
= max{25, 31, 30, 29, 28, 22} = 31.

Για i = 1

f1(5) = max{Φ1(0) + f2(5), Φ1(1) + f2(4), Φ1(2) + f2(3), Φ1(3) + f2(2),

Φ1(4) + f2(1), Φ1(0) + f2(0)}
= max{31, 36, 39, 42, 40, 37} = 42.

Εποµένως η µέγιστη απόδοση που µπορεί να πετύχει η εταιρία είναι
42000 ευρώ. Η κατανοµή που επιτυγχάνει αυτή την απόδοση είναι η εξής :

- 1η δραστηριότητα επένδυση 3000 ευρώ,

- 2η δραστηριότητα επένδυση 1000 ευρώ,

- 3η δραστηριότητα επένδυση 1000 ευρώ.
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1.5 Το πρόβληµα του ϐέλτιστου ϕορτίου

Στην παράγραφο αυτή µελετάµε το πρόβληµα ϕόρτωσης ενός µέσου µετακίνη-
σης περιορισµένης χωρητικότητας µε το ϐέλτιστο τρόπο, δηλαδή µε το ϕορτίο
µέγιστης αξίας.

Το κλασικό πρόβληµα: Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα µέσο µεταφοράς µε
µέγιστη χωρητικότητα (ή µέγιστο ϐάρος ϕορτίου) W και ϑέλουµε να µεταφέρου-
µε n είδη αντικειµένων. Γνωρίζουµε ότι η αξία ενός κοµµατιού του είδους i,
i = 1, 2, . . . , n, είναι ui και το ϐάρος του wi. Ζητείται να προσδιοριστεί το
πλήθος των κοµµατιών που πρέπει να ϕορτώσουµε από κάθε είδος έτσι ώστε
η αξία του ϕορτίου που ϑα µεταφερθεί να είναι µέγιστη.

΄Εστω xi, i = 1, 2, . . . , n (ακέραιοι αριθµοί), τα κοµµάτια του είδους i που
ϑα πρέπει να ϕορτώσουµε. Τότε η αξία του i είδους είναι xiui και η συνολική
αξία του ϕορτίου

n∑
i=1

xiui.

Επίσης, το ϐάρος των κοµµατιών του i είδους είναι xiwi και το συνολικό
ϐάρος του ϕορτίου

n∑
i=1

xiwi.

Εποµένως το πρόβληµα µπορεί να γραφεί ως εξής :

max
x1,...,xn

n∑
i=1

xiui,

όταν
n∑

i=1

xiwi ≤ W, xi, i = 1, 2, . . . , n, ακέραιοι.

Για να λύσουµε το πρόβληµα αυτό µε την προς τα πίσω µέθοδο του
δυναµικού προγραµµατισµού, ορίζουµε σαν ϐέλτιστη συνάρτηση την

fi(w) = {η µέγιστη αξία των ειδών i, i + 1, . . . , n όταν έχουµε
διαθέσιµο ϐάρος ϕόρτωσης γι΄ αυτά w}.

΄Εστω ότι το διαθέσιµο ϐάρος ϕόρτωσης για τα είδη i, i + 1, . . . , n είναι
w, w = 0, 1, . . . ,W , και αποφασίζουµε να ϕορτώσουµε xi κοµµάτια από το
είδος i (αξία xiui). Προφανώς αφού το διαθέσιµο ϐάρος είναι w και το ϐάρος
κάθε κοµµατιού του είδους i είναι wi, το xi δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερο
από το ακέραιο µέρος του πηλίκου w/wi, δηλαδή xi = 0, 1, . . . , [w/wi] (συµ-
ϐολίζουµε µε [w/wi] το ακέραιο µέρος του πηλίκου w/wi). Στη συνέχεια για
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τα υπόλοιπα είδη i + 1, i + 2, . . . , n, το διαθέσιµο ϐάρος ϕόρτωσης ϑα είναι
w−wixi. ΄Ετσι, η τιµή της fi(w), w = 0, 1, . . . ,W , i = 1, 2, . . . , n− 1, µπορεί
να υπολογιστεί από τη σχέση

fi(w) = max
xi

{xiui + fi+1(w − wixi)}, xi = 0, 1, . . . , [w/wi].

Προφανώς για το είδος n είναι

fn(w) = xnun,

µε xn = [w/wn] και w = 0, 1, . . . ,W.

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο
του δυναµικού προγραµµατισµού χρησιµοποιούµε τα εξής :

Βέλτιστη συνάρτηση:

fi(w) = {η µέγιστη αξία των ειδών i, i + 1, . . . , n όταν έχουµε
διαθέσιµο ϐάρος ϕόρτωσης γι΄ αυτά w}.

Επαναληπτική σχέση:

fi(w) = max
xi

{xiui + fi+1(w − wixi)}, xi = 0, 1, . . . , [w/wi], w = 0, 1, . . . ,W.

Οριακές συνθήκες:

fn(w) = xnun, xn = [w/wn], w = 0, 1, . . . ,W.

Παράδειγµα 1.5.1. Μία αντιπροσωπία ηλεκτρικών ειδών ϑέλει να µεταφέρει
από την αποθήκη που διαθέτει σ΄ ένα κατάστηµα της, τριών ειδών εµπορεύµατα
τα 1,2 και 3. Το µέγιστο ϐάρος που µπορεί να µεταφέρει το αυτοκίνητο που
ϑα χρησιµοποιηθεί για την µεταφορά των εµπορευµάτων είναι W = 5 µονάδες
ϐάρους. Το ϐάρος wi και η αξία ui ανά είδος εµπορεύµατος δίνονται στον
παρακάτω πίνακα.

i wi ui

1 2 15
2 1 7
3 3 12

Να ϐρεθεί η στρατηγική ϕόρτωσης του αυτοκινήτου έτσι ώστε η αξία του ϕορτίου
που ϑα µεταφέρει να είναι µέγιστη.
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Ορίζουµε σαν ϐέλτιστη συνάρτηση την

fi(w) = {η µέγιστη αξία των ειδών i, i + 1, . . . , 3 όταν έχουµε
διαθέσιµο ϐάρος ϕόρτωσης γι΄ αυτά w}.

Για τον υπολογισµό των τιµών fi(w), i = 1, 2, ϑα χρησιµοποιήσουµε την
επαναληπτική σχέση:

fi(w) = max
xi

{xiui +fi+1(w−wixi)}, xi = 0, 1, . . . , [w/wi], w = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι

f3(w) = x3u3 = 12x3, x3 = [w/w3] = [w/3], w = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

΄Αρα

f3(0) = 12 · 0 = 0, f3(1) = 12 · 0 = 0, f3(2) = 12 · 0 = 0,

f3(3) = 12 · 1 = 12, f3(4) = 12 · 1 = 12, f3(5) = 12 · 1 = 12.

Από την επαναληπτική σχέση για i = 2 έχουµε

f2(w) = max
x2

{x2u2 + f3(w − w2x2)},

= max
x2

{7x2 + f3(w − x2)}, x2 = 0, 1, . . . , [w/w2] = 0, 1, . . . , w.

΄Ετσι

f2(0) = 7 · 0 + f3(0) = 0

f2(1) = max{7 · 0 + f3(1), 7 · 1 + f3(0)} = max{0, 7} = 7

f2(2) = max{7 · 0 + f3(2), 7 · 1 + f3(1), 7 · 2 + f3(0)}
= max{0, 7, 14} = 14

f2(3) = max{7 · 0 + f3(3), 7 · 1 + f3(2), 7 · 2 + f3(1), 7 · 3 + f3(0)}
= max{12, 7, 14, 21} = 21

f2(4) = max{7 · 0 + f3(4), 7 · 1 + f3(3), 7 · 2 + f3(2), 7 · 3 + f3(1),

7 · 4 + f3(0)}
= max{12, 19, 14, 21, 28} = 28

f2(5) = max{7 · 0 + f3(5), 7 · 1 + f3(4), 7 · 2 + f3(3), 7 · 3 + f3(2),

7 · 4 + f3(1), 7 · 5 + f3(0)}
= max{12, 19, 26, 21, 28, 35} = 35.
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Για i = 1 έχουµε

f1(w) = max
x1

{x1u1 + f2(w − w1x1)},

= max
x1

{15x1 + f2(w − 2x1)}, x1 = 0, 1, . . . , [w/w1] = 0, 1, . . . , [w/2].

Η λύση στο προβλήµατος δίνεται από την τιµή f1(5), αφού το διαθέσιµο
ϐάρος ϕόρτωσης για τα τρία είδη είναι 5 µονάδες ϐάρους. ΄Αρα

f1(5) = max{15 · 0 + f2(5), 15 · 1 + f2(3), 15 · 2 + f2(1)}
= max{35, 36, 37} = 37.

Εποµένως η µέγιστη αξία του ϕορτίου που µπορεί να µεταφερθεί µε το
αυτοκίνητο είναι 37. Η αξία αυτή επιτυγχάνεται αν

- από το εµπόρευµα 1 ϕορτώσουµε 2 κοµµάτια,

- από το εµπόρευµα 2 ϕορτώσουµε 1 κοµµάτια,

- από το εµπόρευµα 3 ϕορτώσουµε 0 κοµµάτια.
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