2 Fourierovi redovi

2.1 Uvod

U ovom poglavlju éemo proucavati trigonometrijski razvoj funkcije f(z) definirane na nekom in-
tervalu, kao na primjer —7 < x < 7. Trigonometrijski razvoj funkcije je suma oblika

ag + Z (ay cos kx + by sinkz) (2.1)
k=1

pri ¢emu ta suma moze biti kona¢na ili beskonacna. Zasto bismo uopée prikazivali funkciju na
takav nacin? U sljede¢im tockama dat ¢emo odgovor na to pitanje.

2.1.1 Povijest

Trigonometrijski razvoji funkcija prvi se put spominju pocetkom osamnaestog stoljec¢a kod titranja
i sliénih fizikalnih pojava, ali sve do pocetka devetnaestog stolje¢a nisu bili sistemati¢no proucavani.

Godine 1807. francuski fizicar i matematicar Joseph Fourier je tvrdio da se svaka funkcija na
ograni¢enom intervalu moze prikazati u obliku trigonometrijskog reda (2.1). Iako su redove sli¢nih
oblika promatrali i njegovi veliki prethodnici poput Bernoullija, D’Alemberta i Eulera, Fourierova
metoda je bila toliko napredna da je trebalo proéi jos petnaest godina dok ne bude priznata od
autoriteta njegovog doba, Laplacea, Poissona i Lagrangea. Oni su opravdano zamjerali Fourieru
nedostatak matematicke strogosti, jer su neke njegove tvrdnje bile pogresne.

Fourier je kona¢no 1822. godine objavio svoj rad pod naslovom Théorie Analytique de la
Chaleur (Analiticka teorija topline) u kojem analizira problem Sirenja topline, opisan parcijalnim
diferencijalnim jednadzbama i koristi svoj revolucionarni na¢in prikazivanja funkcija kako bi rijesio
taj problem.

Matematicku strogost Fourierovom radu dali su kasnije Dirichlet i Riemann.

2.1.2 Signalna analiza

Mnogo je prakti¢nih razloga zbog kojih funkciju prikazujemo u obliku trigonometrijske sume. Ako
je f(t) signal (na primjer, elektri¢ni napon kao funkcija vremena ili zvuk kojeg proizvodi neko
glazbalo), onda prikaz funkcije f u obliku trigonometrijske sume opisuje frekvencije pribrojnika
u toj sumi. Ovdje ¢emo nezavisnu varijablu oznacavati slovom ¢ (vrijeme) umjesto z. Sinusoida
sin kt ima temeljni period 27 /k i frekvenciju k, odnosno titra k puta na intervalu 0 < ¢ < 2x. Na
primjer, signal

2sint — 50sin 3t + 10sin 200¢

sadrzi pribrojnike s frekvencijama 1, 31200. S obzirom na veli¢ine koeficijenata koji se nalaze ispred
funkcije sinus, pribrojnik s frekvencijom 3 ima puno veéi utjecaj od preostalih dvaju pribrojnika.
Te pribrojnike ¢emo zvati harmonicima.
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2.1 Uvod

Jedna od glavnih zadaca signalne analize jest eliminacija visokofrekventnih zvukova. Jedan
pristup u rjesavanju tog problema sastoji se u prikazu funkcije f u obliku sume

f(t) =ao+ Z (ay cos kx + by, sin kx)
k=1

tako da visokofrekventni koeficijenti ay i by, za velike k, budu jednaki nuli.

Drugi vazan zadatak signalne analize je sazimanje podataka. Tu je cilj poslati signal s najma-
njim moguéim brojem podataka. Jedan pristup rjesavanja tog problema opet se sastoji od prikaza
signala u obliku trigonometrijske sume, te slanja samo onih koeficijenata ay i by koji su veéi od
zadane tolerancije. Manji koeficijenti imaju prakticki zanemariv utjecaj na funkciju, pa se mogu
odbaciti. U ovom poglavlju ¢emo pokazati da takvih velikih koeficijenata ay i by ima konacéno
mnogo, odnosno pokazat ¢emo da ti koeficijenti teze k nuli kada k ide u beskonac¢nost.

2.1.3 Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Trigonometrijske sume se takoder pojavljuju u parcijalnim diferencijalnim jednadzbama. Iako
parcijalne diferencijalne jednadzbe nisu tema ovog kolegija, napravit ¢emo mali odmak te istaknuti
jos jedan vrlo vazan primjer. Promotrimo jednadzbu Sirenja topline

up(z,t) = Ugg(z,t) t ,0<z<nm
u(z,0) = f(z) 0<z<m
u(0,t) = A u(m,t) = B.

Rjesenje u(z,t) ove diferencijalne jednadzbe je temperatura Stapa duljine 7 u to¢ki x te u trenutku
t. Pri tome je pocetna temperatura Stapa (¢ = 0) dana funkcijom f(z), a krajevi Stapa x = 0 i
x = 7 drze se redom na konstantnim temperaturama A i B. Rijesit ¢emo ovu parcijalnu diferen-
cijalnu jednadzbu u sluc¢aju kada je A = B = 0. Kao §to ¢emo vidjeti u nastavku, kljuénu ulogu u
rjesavanju te jednadzbe imat ¢e razvoj funkcije u trigonometrijski red.

Separacija varijabli. Da bismo rijesili jednadzbu Sirenja topline koristimo metodu separacije
varijabli, odnosno rjesenje trazimo u obliku

u(z,t) = X (z)T(t),

gdje je T'(t) funkcija vremena ¢t > 0 1 X (z) funkcija polozaja x, 0 < x < w. Uvrstimo li taj oblik
rjeSenja u jednadzbu u; = ug,, dobivamo jednadzbu
() _ X"(z)

X(z)T'(t) = X" (2)T(t), odnosno m = S OR

Lijeva strana dobivene diferencijalne jednadzbe ovisi samo o varijabli ¢, dok desna strana ovisi
samo o x. Kako su x i ¢t nezavisne varijable, zaklju¢ujemo da obje strane te jednadzbe moraju biti
konstantne. Drugim rijec¢ima,

T'(t) . X(x)

) ' X@ °

pri ¢emu je ¢ konstanta. Iz jednadzbe T' = ¢T slijedi da je T(t) = Ce®, za neku konstantu C.
Zbog fizikalnih razloga, konstanta ¢ mora biti negativna jer bi u protivnom funkeija |7'(¢)| odnosno
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FOURIEROVI REDOVI

temperatura |u(z,t)| tezila k beskonacnosti kada varijabla ¢ tezi u beskonacnost. Stoga piSemo
c=-X?<01iimamo T(t) = Ce Nt Diferencijalna jednadzba za funkciju X postaje

X"(x) + X () =0, 0<z<m, X(0)=X(m)=0.

Prisjetimo se, to je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima.
Pocetni uvjeti X(0) = X (w) = 0 slijede iz pretpostavke da je temperatura u(z,t) = X (z)7T(t)
jednaka nuli za z = 0 i x = 7. RjeSenje dobivene linearne diferencijalne jednadzbe je

X (x) = acos(Azx) + bsin(Az).

Kako je X(0) = 0 dobivamo da je a = 0, dok grani¢ni uvjet X (7) = 0 = bsin(A7) povlaci da
je A cijeli broj kojeg ¢emo oznaciti slovom k. Primijetimo da smo iskljucili slucaj b = 0 jer bi
u suprotnom funkcija X (pa prema tome i temperatura ) bila jednaka nuli. To bi imalo smisla
jedino u sluéaju kada bi pocetna temperatura Stapa, f(z), bila jednaka nuli.

Dakle, iz prethodnih razmatranja zaklju¢ujemo kako kod promatrane jednadzbe §irenja topline
parametar A mora biti cijeli broj k. Stoga, imamo da je Xj(x) = by sinkz 1 Ty (t) = e*kzt, pa je
za svaki cijeli k, funkcija

ug(z,t) = Xp(2)Ti(t) = bee %t sin kx

rjeSenje jednadzbe Sirenja topline uz pocetni uvjet w(0,t) = u(m,t) = 0. Jedini zahtjev koji nismo
iskoristili je poéetni uvjet u(z,0) = f(z), kojeg mozemo iskoristiti promatranjem sume rjeSenja wuy:

u(a,t) = > uk(w,t) (2.2)
k=1

= Zbk,e*k%sink:r. (2.3)
k=1

Uocimo kako je dobivena suma takoder rjeSenje jednadzbe u; = ug, koja zadovoljava pocetne
uvjete u(0,t) = u(m, t) = 0. Prema tome, iskoristimo li uvjet u(z,0) = f(z), relacija (2.3) poprima
oblik

o0
flz) = Z by, sin k. (2.4)
k=1
Relacijom (2.4) opisan je razvoj funkcije f(z) po sinus funkcijama. U iduéim toc¢kama nauéit ¢emo
kako se nalaze ti razvoji, odnosno dobit éemo eksplicitne formule za koeficijente by. Tako ¢emo,
uvrstavanjem koeficijenata by u relaciju (2.3) dobiti rjesenje jednadzbe Sirenja topline.
Iz prethodnih razmatranja zakljuéujemo kako su prikazi funkcija pomocu funkcija sinus i kosinus

vazni, ne samo s povijesnog stanovista, nego i zbog prakti¢nih problema koji se pojavljuju u
signalnoj analizi te kod parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

2.2 Racunanje Fourierovih redova
2.2.1 Interval 7w <z<nm

U ovoj tocki racunamo Fourierove koeficijente aj, i by u trigonometrijskom Fourierovom redu

f(z) =ao+ Z (ag coskx + by sinkzx) .
k=1

Trebat ¢emo sljededi rezultat o ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija.

24



2.2 Racunanje Fourierovih redova

Teorem 2.1. Vrijede sljedece relacije:

1 [T 1, n=k>1
= / cosnrcoskrdr=< 2, n=k=0 (2.5)
TJm 0, inace
1 ™ = >
f/ sinnasinkx de = { L, " vk =1 (2.6)
T ) 0, nace
1 (7 .
7/ cosnesinkzdx =0, n,k€Z. (2.7)
™ —T

Drugim rijecima, skup funkcija

(2.8)

{ cos2xr cosz 1 sinz sin2z }
MR ﬁ ) \/7?7\/%7 \/771_7 ﬁ 9

je ortonormirani skup u prostoru L?|—m, 7).

Dokaz: Dokazimo relaciju (2.5). Primjenom formule za pretvorbu umnoska kosinusa u zbroj imamo
da je

Iy 1 s
/ cosnx coskx dr = 3 / [cos(n + k)x + cos(n — k)z] dx.

—T —T

Desnu stranu prethodne jednakosti lagano integriramo. Ako je n # k imamo da je

= 0.

/ cosnz coskxr dxr = L Jsin(n + k)z + sin(n — k)
2 n+k n—~k

—Tr
—T

Ako jen =k > 1, onda je

us 1 ™
/ cos® nx dx = 3 / (1 + cos2nz)dx = .

—T —Tr

Konacno, ako je n = k = 0, relacija (2.5) poprima oblik

1 s
— / dx =2,
™ —T
sto je i trebalo dokazati.
Jednakost (2.6) dokazujemo na analogan nacin. Nadalje, relacija (2.7) slijedi iz ¢injenice da je
podintegralna funkcija neparna. (]

Iskoristimo sada dobivene relacije ortogonalnosti kako bismo izrac¢unali Fourierove koeficijente.
Krenimo od opcéenitog razvoja

flx) =ao+ Z (ay coskx + by sinkx) . (2.9)
k=1

Da bismo nasli koeficijent a,, pomnozimo obje strane relacije (2.9) funkcijom cosnz/7 i integri-
rajmo:

1 /" 1 /™
— f(sc)cosn;rd;r:f/
b

T J % -7

o0
ap + Z (ay cos kx + by sin kx) | cosnx dx.
k=1

25



FOURIEROVI REDOVI

Koristenjem relacija ortogonalnosti (2.5) i (2.7), iz prethodne relacije dobivamo da je

1 s
— f(x)cosnxde =a,, n>1.
™ —T

Slicno, mnoZzenjem relacije (2.9) sa sinnz, i integriranjem, dobivamo

1 s
= f@)sinnxdr =b,, n>1.
71'

—T

Na kraju, integriranjem obiju strana relacije (2.9) dobivamo i preostali koeficijent ag. Naime,
imamo

1 U 1 T
L f@de = -

o | o ag + Z (ak coskx + by sinkz) | dx,

k=1

—1T

pa kako je [* sinkxdx = [7_coskxdx =0, za svaki cijeli broj k, slijedi

1 (" 1 (7
o 77Tf(x)da:: o apdx = ag.

—T
Prethodna razmatranja sazimamo u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2. Ako je f(z) = ag+ Y o, (ay coskz + by sinkz) , onda je

1 e

ay = — f(x)dx (2.10)
2m ),
1 us

an = f(z) cosnx dz (2.11)
1 /" .

b, = — f(z)sinnzx dz. (2.12)
7r

—7
Koeficijenti a,, i b, zovu se Fourierovi koeficijenti funkcije f.

Napomena. Bit dokaza Teorema 2.2 jest ¢injenica da je skup funkcija (2.8) ortonormiran. Iz Teo-
rema 1.19 znamo da su Fourierovi koeficijenti a,, i b,, dobiveni odredivanjem ortogonalne projekcije
funkcije f na potprostore razapete funkcijama cosnz i sin na redom. Preciznije, ti koeficijenti su,
do na faktor 1/, L?—skalarni produkti funkcije f(z) s funkcijama cos nz i sinnz, §to i tvrdi Teo-
rem 1.19. Dakle, Teorem 2.2 je poseban slu¢aj Teorema 1.19 primijenjenog na ortonormirani skup
funkcija (2.8) u prostoru L2[—m, 7).

Vazno je uociti kako Teorem 2.2 daje Fourierove koeficijente uz pretpostavku da se funkcija
moze razviti u Fourierov red. U nastavku ¢emo se baviti pitanjem kada se funkcija moze razviti
u Fourierov red. Napomenimo jo§ kako iz Teorema 2.2 slijedi da su Fourierovi koeficijenti zadane
funkcije jedinstveni.

2.2.2 Opceniti intervali

Interval duljine 27. Kao §to smo vidjeli, Teorem 2.2 vrijedi za interval [—7, 7]. Pokazat ¢emo
da taj teorem takoder vrijedi za bilo koji interval duljine 27. Za takav zakljucak potrebna nam je
sljedeca lema.

Lema 2.3. Neka je F periodicna funkcija s temeljnim periodom 2w te neka je c¢ bilo koji realan
broj. Tada vrijedi

o Faydz = [ F@)de. (2.13)
—7+c -7
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

Dokaz: Uvedemo li supstituciju =t — 27 imamo da je
—m+c T+c T+c
/ Pa)dz = / Pt — 2m)dt = / Flt)dt,

zato jer je F periodi¢na funkcija s periodom 2.
Pretpostavimo da je ¢ > 0. Tada, koristenjem prethodne jednakosti imamo da je

/ " ) / " p@)de - / T ) d

—7+c - -7

/WJFC F(z)dx — /7:r+c F(z)dz

—T

_ /_ : F(2)dz.

U slucaju kada je ¢ < 0, dokaz leme provodi se na slican nacin. (]
Primijenimo i Lemu 2.3 na funkcije F(z) = f(z)cosnz i F(z) = f(z)sinnz, zakljutujemo da
formule (2.10), (2.11) i (2.12) iz Teorema 2.2, vrijede za bilo koji interval oblika [—7 + ¢, 7 + ¢].

Intervali bilo koje duljine. Funkcije takoder razvijamo u Fourierov red na bilo kojem simetri¢cnom
intervalu [—a,a] duljine 2a. U tom slucaju, Fourierov red se sastoji od trigonometrijskih funkcija
cos(nmz/a) i sin(nmx/a), ¢iji je temeljni period jednak 27—;1 Uocimo kako za a = 7 te funkcije
postaju cosnz i sinnz, tj. funkcije koje se pojavljuju u Fourierovom redu na intervalu [—m, 7], §to
smo promatrali u Teoremu 2.2.

Slicno kao i u Lemi 2.3, iskoristit ¢emo jednu integralnu jednakost kako bismo Fourierove
koeficijente na intervalu [—a,a] izracunali pomoéu Fourierovih koeficijenata na intervalu [—m, .

Preciznije, neka je F' funkcija definirana na intervalu [—m,7]. Tada, uz supstituciju z = tr/a,

vrijedi sljedeta jednakost:
1 /" 1 /¢ t
—/ F(z)dx = f/ F (W—> dt.
Zi - a)_, a

Sada, primjenom te jednakosti mozemo izvesti Fourierove koeficijente na intervalu [—a, a] pomoéu
Teorema 2.2.

Teorem 2.4. Ako je
> krx krx
= q —— b m ——
fl@)=ag+ E (ak coS o + by, sin , )

k=1
na intervalu [—a,al, onda je
S o
ap = —
0 2a J_,
1 [ t
an, = = (@) cos 7 gt
a J_q a
1 [ t
be = - [ f(t)sin 2 dt,
aj_, a
Primjer 2.5. Neka je
1, 0<x<1
flz)= { 0, inace.

Odredimo formalni Fourierov red funkcije f na intervalu [—2,2].
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FOURIEROVI REDOVI

Rjesenje: Koeficijente u Fourierovom razvoju ra¢unamo pomocéu Teorema 2.4, za a = 2. Imamo

redom ) L
1 1 1
=- tydt == [ 1dt =~
ao 4/72f() 4/0 T

12 t 1t t sin &F
an:f/ f(t)cosﬂdt:f/ cos gt =2
2/, 2 ;

tezan>1

2 2 nmw

nmw __

Otcito je a, = 0 ako je n paran broj. Ako je n neparan broj tj. n = 2k+ 1, onda je sin % (=1)k.
Dakle,

i, n=>0
a =10, n=2kk>1
k

Sli¢no, imamo

12 t e t 1
bn:i/ f(t)sin%rdt:f/ sinnldt:—(1—cosn—7r)7 n>1,
0

_9 2 2 nmw 2 -
odakle je
0, n=4k, k> 1
_ m, n=4k+1,k>0
n = m n=4k+2,k>0
m, n=4k+ 3,k > 0.

Dakle, Fourierov red funkcije f dan je izrazom

nww nmT
F = ( —— + by, si —) ,
() =ao + ;:1 i €08 — + by, sin 5

pri ¢emu su koeficijenti a,, i b,, dani gornjim formulama. ]

Fourierov red F'(x) u prethodnom primjeru je formalan jer ne znamo da li je on konvergentan ili
ne. Nadalje, ukoliko je taj red konvergentan, ne znamo da li on konvergira vrijednostima funkcije
f(z) na zadanom intervalu. Takvim pitanjima bavit ¢emo se u toc¢kama koje slijede.

2.2.3 Fourierov red parnih i neparnih funkcija

Parne i neparne funkcije.

Definicija 2.6. Funkcija f : R — R je parna ako je f(—z) = f(x) za svaki x € R. Funkcija f je
neparna ako je f(—x) = —f(x) za svaki z € R.

Prisjetimo se, graf parne funkcije je simetri¢an s obzirom na y—os. Kvadratna funkcija f(z) =
22, bilo koja parna potencija i funkcija f(z) = cosx su primjeri parnih funkcija. S druge strane,
graf neparne funkcije je centralno simetrican s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava. Na
primjer, kubna parabola f(x) = 3 (ili bilo koja neparna potencija) i funkcija f(x) = sinz su
neparne funkcije.

Iz definicije parnosti odnosno neparnosti, lagano dobivamo svojstva umnoska dviju funkcija s
obzirom na parnost:

parna - parna = parna
parna - neparna = neparna
neparna - neparna = parna.
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

Na primjer, ako je f parna funkcija, a ¢ neparna, onda je g(—z)f(—z) = —g(z)f(z), pa je fg
neparna funkcija.
Jos jedno vazno svojstvo parnih i neparnih funkcija sadrzano je u sljedecoj lemi.

Lema 2.7. Neka je a nenegativan realan broj.

a

o Ako je F parna funkcija, onda je /

—a

F(z)dx = 2/0u F(z)dz.

a

e Ako je F neparna funkcija, onda je / F(z)dx = 0.

—a

Dokaz ove tvrdnje lagano slijedi iz definicija parnosti i neparnosti funkcije te ga prepustamo
citatelju.

Ukoliko Fourierov red neke funkcije sadrzi samo kosinus funkcije, onda je ocito ta funkcija parna,
zato jer je kosinus parna funkcija. Sli¢no, ako Fourierov red funkcije sadrzi samo sinus funkcije,
onda je ta funkcija neparna, zato jer je sinus neparna funkcija. Obrat te tvrdnje je takoder istinit,
a sadrzan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.8. Neka je a nenegativan realan broj.

o Ako je f(x) parna funkcija, onda njezin Fourierov red na intervalu [—a, a] sadrzi samo kosinus
funkcije, odnosno
- kmz
f(z)=ao+ ) aycos—,
a
k=1

gdje je
1 [ 2 [ k
ap = 7/ fl@)dz i@ a = f/ f(z)cos T .
a Jo a Jo a

e Ako je f(x) neparna funkcija, onda njezin Fourierov red na intervalu [—a,a] sadrzi samo
sinus funkcije, odnosno

gdje je
2 [ k
b, = 7/ f(z)sin ﬂdl‘.
a fo a

Dokaz: Ovaj teorem slijedi iz Leme 2.7 i Teorema 2.2. Naime, ako je f parna funkcija, onda je
f(z) cos(nmwx/a) parna funkcija, pa je integral te funkcije na intervalu [—a, a] jednak dvostrukom
integralu funkcije na intervalu [0,a]. Nadalje, f(x)sin(nwz/a) je neparna funkcija, pa je njezin
integral na intervalu [—a, a] jednak nuli. Sliéno dokazujemo i tvrdnju za neparnu funkciju f. O

Parno i neparno prosirenje funkcije. Pretpostavimo da je funkcija f definirana na intervalu
[0,a]. Takvu funkciju mozemo razviti po kosinus funkcijama, odnosno po sinus funkcijama u
ovisnosti o tome promatramo li parno, odnosno neparno prosirenje funkcije f. Kako bismo funkciju
f razvili po kosinus funkcijama, promatramo njezino parno prosirenje
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Ocito, fp je parna funkcija, definirana na intervalu [—a,a]. Stoga se jedino kosinus funkcije po-
javljuju u njenom Fourierovom razvoju. Dakle,

> k
fp(z) =ap+ akcosigc7 —a<z<a, (2.14)
a
k=1

pri ¢emu su koeficijenti aj dani u Teoremu 2.8. Nadalje, kako je fp(x) = f(z) za 0 < z < q,
integralne formule u Teoremu 2.8 uklju¢uju samo funkciju f(z) (umjesto fp(x)), pa razvoj (2.14)
postaje

oo
kmx
f(z) :a0+zakCOST, 0<z<a,
k=1
pri ¢emu su Fourierovi koeficijenti dani relacijama

1 [ 2 (¢ k
ap = 7/ f(z)dz i ay = 7/ f(z) cos T .
a Jo a Jo a
Sliéno, da bismo funkciju f razvili po sinus funkcijama, promatramo njezino neparno prosirenje

_ [ f(=), 0<z<a
fN(x)—{ —f(-z), —a<x<O.

Neparna funkcija fy sadrzi samo sinus funkcije u Fourierovom razvoju. Nadalje, kako je fn(z) =
f(z) za 0 < z < a, dobivamo razvoj

oo

krx
— b sin —— < <
fx) E & Sin p 0<z<a,

k=1

pri ¢emu su koeficijenti by dani formulom
2 [ kmx
by = f/ f(z)sin —dz.
a Jo a
U nastavku ¢emo na konkretnim primjerima razjasniti ideje koje smo ovdje izlozili.

2.2.4 Primjeri

Neka je f funkcija te neka je F(x) njezin Fourierov red na intervalu [—m, 7]:

ag + Z (an cosnx + by, sinnx)

n=1

N
= ag-+ lim E (an cosnz + b, sinnz),
N—oo

n=1

pri ¢emu su a, i b, Fourierovi koeficijenti funkcije f. Kazemo da Fourierov red konvergira ako
prethodni limes postoji kada N tezi u beskona¢nost. Pomoéu Teorema 2.2 i 2.4 mozemo samo
rac¢unati Fourierov red zadane funkcije. Za sada jos nismo pokazali kada Fourierov red neke funkcije
konvergira, odnosno kojoj vrijednosti on konvergira u nekoj tocki. U tocki 2.3 pokazat ¢emo kako
uz poprili¢no blagu pretpostavku o diferencijabilnosti funkcije f vrijedi sljedece pravilo:

Neka je f periodiéna funkcija temeljnog perioda 2.
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

e Ako je f neprekinuta u tocki z, onda njezin Fourierov red F'(x) konvergira u tocki z te je

F(z) = f(x).

e Ako funkcija f ima prekid u tocki z, onda F(z) konvergira aritmetickoj sredini lijevog i
desnog limesa funkcije f u tocki x, odnosno

F) = (lim )+ Tin ()

Uocimo kako druga tvrdnja povlaci prvu, zato jer u sluc¢aju neprekinutosti funkcije f u tocki
x, lijevi i desni limes iznose f(z), pa je u tom slucaju F(x) = f(x).

Stroge iskaze i dokaze navedenih tvrdnji dat ¢éemo u tocki 2.3. Ovdje ¢emo promotriti nekoliko
primjera kako bismo uvjezbali razvoj funkcije u Fourierov red, te kako bi dobili uvid u brzinu
konvergencije Fourierovog reda.

Primjer 2.9. Razvijmo u Fourierov red funkciju f(x) = x, definiranu na intervalu —v < z < 7.

Rjesenje: Zadana funkcija je neparna pa su jedino koeficijenti uz sinus funkcije razlic¢iti od nule.
Stoga, primjenom formule za parcijalnu integraciju dobivamo

1 (7 2 [T
b, = 7/ msink:cdmzf/ xsin kx dx
0

L — m

2 " ™
= _ZTCOSRY ki + l / coskxdx
km 0 km Jo

2(—1)F*1
—

2 +2sinlcﬂcﬂ
= ——cos
g (SR e

Prema tome, Fourierov red funkcije f na intervalu [—m, 7] glasi

0 o 1)k+1
F(z) = Z % sin kz.
k=1

Zadana funkcija f(x) = x nije periodi¢na. Njezino periodi¢no prosirenje ]77 temeljnog perioda 2,
prikazano je na slici:
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FOURIEROVI REDOVI

Prema iskazanom pravilu, F(x) konvergira ka vrijednosti f(x) u tockama gdje je funkcija J? ne-
prekinuta. U tockama prekida funkcije f, tj. u totkama xp = (2k + 1), k € Z, F(x) konvergira
aritmetickoj sredini lijevog i desnog limesa funkcije ]? u tocki x. Sa slike lagano vidimo da je
F((2k+1)m) =0, za svaki k € Z. O

Da bismo vidjeli kojom brzinom parcijalne sume Fourierovog reda konvergiraju vrijednostima
funkcije f, skicirat ¢emo parcijalne sume

N
2(—1)F*!
Sn(z) = Z%sinkx,
k=1

za razlic¢ite vrijednosti N. Sljedeca slika prikazuje graf funkcije

10
2(—1)F*!
S1o(x) = Z % sin kzx,
k=1

zajedno s grafom funkcije f

L

LA A
VAV

g

-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 ] 10

Uocimo prvo kako toénost aproksimacije f(z) pomocu vrijednosti Sigp(x) postaje sve losija
kako se tocka x priblizava tocki prekida funkcije f Na primjer, u blizini tocke x = 7 graf funkcije
Si0(x) u vrlo kratkom intervalu poprimi sve vrijednosti izmedu y = 7 i y = —m, §to rezultira
sporom konvergencijom reda u blizini tocke x = 7.

Nadalje, promotrimo tocke grafa Fourierovog reda neposredno prije i neposredno poslije tocke
prekida funkcije f(z) (na primjer, u blizini tocke x = 7). Zanimljivo je da je ”visina” tog skupa
tocaka priblizno ista bez obzira koju parcijalnu sumu Fourierovog reda promatramo. Dakako,
7&irina” tog skupa toCaka se smanjuje kada poveéavamo broj ¢lanova u parcijalnoj sumi. Taj efekt
naziva se Gibbsov fenomen. Sljededa slika ilustrira Gibbsov fenomen za parcijalnu sumu Sso(x).
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

0

T A A
NV

-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

L]

26k

Primjer 2.10. Neka je f "nazubljeni val” prikazan donjom slikom:

T T T ™

™ ya

- n

-1k

=2

) z 0 2 4
Funkcija f je na intervalu 0 < z < w dana formulom

fo={ ., 450t

T—x, <z,

na intervaly —m < x < 0 se prosiruje do parne funkcije, a gornja slika predstavlja njezino periodicno
prosirenje temeljnog perioda 2mw. Razvijmo funkciju f uw Fourierov red.

Rjesenje: Kako je zadana funkcija parna, Forierov red sadrzi samo kosinus funkcije. Primjenom
Teorema 2.8 dobivamo Fourierove koeficijente a;, j > 0. Bez integriranja zakljucujemo da je

Nadalje, za k > 0 dobivamo

3

a; = f(x)cosjzdx

sy

2
.I‘COSj.Td.T“F*/ (m —x)cosjrdr
T

™

3 vl

sy
2

Ao o J

S~ c\wc\

mcosjmdm+2/

pusy
2

2 s
cosjmdmff/ x cos jx dx.
T )=

2
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FOURIEROVI REDOVI

Primjenom formule za parcijalnu integraciju, nakon sredivanja dobivamo da je

4cos —2cosjm—2
j2m

a; =

. j>0.

Nadalje, sredivanjem dobivamo da su koeficijenti a; razliciti od nule samo u slucaju kada je j =
4k 4 2. Tada je

2
Qaf+2 = _7(2k+ )2r
Prema tome, Fourierov red nazubljenog vala f glasi
T2 =
F(z) = =47 - z;) 2k: cos(4k +2)z.

|

Funkcija f iz Primjera 2.10 je neprekinuta i periodi¢na. Prema tome, Fourierov red nazubljenog

vala se u svakoj tocki & podudara s vrijednosti f(z), u skladu s pravilom istaknutim na pocetku ove

tocke. Nadalje, brzina konvergencije je u tom slu¢aju puno brza nego u Primjeru 2.9. Kako bismo

ilustrirali brzinu konvergencije, promotrimo zbroj prva dva ¢lana Fourierovog reda iz prethodnog
primjera, tj. nacrtajmo graf funkcije

T 2cos2x
SQ(J)) = Z — - .

- n
-1} 4

-2t

Zbroj samo dva ¢lana ovog Fourierovog reda daje mnogo bolju aproksimaciju za nazubljeni val
nego ¢ak 1000 ¢lanova Fourierovog reda iz Primjera 2.9, za funkciju koja ima prekide. Doista,
graf zbroja prvih 10 ¢lanova Fourierovog razvoja nazubljenog vala gotovo da se ne razlikuje od
pripadajuce funkcije, sto vidimo na donjoj slici.

-n x
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

Primjer 2.11. Razvijmo funkciju f(x) = sin3x + cos 4z u Fourierov red.

Rjesenje: Uocimo kako je ova funkcija veé¢ razvijena u Fourierov red, pa ne moramo racunati
koeficijente. Naime, zbog jedinstvenosti Fourierovog razvoja, odnosno Fourierovih koeficijenata,
zakljuc¢ujemo da je bs = 1, ag = 1 te su svi preostali koeficijenti jednaki nuli. Naravno, racunanjem
Fourierovih koeficijenata pomocéu izvedenih formula dobili bismo isti rezultat. O

2

Primjer 2.12. Razvijmo funkciju f(z) = sin®x u Fourierov red.

Rjesenje: U ovom primjeru funkcija f(z) = sin? z nije linearna kombinacija sinus i kosinus funkcija,
ali primjenom formule

. 9 1—cos2x

sin”z = ———,
direktno dobivamo Fourierov red. Ovdje je ag = %, as = —% te su svi preostali koeficijenti jednaki
nuli. O

Primjer 2.13. Razvijmo funkciju f(x) = 2? +1, 0 < x < 1, u Fourierov red po sinus funkcijama.

Rjesenje: Kako trazimo razvoj po sinus funkcijama, zadanu funkciju prvo trebamo prosiriti do
neparne funkcije

) = 2 +1, 0<z<1
MPI= =221, —-1<z<0.

Sada, primjenom Teorema 2.8 racunamo Fourierove koeficijente by, £ > 1. Imamo da je
1 1
b = 2/ f(z)sinkrz dr = 2/ (2% 4 1) sin krx da.
0 0

Uocimo kako formula fy za neparno prosirenje funkcije f nije potrebna za ra¢unanje koeficijenata
br. Nadalje, dvostrukom primjenom formule za parcijalnu integraciju, nakon sredivanja, dobivamo
da je

227 (= 1)k — 2(=1)% + 2 — k272
2 ey .

b = —

Prema tome, Fourierov red zadane funkcije je

sin k. (2.15)

2k (—1)F — 2(=1)F + 2 — K2x?
Flz)=-2) o
k=1

O
U Primjeru 2.13, funkciju f(z) = 22+ 1, 0 < x < 1, prvo smo progirili do neparne funkcije
fn definirane na intervalu —1 < x < 1, a zatim do periodi¢ne funkcije fN definirane na cijelom
skupu R. Uoc¢imo da funkcija fy ima prekide u svim cjelobrojnim totkama. Nadalje, aritmeticka
sredina lijevog i desnog limesa funkcije fy u tockama prekida jednaka je nuli. Stoga, Fourierov
red funkcije fy konvergira k nuli u svim cjelobrojnim tockama. S druge strane, iz formule (2.15)
takoder vidimo da je Fourierov red jednak nuli u svim cjelobrojnim tockama (sin k7w = 0), §to je u
skladu s prethodnim zaklju¢kom.
Sljedeée tri slike redom prikazuju grafove neparnog periodi¢kog prosirenja funkcije f(x) = x2+1,
pripadnog Fourierovog reda i parcijalne sume prvih 30 ¢lanova reda.
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NEPARNO PERIODICKO PROSIRENJE FUNKCLIE f(z) =22+ 1, z € [0,1]

T

AN

2 15 1 05 0 05 1 is 3

FOURIEROV RED FUNKCIJE f(z) = 2% +1, z € [0,1], PO SINUS FUNKCIJAMA

-2 T 0] 1 WO g

GRAF PARCIJALNE SUME PRVIH 30 CLANOVA FOURIEROVOG REDA
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

Primjer 2.14. Rijesimo jednadzbu Sirenja topline

u(z,t) = ugg(x,t) t>0, 0<z<m
u(z,0) = f(x) 0<z<mw
u(0,t) = 0 u(m,t) =0,

gdje je f(x) nazubljeni val definiran formulom

| = 0<z< 3
f(m)i{ m—xz, F<z<m

Rjesenje: U tocki 2.1.3 smo pokazali da je rjeSenje zadanog problema dano formulom
u(z,t) = Z bee %t sin ka. (2.16)
k=1
Uvrstimo 1i ¢ = 0 u (2.16), iz pocetnog uvjeta dobivamo da je
f(z) =u(z,0) = Z by, sin kx.
k=1

Dakle, koeficijenti by, moraju biti Fourierovi koeficijenti razvoja funkcije f(z) po sinus funkcijama,
koji su po Teoremu 2.8 dani formulom

bk:g/ F(t) sin kt dt.
T Jo

Sada, uvrStavanjem funkcije f u formulu za by, te primjenom formule za parcijalnu integraciju
dobivamo da je

Ak —=2j41,5>0.

{ 0, k=2jj>1
b, =
(2j+1)2m>

Konacno, uvrstavanjem dobivenih koeficijenata u relaciju (2.16), dobivamo rjesenje zadanog pro-
blema Sirenja topline:

4 (—1) . . —(2j+1)%t
'U/(.T7 t) = ; ]go W bln((2j + 1).7,‘)6 J .

O

Napomena: Ako u prethodnom problemu Sirenja topline Stap ima duljinu ¢ umjesto m, tj. ako je
0 < x < a, onda je rjeSenje takve parcijalne diferencijalne jednadzbe dano formulom

> 2 kmx
u(z,t) = Z bre ¥ tsin —
k=1

2.2.5 Kompleksni oblik Fourierovog reda

Cesto je zgodnije Fourierov red funkcije izraziti pomoéu kompleksnih eksponencijalnih funkcija
eint n € Z.
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Definicija 2.15. Neka jet € R. Kompleksna eksponencijalna funkcija definirana je izrazom
e’ = cost 41 sint,
gdje je i = /—1.
Ta je definicija motivirana Taylorovim razvojem funkcije e oko nule. Naime, uvrstimo li x = it

u Taylorov razvoj
2 3 4

v _ 1 T T x
e = +$+5+§+I+”',
dobivamo
it @ @) (i)
e =1+1it+ o1 + 30 + o +
Razdvajanjem realnog i imaginarnog dijela prethodnog razvoja dobivamo da je
" 2 ¢t AR
e’ = <1_E+I_.“> +z<t—g+a—--~) = cost + ¢sint,

gdje smo iskoristili poznate Taylorove razvoje funkcija sinus i kosinus oko nule.

Sljedeca lema opisuje racun s definiranom kompleksnom eksponencijalnom funkcijom. Dokazi
tih svojstava slijede iz Definicije 2.15 i nekih osnovnih trigonometrijskih identiteta, te ih prepustamo
citatelju.

Lema 2.16. Neka sut i s bilo koji realni brojevi. Tada je

o ilt+2m) _ it

it

o | =1

o cit =7

o citeis — ilt+s)

° e—bt = ¢i(t=s)
e'LS

d i - it
o — fe"l =ie”.
Sljede¢i teorem daje kompleksnu ortonormiranu bazu u prostoru L2[—, 7].

Teorem 2.17. Skup funkcija

je ortonormiran u prostoru L?[—m, ).

Dokaz: Pokazat ¢emo da je

1 int _imt _ 1 T int_imt J4 — ]-7 n=m
%<e ,e >L2*§ e"termidt = 0, n#m.

—T
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2.2 Racunanje Fourierovih redova

Naime, primjenom treceg, ¢etvrtog i Sestog svojstva iz prethodne leme imamo redom

™ ™
/ eznt eimtdt — / eznte—zmtdt
-7 -7

_ /.ﬂ- ei('nfm)tdt

. ™
ez(n—m)t

i(n —m)
= 0 za n#m.
Ako je m = n, onda je e™'e~ =1, pa je (e, ™) = 2m, ¢ime je dokaz zavrSen. O
Sada, kombiniranjem Teorema 1.19 i 2.17 dobivamo kompleksni oblik Fourierovog reda.

Teorem 2.18. Ako je f(t) =>.>° ___ «a,e™ na intervalu —w <t < m, onda je

n=—oo

1 (7 :
n == t)e "dt.
=g | f (t)e
Primjer 2.19. Odredimo kompleksni Fourierov red funkcije

1, 0<t<m
f(t)_{ -1, —w<t<O.

Rjesenje: Laganim rac¢unom imamo da je

1 [7 ;
oy = — f)e ™ at
2 J_
IR o0
= — eﬂ”tdtf—/ et
2 Jo 2 J_ .

i(1 — cosnm)

nmw
Dakle,

nm’

A n=2k+1,keZ
“n =9 o, n=2kkecZ,

pa je Fourierov red funkcije f jednak

oo

= 2i 1
aeint — _ 2 iR+t
2 m 2 2k +1
n=—oo k=—o0

Kompleksni Fourierov red takoder mozemo promatrati na intervalima bilo koje duljine.

einﬂ't/a
{T; ne Z}
a

je ortonormiran u prostoru L?[—a,a]. Nadalje, ako je f(t) = e onda je

n=-—oo v

Teorem 2.20. Skup funkcija

_ 1 /a f(t) —in‘rrt/adt
oy, = % ). e .
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Veza izmedu realnog i kompleksnog Fourierovog reda. Ako je f realna funkcija, onda se
realni oblik njezinog Fourierovog reda moze izvesti iz kompleksnog Fourierovog reda i obrnuto. Zbog
jednostavnosti promatramo interval —7 < t < m, iako sljede¢a razmatranja vrijede za intervale
bilo koje duljine. Razdvojimo, ponajprije, u kompleksnom Fourierovom redu pozitivne i negativne
¢lanove:

-1 o'}
FO)= > ane™ +ag+ Y ane™. (2.17)
n=-—oo n=1
Pri tome je
1 (7 .
an = o f(t)e ™mtat.

—T

Ako je f realna funkcija, onda je

1 (" ; 1 [ ,
Qp = oo fH)e™tdt = o) f(t)eintdt = a,.

—T

Prema tome, relacija (2.17) poprima oblik

f(t) =ap + <Z anemt> + (Z anemt> )
n=1 n=1
odnosno,
f(t) = a0 +2Re <Z anei”t> ; (2.18)

n=1

zato jer je z + %z = 2 Rez.
Pogledajmo sada kakva je veza izmedu kompleksnih koeficijenata «,, i realnih koeficijenata
G, bp, definiranih u Teoremu 2.2. Ocito je

1 ™
Qg = % . (t) dt = ag.
Nadalje, ako je n > 1, onda je
L " rweimtat = 2 |7 pt)(cosnt — isinnt) dt = >(an — iby)
oy = — e = — snt — isinn = —(an — iby).
2 J_, 2 J_, 2

Konaéno, iz jednakosti (2.18) dobivamo

ft) = ap+2Re (Z anemt>
n=1

= ap+Re (Z(an — iby)(cosnt + isin mf))

n=1

o0
= oo+ Z (an cosnt + by, sinnt)

n=1

Sto predstavlja realni oblik Fourierovog reda funkcije f. Naravno, izvedene operacije takoder
opisuju kako se iz realnog Fourierovog reda dobiva kompleksni oblik reda.
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