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ZDz1stAW SKUPIEN (Krakéw)
Prosty dowdd twierdzenia Cantora—Bernsteina

Motto (od S. Hartmana [8]):
Nie bedziemy gadaé niepotrzebnych rzeczy.
S. 1. Witkiewicz (Witkacy), Szewcy

Celem niniejszych uwag jest spopularyzowanie najbardziej moze elemen-
tarnego dowodu twierdzenia Cantora—Bernsteina, podajacego naturalny
i nietrywialny warunek konieczny i wystarczajacy réwnoliczno$ci dwoch
dowolnych zbioréw A, B.

1. Twierdzenie Cantora—Bernsteina orzeka, ze staba nieréwno$é < mie-
dzy mocami zbioréw jest relacja antysymetryczna. Oznacza to, ze dla do-
wolnych zbioréw A, B, jesli |A| < |B| oraz |B| < |4|, to |A| = |B|.

Tak sformulowane twierdzenie wydaje sie oczywiste i jest takie, ale tylko
w przypadku skoniczonych mocy |Al, | B]. Réwnowazne sformutowanie twier-
dzenia odwoluje si¢ do definicji réwnolicznosci (w terminach istnienia bijekeji
A — B).

Kazda funkcja utozsamiana jest ze swoim wykresem. Inaczej méwiac,
funkcja f jest zbiorem par (z, f(z)), czyli strzalek od = do f(x), gdzie x
przebiega dziedzine funkcji. Elementy z i f(z) nazywamy odpowiednio po-
czatkiem (beltem) i koncem (grotem) strzalki x — f(z). Obraz zbioru A
poprzez funkcje f oznaczamy symbolem f[A].

TWIERDZENIE CANTORA—BERNSTEINA. Jesli odwzorowania f: A — B
oraz g: B — A sq iniekcjami, to istnieje bijekcja h : A — B.

D ow6d. Zalézmy, ze zbiory A, B sa rozlaczne (mozna bowiem rozwa-
zaé roztaczne zbiory A x {0}, B x {{0}}). Zalézmy, ze f U g jest zbiorem
wszystkich strzatek miedzy elementami zbioru AU B. Méwimy, ze elementy
x iy sa polgczalne, jesli x = y lub istnieje ciag strzalek prowadzacych od
jednego elementu do drugiego. ,,Konstruujemy” bijekcje h. Podzielmy AU B
na trzy podzbiory: AU By sklada sie z wszystkich elementéw potaczalnych
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z A\ g|B|, Ap U B — polaczalnych z B\ f[A], za§ Ac U Bc — to pozo-
stala cze$é zbioru A U B. Oznaczenia sg takie, ze A = A4 U Ag U A oraz
B = B4 U Bp U Be. Rozwazane trzy podzbiory sa parami roztaczne, bo
kazdy element jest koficem co najwyzej jednej strzatki. Nadto f[A4] = Ba,
g Y[Ap] = Bp oraz g~ '[Ac] = Bc = f[Ac]. Dlatego bijekcja h moze byé

nastepujaca unia zaciesnien odwzorowan f i g~

h:f|(AAUAc)Ug_1|AB. ]

Konstrukcja w dowodzie ma oczywiscie charakter egzystencjalny.

Uwaga 1. Konstrukcje bijekcji h w powyzszym dowodzie mozna zmo-
dyfikowaé, jesli podzbiér A¢ # (). Mianowicie relacja ,,by¢ polaczalnym” jest
relacja réwnowaznosci na zbiorze A U B, poniewaz kazdy element jest po-
czatkiem dokltadnie jednej, konicem za$ co najwyzej jednej strzatki. Klasami
polgczalnych nazwijmy odpowiadajace klasy réwnowaznosci. Mozemy wiec
przyjaé, ze bijekcja h — to f na Ay, g~ ! na Ap oraz albo f albo g~! na
kazdym niepustym przecieciu podzbioru A z pojedynczymi klasami pota-
czalnych. Najprostsza modyfikacje bijekcji otrzymujemy przyjmujac

h = f|AA Ug_l\(AB UAc).

2. Impulsem do rozwazan jest najnowszy artykul Mioduszewskiego [17]
przedstawiajacy wersje dowodu w terminach iteracji i orbit odwzorowania
zbioru w siebie. Inny powdd, to interesujaca ksiazka [11], w ktérej to twier-
dzenie jest nazywane twierdzeniem Cantora—Schrodera—Bernsteina. Autorzy
tej ksiazki twierdza, ze 45% autoréw uzywa nazwy , Twierdzenie Cantora—
Bernsteina”, a drugie 45% — ,,Twierdzenie Schrodera—Bernsteina”. Nie ujaw-
niaja, co czyni 10% (ale sami do tej grupy naleza). Z kolei autorzy artykulu
[16] naleza do pierwszej z tych grup, ale uzasadniaja mozliwosé uzywania na-
zwy ,, I'wierdzenie Cantora—Dedekinda—Bernsteina”. Wszystkie cztery osoby
wymienione w tych nazwach, to matematycy niemieccy.

Sformulowania twierdzenia opublikowal Georg Cantor [3, 4] w latach
1883 1 1895, poprawny dowdd znalazt dziewietnastoletni wéwczas Felix Bern-
stein i przedstawil na seminarium Cantora w Halle wiosng r. 1897, po czym
dowéd ten opublikowal E. Borel w swojej ksiazce [2] w 1898 r. O historii tego
twierdzenia, o réznych jego dowodach i o poczatkach teorii mnogosci mozna
poczytaé¢ w artykule Manki i Wojciechowskiej [16], p. tez Cantor [5]. Dotych-
czas opublikowane dowody albo bywaja do$¢ skomplikowane albo sg wadliwe
lub wrecz bledne. Przyktadem btednego dowodu jest dowdd E. Schrodera
[19], opublikowany w 1898 r. Blad poprawiony jest przez Korselta [13]. Po-
prawne dowody w pierwszej dekadzie XX wieku opublikowali J. Kénig [15],
Peano [18] i Zermelo [21]. Dowody Bernsteina i Zermela przytoczone sa
w monografii Hausdorffa [9]. Swéj oryginalny dowdd przedstawil Dedekind
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jedynie w liScie do Cantora w sierpniu 1899 r., por. publikacje w [6] oraz [5,
str. 449]. W komentarzu Zermelo stwierdza, por. [5, str. 451], ze jego dowdd
jedynie nieistotnie rézni sie od Dedekindowego.

Mniej lub bardziej oryginalne wersje dowodéw mozna znalezé w pod-
recznikach teorii mnogoéci, topologii lub analizy. Wspodlcze$nie bywa tez,
ze dowdd jest pomijany nawet w podrecznikach dla studentéw matematyki
(jako ,stosunkowo trudny”, por. [20]).

3. W przytoczonym wyzej dowodzie mozna rozwazaé pare zbioréw D :=
(A U B, fUyg) i mozna ja nazwaé digrafem. Wtedy elementy zbioru AU B
nazywane sg wierzchotkami digrafu D. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek di-
grafu D jest poczatkiem jednej strzalki i koncem co najwyzej jednej strzalki.
Zatem digraf D jest rozlaczna unig swoich skltadowych spoéjnosci, z kté-
rych kazda jest $ciezka (nieprzedluzalna i nieskonczona) lub konturem (czyli
skoniczona Sciezka zamknieta). Wlasnie kazda klasa polaczalnych, zdefinio-
wana wyzej w Uwadze 1, jest zbiorem wierzchotkéw jednej sktadowej digrafu.
W szczegblnosci zbiory Ay U Ba i AgpU Bp sa pokryte przez sktadowe ma-
jace poczatki, przy czym poczatki te sa odpowiednio w A\ g[B] i B\ f[A].
Zbiér Ac U Be za$ jest pokryty przez sktadowe bedace konturami lub obu-
stronnie nieskonczonymi $ciezkami.

Autorowi wiadomo, ze od pewnego czasu popularyzowany jest grafowy
dow6d matematyka wegierskiego D. Koniga [14] wykorzystujacy nieskiero-
wane pokojarzenia, por. Hordk [10]. Warto zaznaczy¢, ze ksiazka [14] jest
chronologicznie pierwsza monografig teorii graféw, jej autor zas jest synem
autora pracy [15].

4. Szczegdlnie proste dowody twierdzenia Cantora—Bernsteina oparte sa
na porzadku poprzedzania (lub nastepowania) zdefiniowanym w rozlacznej
unii AU B, por. Kolmogorow i Fomin [12] oraz Halmos [7]. Dowéd w [12]
nie jest jednak poprawny, bo zastosowana definicja poprzedzania jest zbyt
restrykcyjna. Halmos (ktéry uzyl nazwy twierdzenie Schrodera—Bernsteina)
przedstawia dowdd na prawie strone bardzo zblizony do podanego wyzej
(ale dtuzszy). W szczegdlnosci rozwaza identyczne jak wyzej podziaty dwéch
danych zbioréw na trzy podzbiory. Poniewaz jednak nie definiuje explicite
réwnowaznosciowej relacji takiej jak potaczalnosé, wiec nie uzyskuje subtel-
niejszego opisu struktury wytworzonej przez dane odwzorowania f i g.

5. Réwniez Banach jest autorem wersji dowodu twierdzenia Cantora—
Bernsteina. Nastepujacy wynik, bedacy uogélnieniem idei Banacha, jest pro-
stym wnioskiem z rozwazan przytoczonych wyzej (a takze przez Halmosa).

TWIERDZENIE 1. Przy zalozeniach powyzszego twierdzenia Cantora—
Bernsteina kazdy ze zbioréow A i B moZna przedstawié jako unie

A:A1UA2UA3, B:BlLJBQUBg
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trzech rozlgcznych podzbioréw takich, ze f[A1] = Bi, g[Ba] = Ay oraz
flAs] = Bs i g[Bs] = As. Nadto podzbiory Ay, Ay oraz By, By sq nie-
puste, jesli niepuste sq oba podzbiory A\ g[B| i B\ f[A].

Mozliwie najmniejsze podzbiory A; i Ao, to odpowiednio A4 i Ag. O
WNIOSEK (Banach [1]). Oba zbiory A, B sq rozlgcznymi uniami
A=PUQ oraz B=P UQ
odpowiednio podzbioréw P, Q oraz P', Q' takich, ze f[P] = P i g[Q'] = Q.

D ow 6d. Mozna przyjaé, ze P i @ sa maksymalnymi zbiorami, na kté-
rych ustalona bijekcja h pokrywa sie odpowiednio z f i g~!. Wtedy P’ i Q’
s obrazami P i ) poprzez odpowiednio fi g~ '. O

Uwaga 2. Autor przedstawit dowdd na konferencji Seventh Workshop
GRAPHS ‘3 in 1’ w Krynicy 27 listopada 1998 roku, w dniu swoich urodzin
i w przeddzien imienin.
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