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I. Vektor fogalma, tulajdonsagai

Modszertani megjegyzés: Az 1. és 2. fejezet az eddig tanultak rendszerezett és kibdvitett atis-
métlése.

Bevezetoként kereshetiink olyan példakat, amelyeknél vektorokat hasznalunk!
Kiilonosen fontosak a fizikdban hasznalt vektormennyiségek: térkép, sebesség, elmozdulas,
gyorsulas, erd. Felmeriilhet az eltolas, de itt elsésorban azt hangstlyozzuk, hogy a vektorok
mennyiségeket irnak le, vagyis a vektormennyiségek szerepét! A modulnak célja az is, hogy
az ,iranyitott szakasz” korabban tanult idealizalt képét megvaltoztatva ¢l6bbé varazsolja a

vektorokat.
l Vektornak nevezzik az iranyitott szakaszt. I

Vegpont
[ Vektor jeldlése J
« B
AB
A betlvel kezd6- és
a,bc végponttal
Kezddpont A—B., P—Cj

A vektorokat irdsban aldhuzéssal (@), nyomtatasban megvastagitva (a) jeldljiik. A vektor

meghatarozasa utan attekintjiik a vektorok tulajdonsagait.

Vektor abszolitértéke y
A vektorok kezddpontjukkal és végpontjukkal kijeldlnek egy iranyt és
egy tavolsagot. A tavolsagot a vektor hosszanak vagy |a|

abszolutértékének nevezziik (jele |a|), €s mindig valamilyen hosszu- i [b]

—_—
-
=y

sdgegységhez viszonyitjuk.

Szamitsuk ki az dbran szerepld vektorok abszolutértékét!

Megoldas: |al 6
A koordinata-rendszer derékszogli négyzetracsa és a Pitagorasz-tétel segitségé-
vel végezziik a szamitast: 1

12- 6> =37, azaz| a|=+/37 = 6,] egység.

Hasonl6an szamitva | b |[=+/50 = 7,1 egység.
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Vektor allasa, iranya
Ha két vektor egyenese parhuzamos, akkor megegyezé allasinak mondjuk 6ket. Ezek az

egyallasu vektorok lehetnek azonos vagy ellentett iranydak, iranyitastak.

Vektorok egyenlésége

l Két vektor egyenld, ha hosszuk és iranyuk megegyezik. l

A vektorok egyenldsége és azonossaga kiillonb6z6 fogalmak. Két vektor azonos, ha kezdo-

pontjaik és végpontjaik paronként megegyeznek, jelolés: a = b. Egy adott vektorral azonos
vektor a sikon vagy a térben ugyanott helyezkedik el. Ezzel szemben egy adott vektorral
egyenld vektort a sik vagy tér barmely pontjabodl felmérhetiink, igy egy adott vektorral egyen-
16 vektorbol végtelen sok van.

Az 4bra jeldléseivel: // B
d
b

a=b —— 4
- b=AB g
AB=a

Egységvektor (e): egységnyi hosszisagu vektor.

Nullvektor (0): 0 hosszsagu vektor. Definicidja: olyan vektor, amelynek megegyezik a kez-

dépontja és a végpontja. Iranyat tetszélegesnek tekintjiik.

v

Az a vektor ellentettjének nevezziik azt a vektort, amelyik vele egyenld a

abszolutértéki, egyezd allasu, de vele ellentétes iranyu. Jeldlése: — a .

Feladatok

— 1. Keress egyenld, ellentett ¢s azonos vektorokat a kockéan és a szabalyos hatszogon!
A B

H G

d
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— 2. Keress egyenld, egyenl6 hosszlisagu, illetve ellentett vektorokat az dbran!

f -




14. modul: VEKTOROK 9

Il. Vektormiiveletek
Vektorok osszeadasa

Toljuk el az ABC haromszoget elobb az a, majd a b vektorral!

a+b

A két eltolas egymasutanjat helyettesithetjiik egyetlen eltolassal is. Ennek vektorat a két vek-

tor 0sszegének nevezziik.

a + b

[

Két vektor 0sszegét kétféle modszer szerint szerkeszthetjiik meg:
a) haromszog-modszer: az a végpontjabol mérjiik fel a b vektort; ekkor az a + b vektor az
a kezdOpontjabol a b végpontjdba mutat.
b) paralelogramma-modszer: az a és b vektorokat k6zos kezddpontbol mérjiik fel, kiegé-
szitjiik paralelogrammava; ekkor az a + b vektor a paralelogramma k6z6s kezd6pont-

bdl kiindulo atld vektora.
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Paralelogramma-maodszer Héaromszog-modszer

Tobb vektor 0sszeadasakor hasznalhatd a lancszabaly:

Egy a vektor és a nullvektor 6sszege az a vektorral egyenld:

a+b+c+d
a+0=a.

Modszertani megjegyzés: A kovetkez0 mintapélda megoldasat csoportmunkaban javasoljuk,
természetesen a tanulok nem nézhetik a tanuldk konyvét. Célszeri felidézni a szdmok
Osszeadasanak kommutativ és asszociativ tulajdonsagat! A szerkesztések utdn megbeszéljiik a
miuveleti tulajdonsagokat. Ezekre els6sorban a feladatok miatt van sziikség, bizonyitasuk nem
a kozépszintli érettségi anyaga.

Masold at a fiizetedbe az a, a b és a ¢ vektort, és szerkeszd z

meg az alabbi vektorokat: b
a)a+b; b) b + a; c)a+b+c;
——
d)a+(b+c); e)(a+tb)+c! ¢
Megoldas:

a)
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Tapasztalat: a vektorok 0sszeadasa
kommutativ: a+b=Db +a, és

asszociativ: a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c) mivelet.

A vektorok 0sszeadasat hasznaljuk példaul vektor 6sszetevokre bontasakor a fizikaban. A
szankot huzé személy a kotélen keresztiil F erdt gyakorol a szankora. Ennek az erének a viz-
szintes komponense (Fy) a gyorsitasra forditodik, fiiggbleges komponense (Fy) a test talajra

haté nyomoerejét csokkenti. F felbonthato erre a két komponensre!

J .

Vektorok kivonasa

L ]
Frankfurt

Parizs

Budapest

Laci Parizsbol Budapestre repiil, Berlin érintésével. Utjanak vektorait bejeldltiik. Felirhatjuk,

hogy a =b + c. Ha a ¢ vektort akarjuk kifejezni a és b segitségével, vagyis az Osszeg és az
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egyik 0sszeadando6 segitségével irjuk fel a masik 6sszeadandot, akkor a két vektor kiilonbsé-

gét képezziik: e =a —b.

Az a — b vektort Ggy is megszerkeszthetjiik, hogy az a vektorhoz hozzaadjuk b ellentett vek-
torat (—b vektort).

Az a és b vektorok kildnbségét ugy képezzik, hogy kdzds kezdépontbdl mérjuk fel
Oket. A végpontjaikat 6sszekotd, a végpontja felé mutatd vektor az a — b vektor.

A vektorok kivonasara nem teljesiil sem a kommutativitds, sem az asszociativitas.

Vektor szorzasa szammal

Az abrén az a, b és ¢ vektorok kozott osszefiiggések allapithatok b
meg. Az ellenetett vektor definicigjanal lattuk, hogy b = —a. [ / A
¢ ¢és b vektorok kozott a szammal vald szorzas teremt kapcsolatot:
¢ vektor két b Gsszeadasaval keletkezett, igy is irhatjuk: ¢ = 2b.
Az ellentett vektor helyett szorzassal a b = —1-a Gsszefiiggést is

felirhatjuk. igy tehat ¢ = 2-(~1-a) =—2-a

Tovabbi példak vektorok szorzéasara:

L a »
2a
— — vagy —a } >
2 9 2
a 1 -2a
— _5 vagy -Ea < |

Modszertani megjegyzés:
Erdemes megbeszélni a tanuldkkal, hogy milyen 6sszefliggés van az a vektor és a fenti vekto-
rok szorzotényezdje, illetve hossza kozott?
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Az a vektor k-szorosa (k R, vagyis k egy valés szam) az a vektor, amely-
nek hossza |k|-|a|, iranya pedig k>0 esetén a iranyaval megegyezd, k<0

esetén a iranyaval ellentétes. k=0 esetén nullvektort kapunk.

Ha 0-val szorzunk egy vektort, nullvektort kapunk. 1-nél nagyobb abszolutértékii szammal
megszorozva a vektor hossza ndvekszik (nyuajtas), 0 és 1 kozé esd abszolutértékli szammal
megszorozva csokken (6sszenyomas).

A csupan szorzotényezdjiikben kiilonb6z6 vektorokat egynemiieknek tekintjiik, igy azok 6sz-

szevonhatok: a+2a=3a.

Feladatok

= 3. Mi az Osszefliggés a — b és b — a kozott?

Megoldas: Egymas ellentett vektorai: a— b =— (b — a).

T 4. Adj meg harom vektort, és rajzold fela—b —¢, (a—b ) — ¢ és a — (b — ¢) vektorokat!
Segitségiikkel igazold, hogy a vektorok kivonasara nem teljesiil az asszociativitas (fel-

cseré¢lhetdség)!

— 5. Vegyél fel egy tetszdleges a vektort, és szerkeszd meg a kovetkezd vektorokat!

a)a + 2a; b) a —2a; c) —la—a; d) —la—éa;
2 2 2
a 1 1 1
e) ——+a; a——a; -a+aj h) —| —a+—a |
) 3 f) 5 g) )2( 5 )

— 6. Adott az abra szerint az a, b és ¢ vektor. Szerkeszd meg a kdvetkezo vektorokat!

a)a+ 2b; b) a— 2b; o Do 2¢. /
3 : =

b-c¢ 2a- b- 2¢

. 1 h.
d) a— S e) 2(a+b) b; f) 5 \
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— 7. Add meg a vektormiiveletek eredményét (6sszevonas utan):

a) 2a~b—a+b ; b) a+2b—3-(3—R ;
2 J
2 1 1 )
c)a+2b—=a+—(a-b); d) 2-|2a+—(a—-b)-2b |;
3 3 2 J
36,2 4
Megoldas: a) 4b- a; b) 7b- a; c) ga+lb; d) 5a- 5b; e) éa%—ib.
2 3 6 6 12
— 8. Adott egy szabalyos hatszog egy csucsabdl kiindul6 a és b F E
vektor. Ird fel ezek segitségével a kovetkez6 vektorokat: a
a)E; b)TD; c)ﬁf; d)ﬁ; 2 G <
_. . S b
e) CE; f) BD; g) DF.
B C

Megoldas: aya+b; b)2(a+b); c)2a; d)b—a; e)a—b; f)2a+b; g)-2b-—a.

= 9. A paralelogramma oldalvektorainak (a és b )

segitségével ird fel a kovetkez6 vektorokat, ha B Y G

a= AD.b= AB. -’

a) AH b) AG ¢) EB d) BH

Melyik vektort adja meg:

e)—a—b; f)—a—lb' )—la—b‘7
) 2 ) g 2 .

Megola’ds:a)a+g; b)b+%; c)b—%; d)a—%; e) CA; HHA; g) GA .

= 10. Adott egy két négyzetbdl allo téglalap, és egy

csticsabol kiinduld a = AF és b= AB vektor. ird fel az a és . 1

a b segitségével a kdvetkezd vektorokat (G — M:

felezOpontok):
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a)E; b)ﬁ; C)E;
d) JL; e) IF ; f) HK ; o) CK ; h) HJ .
, a a 3 a-3b
Megoldas: a) a + 2b; b)5+b; c)5+2b; d)a+b; e)a—Eb; f) 5 ;
3 a 3
a—>b: h)——=——2b.
& 2 ) 2 2

T 11. Az a és a b vektorok 3 egység hosszaak, egymassal 60°-0s szoget zarnak be. Mekkora

az a + b vektor hossza?

Megoldas: 3 - V3.

T 12. Az a és a b vektorok 5 egység hosszuak, egymassal 90°-os szoget zarnak be. Mekkora

az a + b vektor hossza?

Megoldas: 5 - V2.

i) 13. Egy testre hato erdk ereddjét gy szerkesztjiik meg, hogy a sulypontjaba mérjiik fel a

testre hatd Osszes er6t, majd ott 0sszeadjuk az erdvektorokat. Szerkeszd meg a testekre

hato ered6 erot!

a) b)
Szankora hato erok
Kotélero (Fy)
Alatamasztasi
Salv (G ero(l) .
uly (G) ‘qj Huzoerd (1)
Ingara hat6 erdk Strlodasi erd (1) Sily (G)
c¢) Gerendara haté er6k  Alatimasztasi
T . erod (F.)
lSL’lIy (G)

Megoldas:
Az erévektorokat vektoridlisan 6sszegezni kell a testek sulypontjaban (az a pont, ahon-

nan a suly erévektora kiindul).
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A testek mozgéasanak vizsgalatakor (dinamikai és kinematikai feladatokban) a kovetkezd
modellt haszndljuk: a testet a tomegkozéppontjaval helyettesitjiik, és vizsgaljuk az
erre hat6 erdk ereddjét. A tdomegpontok nyugalomban vannak, vagyis a ra hat6 erék >
ereddje zérus (Newton I. torvénye miatt; dsszeglik nullvektor). Szerkeszd meg a
kovetkez0 testre hatd hidnyzo erét!
Megoldas:

Megszerkesztjlik a piros és a kék erd 0sszegét (lila vektor), és a ‘>

megoldast ennek az ellentett vektora adja (zold). i

Feladatok

=7 14. Szerkeszd meg a kovetkezd, nyugalomban levd testekre hatd hidnyzo erét!

TS

15. A méhecskék koordinata-rendszerében i €s j vektorok segitsegével j

JaN

allitsuk el6 a kovetkezd vektorokat! Segitségképpen hatarozd meg

a hatszog atldinak és oldalainak vektorait!

Példéul BD vektor BD=3 - () + 2 - (- (i+])) = -5j — i .

a)A—(f; b)af; c)I—?; d)A—G; e)F_(f; f)ITZ.
E
D, ol
C
B F»
i
( :
J
A :
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Megoldas:
a) AC=5i—-2j; b)CE=7i+4j; c¢) HI=3(—j): d) AG=8i+9j;

e) FC=-5i—7j; f) IE=—6i-7j.

7 16. Az oszlopdiagramokon azokat a 1épéseket latod, amelyeket egymas utan meg kell
tenned a koordinata-rendszerben i €s j vektorokkal (piros: i, zold: j; i az x irany
egységvektor, j az y irdnyu egységvektor). Indulj ki az origdbdl, és mérd fel a

megfeleld 1épéseket! A végén add meg annak a pontnak a koordinatait, ahova érkeztél!

Példa:
A A diagram szerint i-vel 3 1épés
3 jobbra (3i), j-vel 2 1épés le (-2 j)
2 stb. A végén megérkeziink a (6; 0)
1 pontba.
0 1épések y4
1%
-1 i
_2 | i 1 (6:0) *

b)

1épések

T 17. Allitsd el6 az i, j és k (az 4 cstcsbol az élfelezd pontokba
mutato) vektorokkal az 4 csucsbol a kocka két
lapatldjanak negyedeld pontjaiba mutatd vektorokat!

Megoldds: példaul i-4j- 3k J ‘ k

i) 18. O-bdl az 4 pontba az a helyvektor, B pontbaa b

helyvektor mutat. Eléallitjuk az O-bol az AB szakaszt 2 : 3 aranyban o0szté C pontba

mutatd ¢ helyvektort:
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b-a 5a-2(b-a) 3a-2b
5 5

c:a+A—C:a+2-

5 /

Hasonl6 mddon allitsd eld (ird fel) az a és b vektorok segitségével az AB-t a megadott

aranyban o0szt6 pontokba mutaté helyvektorokat (készits abrakat is):

a) 1:1 (felezépont); b) 1 : 2 (4-hoz kbzelebbi harmadol6 pont);
c)2:1; d)3:2; e)l:3;
f)4:5; g2)2:7,; h) 3 :4.
Megoldas:
a-b 2a- b a-2b 2a- 3b 3a- b Sa- 4b
a ; ;o C ; d ;e 5 ;
) 5 ) 3 ) 3 ) s ) 2 f) 5
T7a- 2b 4a- 3b
; h .
8 — ) —

19. Igazold, hogy tetszdéleges négyszog kozépvonalanak

, , , a-
vektorara felirhato a k =

Osszefiiggés.

Megoldas:
Segédvektorokat vesziink fel, és segitségiikkel
kifejezziik k-t: k =d + a + ¢, valamint
k=—-d +b-c.Ezeket 0sszeadva c és d kiesik, és

marad 2k = a + b, ahonnan kovetkezik az alltas.

Modszertani megjegyzés: Diagnosztikahoz javasolt feladattipusok:
négyzetracsos lapon adott a és b vektorral vektormiiveletek abrazolésa;
szabalyos oktaé¢derben vagy szabalyos sikidomban (nyolcszdgben) egyenld és ellentett
vektorok keresése, két adott vektorral oldalvektorok feliratasa;
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vektoralgebrai szamitasok (6sszevondsok) utan egyenld vektorok keresése (pl. 6
kifejezésbdl melyik adja ugyanazt a végeredményt).

Amennyiben marad id6, a modult zarhatjuk Activity jatékkal, amelyben a tanult fogalmak
valamelyikét korilirjak, lerajzoljak vagy elmutogatjak a tanulok, és a csoporttarsaiknek adott
1d6 alatt kell a feladvanyt kitalalni. A tanar eldkésziti a fogalmakat, valamint a ,kdriilir”,
»elmutogat”, ,rajzol” feliratokat tartalmazo papircédulakat, amelybdl egyet-egyet huz, akit a
csapat kijelol. Egy masik csapatban vélssznak egy didkot, aki méri az id6t.
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Kislexikon

Vektor: irdnyitott szakasz, vagy az azzal jellemezheté mennyiség.

Vektor abszolutértéke (|al): a vektor hossza.

Két vektor egyenld, ha hosszuk ¢és iranyuk megegyezik.

Egységvektor (e): egységnyi hosszisagu vektor.

Nullvektor (0): 0 hosszsagu vektor. Definicidja: olyan vektor, amelynek megegyezik a kez-

dépontja és a végpontja. Iranya tetszdleges.

Vektor ellentettje: az a vektor, amelyik az adott vektorral egyenld abszolutértékii, egyezd

allasu, de vele ellentétes iranyu.

Két vektor dsszegét kétféle modszer szerint szerkeszthetjiik meg:
a) haromszog-mdédszer: az a végpontjabol mérjiik fel a b vektort; ekkor a + b az a kez-
dépontjabol a b végpontjaba mutat;
b) paralelogramma-modszer: az a és a b vektorokat k6zos kezddpontbol mérjiik fel, ki-
egészitjlik paralelogrammava. a + b a paralelogramma k6z6s kezdépontbdl kiindulo
atlo vektora.

A vektorok 0sszeadasa kommutativ és asszociativ mivelet.

a és b vektorok kiilonbségét ugy képezziik, hogy k6zos kezddpontbol mérjiik fel oket. A
végpontjaikat 6sszekotd, a végpontja felé mutatd vektor az a — b vektor.

A vektorok kivonasa nem kommutativ és nem asszociativ mivelet.

v vektor k-szorosa (k R, vagyis k egy valos szam) az a vektor, amelynek hossza [k]-|v]|, ira-
nya pedig k£ > 0 esetén v iranyaval megegyez0, k < 0 esetén v iranyaval ellentétes. k = 0 esetén

nullvektort kapunk.



