
Álgebra I - Curso 2005/06 - Grupos M1 y M2

Tema 1: NOCIONES BÁSICAS Y
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

por Mario López Gómez

1. El lenguaje de la teoŕıa de conjuntos.

1.1. Definiciones básicas.

Un conjunto es una colección de objetos, que se denominan elementos del conjunto.

Los elementos de un conjunto siempre son distintos dos a dos, y no se presupone ningún orden
entre ellos.

Se llama conjunto vaćıo y se denota por ∅ el conjunto que no tiene ningún elemento.

Un conjunto se dice finito si contiene un número finito de elementos, que en ese caso po-
drán numerarse y, por tanto, todo conjunto E finito y no vaćıo puede expresarse como E =
{a1, a2, · · · , an}, siendo n (entero positivo) el número de sus elementos.

En el caso anterior, diremos que E tiene cardinal n, y lo denotaremos por Card (E) = n.

Un conjunto se dice infinito si tiene infinitos elementos.

1.2. Relaciones de pertenencia e inclusión.

Relación de pertenencia: Si E es un conjunto y a es un elemento del mismo, se denota por
a ∈ E (“a pertenece a E”). En caso contrario, escribimos a /∈ E.

Relación de inclusión: Sean E y F dos conjuntos, se dice que E está contenido en F (y se
denota por E ⊂ F ) si todo elemento de E pertenece a F. También se puede escribir F ⊃ E
(“F contiene a E”).

Si E ⊂ F , también se dice que E es un subconjunto de F .

Cualquiera que sea el conjunto E, se tiene que ∅ ⊂ E.

Igualdad de conjuntos. Dos conjuntos E y F son iguales (E = F ) si y sólo si E ⊂ F y
F ⊂ E.

Aśı pues, E 6= F significa que existe algún elemento de E que no pertenece a F o algún elemento
de F que no pertenece a E.
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1.3. Los cuantificadores.

Cuantificador universal: Se denota por el śımbolo ∀ (para todo). Sea P una proposición
que depende de los elementos a del conjunto E. Si la proposición es verdadera para todos los
elementos del conjunto, escribiremos

∀a ∈ E , P(a).

Por ejemplo, ∀a ∈ Z, a ∈ Q; es decir, todo número entero es racional.

Cuantificador existencial: Se denota por el śımbolo ∃ (existe). Sea P una proposición que
depende de los elementos a del conjunto E. Si la proposición es verdadera para algún elemento
del conjunto, escribiremos

∃a ∈ E , P(a).

Por ejemplo, ∃a ∈ Q, a ∈ N; es decir, existe un número racional que es natural.

Cuando existe un único elemento puede escribirse ∃!a ∈ E.

Denotaremos por ¬P la negación de la proposición P (es decir, la proposición que se cumple
únicamente cuando no se cumple P , y viceversa.

Negación de proposiciones con cuantificadores: se comprueba fácilmente que:

• ¬(∀a ∈ E, P(a)) si y sólo si ∃a ∈ E, ¬P(a)

• ¬(∃a ∈ E, P(a)) si y sólo si ∀a ∈ E, ¬P(a)

Como ejemplo de la utilización de los cuantificadores anteriores, puede expresarse la relación
de inclusión de la forma siguiente:

E ⊂ F si y sólo si ∀a ∈ E, a ∈ F

La negación de dicha inclusión se expresa:

¬(E ⊂ F ) si y sólo si ∃a ∈ E, a /∈ F

1.4. Inclusión y lógica formal.

Si una proposición P2 se cumple siempre que se cumpla otra cierta proposición P1, escribiremos

P1 ⇒ P2

y diremos que “P1 implica P2”, o bien que P1 es una condición suficiente para P2, o bien
que P2 es una condición necesaria para P1.

Si P1 ⇒ P2 y P2 ⇒ P1, escribiremos
P1 ⇔ P2

(léase “P1 si y sólo si P2”) y diremos que P1 y P2 son proposiciones equivalentes.

La proposición P2 ⇒ P1 se llama la rećıproca de P1 ⇒ P2

Si E es el conjunto de los elementos que satisfacen una proposición P1, y F es el conjunto de
los elementos que satisfacen otra proposición P2, entonces

(P1 ⇒ P2) ⇔ E ⊂ F.
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1.5. Conjuntos de conjuntos. El conjunto de las partes de un con-
junto.

Los elementos de un conjunto pueden ser, a su vez, conjuntos. Los conjuntos de conjuntos
suelen ser llamados familias.

Dado un conjunto E, se define el conjunto de las partes de E, que se denota por P(E),
como el conjunto de todos los subconjuntos de E, es decir,

P(E) := {A : A ⊂ E}.

Ejemplo: si E es un conjunto de tres elementos, E = {a, b, c},

P(E) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.

Si Card (E) = n, entonces Card (P(E)) = 2n.

1.6. Unión e intersección de conjuntos.

Sea C familia no vaćıa de conjuntos; se define la unión de los conjuntos pertenecientes a C
como:

⋃
A∈C

A := {a ∈ A : A ∈ C}.

La unión de dos conjuntos E y F se escribe simplemente E ∪ F . Igualmente,

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An

denota la unión de una familia finita {A1, A2, . . . , An}.

Obsérvese que, para cualquier conjunto A, se tiene que A ∪∅ = A.

Si C es una familia no vaćıa de conjuntos, se define la intersección de los conjuntos de como⋂
A∈C

A := {a : ∀A ∈ C, a ∈ A}.

La intersección de dos conjuntos E y F se escribe simplemente E ∩ F ; asimismo,

A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An

denota la intersección de una familia finita {A1, A2, . . . , An}.

Obsérvese que, para cualquier conjunto A, se tiene que A ∩∅ = ∅.

Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos (entre śı) si A ∩B = ∅.

Propiedades: (En todo lo que sigue, A, B, C son conjuntos).

• A∩B ⊂ A ⊂ A∪B. (Igualmente para B). También es válida para uniones e intersecciones
infinitas.
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• A ⊂ B ⇔ A ∪B = B ⇔ A ∩B = A.

• A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) (propiedad distributiva de la intersección respecto a la
unión).

• A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) (propiedad distributiva de la unión respecto a la
intersección).

1.7. Conjuntos complementarios.

Dados E y F conjuntos, se define la diferencia de E y F como

E \ F := {a ∈ E : a /∈ F}.

Dados A y E conjuntos, con A ⊂ E se define el complementario de A respecto a E, y se
denota Ac o bien A′ o también c(A), como

Ac := E \ A = {a ∈ E : a /∈ A}.

Propiedades: (En todo lo que sigue, suponemos A, B ⊂ E).

• (Ac)c = A.

• A ∪ Ac = E.

• A ∩ Ac = ∅.

• A ⊂ B ⇔ Bc ⊂ Ac (*); veremos después la importante traducción de esta propiedad a la
lógica formal.

• A \B = A ∩Bc.

• (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

• (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Estas dos últimas propiedades se conocen como Leyes de Morgan.

Si A, subconjunto de E, está constituido por los elementos de E que satisfacen una determinada
propiedad P , entonces Ac es el conjunto de los elementos de E para los cuales P es falsa, es
decir,

Ac = {a ∈ E : ¬P(a)}.

La propiedad (*) antes vista, y traduciendo los conjuntos A, B a proposiciones lógicas P1,P2,
se convierte en

(P1 ⇒ P2) ⇔ (¬P2 ⇒ ¬P1).

La proposición que se encuentra a la derecha de la doble implicación se denomina proposición
contrarrećıproca de la de la izquierda. Ambas son equivalentes y, a veces, es más fácil de-
mostrar la proposición contrarrećıproca de una dada que la proposición original. Este truco se
emplea a menudo en razonamientos matemáticos, y es la herramienta conocida como paso al
contrarrećıproco.

No debe confundirse lo anterior con el método de razonamiento conocido como reducción al
absurdo (o por contradicción); en este caso, para demostrar (P1 ⇒ P2) se suponen simultánea-
mente ciertas (P1 y ¬P2), y se llega a una contradicción.
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1.8. Producto cartesiano.

Dados dos conjuntos E y F , se define su producto cartesiano E × F como

E × F := {(x, y) : x ∈ E, y ∈ F}.

Los elementos (x, y) de E × F se llaman pares ordenados.

Recursivamente, puede extenderse la definición anterior a cualquier número finito de conjuntos:
dados E1, E2, . . . , En, se define

E1 × E2 × · · · × En := {(x1, x2, . . . , xn) : xj ∈ Ej, j = 1, 2, . . . , n}.

Los elementos (x1, x2, . . . , xn) se denominan n-uplas.

Dos n-uplas formadas por los mismos elementos son distintas si aquéllos aparecen en cada una
en un orden diferente:

(x1, x2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn) ⇔ ∀i = 1, 2, . . . , n, xi = yi

Cuando E1 = E2 = . . . = En = E, se denota E1 × E2 × . . .× En por En.

1.9. Aplicaciones entre conjuntos.

Sean E y F conjuntos no vaćıos. Una aplicación f de E en F es un subconjunto E × F tal
que:

∀x ∈ E, existe un único y ∈ F tal que (x, y) ∈ f.

Se denota por
f : E → F.

Cuando (x, y) ∈ f , con x ∈ E, y ∈ F , se denota por

f(x) = y

y se dice que y es la imagen por f de x. También se dice que x es una contraimagen de y
mediante f .

Obsérvese que, a la vista de la notación anterior, una aplicación de E a F no es más que una
regla de asignación que, a cada elemento de E, le asigna un único elemento de F .

E se llama dominio o conjunto inicial de f ; F se denomina conjunto final de f . Obsérvese
que cada elemento del conjunto inicial tiene una única imagen.

Dados una aplicación f : E → F , y un subconjunto A ⊂ E, se define la imagen de A por f
como

f(A) := {f(x) : x ∈ A},
que es un subconjunto de F .

Dado un subconjunto B ⊂ F , se define la contraimagen o imagen rećıproca de B mediante
f como

f−1(B) = {x ∈ E : f(x) ∈ B},
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que es un subconjunto de A.

Nota: La notación f−1(B) no supone la existencia de la aplicación inversa de f , que se
definirá más adelante; f−1(B) existe cualesquiera que sean la aplicación f y el subconjunto
B del conjunto final.

Dadas dos aplicaciones f y g, definidas entre los mismos conjuntos E y F , decimos que f = g,
si y sólo si

∀x ∈ E, f(x) = g(x).

Una aplicación f : E → F se dice inyectiva si

∀x, y ∈ E, si f(x) = f(y), entonces x = y,

es decir, que cada elemento del conjunto final tiene, como máximo, una única contraimagen.

Una aplicación f : E → F se dice suprayectiva o sobreyectiva si f(E) = F o, lo que es lo
mismo,

∀y ∈ F, ∃x ∈ E tal que f(x) = y,

es decir, si cada elemento del conjunto final tiene, como mı́nimo, una contraimagen.

Una aplicación se dice biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva, es decir, si cada elemento
del conjunto final tiene una única contraimagen.

Una aplicación biyectiva de E a F también se denomina una biyección entre E y F .

Obsérvese que dos conjuntos finitos tienen el mismo número de elementos si y sólo si existe
una aplicación biyectiva entre ellos.

Dado un conjunto E, se define la aplicación identidad de E, y se denota por IE, como aquella

IE : E → E

tal que, ∀x ∈ E, IE(x) = x, que, obviamente, es una aplicación biyectiva.

1.10. Composición de aplicaciones.

Dados tres conjuntos E, F, G y dos aplicaciones

f : E → F y g : F → G,

se define la composición de f y g como la aplicación g ◦ f (léase “f compuesta con g”) como

g ◦ f : E → G

tal que, ∀x ∈ E,
g ◦ f(x) = g(f(x)).

Es decir, el resultado de aplicar sucesivamente f y g. Obsérvese que el conjunto final de f ha
de coincidir con el conjunto inicial de g.

Propiedades de la composición:
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• Dadas tres aplicaciones f : E → F, g : F → G y h : G → H, se tiene que

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f),

es decir, la composición de aplicaciones es asociativa.

• Para toda aplicación f : E → F , se tiene que f ◦ IE = f y IF ◦ f = f.

• La composición de dos aplicaciones inyectivas es inyectiva.

• La composición de dos aplicaciones suprayectivas es suprayectiva.

• Como consecuencia de las dos anteriores, la composición de dos aplicaciones biyectivas es
biyectiva.

Sean f : E → F y g : F → G dos aplicaciones; se cumple:

• g ◦ f inyectiva ⇒ f inyectiva.

• g ◦ f suprayectiva ⇒ g suprayectiva.

• g ◦ f biyectiva ⇒ f inyectiva y g suprayectiva.

1.11. La aplicación inversa.

Construcción de la aplicación inversa: Si f : E → F es biyectiva, quiere decir que:

∀y ∈ F,∃!x ∈ E tal que f(x) = y.

Aśı pues, podemos definir una nueva aplicación f−1 : F → E de la siguiente manera:

∀y ∈ F, f−1(y) = x tal que f(x) = y.

Es obvio que, ∀x ∈ E, f−1(f(x)) = f−1(y) = x, y que ∀y ∈ F, f(f−1(y)) = f(x) = y.

Dada una aplicación biyectiva f : E → F , existe una única aplicación g : F → E tal que
g ◦ f = IE y f ◦ g = IF ; esta aplicación se llama la inversa de f , y se denota por f−1.

Por otro lado, es obvio que, dada una aplicación cualquiera f , si existe una aplicación f−1 que
satisfaga la condición anterior, entonces f es biyectiva.

Para una aplicación f : E → E, y para cada número natural n, se usa la notación:

f 0 = IE;

fn = f ◦
n
`. . . ◦ f si n ≥ 1.

Si además f es biyectiva, se denota f−n = f−1 ◦
n
`. . . ◦ f−1.

Propiedades:

Dadas dos aplicaciones biyectivas f : E → F y g : F → G, se cumple que:

• (f−1)−1 = f .

• (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
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2. Los números naturales.

2.1. Definición. Los axiomas de Peano.

El conjunto de los números naturales N = {0, 1, 2, 3, . . .} (los números que sirven para contar)
es un conjunto infinito, perfectamente conocido y manejable, sin que sea necesaria una mayor
formalización. No obstante, enunciamos a continuación los axiomas de Peano, que constituyen
la base axiomática de la existencia del conjunto de los números naturales.

Los cinco axiomas de Peano son:

1. 0 es un número natural.

2. Si n es un número natural, el sucesor (inmediato) de n es un número natural (dicho
sucesor se denotará por n + 1).

3. Dos números naturales que tienen el mismo sucesor son iguales.

4. 0 no es sucesor de ningún número natural.

5. Si M es un conjunto de números naturales, al que pertenece el 0, y el sucesor de todo
n ∈ M también pertenece a M , entonces todo número natural pertenece a M ; es decir,
M = N.

Un conjunto E se dice numerable si existe una biyección entre E y N. También se dice que
E tiene cardinal numerable.

Ejemplos de conjuntos numerables son: N, Z, Q; no numerables son R, cualquier intervalo real
que no se reduzca a un punto, etc.

2.2. El principio de inducción.

El axioma 5 de Peano se utiliza para demostrar que una proposición P(n) que depende de n,
variable que toma valores naturales, es verdadera para todo n ∈ N (o bien, que es verdadera
para todo n a partir de un cierto n0).

Sea M = {n ∈ N : P(n)}. Para demostrar que M = N, es decir, que P(n) es verdadera ∀n ∈ N,
se comprueba que:

1. P(0) es verdadera (o bien, que P(n0) es verdadera, siendo n0 el primer valor para el cual
la proposición tiene sentido).

2. ∀n ∈ N, la proposición
P(n) ⇒ P(n + 1)

es verdadera.

Obtenemos que: 0 ∈ M ∧ (n ∈ M ⇒ n + 1 ∈ M) y, por tanto, por el citado axioma 5, M = N.
(O bien, que M = {n ∈ N : n ≥ n0}).
El hecho de que la validez de P(n) quede garantizada para los infinitos valores n ∈ N mediante
solamente los dos pasos anteriores, se denomina principio de inducción.
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La idea intuitiva de este principio es muy sencilla: puesto que en el paso 1 demostramos que
P es verdadera para n = 0, y en el paso 2 demostramos que, si P es verdadera para un cierto
valor (arbitrario) de n, entonces también lo es para el valor siguiente, concluimos que es cierta
para n = 1, y consecuentemente para n = 2, y consecuentemente para n = 3 . . .

La hipótesis “P(n) es verdadera”del paso 2 se llama hipótesis de inducción.

Existe una variante del principio anterior, denominada principio de inducción completa,
en la cual el paso 2 de la demostración se sustituye por:

2’. ∀n ∈ N, (P(0) ∧ P(1) ∧ . . . ∧ P(n)) ⇒ P(n + 1).

La hipótesis de inducción completa es, aparentemente, más fuerte que la de inducción normal,
aunque un examen más detenido muestra que, en su contexto, ambas son equivalentes.

3. Grupos.

3.1. Definición, propiedades y ejemplos.

Definición.- Dado un conjunto E, una operación en E o ley de composición interna (l.c.i.)
de E es una aplicación

∗ : E × E → E

(a, b) 7→ ∗(a, b) = a ∗ b

Es decir, es una regla de asignación que a cada par (ordenado) de elementos de E le asigna un
nuevo elemento del mismo conjunto.

Definición.- Sea G un conjunto y ∗ una ley de composición interna de E. Se dice que el par (G, ∗)
tiene estructura de grupo si se verifican las siguientes propiedades:

1. Asociativa: ∀a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

2. Existencia de elemento neutro: ∃e ∈ G tal que, ∀a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a.

3. Existencia de elemento simétrico: ∀a ∈ G, ∃a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e (el elemento
neutro anterior).

En caso de verificarse además la propiedad

4. Conmutativa: ∀a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a,

se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

También se dice sencillamente que (G, ∗) es un grupo o incluso, si el contexto es suficientemente
claro, que G es un grupo.

Es importante notar, según la definición anterior, una importante diferencia entre el elemento
neutro y el elemento simétrico: mientras que el elemento neutro debe satisfacer la propiedad de dejar
invariantes todos los elementos del grupo (es decir, es el mismo para todos), cada elemento de G
tiene su propio elemento simétrico (en principio, distinto).

Además, se tiene el siguiente resultado:
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Proposición.- El elemento neutro de un grupo es único.

Demostración.- Supongamos que existen e, ẽ que satisfacen la propiedad 2. anterior; entonces

e = e ∗ ẽ = ẽ,

luego ambos son el mismo.

Notación: Cuando la operación de un grupo es una suma, el grupo se llama aditivo; el elemento
neutro se llama nulo y se denota por 0, y el elemento simétrico de uno dado a se denota por −a y se
llama elemento opuesto.

Cuando la operación es un producto, el grupo se dice multiplicativo; el elemento neutro se denota
por 1 y se llama unidad, mientras que el elemento simétrico de un cierto a, que se denota por a−1,
se llama elemento inverso de a.

Otras propiedades elementales que se desprenden de la definición son las siguientes:

Proposición.- Dado (G, ∗) grupo, se verifican:

1. ∀a ∈ E, el elemento simétrico de a es único.

(Compruébese).

2. Propiedad de simplificación: ∀a, b, c ∈ G, a ∗ b = a ∗ c ⇒ b = c.

Demostración.- a ∗ b = a ∗ c ⇒ (a′ ∗ a) ∗ b = (a′ ∗ a) ∗ c ⇒ e ∗ b = e ∗ c ⇒ b = c.

3. a ∗ a = a ⇒ a = e

(consecuencia de la anterior).

Ejemplos de grupos:

El conjunto de los números enteros, con la operación suma, es decir, (Z, +), tiene estructura
de grupo abeliano. Igualmente los conjuntos Q (números racionales), R (números reales) y C
(números complejos, que estudiaremos en el próximo tema).

El conjunto Q∗ = Q \ {0} de los números racionales no nulos, forma con la operación producto
un grupo abeliano. Igualmente ocurre con los conjuntos R∗ y C∗. Obsérvese que, para formar
grupos multiplicativos, siempre tenemos que excluir el elemento nulo, que no tiene inverso (pero
el producto de números no nulos es no nulo, con lo cual tenemos l.c.i.).

El conjunto R[x] := {a0 +a1x+a2x
2 + . . .+anx

n : aj ∈ R, n ∈ N} (conjunto de polinomios con
coeficientes reales), con la operación suma de polinomios, forma un grupo abeliano. No puede
formar grupo con el producto, puesto que no todos los polinomios tienen inverso.
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Dados dos enteros positivos m y n, si consideramos

Rm×n :=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 : aij ∈ R


(conjunto de matrices m×n con elementos reales), este conjunto forma, con la operación suma
de matrices, un grupo abeliano.

Dado un entero positivo n, consideramos el conjunto

GL(n) = {A ∈ Rn×n : A es invertible}

(matrices cuadradas de orden n e invertibles). Es fácil comprobar que este conjunto, dotado de
la operación producto de matrices, constituye un grupo que no es abeliano.

Dado un conjunto cualquiera E, definimos

B(E) := {f : E → E : f es biyectiva}

(conjunto de las biyecciones de E); no es dif́ıcil comprobar que, si “◦”denota la operación
composición de aplicaciones, (B(E), ◦) constituye un grupo que, en general, no será abeliano.
¿Cuál es el elemento neutro de este grupo?

3.2. Subgrupos.

Definición.- Dados (G, ∗) grupo, un subconjunto H de G se dice que es un subgrupo de G si
(H, ∗) tiene estructura de grupo.

Nota.- Cuando escribimos (H, ∗), el śımbolo “∗”denota la misma operación del grupo G, pero
restringida a los elementos del subconjunto H.

Observación.- Puesto que, para todos los elementos de G se cumple, con la operación “∗”, la
propiedad asociativa, ésta se seguirá cumpliendo necesariamente para los elementos del subconjunto
H ⊂ G. Aśı pues, dado un subconjunto H, para que éste sea subgrupo será suficiente que:

1. ∀a, b ∈ H, a ∗ b ∈ H (es decir, “∗”debe ser una l.c.i. también en H).

2. e ∈ H (debe contener el elemento neutro).

3. ∀a ∈ H, a′ ∈ H (cada elemento de H debe tener su simétrico en H).

Pero todos los requisitos anteriores pueden resumirse en la siguiente caracterización, que nos
permitirá comprobar de forma rápida si un subconjunto de un grupo es subgrupo:
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Proposición.- (Caracterización de subgrupos). Sean (G, ∗) grupo y H un subconjunto de G;
H es subgrupo si y sólo si se verifican:

1. H 6= ∅.

2. ∀a, b ∈ H, a ∗ b′ ∈ H.

Demostración.- Es evidente que las dos condiciones dadas son necesarias para que H sea un
subgrupo; veamos que también son suficientes:

Puesto que H 6= ∅, sea a ∈ H; entonces, dado que a ∗ a′ ∈ H y a ∗ a′ = e, tenemos que e ∈ H;
ahora, como e, a ∈ H, tenemos que a′ = e ∗ a′ también pertenece a H, luego el simétrico de todo
elemento de H está en H; sean pues, finalmente a, b ∈ H; sabemos ahora que eso implica que b′ ∈ H,
luego entonces a ∗ b = a ∗ (b′)′ ∈ H, es decir, el resultado de operar con elementos de H también
pertenece a H, con lo que se cumplen todas las condiciones mencionadas en la observación anterior.

Observación.- Dado un grupo abeliano, todo subgrupo suyo obviamente también será abeliano;
pero pueden existir subgrupos abelianos de grupos no abelianos.

4. Anillos.

4.1. Definición y ejemplos.

Consideraremos ahora conjuntos en los que hay definidas dos leyes de composición interna (por
ejemplo, suma y producto):

Definición.- Sea A conjunto, sean † y ∗ dos leyes de composición interna en A. Se dice que la
terna (A, †, ∗) tiene estructura de anillo si se verifican:

1. (A, †) es un grupo abeliano.

2. “∗”es asociativa, es decir: ∀a, b, c ∈ A, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

3. Propiedad distributiva de “∗” respecto a “†”: ∀a, b, c ∈ A, a∗(b†c) = (a∗b)†(a∗c), y también,
(a†b) ∗ c = (a ∗ c)†(b ∗ c).

4. “∗” admite elemento neutro: ∃u ∈ A tal que, ∀a ∈ A, a ∗ u = u ∗ a = a. Este elemento u se
denomina unidad.

En caso de verificarse además la propiedad

5. Conmutativa de “∗”: ∀a, b ∈ A, a ∗ b = b ∗ a,

se dice que el anillo es conmutativo.

Notación: Por analoǵıa con el anillo de los números enteros, y puesto que en la mayoŕıa de los
casos las operaciones del anillo van a admitir esta interpretación, denotaremos la primera operación
“†” como suma (+), mientras que a la segunda (“∗”) la llamaremos producto y la denotaremos por
el śımbolo “·”, omitiendo a menudo dicho śımbolo (ab = a · b). El elemento neutro de la suma se
denotará por 0, y el del producto (unidad del anillo), por 1.

Además, dado a ∈ A, denotaremos por an el producto a · . . . · a (n factores), donde n ∈ Z+.
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Ejemplos de anillos:

(Z, +, ·) (el conjunto de los números enteros con las operaciones suma y producto habituales)
es un anillo conmutativo.

Igualmente, los conjuntos Q, R y C, con la suma y el producto habituales, forman anillos
conmutativos.

(R[x], +, ·) (conjunto de polinomios con coeficientes reales), con las operaciones suma y producto
de polinomios, también es un anillo conmutativo.

Dado un entero positivo n, (Rn×n, +, ·) (conjunto de matrices cuadradas de orden n, con
elementos reales, con las operaciones suma y producto de matrices), constituye un anillo no
conmutativo.

Propiedades elementales de los anillos: A partir de la definición pueden deducirse inmediata-
mente las siguientes propiedades:

∀a ∈ A, 0 · a = a · 0 = 0.

Demostración.- a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0, y se usa la propiedad de cancelación del
grupo (A, +).

∀a, b ∈ A, (−a) · b = a · (−b) = −(a · b).

Demostración.- (a · b) + (−a) · b = (a + (−a)) · b = 0 · b = 0, luego los elementos (−a) · b y
a · b son opuestos entre śı; análogamente se demuestra la otra igualdad.

∀a ∈ A, (−1) · a = a · (−1) = −a.

Notación: Denotaremos a + (−b) por a− b.

Definición.- Dado (A, +, ·) anillo y un subconjunto B ⊂ A, se dice que B es un subanillo de A
si (B, +, ·) es un anillo.

Análogamente a la caracterización de subgrupos, tenemos la siguiente caracterización:

Proposición.- (Caracterización de subanillos). Sean (A, +, ·) un anillo y B ⊂ A; B es subanillo si
y sólo si se cumplen:

1. (B, +) es subgrupo de (A, +).

2. 1 ∈ B.

3. ∀a, b ∈ B, a · b ∈ B.
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4.2. Divisores de cero y elementos invertibles.

Definición.- Dados (A, +, ·) anillo y un elemento a ∈ A con a 6= 0, se dice que a es un divisor de
cero si existe b ∈ A, b 6= 0, tal que ab = 0.

Ejemplos: En los anillos Z, Q, R y R[x] anteriores, es obvio que no existen divisores de cero.
Sin embargo, en (Rn×n, +, ·), por ejemplo, para n = 2, las matrices(

1 −1
1 −1

)
y

(
1 1
1 1

)
son divisores de cero, pues son dos matrices no nulas cuyo producto es la matriz nula.

Definición.- Un elemento a de un anillo (A, +, ·) se dice invertible si ∃b ∈ A tal que a · b = b ·a = 1
(elemento neutro del producto). Este elemento b se denomina inverso de a y se denota por a−1.

Observación.- El 0 nunca es invertible, ya que 0 · b = 0 ∀b ∈ A.

Proposición.- Un divisor de cero no puede ser invertible.

Demostración.- Supongamos que a es divisor de cero e invertible, es decir: ∃a−1 y ∃b ∈ A, b 6= 0,
tal que ab = 0. Entonces, multiplicando ambos miembros por a−1, tendŕıamos que

0 = a−1 · 0 = a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b,

con lo que seŕıa b = 0 y tendŕıamos contradicción.

Observación.- El contrarrećıproco de la proposición anterior dice que un elemento invertible
no puede ser divisor de cero.

Sin embargo, pueden existir elementos que no sean ni divisores de cero ni invertibles;
por ejemplo, en (Z, +, ·), en donde sabemos que no hay divisores de cero, los únicos elementos
invertibles son 1 y −1; en R[x] (que tampoco tiene divisores de cero), los únicos polinomios invertibles
son los constantes (no nulos).

Definición.- Un anillo que no admite ningún divisor de cero se dice un anillo ı́ntegro; si, además,
es conmutativo, se llama dominio de integridad.

Definición.- Un anillo que no admite ningún elemento no invertible distinto del nulo se dice un
cuerpo (conmutativo, si lo es el anillo).
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Observación.- Obsérvese que un cuerpo no puede tener divisores de cero, con lo que, si
(K, +, ·) es un cuerpo, la operación “·”es una ley de composición interna en K∗ := K \ {0}.

Recapitulando todo lo anterior, podemos definir también un cuerpo de la siguiente manera:
Sea K un conjunto y +, · dos leyes de composición interna en K. Se dice que la terna (K, +, ·)

tiene estructura de cuerpo si se cumplen:

1. (K, +) es un grupo abeliano.

2. (K∗, ·) es un grupo.

3. Se cumple la propiedad distributiva de “·” respecto a “+”.

Si además el grupo (K∗, ·) es abeliano, el cuerpo se dice conmutativo.

Nota.- En esta asignatura todos los cuerpos que se consideren, salvo indicación expresa en con-
trario, serán conmutativos.

Ejemplos: (Q, +, ·) y (R, +, ·) son cuerpos (conmutativos); (Z, +, ·) y (R[x], +, ·) son dominios de
integridad, pero no son cuerpos; (C, +, ·) es un cuerpo que estudiaremos pormenorizadamente en el
próximo tema.

Además, se tiene el siguiente resultado:

Proposición.- Todo dominio de integridad finito es un cuerpo.

Demostración.- Sea (A, +, ·) un dominio de integridad formado por q elementos, es decir, que
tendrá q − 1 elementos no nulos, o bien

A∗ = {a1, a2, . . . , aq−1}.

Dado b ∈ A∗, consideramos el conjunto

B = {ba1, ba2, . . . , baq−1}.

Puesto que (A, +, ·) es dominio de integridad, baj = bak ⇒ b(aj − ak) = 0 ⇒ aj − ak = 0, es decir,
que aj = ak. Por lo tanto, todos los elementos de B son distintos y, puesto que son q − 1 elementos,
tienen que ser todos los elementos de A∗. En particular, alguno de ellos será el 1, es decir, ∃j tal que
baj = 1, con lo que b será invertible. Como b era un elemento arbitrario de A∗, hemos demostrado
que todos los elementos de A∗ son invertibles, luego (A, +, ·) es un cuerpo.

5. Los números enteros.

Enunciamos a continuación, de forma muy resumida, algunos resultados elementales sobre los
números enteros:

División eucĺıdea. Dados m, n ∈ Z, existen dos únicos enteros c, r, con 0 ≤ r < n, tales que
m = cn + r.
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Si m = cn, diremos que n es un divisor de m, o bien que n divide a m (lo denotamos por n|m),
o bien que m es un múltiplo de n (lo denotamos por m = ṅ o bien m ∈ 〈n〉).

Un número entero positivo m se dice primo si sus únicos divisores positivos son él mismo y 1,
es decir:

n|m ⇒ (n = 1 ∨ n = m).

Dados dos números enteros m y n, se define su máximo común divisor como el único entero
positivo d = m.c.d.(m, n) tal que:

• d|m y d|n.

• Si d̃|m y d̃|n, entonces d̃|d.

Se dice que dos enteros m,n son primos entre śı (o bien, que m es primo con n) si
m.c.d.(m, n) = 1.

Sean a, b, c ∈ Z; si c|ab y c es primo con a, entonces c|b.

Si m = cn + r, entonces m.c.d.(m, n) = m.c.d.(n, r).

Reiterando el resultado anterior, se llega al algoritmo de Euclides: Dados dos enteros m, n,
con m > n, efectuamos la división entera m = c0n+r0; si r0 6= 0, volvemos a dividir n = c1r0+r1;
si r1 6= 0, de nuevo dividimos r0 = c2r1 + r2; al cabo de un número finito de pasos, llegaremos
a un resto rk+1 = 0; entonces m.c.d.(m, n) = rk (el último resto no nulo).

Identidad de Bézout: Dados dos enteros a, b primos entre śı, existen x, y ∈ Z tales que

ax + by = 1.

Equivalentemente, si m.c.d.(a, b) = d, existen dos enteros x, y tales que

ax + by = d.

(Se obtiene a partir del algoritmo de Euclides).


