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Wstep

Modele matematyczne w postaci rownan rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicz-
nego inzynierowie dziela na transportowe i falowe. Do grupy pierwszej nalezg procesy,
w ktorych zmiany iloSciowe zwiazane sa z przemieszczaniem pewnych substancji. Ty-
powe przyklady to transportery tasmowe, piece tunelowe (np. do wypalania wyrob6w
ceramicznych), piece przepychowe, piece obrotowe do wypalania klinkieru, wymienniki
ciepla, przepltywy wody w rzekach, kolumny absorpcyjne i kolumny destylacyjne. Do
grupy drugiej zalicza sie zjawiska, w ktérych wystepuja propagacje fal i ich odbicia.
Przykladami sa elektryczne linie diugie [72, 73], gazociagi [69, 76], liny wyciagowe,
prety, membrany [70] oraz wiertnie.

Dla procesow opisywanych réwnaniami czastkowymi typu hiperbolicznego na
ogbl nie mozna znalezé¢ rozwiazania analitycznego nawet dla najprostszych proble-
mow granicznych. Mozliwosci techniki obliczeniowej oraz potrzeby wynikajace z za-
stosowan, spowodowaly w ostatnich trzydziestu latach duze zainteresowanie metodami
numerycznego rozwiazywania rownan hiperbolicznych. Dla réwnan nieliniowych sto-
sowane sa gltéwnie metody réznicowe. Dla réwnan liniowych stosuje sie réwnie czesto
metody Galerkina.

W rozdziale drugim prezentowane sa réwnania rézniczkowe czastkowe typu hiper-
bolicznego i podstawowe problemy graniczne: problem poczatkowy Cauchy’ego i ma-
jacy wieksze znaczenie praktyczne problem poczatkowo-brzegowy, czyli tzw. problem
mieszany. W rozdziale trzecim przedstawiona jest obszernie problematyka stabilnosci
rozwiazan zaréwno dla problemu Cauchy’ego jak i problemu mieszanego. Zagadnienia
te maja duze znaczenie zaréwno w technice (np. w automatyce) jak i w dziedzinie nu-
merycznych metod aproksymacji rozwiazan réwnan rézniczkowych. Stabilno$é proble-
mu mieszanego dla réwnan hiperbolicznych jest ciekawym przyktadem réwnoczesnego
wystepowania warunkéw stabilnoéci identycznych jak dla réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych (stabilno$é typu Hurwitza) oraz warunkéw stabilnosci charakterystycznych
dla réwnan réznicowych (stabilnos$é typu Schura). Z warunkéw tych wynika stabilnogé
numeryczna, gwarantujaca poprawno$é¢ komputerowych obliczen. W rozdziale trzecim
przedstawiona zostala réwniez problematyka symetryzowalno$ci macierzy i proble-
matyka tzw. odpornej stabilnodci. Wyniki tych prac sa efektem mojej wspolpracy
z profesorem Stanistawem Bialasem. W rozdziale czwartym przedstawiona jest meto-
da charakterystyk jako podstawowa metoda numerycznego rozwiazywania probleméw
opisywanych uktadem dwéch réwnan rézniczkowych czastkowych typu hiperboliczne-
go. Rozdzial piagty po$wiecony jest numerycznym metodom rozwigzywania ukladdw
rownan rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego za pomoca metod Galerki-
na. Metody te przedstawione zostaly w trzech wariantach opartych na: wielomianach
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ortogonalnych, funkcjach sklejanych i falkach. Przedstawione metody Galerkina stu-
za do aproksymacji uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych przez uktady réownan
rézniczkowych zwyczajnych, sa to zatem metody semidyskretne. W rozdziale széstym
przedstawione sg przyklady obiektow opisywanych za pomoca réwnan czastkowych
typu hiperbolicznego: elektryczne linie dlugie, gazociagi i membrany. Przedstawio-
no metody rozwiazania zagadnien wynikajacych z potrzeb praktyki: badanie ttumie-
nia propagacji fal i ich odbié brzegowych, dobér gestoséci dyskretyzacji, wyznaczanie
sterowania optymalnego, identyfikacja parametrow w oparciu o czestotliwosci drgan
wlasnych.

Ksiazka powstala dzieki dydaktycznemu wysitkowi moich wspanialych Nauczy-
cieli, przede wszystkim dzieki profesorom: Henrykowi Géreckiemu, Andrzejowi Plisio-
wi, Jackowi Szarskiemu i Andrzejowi Turowiczowi. Pragne w tym miejscu zlozy¢ Im
podzickowanie.



Modele matematyczne

2.1. Réwnania hiperboliczne

Réwnania rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu dla dwéch zmiennych niezaleznych
x it majg postac

0?w(x,t) O%w(x,t) 0?w(x,t)
P e 17505t ) P
0 t
—|—a10(w(x,t),x,t) ; 2 + ag1 (w(x,t),x,t)%—l— (2.1)

+aoo (w(z,t),z,t) = f(w(z,t),z,t)

Zmiennym nadamy nastepujace fizyczne interpretacje: & niech oznacza jednowymia-
rowa zmienna przestrzenna a t niech bedzie czasem. Wspolczynniki aq1, ag2, a1,
ao1, apo, moga niekiedy zaleze¢ zaréwno od obu zmiennych niezaleznych x oraz ¢, jak
i od zmiennej zaleznej w. Jezeli wspolczynniki te sa stale, to wtedy réwnanie (2.1)
jest modelem matematycznym obiektu stacjonarnego. Jezeli wspétezynniki zaleza od
zmiennej x lub ¢t albo obu razem, to (2.1) jest modelem obiektu niestacjonarnego.
Funkcja f(w,x,t) wystepujaca po prawej stronie réwnania (2.1) stanowi dla mate-
matykow niejednorodnosé réwnania rézniczkowego. Automatycy funkcje te nazywaja
sterowaniem rozlozonym w przestrzeni. Sterowaniem, poniewaz jest to oddzialywanie
na system opisywany réwnaniem (2.1). Oddzialywanie jest zmienne w czasie i ma
charakter niezaleznego zewnetrznego wymuszenia. Rozlozonym, poniewaz zalezy od
zmiennej przestrzennej x. W inzynierskich modelach matematycznych najczesciej
prawa strona réwnania (2.1) nie zalezy od zmiennej w. Jezeli nie tylko funkcja f(z,t),
ale i wspolezynniki aq1, age, a1o, ao1, aoo, nie zaleza od w, to wtedy réwnanie (2.1) jest
liniowe i model taki mozna wykorzysta¢ znacznie efektywniej. W przypadku réwnan
nieliniowych, zastosowanie pewnych metod jest bowiem albo niemozliwe albo znacznie
utrudnione. Jezeli tylko funkcja f(w,x,t) zalezy od zmiennej w a wspélezynniki a1,
ag2, 10, ap1, Gpo, od niej nie zaleza, to ten rodzaj nieliniowosci powoduje mniejsze
utrudnienia i (2.1) nazywa si¢ réwnaniem semi-liniowym lub niby-liniowym. Jezeli na-
tomiast bodaj jeden ze wspdtczynnikéw aq1, ags, a10, @o1, Goo, zalezy od zmiennej w, to
wtedy réwnanie (2.1) nazywa sie quasi-liniowym lub prawie-liniowym. Réwnanie (2.1)
jest nieliniowe, jezeli jego wspolczynniki zaleza rowniez od pochodnych zmiennej w.
Forme kwadratowa

F(s1,52) = 8% + a115152 + apa5a (2.2)
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nazywamy formg charakterystyczng réownania (2.1). Méwimy, ze jest ona dodatnio
okreslona jezeli F(s1,s2) > 0 dla dowolnych s1,s9 € R, s1 # 0, so # 0. Jezeli
natomiast istnieja niezerowe s1,s2 € R takie, ze F(s1,s2) = 0, to forme kwadratowg
(2.2) nazywamy osobliwg. Jezeli (2.2), w zaleznosci od zmiennych s1, so € R, przyjmuje
zaréwno wartosci ujemne jak i dodatnie, to forma kwadratowa (2.2) jest nieokreslona.
W oparciu o forme charakterystyczna (2.2) wprowadzono nastepujaca klasyfikacje
réwnan rézniczkowych czastkowych:

e jezeli forma kwadratowa (2.2) jest nieosobliwa i nieokreslona przy ustalonym wy,
Zo, to, to méwimy, ze rdwnanie (2.1) jest typu hiperbolicznego w punkcie wy,
Zo, to,

o jezeli forma kwadratowa (2.2) przy ustalonym wg, o, to jest osobliwa, to méwimy,
ze w punkcie wq, g, tg rdwnanie (2.1) jest typu parabolicznego,

e jezeli forma kwadratowa (2.2) przy ustalonym wog, xg, to jest dodatnio okreslona,
to méwimy, ze w punkcie wo, g, to réwnanie (2.1) jest typu eliptycznego.

Kazdy typ rownania rézniczkowego czastkowego posiada specyficzny sposéb za-
dawania warunkéw granicznych, a to z kolei determinuje posta¢ algorytméw obli-
czeniowych. Chcac zatem rozwiaza¢ numerycznie réwnanie rozniczkowe czastkowe,
trzeba najpierw okredli¢ typ réwnania, nastepnie wybraé¢ odpowiedni dla niego spo-
sob zadawania warunkéw granicznych i dopiero na koncu wybraé¢ metode numeryczna
przydatnag dla okreslonego typu rownania i wybranego sposobu zadawania warunkéow
granicznych.

Typ réwnania (2.1) zalezy od wspdlezynnikéw aq; oraz ags, a te z kolei moga
zaleze¢ od zmiennych x oraz t a niekiedy dodatkowo od rozwiazania rownania réz-
niczkowego w. Typ réwnania moze zatem w niektérych przypadkach ulegaé zmianie.
Dla takich zagadnien algorytm obliczania rozwiazania rownania rézniczkowego musi
by¢ odpowiednio przygotowany. Problematyka przedstawiona w niniejszej pracy do-
tyczy wylacznie rownan typu hiperbolicznego. Jezeli warunek hiperboliczno$ci jest
spelniony w kazdym punkcie [wq, o, to] € R?, to méwimy, ze réwnanie (2.1) jest typu
hiperbolicznego w calej przestrzeni.

Roéwnanie rézniczkowe czastkowe (2.1) drugiego rzedu mozna zapisaé¢ w postaci
ukladu dwoch réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Obie formy moz-
na traktowac jako réwnowazne, ale nalezy pamigtac o istotnych réznicach. W tym dru-
gim przypadku zamiast jednej zmiennej zaleznej dwukrotnie rézniczkowalnej wystepu-
ja dwie zmienne zalezne, ale tylko z rézniczkowaniem pierwszego rzedu. Sa rézne spo-
soby przeksztalcenia formy (2.1) w uktad dwéch réwnan pierwszego rzedu, jednak za-
wsze powinno istnie¢ wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie pomigdzy rozwiaza-
niem réwnania drugiego rzedu i rozwiazaniem uktadu dwéch réwnan pierwszego rzedu.

Przykladowo, réwnanie rézniczkowe (2.1) typu hiperbolicznego mozna sprowadzié
do uktadu dwéch réwnan pierwszego rzedu

Jwy ap; + vy a’%l — 4agz 0 Jwy
2

ot n oxr |
8w2 aol (au =+ 4/ a%l — 4&02) ay; — /a%1 — 4&()2 8w2
ot aio — 5 5 ox

10



2.1. Réwnania hiperboliczne

+ (2.3)
—agp  —ao1| |w2 /
za pomoca transformacji
wp = w

2 (2.4)

ow a1+ +/aj; — 4age Ow

Wy = — —

T ot 2 Oz

gdzie a?; — 4agz > 0 ze wzgledu na hiperboliczny typ réwnania (2.1).
Mozna réwniez postapi¢ odwrotnie. Majac uktad dwéch réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu

8’(1)1 (’)wl
0o -1
o | dr | _ (2.5)
dwy -1 0| Qw2
ot ox
mozna po podstawieniach
ow ow
77 = 2.6
YL e Y2 = B (26)
zapisaé (2.5) w postaci jednego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu
0? 0?
22 (2.7)

o2 022
W niniejszej ksiazce przedstawione sa wybrane problemy dla uktadéw m réwnan réz-
niczkowych czastkowych pierwszego rzedu
ow ow
— +S5S—=Aw+Wu 2.8
ot + Oz + (28)
gdzie S, A € R™*™ W € RM™*F g statymi macierzami a u(z,t) € R* jest zadanym
wektorem o k-skladowych. Pojawiajace sie odstepstwa od tej zasady, sa dygresjami
nawiazujacymi do pokrewnych modeli matematycznych.
Réwnanie macierzowe (2.8) jest réwnaniem typu hiperbolicznego jesli wartodei
wlasne macierzy S sa rzeczywiste i rézne od zera. Mozna zatem uporzadkowaé je
w nastepujacy sposob:

—00 <51 s < <8 K081 < <5y <00 (2.9)

W przypadku wielokrotnych wartosci wltasnych bedziemy wymagaé, aby macierz S by-
ta prostej struktury, tzn. posiadata wytacznie liniowe dzielniki elementarne. Bez utraty
ogdlnosci rozwazan bedziemy przyjmowad, ze réwnanie (2.8) jest zapisane w postaci
kanonicznej, to znaczy macierz S ma posta¢ diagonalna

5- S= = diag(s1, sa,...,5,) <0
S = iog(s1, 52, - 1) (2.10)
St ST = diag(spt1,...,8m) >0

11



2. Modele matematyczne

Jezeli wszystkie warto$ci wlasne macierzy S sa rézne, to wtedy réwnanie (2.8) nazy-
wane jest rownaniem $cisle hiperbolicznym.

Usytuowanie macierzy S w réwnaniu (2.8) wskazuje, ze jej fizycznym wymiarem
jest iloraz odleglosci i czasu. Z fizycznego punktu widzenia jest to zatem predkosc.
Dlatego w réwnaniach (2.8) modelujacych zjawiska przyrodnicze, wartosci wlasne
macierzy S sa predkosciami propagacji fal (jezeli réwnania opisuja zjawiska falowe)
lub predkosciami transportu (na przyklad masy lub energii). Poniewaz wartosci wia-
sne macierzy S sa skoniczone, cecha charakterystyczna modeli matematycznych (2.8)
jest symulacja procesow, w ktorych szybko$é zachodzacych zjawisk jest skonczona.
Przyktadowo dla modeli matematycznych elektrycznych linii dlugich lub gazociagdw,
wartosci wlasne macierzy S sa odpowiednio predkosciami propagacji fal elektroma-
gnetycznych lub fal dzwigkowych w gazie. Odpowiednie przyklady sa przedstawione
w rozdziale 6. W przypadku modelowania typowych zjawisk falowych, macierz S ma
dwie warto$ci wlasne: dodatnia réwna predkosci propagacji fali w przéd i ujemnag
réwna predkosci propagacji fali powrotne;.

2.2. Warunki graniczne

Aby uzyskaé jednoznaczne rozwiazanie réwnania rézniczkowego czastkowego (2.8),
nalezy zalozy¢ dla poszukiwanego rozwiazania warunki graniczne. Na ogél maja one
postaé¢ warunkoéw poczgtkowych i warunkéw brzegowych. Czasami podawane sa w po-
staci warunkow koricowych. Jezeli rozwiazania réwnan rézniczkowych sa zadane dla
chwili poczatkowej (najczesciej oznaczanej przez ¢t = 0), nosza nazwe warunkéw po-
czqtkowych i mozna je zapisa¢ w postaci

w(z,0) = wo(x) € R™ (2.11)

gdzie wp(z) jest funkcja zadana na zbiorze I'. Moze on by¢ zbiorem liczb rzeczywi-
stych R lub podzbiorem dodatnich liczb rzeczywistych % albo odcinkiem. W tym
ostatnim przypadku mozna przyjaé, bez utraty ogdlnosci rozwazan, ze I' = [0, 1]. Wte-
dy problem poczatkowy (2.8), (2.11) posiada jednoznaczne rozwiazanie w obszarze ¥
ustanym przez charakterystyki

dx
il (2.12)
gdzie i = 1,...,m. Oznacza to, ze przez kazdy punkt zbioru ¥ musi przechodzi¢ m

charakterystyk, z ktérych kazda ma punkt wspélny ze zbiorem T'. Zbiér ¥ = U+ U W~
jest sumg dwéch zbiorow

UF = {(2,1): 0<t <1/(sm = 51),8mt <z < 1+ st} (2.13)
U = {(I,t): 1/(51 - Sm) <t< 0, Slt <z < 1+ Smt} (214)

Sa one przedstawione na rysunku 2.1. W chwili poczatkowej (tzn. dla ¢t = 0) rozwia-
zanie jest zadane dla x € [O, 1] przez warunek poczatkowy (2.11). Nastepnie dlugosé
odcinka, dla ktérego istnieje jednoznaczne rozwiazanie problemu poczatkowego (2.8),
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2.2. Warunki graniczne

(2.11), stopniowo maleje dla rosnacych ¢, az ograniczy sie do punktu o wspélrzednych
T = Sm/(Sm — $1) oraz t = 1/(s,, — s1). Podobne wlasnosci posiada obszar zdefinio-
wany wzorem (2.14) dla ujemnych chwil czasu ¢t. Zadanie polegajace na znalezieniu
funkcji bedacej rozwiazaniem

w: ¥ — R™ (2.15)

réwnania rézniczkowego (2.8) z warunkiem poczatkowym (2.11) jest czesto nazywane
problemem Cauchy’ego.

i |
1
12;\
X, N
> 4 X
\X 5“”/‘0 VX
4 eﬁ/ /%
N &
X
N sm | X NS RN
%‘(\»/ Sm —S1 |
V4 1
LYl |
—S1 [
N LT S1—Sm 1
|
[ %%& [
| |
: 12‘74 . %«;\’ !
|
l 2 &1\;6’9 Vi i
| A », LS |
| ® |
| X |
| |
| |
| |
| L
—1 —1
(51— sm) 0 (8m — 51)

Rys. 2.1. Obszar jednoznacznego rozwigzania problemu Cauchy’ego

Roéwnanie (2.8) posiada jednoznaczne rozwigzanie w obszarze
U= {(z,t): 0<z<1,t>0} (2.16)

gdy zadane sa nie tylko warunki poczatkowe (2.11), ale réwniez warunki brzegowe

w(0,1t)
=B N + Wyup(t) t>0 (2.17)

wat) = | e R (2.18)
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2. Modele matematyczne

zostala podzielona na dwie czesci: w™ (z,t) € R oraz wt(z,t) € R" P zgodnie z po-
dzialem macierzy S wedlug (2.10). Wystepujaca w réwnaniu (2.17) macierz blokowa B
sktada si¢ z czterech macierzy

By B Bog € R(m—p)xp By € Rm—p)x(m—p)
p=| " " " v (2.19)
Byo  Bio By € RPXP By, € Rpx(m-p)

Macierze By i B11 opisuja odbicia brzegowe odpowiednio dla z = 01 x = 1. Macierze
By1 i By reprezentuja sprzezenia zwrotne, od brzegu x = 0 do brzegu x = 1 i odpo-
wiednio od brzegu 2 = 1 do brzegu = = 0. Wektorowa funkcja uy(t) € R' jest niejedno-
rodno$cia warunkéw brzegowych. Automatycy nazywaja u, sterowaniem brzegowym.
Oddzialuje ono na wartosci brzegowe zmiennej w poprzez macierz blokowa

%% W, e Rext
Wy=| ° | ermx! b (2.20)
w,t Wt e Rm=p)x!
T A
Qe:\
N
1 /x
N S
“o‘(@ \\2>
NS /
Y
%
&/\
%\\ \\)/
s &
< //(5
rS) -
t

Rys. 2.2. Obszar jednoznacznego rozwiazania problemu mieszanego

Problem poczgtkowo-brzegowy (2.8), (2.11), (2.17) jest czesto nazywany proble-
mem mieszanym. Na rysunku 2.2 widaé, ze obszar jego jednoznacznego rozwiazania
jest wigkszy niz ten, ktéry zostal zdefiniowany za pomoca (2.16). Dodatkowe obszary
nie maja jednak istotnego znaczenia w zastosowaniach i dlatego zostaly pominiete
w definicji (2.16).

Aby uzyska¢ odpowiednia regularno$¢ rozwiazania, nalezy przyja¢ dodatkowe
zalozenia w punktach styku warunkéw poczatkowych i brzegowych. Aby rozwiaza-
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2.2. Warunki graniczne

nie bylo ciagle, tzn. klasy C°(V), nalezy zalozy¢, ze warunki poczatkowe spetniaja
warunki brzegowe, czyli

wo Wl _ g 1O 0 (2.21)
wy (0) wy (1)

Aby rozwiazanie bylo rézniczkowalne w sposéb ciagly, tzn. klasy C*(W), nalezy dodat-
kowo zalozy¢ [35], ze warunki poczatkowe sa rézniczkowalne w punktach brzegowych,
czyli

dw, _ _ _
_S_d—:l(;)(l) + Allwo (].) + AlQ'LU(‘)F(].) . W u 170)
dwi ) WHu(0,0)|
_S+d—;(0)+A21wo (0) + Azpwg (0)| L u(0.0),
(2.22)
5= 90 (0) 1 Ay (0) + Aszu (0 [ 7
=574, (0) + Anwg (0) + Ar2wg (0) W=u(0,0) dup
B dwt + B N + WbE(O)
w 1,0
—5 S (1) + Az (1) + Agw (1) V(1. 0)]
gdzie:
A A Aigg Ay € RPXP Aqg € ppx(m—p)
Ay Ao Ay € R(m—p)xp Ay € R(m—p)x(m—p)
W= W= € gppxk
W =
w+ Wt e R(m—p)xk
Warunki (2.22) otrzymuje sie rézniczkujac (2.17)
dw™(1,¢t) dw=(0,t)
dt _p| W], 4wl (2.23)
dw™(0,¢) dwt(1,t) dt
dt dt

a nastepnie rugujac z (2.23) pochodne wzgledem zmiennej ¢ za pomoca réwnania (2.8).
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Stabilnos$¢ probleméw ciggtych

3.1. Stabilnos$¢ systeméw hiperbolicznych

Problemy stabilnosci systeméw dynamicznych naleza do waznych zagadnien w dzie-
dzinie matematycznego modelowania. W szczegdlnosci sa to fundamentalne proble-
my zaréwno w automatyce, jak i dla numerycznych metod aproksymacji. Publikacje
7z ostatnich dziesigcioleci (np. [24, 35, 52]) prezentuja rozmaite definicje stabilnosci
oraz réznorodne metody jej badania (np. [34, 73, 76]). Przedstawiona ponizej proble-
matyka stabilnosdci systeméw hiperbolicznych opiera sie na powszechnie stosowanej
metodzie funkcji energetycznych Lapunowa.

Definicja 3.1. Liniowy system dynamiczny opisywany jednorodnym réwnaniem ma-
cierzowym

ow ow
=4 A .1
ot i ox v (3.1)
z jednorodnymi warunkami brzegowymi
w~(1,¢t w™ (0,%
ol [eo0 )
wt(0,t) wh(1,t)

nazywamy asymptotycznie stabilnym jezeli dla dowolnych warunkow poczatkowych
BE(t)=|w(t)|* =0  gdy t— o0 (3.3)
O

Funkcja Lapunowa w powyzszej definicji zostala przyjeta w postaci kwadratu
normy w pewnej przestrzeni funkcyjnej. Tak zdefiniowana funkcja E(t) jest czesto
interpretowana jako energia rozpatrywanego systemu i dlatego metoda nazywana jest
metoda funkcji energetycznej. Gtowna mysl jest bardzo prosta. Jezeli na system nie
ma oddzialywan zewnetrznych (czyli jest on autonomiczny albo, jak czasami si¢ mé-
wi, system jest jednorodny) i jego energia (3.3), czyli kwadrat normy rozwiazania
ukladu réwnan (3.1) dla dowolnych niezerowych warunkéw poczatkowych, jest ma-
lejaca do zera funkcja czasu, to system jest asymptotycznie stabilny. Gdyby energia
byla funkcja czasu rosnaca nieograniczenie, system bylby niestabilny. Rozpatrywa-
na metoda, daje zatem warunki wystarczajace stabilnoéci rozpatrywanego systemu.
Czasami mozna otrzymaé nie tylko warunki dostateczne, ale i konieczne dla asympto-
tycznej stabilnos$ci. Weryfikacja granicznych wartosci funkcji energetycznych jest na

16



3.2. Symetryzowalnos¢ macierzy

og6l trudnym zagadnieniem, zatem w praktyce obliczeniowej zastepuje sie go bada-
niem monotonicznosci. Wiadomo bowiem, ze funkcja przyjmujaca wartosci wylacznie
dodatnie i monotonicznie malejaca, musi dazy¢ do pewnej skoniczonej wartosci. Poni-
zej udowodnimy, ze ta wartoscia jest zero.

Monotoniczno$é¢ funkcji Lapunowa na ogét udowadnia sie wykazujac, ze dla do-
wolnych warunkéw poczatkowych i w kazdej chwili czasu dE/dt < 0 dla systeméw
asymptotycznie stabilnych lub dE/dt < 0 dla systeméw niestabilnych. Metoda ta jest
bardzo efektywna a wymagana rézniczkowalnosé funkeji Lapunowa E(t) jest na ogdt
latwa do spelnienia. Gléwnym problemem jest dobranie monotonicznej funkeji E(t).
Jezeli jest ona kwadratem normy, problem sprowadza si¢ do wybrania odpowiedniej
przestrzeni. Powinno si¢ przyjaé taka norme, aby mozna bylo efektywnie prowadzié
obliczenia, a otrzymane warunki wystarczajace asymptotycznej stabilnosci byty jak
najstabsze. Idealem jest otrzymanie takich warunkéw wystarczajacych stabilnosei,
aby byly one réowniez warunkami koniecznymi. W tym celu przyjmuje si¢ czasami
pewne dodatkowe zalozenia ograniczajace klase rozpatrywanych problemoéow albo szu-
ka sie odpowiedniej funkcji Lapunowa. To pierwsze postepowanie ma znacznie wigksze
szanse powodzenia, ale jego wada jest ograniczenie klasy analizowanych zagadnien.

Definicja 3.1 dotyczy probleméw poczatkowo-brzegowych, ktére w praktyce maja
znacznie wigksze znaczenie niz problemy poczatkowe. Wnioskom wynikajacym z tej
definicji po$wiecimy zatem wiecej uwagi. Na razie zauwazymy, ze dla problemu Cau-
chy’ego definicja stabilnosci musi by¢ nieco inaczej sformulowana. Warunki poczat-
kowe sa bowiem na ogot zdefiniowane na odcinku i jednoznaczne rozwiazanie istnieje
tylko do pewnej skonczonej chwili czasowej. Dla problemu poczatkowego bedziemy
zatem postugiwaé sie nieco stabsza definicja.

Definicja 3.2. Liniowy system dynamiczny opisywany jednorodnym réwnaniem ma-
cierzowym (3.1) jest asymptotycznie stabilny jezeli

E(t) = |w( )| (3-4)
jest funkcja malejaca. O

Ponizej przekonamy sie, ze dla rozpatrywanej klasy réwnan rézniczkowych (3.1),
warunki wystarczajace asymptotycznej stabilno$ci, otrzymane za pomocg metody La-
punowa, sa réwnoczesnie warunkami koniecznymi, jezeli macierzowe wspotczynniki
zaréwno réownania roézniczkowego, jak i warunkéw brzegowych, sa macierzami syme-
tryzowalnymi.

3.2. Symetryzowalno$¢ macierzy

Rzeczywista macierz kwadratowa A jest symetryczna jezeli spelnia warunek
A=AT (3.5)

gdzie T oznacza transponowanie macierzy. Ponizej przedstawiona jest odpowiedz na
pytanie: kiedy macierz niesymetryczna, po pomnozeniu przez diagonalng dodatnio
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

okreslona macierz, stanie si¢ symetryczna? Bardziej ogélne zagadnienie byto po raz
pierwszy rozpatrywane przez Olge Taussky [58] ponad trzydziesci lat temu. Z pracy
tej wybierzemy na wstepie to, co ma zwiazek z odpowiedzia na postawione powyzej
pytanie.

Definicja 3.3. Rzeczywista macierz A jest symetryzowalna jesli istnieje nieosobliwa

macierz K taka, ze
KA=ATK"T (3.6)

O
Ponizej podane sa wlasnosci macierzy A, ktéra spelnia (3.6) dla trzech przy-
padkéw:

1. macierz K jest symetryczna,
2. K = K7 jest dodatnio okreslona,
3. K jest dodatnio okreslona macierza diagonalna.

Lemat 3.1. Kazda rzeczywista macierz jest symetryzowalna przez rzeczywista ma-
cierz symetryczng.

Dowdd. Postuzymy sie metoda zaproponowana przez Taussky [58]. Wiadomo, ze kaz-
da macierz A jest podobna do macierzy AT poprzez rzeczywista symetryczng ma-
cierz K, tzn.

A=K 'ATK (3.7)
Réwnanie (3.6) wynika natychmiast z (3.7) dzieki symetrycznosci macierzy K. O
Lemat 3.2. [58] Nastepujace wlasnodci sa réwnowazne:

1. macierz A jest symetryzowalna przez dodatnio okreslong macierz K = K7 > 0,
2. macierz A jest podobna do macierzy symetrycznej,
3. macierz A ma rzeczywiste wartosci wlasne i komplet wektorow wlasnych. O

Pozostaje jeszcze ustalié¢, jakie macierz A musi mie¢ wlasnosci, aby byla syme-
tryzowalna przez dodatnio okresélona i diagonalng macierz K. Problem taki wystepuje
przy badaniu stabilnosci systeméw hiperbolicznych.

Definicja 3.4. Macierz A = [aij] € RMXM jest D-symetryzowalna jezeli istnieje
macierz diagonalna

K = diag(ky, ko, ..., ky) € R (3.8)
taka, ze k; >0 (i = 1,2,...,m) i spelnione jest (3.6). O

Roéwnanie (3.6) moze by¢ zapisane w postaci

a11k1 algkl . almkl aukl algkl . amlkm
aglk‘g aggkg . agmk’g a21k2 CL221€2 . amgk‘m

— (3.9)
Gm1 km am?2 km ammkm almkl a2mk2 ammkm
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3.2. Symetryzowalnos¢ macierzy

Z (3.9) wynika, ze
aijk; = ajik; (i=12...,m—1;j=2,...,mi<j) (3.10)
co moze by¢ zapisane (Bialas [3]) w postaci macierzowej
L(Ak=0 (3.11)

gdzie: k = [kl, ko, .. .,km]T € R™ oraz

a1s —a21 0 0o ... 0 0
a3 0 —az;r 0 ... O 0
a14 0 0 —Q41 .- 0 0
QA1n 0 0 0 e 0 —Qp] - /2]
m(m— Xm
L(A) = 0 a23 —as? 0 N O 0 € §R (312)
0 a4 0 — Q42 0 0
0 Aon 0 0 0 —Qnp2
L O 0 0 0 Ap—1.n Unn—1
Niech
1 dlax>0
sign(x) = 0 dlaz=0 (3.13)
-1 dlaz <0

natomiast rg(L) niech oznacza rzad macierzy prostokatnej L.

Twierdzenie 3.1. [3] Jezeli macierz jest D-symetryzowalna to

rg(L(A)) <m (3.14)

sign(a;;) = sign(aj;) (i,j=1,2,...,m) (3.15)
Dowdd. Z istnienia niezerowego rozwiazania réwnania (3.11) wynika warunek (3.14).
Roéwnania (3.15) musza by¢ spelnione, poniewaz k; > 0 dlai=1,2,...,m. O

Lemat 3.3. Jezeli macierz A jest D-symetryzowalna wtedy jej warto$ci wlasne sa
rzeczywiste.

Dowéd. Warunek D-symetryzowalnoéci K?2A = ATK? prowadzi do symetrycznej
macierzy KAK ! = K~'ATK, ktéra jest podobna do macierzy A. O
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

Friedrichs [21] zauwazyl, ze réwnania rézniczkowe czastkowe typu hiperbolicz-
nego, bedace modelami matematycznymi zjawisk przyrodniczych, spelniaja postulat
symetryzowalnosci. Wydaje sie, ze ten rodzaj symetrii jest wynikiem podstawowego
prawa przyrodniczego: jezeli pewna wielko$¢ oddzialuje na inna wielko$¢, to zmia-
ny tej drugiej tez oddziatuja na pierwsza wielkosé. Przykladem takiego oddziatywa-
nia jest przemiana energii z jednej postaci w druga (np. pola elektrycznego w pole
magnetyczne). Prad w cewce elektrycznej oddzialuje na napiecie elektryczne na tej
cewce, ale z drugiej strony zmieniajac przebiegi napiecia spowodujemy zmiany pradu
przez nia plynacego. Obie te wzajemne zalezno$ci powiazane sa tym samym wspol-
czynnikiem, tzn. indukcyjnoécia cewki. Powyzsza reguta powoduje, ze jezeli rownanie
typu (3.1) modeluje proces przyrodniczy, to na ogél wystepujaca w nim macierz A
jest D-symetryzowalna. Odmienna jest sytuacja w przypadku warunkéw brzegowych.
Na og6t nie ma zadnych podstaw, aby zjawiska wystepujace na jednym brzegu byty
zwiazane ze zjawiskami wystepujacymi na drugim brzegu. Z tego powodu macierz B
wystepujaca w warunkach brzegowych (3.2) opisujacych zjawiska przyrodnicze, nie
musi by¢ D-symetryzowalna.

3.3. Stabilnos$¢ problemu mieszanego

Do zbadania stabilnosci problemu (3.1), (3.2) postuzymy sie, podobnie jak Gunzbur-
ger [24], funkcja Lapunowa [72]

E(t) = ||w(,t)||2Lré = /wT(x,t)Gw(x,t) dz (3.16)
0

gdzie G = GT € R™*™ jest pewna stala i dodatnio okreslona macierza. Pierwsza
pochodna funkcji energetycznej (3.16), dla funkcji wektorowej w € [Cl(\IJ)]m, ma
postaé

1
dE owT 7 0w
0
Podstawiajac
ow ow
do (3.17) i postugujac sie tozsamoscia
/ owT 1 / 0
/ Y SGw dx = wTSGw‘ - / w? SGE2 da (3.19)
ox 0 ox
0 0
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3.3. Stabilnos¢ problemu mieszanego

otrzymujemy

e 1 ) 1

— = /wT (ATG + GA) wdx — wTSGw‘O + /wT(SG - GS)
0 0

ow

o (3.20)

Aby ustali¢ znak pochodnej dF/d¢t, musimy niestety przyja¢ dodatkowe zaloze-
nie. Jezeli zalozymy ze macierz G jest diagonalna, to wtedy diagonalne macierze
S, G € R™*™ sa przemienne i zeruje sie skladnik biliniowy we wzorze (3.20). Zaloze-
nie diagonalnosci macierzy G powoduje, ze warunki stabilnoéci otrzymane za pomoca
funkcji Lapunowa (3.16), dotycza systeméw, dla ktérych A i B sa macierzami D-
symetryzowalnymi. Korzystajac z przemiennosci macierzy S i G, otrzymujemy

dE _dE,  dE,

@@ ta (3:21)
gdzie
1
dE,
T / w” (ATG+ GA)w dx (3.22)
0
T
= (0,t (0,
By _ fwm (0,1) (BT|SG|B - 15G)) | (0,) (3.23)
dt wt(1,¢ wt(1,1)

a |SG| jest macierza diagonalna dodatnio okre$lona, ktérej elementy sa warto$ciami
bezwzglednymi z elementéw macierzy SG. Pierwsza pochodna (3.21) funkcji energe-
tycznej (3.16) zostala podzielona na dwie czescei: (3.22) 1 (3.23). CzeSé pierwsza zalezy
od macierzy A natomiast czes¢ druga zalezy od macierzy B. Macierz A jest wspél-
czynnikiem réwnania rézniczkowego (3.1), opisujacego dynamike systemu wewnatrz
zbioru ¥ (zdefiniowanego przez (2.16)). Natomiast macierz B jest wspdlczynnikiem
w warunkach brzegowych (3.2), ktére opisuja wlasnosci zmiennej wektorowej w na
brzegu zbioru W. Spostrzezenia te uzasadniaja ponizsze definicje.

Definicja 3.5. Problem poczgtkowo-brzegowy (3.1), (3.2) jest asymptotycznie we-
wnetrznie stabilny jezeli istnieje diagonalna dodatnio okreslona macierz G taka, ze
nieréwno$é¢ dF,, /dt < 0 jest spelniona dla wszystkich ¢ > 0 1 dowolnych niezerowych
warunkéw poczatkowych (2.11). O

Definicja 3.6. Problem poczgtkowo-brzegowy (3.1), (3.2) jest asymptotycznie brzegowo
stabilny jezeli istnieje diagonalna i dodatnio okreslona macierz G taka, ze dE;,/dt < 0
dla wszystkich ¢ > 0 i dowolnych w nie réwnych zeru réwnoczesnie dla obu brzegow.

O

Lemat 3.4. Jezeli problem poczatkowo-brzegowy (3.1), (3.2) jest zaréwno asymp-
totycznie wewnetrznie stabilny jak i asymptotycznie brzegowo stabilny, to wtedy
E(t) = [w(-,t)[* — 0 gdy t — o0.
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

Dowdd. Zalozenie dE;/dt < 0 zamienia réwnanie (3.21) w nieréwnosé

dE _ dE,
<

— < — 3.24
dt dt ( )

Najwieksza warto$¢ wlasna macierzy G oznaczmy przez Amax(G). Z (3.22) otrzymu-
jemy

dE,
S < A (ATG + GA) Jul[§ <~} (3.25)
gdzie
Amax (AT G + GA) -0
T=—
Amax(G)
poniewaz

Amax (AT G + GA) <0 < Apax(G).

Laczac nier6wnosci (3.24) i (3.25) otrzymujemy

dFE
— < —TE(t 3.26
— < —7E() (3.26)
Prowadzi to do nieréwnosci
E(t) < E(0)e™ ™ (3.27)
dla t > 0. [l

Definicja 3.7. Macierz kwadratowa jest asymptotycznie stabilna w sensie Hurwitza
gdy wszystkie jej warto$ci wlasne maja ujemne czesci rzeczywiste. O

Definicja 3.8. Wielomian jest asymptotycznie stabilny w sensie Hurwitza gdy wszyst-
kie jego pierwiastki maja ujemne czesci rzeczywiste. O

Definicja 3.9. Macierz kwadratowa jest macierzq asymptotycznie stabilng w sensie
Schura gdy wszystkie jej wartosci wlasne maja moduly mniejsze od 1. O

Definicja 3.10. Wielomian jest asymptotycznie stabilny w sensie Schura gdy wszyst-
kie jego pierwiastki maja moduly mniejsze od 1. O

Stwierdzenie 3.1. Jezeli problem mieszany (3.1), (3.2) jest wewnetrznie stabilny
w sensie definicji 3.5 a funkcja energetyczna ma postaé¢ (3.16), to wtedy A jest ma-
cierza stabilna w sensie Hurwitza.

Dowdd. Stabilno$é problemu mieszanego oznacza, ze (3.22) jest ujemne réwniez
dla t = 0, czyli dla arbitralnie przyjetego warunku poczatkowego wg(z), byle nie
réwnego tozsamosciowo zeru. Zatem stabilno$¢ pociaga za soba ujemna okreslonosé
formy kwadratowej ATG 4+ GA. Moze to by¢é spelnione tylko wtedy, gdy wszystkie
czedci rzeczywiste wartosci wlasnych macierzy A sa ujemne. O

Stwierdzenie 3.2. Jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy A + A7 sg ujemne, to
wtedy problem mieszany (3.1), (3.2) jest wewnetrznie stabilny.
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3.3. Stabilnos¢ problemu mieszanego

Dowéd. Jezeli A+ AT < 0, to przyjmujac G réwne macierzy jednostkowej otrzymu-
jemy dE,,/dt < 0 dla dowolnych w # 0. O

Gdyby w stwierdzeniu 3.2 macierz A byla symetryczna, wtedy otrzymaliby$my
nie tylko warunki wystarczajace stabilno$ci wewnetrznej (z macierza G w postaci ma-
cierzy jednostkowej), ale réwniez warunki konieczne. Spostrzezenie to mozna uogélnié
na macierze D-symetryzowalne, czyli na znacznie szersza klase macierzy A.

Twierdzenie 3.2. Jezeli macierz A w réwnaniu (3.1) jest D-symetryzowalna (przez
macierz, ktéra oznaczymy K?2) to problem poczatkowo-brzegowy (3.1), (3.2) jest
asymptotycznie wewnetrznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartos$ci
wlasne macierzy A sa ujemne.

Dowéd. Podstawiajac G = K? i w = K~ ' otrzymujemy

w" (ATG + GA)w = 2" KAK'n (3.28)
Ta forma kwadratowa jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie war-
tosci wlasne macierzy A sa ujemne. O

Twierdzenie 3.3. Jezeli macierz B w réwnaniu (3.2) jest D-symetryzowalna to pro-
blem poczatkowo-brzegowy (3.1), (3.2) jest asymptotycznie brzegowo stabilny wtedy
i tylko wtedy gdy B jest macierza stabilna w sensie Schura.

Dowdd. Nieréwnosé dE,/dt < 0 jest rownowazna
w" (BT|SG|B - |SG|)w < 0 (3.29)

dla kazdego w € R™. Podstawiajac |SG| = K? i w = K15 otrzymujemy warunek
(3.29) w postaci
nT (KBK=1)*p
n''n
Powyzszy iloraz Rayleigha jest mniejszy od 1 dla dowolnego n # 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy moduly wszystkich wartosci wlasnych macierzy B sg mniejsze niz 1. 0O

<1 (3.30)

Zgodnie z definicjami wewnetrznej 1 brzegowej stabilnosci, oba te zjawiska sa
niezalezne, ale wystepuja w tym samym systemie. W rezultacie system, ktoéry jest
wewnetrznie stabilny a brzegowo niestabilny, tzn. 3G: dE,,/dt < 0, dEy/dt > 0 dla
wszystkich niezerowych warunkéw poczatkowych, to wtedy nie wiadomo czy jako ca-
0S¢ jest, czy nie jest stabilny. W takim przypadku zawsze bowiem mozna dobra¢ takie
warunki poczatkowe klasy C!, ze ||w(0,0)|| i ||w(1,0)|| sa dowolnie duze a |w(x,0)]|
jest dostatecznie male dla wszystkich x € (0, 1) i otrzymujemy

B _dE,  dE,
dt  dt dt

>0
dla t = 0. Poniewaz przyjmujemy, ze E(t) jest dla zmiennej ¢ funkcja ciagla co naj-
mniej klasy C?, istnieje ¢ > 0 takie, ze dE/dt > 0 dla 0 < t < . Obserwacja ta su-

geruje, ze system jest niestabilny, chociaz moze by¢ spelniony warunek E(t) — 0 gdy
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

t — oo dla dowolnych warunkéw poczatkowych. Z drugiej strony ze stabilnosci zarow-
no wewnetrznej jak i brzegowej (jezeli istnieje przy tym wspélna macierz G) wynika, ze
caly system jest stabilny. Mozna jednak znalezé system zaréwno wewnetrznie stabilny
(tzn. z diagonalna macierza G, > 0 taka, ze dE,,/dt < 0 dla dowolnych niezerowych
warunkéw poczatkowych) jak i brzegowo stabilny (tzn. istnieje diagonalna macierz
Gy > 0 taka, ze dE,/dt < 0 dla wszystkich niezerowych warunkéw poczatkowych),
dla ktérego nie istnieje diagonalna macierz G > 0 taka, ze dE,,/dt < 01 dE,/dt <0
réwnoczesnie dla wszystkich ¢t < 0. Problemy te wynikaja stad, ze dzieki metodzie La-
punowa otrzymujemy na ogét tylko warunki wystarczajace stabilnodci, a czasami (dla
probleméw specjalnego rodzaju) otrzymujemy réwniez warunki konieczne stabilno$ci.
W przedstawionym powyzej systemie (3.1), (3.2), D-symetryzowalno$¢ macierzy A
i B oraz rozlozenie pochodnej (3.21) funkeji Lapunowa (3.16) na sume dwéch sktad-
nikéw (3.22) i (3.23), umozliwilo otrzymanie nie tylko warunkéw wystarczajacych, ale
i rowniez warunkéw koniecznych w twierdzeniu 3.2 i twierdzeniu 3.3.

3.4. Stabilno$¢ problemu poczatkowego

Z przedstawionych w rozdziale 2 wlasnosci wynika, ze réwnanie hiperboliczne (3.1)
ma jednoznaczne rozwiazanie w obszarze

U ={(2,8): 0<t <1/ (s — 51), Smt < & < 1+ 51t} (3.31)
jezeli zadane sa warunki poczatkowe
w(z,0) = wo(x) € R™ (3.32)

dla z € [0, 1], przy czym s; jest najmniejsza a s, jest najwieksza wartoscia wlasna
macierzy S.
Do zbadania stabilnosci problemu (3.1), (3.32) postuzymy sie funkcja Lapunowa
1+s1t
B = o 0lE, = [ (e0Gu(zt) do (333
Smt
gdzie G = GT € R™*™ jest pewna stalg i dodatnio okre§long macierzg. Pierwsza

pochodna funkcji energetycznej (3.33), przy zalozeniu rézniczkowalnodci warunkéw
poczatkowych (3.32), ma postaé

dE
T w' (14 s1t,t)[s1] — S]Gw(1 + s1t, 1)+
Lsit (3.34)
W (st t)[S — s I|Gw(simt, t) + / w (ATG + GA)w da
Smt

Macierze [51[— S} Gi [S— smI} G sa diagonalne i maja po jednym zerowym elemencie
na przekatnej a pozostate ich elementy sa ujemne.
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3.5. Stabilnos¢ systemu opisywanego dwoma réwnaniami

Twierdzenie 3.4. Stabilno$é¢ problemu poczatkowego, w sensie definicji 3.2, jest réw-
nowazna stabilnos$ci wewnetrznej problemu mieszanego.

Dowdd. Wystepujace we wzorze (3.34) formy kwadratowe utworzone na macierzach
[s11 — S]G i [S — 5,n1|G sa ujemnie polokreslone. Zatem ujemna okreslono$é formy
kwadratowej ATG + G A jest warunkiem wystarczajacym asymptotycznej stabilnogci
zaréwno dla problemu poczatkowego, jak i problemu mieszanego. Jezeli natomiast
problem poczatkowy jest stabilny, to wtedy dE/dt < 0 dla dowolnych niezerowych
warunkéw poczatkowych. Dotyczy to réwniez tych warunkéw poczatkowych, dla kté-
rych zeruja sie dwie pierwsze formy kwadratowe we wzorze (3.34). Takie warunki
poczatkowe istnieja i mozna je wyznaczy¢ zakladajac rozwiazanie na charakterysty-
kach o nachyleniu s; i s,,. Na charakterystyce s1, moze byé¢ dowolne wq (1 + s1t,t),
ale wa(l + s1t,t) = w3(l + s1t,t) = -+ = Wy (1 + s1t,¢t) = 0. Natomiast na cha-
rakterystyce s, dowolne moze byé¢ w,,(smt,t), ale wy(spmt,t) = wa(smt,t) = -
= Wp—1(Smt,t) = 0. Zatem z faktu, ze dE/dt < 0 dla dowolnych warunkéw poczat-
kowych problemu Cauchy’ego, wynika — identycznie jak dla problemu mieszanego —
ujemna okreglonoéé formy kwadratowej AT G + GA. O

3.5. Stabilno$¢ systemu opisywanego dwoma réwnaniami

Roéwnania rézniczkowe czastkowe (3.1) typu hiperbolicznego sa modelami matema-
tycznymi zjawisk propagacji fal. Na ogét otrzymujemy wtedy uklad dwéch réwnan
0 postaci macierzowej

ow s ow
— —=A 3.35
at | e (3.35)

Dodatnia wartoéé¢ st jest predko$cig propagacji fali, natomiast ujemna warto$é s~
reprezentuje predkosé fali powrotnej. Warunki brzegowe niech maja postaé (3.2), przy
czym B € R?*2,

Postugujac sie funkcja Lapunowa (3.16) z diagonalna macierza G, mozemy
przyjac

E(t):/wT(x,t) (1) 0 w(z,t) do (3.36)
0 g

gdzie g > 0. Pochodna wzgledem czasu powyzszej funkcji energetycznej jest suma
dwoch sktadnikéw

1

dF, 2a aio + ga

S :/wT(x,t) = 2T 1) de (3.37)
¢ 0 a2 + gas 2gags
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

oraz
T
% B w™(0,¢) —57b3, +gsTb3 +57  —s byibia + gsTharbas w™(0,1)
dt wt(1,1) —57b11bio + gsTborbay  —s7 b3, + gsthi, —gst| |wT(1,1)

(3.38)
gdzie a;; sa elementami macierzy A € R**? natomiast b;; sa elementami macierzy
B € R?*2 7 i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Lemat 3.5. A € R2%2 jest macierza asymptotycznie stabilng w sensie Hurwitza wtedy
i tylko wtedy gdy tr A < 01 det A > 0.

Dowéd. Wartoéci wlasne macierzy A € R2*2 maja ujemne czeéci rzeczywiste wtedy
i tylko wtedy gdy wielomian charakterystyczny

det[A— M| =X — AtrA+det A (3.39)

ma dodatnie wspoétczynniki. O

Twierdzenie 3.5. Jezeli A € R2*2 jest macierza stabilng w sensie Hurwitza a jej
elementy na przekatnej sa ujemne (tzn. a1; < 01age < 0), wtedy problem poczatkowo-
-brzegowy (3.35), (3.2) jest asymptotycznie wewnetrznie stabilny a parametr g spetnia
nieréwnosci

(Vael A~ yaraz) (Vael A + araz)
2

<g< gdy az1 #0  (3.40)

azy a%1
lub
Gt d 0 (341)

12 a9y = .
L0110 gay a21

Dowdd. Macierz
2a11 a1z + gaz (3.42)

a1z + gas 2gaga

jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy elementy na przekatnej sa ujemne
(tzn. a;; < 01 age < 0), a wyznacznik jest dodatni. Mnozac wyznacznik przez —1,
otrzymujemy

g*a3; —2g(det A+ ajraz) +afy <0 (3.43)

Dla ag; # 0 powyzsza nieréwnos¢ jest spelniona, gdy g spelnia warunki (3.40). Jezeli
as1 = 0 powyzsza nieréwnosé jest réwnowazna (3.41). O

Lemat 3.6. B € R2*? jest macierza stabilng w sensie Schura wtedy i tylko wtedy gdy

[trB]—1<detB <1 (3.44)
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3.5. Stabilnos¢ systemu opisywanego dwoma réwnaniami

Dowdd. Transformacja A = (z+1)/(z —1) przeksztalca wielomian charakterystyczny
det [B — )\I] do postaci

(1 —trB+detB)z? +2(1 —det B)z + 1 +tr B+ det B (3.45)

Wielomian (3.45) jest stabilny w sensie Hurwitza wtedy i tylko wtedy, gdy jego wszyst-
kie wspotczynniki sa jednakowego znaku. O

Twierdzenie 3.6. Jezeli B € R?*? jest macierza asymptotycznie stabilng w sensie
Schura i dodatkowo spelnione sa warunki

by, <1 (3.46)
biabsy < (1 —b7p)(1— b3y) (3.47)
det B<1-— |b11 _— b22| Jezeh bo1 # 0 (348)

to wtedy problem poczatkowo-brzegowy (3.35), (3.2) jest asymptotycznie brzegowo
stabilny a parametr g spelnia nieréwnosci

b? — VA + 1—b2 A
0 < max { —12 @ <29 cmin{ — 11,0‘+;/— (3.49)
L—byy 2b3 s b3, 2b3,
jezeli byy # 0, gdzie
a=det?B +1— b7, — b, (3.50)
A = o — 4b3,b3, (3.51)
lub
stg b¥,
AT (3.52)
$ (1= 03) (1 —b3y)
Jezell b21 =0.
Dowdd. Z zalozen (3.46) i (3.47) wynika istnienie g > 0 takiego, ze
b, stg 1-b%
_2J 3.53
R (3:53)

To powoduje, ze oba elementy na przekatnej macierzy tworzacej forme kwadratows
(3.38) sa ujemne. Potrzeba jeszcze wykazaé, ze wyznacznik z tej macierzy jest dodatni,
czyli

g2basTsT — gasTs™ +biysTsT <0 (3.54)

Nieréwnos$é (3.54) jest spelniona jezeli

A=[(br—b2)’ ~ (1-det B)’| |6 B~ (1+det B)’| >0 (3.55)
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

czyli wyrdznik wielomianu (3.54) jest dodatni. Wyrdznik (3.55) jest iloczynem dwdch
elementéw, przy czym pierwszy z nich jest ujemny dzigki zalozeniu (3.48) a drugi jest
ujemny dzieki zalozeniu (3.44). Nieréwnosé (3.54) jest spelniona gdy

a— VA stg  a+VA

—_— < < —— 3.56

202 e T (8:56)
Z (3.51) wynika, ze obie strony (3.56) sa ujemne. Na zakonczenie tej czesci dowodu
zauwazmy, ze istnieja takie g > 0, ze obie nieréwnosci (3.53) i (3.56) sa spelnione
réwnoczesnie. Dla przypadku bo; = 0 warunek (3.54) przyjmuje forme

g (1=07)) (1—03,) st +bis™ >0 (3.57)

ktéra dzieki zalozeniu (3.47) jest réwnowazna (3.52). O

W twierdzeniu 3.5 zalozenie stabilnosci macierzy A w sensie Hurwitza oraz za-
lozenie w twierdzeniu 3.6 stabilnosci macierzy B w sensie Schura, sa podstawowymi
zalozeniami. Mozna postawic¢ hipoteze, ze pozostale zalozenia wynikaja ze specyficznie
zdefiniowanej normy (3.33) i przede wszystkim z diagonalnej postaci macierzy G. Aby
uniknaé tych niedogodnosci mozna albo przyja¢ dodatkowe zalozenia dla macierzy A
i B, ograniczajace klase rozpatrywanych probleméw, albo inaczej zdefiniowaé¢ norme.
Ponizej postuzymy sie ta pierwsza metoda, przyjmujac dodatkowe zalozenia o syme-
tryzowalnosci macierzy A i B. Zalozenia te sa bardzo efektywne i dzieki nim mozna
uzyskaé nie tylko warunki wystarczajace asymptotycznej stabilnoéci, ale rowniez i ko-
nieczne. Poszukiwanie bardziej dogodnej funkcji Lapunowa, pozostaje zagadnieniem
otwartym.

Dla problemu Cauchy’ego funkcjonal Lapunowa moze mieé postaé

14+s7t
B(t) = Jw(- 03 = / W (2, 1) Gl 1) da (3.58)

stt

a jego pierwsza pochodna wzgledem czasu

E 0 0
b =wl (14 57t,t) w(l+ s t,t)+
dt 0 (s~ —sh)g
o . (3.59)
+ T (st 1) w(st,t) + / W (2, 1)(ATG + GAYw(x, 1) do
0 0

bo G = diag(1,g).

Definicja 3.11. Problem Cauchy’ego (3.35), (3.32) jest asymptotycznie stabilny jezeli
istnieje g > 0 takie, ze spelniona jest nieréwno$é dE/dt < 0 dla wszystkich 0 < ¢ <
1/(sT — s7) i wszystkich niezerowych warunkéw poczatkowych (3.32). O

28



3.6. Odporna symetryzowalnos¢ macierzy

Powyzsza definicja odbiega od klasycznych definicji asymptotycznej stabilnosci.
Réznice te wynikaja ze specyfiki problemu Cauchy’ego (3.35), (3.32). Jego rozwia-
zanie istnieje bowiem tylko dla skoniczonego przedziatu czasu 0 < ¢ < 1/(st — s7).
Oparcie definicji 3.11 na funkcji Lapunowa, prowadzi jednak do wynikoéw podobnych
do otrzymanych dla klasycznych zagadnien.

Twierdzenie 3.7. Asymptotyczna stabilno$é problemu Cauchy’ego (3.35), (3.32) jest
réwnowazna asymptotycznej wewnetrznej stabilnosci problemu poczatkowo-brzego-
wego (3.35), (3.2), (3.32).

Dowdd. Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 3.4. O

3.6. Odporna symetryzowalno$¢ macierzy

Istnieja takie macierze D-symetryzowalne, ze kazda ich kombinacja wypukla jest row-
niez macierza D-symetryzowalna. Warunki konieczne i wystarczajace do generacji
zbioru D-symetryzowalnych macierzy rozpietych przez dwie D-symetryzowalne ma-
cierze zostaly wyznaczone przez Bialasa i zamieszczone w pracy [3].

Definicja 3.12. SYM nazywamy zbiorem D-symetryzowalnych macierzy, jezeli kazda
macierz A € SYM C R™*™ jest macierza D-symetryzowalna. O

Zbiér domkniety bedacy kombinacja wypukla dwoch macierzy P = [pij],
Q= [qij] € RMXM | oznaczymy przez
U={aP+(1-a)Q:ac[0,1]}. (3.60)
Ponizej przedstawione sa warunki wystarczajace i konieczne dla macierzy P i @ na
to, aby zbiér U byl D-symetryzowalny, tzn. U C SYM.
Definicja 3.13. Macierze P,Q € R™*™ majq zgodne znaki gdy:

1) sign(pi;) = sign(p;i) (3.61)
2)  sign(gi;) = sign(g;i) (3.62)
3)  sign(p;;) = sign(g;i) (3.63)
lub B _ 4 (3.64)

qij — Pij qji — Pji
gdzie: 7,5 =1,2,...,m oraz i # j. O
Lemat 3.7. (Bialas [3]) Warunek

sign(api; + (1 — a)q;;)= sign(ap;; + (1 — a)q;;) (3.65)

dla i # j oraz i,j = 1,2,...,m, jest spelniony dla wszystkich a € [O, 1] wtedy i tylko
wtedy, gdy macierze P = [p;;], Q = [g:;] € R™ ™, maja zgodne znaki.
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

Dowdd. Na wstepie zdefiniujemy dwie proste dla ustalonych i # j

y(a) = apij + (1 — a)g;;
! ! (3.66)
z(a) = apji + (1 — &)gji
Aby udowodni¢ warunek wystarczajacy, zauwazmy, ze z (3.61) i (3.62) wynika
sign(y(0))= sign(g;;) = sign(g;;) = sign(z(0)) (3.67)
sign (y(1))= sign(p;;) = sign(p;;) = sign(z(1)) (3.68)
Ostatecznie dla przypadku (3.63) otrzymujemy ze wzordéw (3.67) i (3.68)
sign (4(0)) = sign (y(1)
sign(z(0))= sign(z(1))

co oznacza, ze (3.65) jest spelnione. Dla drugiego przypadku punktu 3) spelnione jest
réwnanie (3.64) (patrz rysunek 3.1) i zachodzi sign(p;;) # sign(g;;). Zatem
T B _ oy e(0,1) (3.70)
dij — Pij dji — Dji

(3.69)

iz (3.66) otrzymujemy y(ag) = z(ag) = 0. Ponadto, biorac pod uwage (3.61) i (3.62)
otrzymujemy

sign(y(1))= sign(z(1))
sign(y(0))= sign(2(0))

Oznacza to, ze dla przypadku (3.64) warunek (3.65) jest réwniez spelniony. Aby udo-
wodni¢ warunek konieczny, musimy pokazaé, ze réwnania (3.61), (3.62) oraz (3.63)
lub (3.64) wynikaja z réwnania (3.65). Podstawiajac « = 1 i nastepnie o = 0 do
(3.65) otrzymujemy natychmiast warunki (3.61) i (3.62). Jezeli ap;; + (1 — a)gq;; # 0
dla wszystkich o € [0,1] otrzymujemy warunek (3.63). W przypadku przeciwnym
istnieje o € [O, 1] takie, ze Qopij + (1 — Oéo)qij =01 Qopji + (1 — Oéo)q]‘i = 0. Z tych
dwdéch réwnan otrzymujemy warunek (3.64) po wyeliminowaniu ay. O

(3.71)

Dla macierzy P = [p;;], Q = [qi;] € R™*™, i ich wypuklej kombinacji zajmijmy
sie macierzami L(P), L(Q), L(aP+(1—a)Q) € Rmm=1/2xm dla o € [0,1] in > 2.
Macierze te sa zdefiniowane wzorem (3.12). Przez

1,2,....m
L(a)

11582y« vy bm

oznaczmy minor macierzy L(aP +(1- a)Q), utworzony z wierszy i1, 4a, ..., %y, 1 ko-
lumn 1,...,m. Minor ten jest wielomianem zmiennej o
1,2,...,m .
L{e) | =ana™ + am_1a™ T+ aa+ag = fa) (3.72)
11,12, ytm
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3.6. Odporna symetryzowalnos¢ macierzy

a stopien tego wielomianu spelnia nieréwnosé deg( f (a)) < m. Zbibr, ktéry zawiera
te wielomiany, oznaczmy przez

1,2,....m m(m—l)

M(a) = q L(e) t1<iy <ip <o <y < (3.73)

Z‘177;27 s Im 2

3.) >

«

qij
qji

b) 0 ;
DPji
DPij

Rys. 3.1. Kombinacja wypukta (3.66) z elementéw macierzy P i @ ze zgodnymi znakami:
a) znaki obu elementéw sg dodatnie; b) znaki elementéw macierzy P i Q sa przeciwne

Lemat 3.8. (Bialas [3]) rg(L(aP + (1 — @)Q)) < n dla wszystkich o € [0, 1] wtedy
i tylko wtedy gdy wielomiany a,,a™ +a,,_1a™ 1+ +ag € M(«a) speliaja warunki
Om = Q1 =+ =ag = 0.

Dowdd. Warunki konieczne i wystarczajace wynikaja z definicji M(«). O

Twierdzenie 3.8. (Bialas [3]) Jezeli

1. macierze P i Q maja zgodne znaki,

2. kazdy wielomian
(am@™ + am1a™ '+ ara+ ag) € M(a) (3.74)

spelia zalozenia
Ay = Qm—1 = " = a1 = apg = 0 (375)
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

to wtedy i tylko wtedy
U= {aP+ (1-a)Q: P= [pij],Q = [qij] e R « €0, 1]} (3.76)

jest zbiorem macierzy D-symetryzowalnych (tzn. U C SYM).

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze kazda macierz A € U jest D-symetryzowalna jezeli
macierze P i @) spelniaja zalozenia twierdzenia 3.8. Ze zgodnosci znakow macierzy P
i @ oraz lematu 3.7 wnioskujemy, ze dla kazdej macierzy

A= [aij} =aoP + (1 — Oéo)Q eUu (377)
warunek
sign(as;) = sign(a;;) (3.78)
jest spelmiony dla 4,j = 1,...,m i 4 # j. Z warunku 2) i lematu 3.8 wynika, ze
rg(L(aP + (1 = a)Q)) <m (3.79)

Z (3.78), (3.79) i twierdzenia 3.1 wnioskujemy, ze macierz A = apP + (1 — ap)Q jest
D-symetryzowalna.

Aby udowodnié¢ warunek konieczny, zauwazmy, ze z D-symetryzowalnosci macie-
rzy A=aP+ (1 — a)Q € U i twierdzenia 3.1 wynika, ze

sign(ap;; + (1 — a)gi;) = sign(ap;; + (1 — a)g;) (3.80)
dladi,j=1,...,mii#joraz
rg(L(aP + (1 — a)Q)) <m (3.81)

Z (3.80) i lematu 3.7 wynika, ze macierze P i @) maja zgodne znaki. Ponadto (3.81)
i lemat 3.8 prowadzi do warunku 2. O

3.7. Odporna stabilno$¢ systemoéw hiperbolicznych

Wartosci wlasne macierzy A = [aij] € RM*™ oznaczmy przez Ai(A), ..., An(A).
Niech

Sy ={AeR™™: Re(\i(A))<0,i=1,...,m} (3.82)

Ss={AeR™ " [N(A)| <1li=1,...,m} (3.83)

beda zbiorami macierzy stabilnych w sensie Hurwitza i macierzy stabilnych w sensie
Schura.
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3.7. Odporna stabilnos¢ systemdéw hiperbolicznych

Twierdzenie 3.9. (Bialas [3]) Jezeli P = [p;;], Q = [q;;] € R™*™, oraz

1. P, @ sa macierzami stabilnymi w sensie Hurwitza,
2. dla kazdej macierzy A € S = {aP +(1—-a)Q: ac |0, 1}} wszystkie wartosci
wlasne sa rzeczywiste, tzn.

N(A) ER dla i=1,....m,

to S jest zbiorem macierzy stabilnych w sensie Hurwitza (tzn. S C Sg) wtedy i tylko
wtedy, gdy
Ni(PQ™Y) ¢ (00,0 dla i=1,...,m, (3.84)

Dowdd. Z zalozenia (3.84) wynika, ze
det(PQ™" — AI) #0 dla kazdego A € (—00,0] (3.85)

gdzie I € R™*™ jest macierza jednostkowa. Podstawiajac A = («—1)/a otrzymujemy
z (3.85)

det(aP + (1 — a)Q) #0 (3.86)
dla kazdego « € (0,1]. Biorac pod uwage zalozenia 1) i 2) otrzymujemy S C Sp
z (3.86) poniewaz warto$ci wlasne sa ciaglymi funkcjami parametru «. Dla udowod-
nienia warunku wystarczajacego zauwazmy, ze z S C Sy wynika (3.86). Ze stabilnosci
macierzy Q wynika istnienie Q 1, zatem (3.86) moze by¢ zapisane w formie (3.85). [

Na ogdét trudno jest sprawdzié zalozenie 2) twierdzenia 3.9. Znane sa tylko wa-
runki wystarczajace na to, aby macierz miata rzeczywiste wartosci wlasne. Macierze
D-symetryzowalne sa jednym z takich przyktadow.

Whiosek 3.1. Jezeli spelnione sa zalozenia twierdzenia 3.9 a macierze P i () rozpinaja
zbiér D-symetryzowalnych macierzy (tzn. S C SYM), wtedy problem (3.35), (3.2) jest
odpornie wewnetrznie stabilny, tzn.

S={aP+(1-a)Q:ac0,1]} CSyUSYM (3.87)
O

Twierdzenie 3.10. Jezeli P = [pij], Q= [qij] € RMXM oraz

1. macierze P, ) sa macierzami stabilnymi w sensie Schura

2. dla kazdego B € S = {aP + (1 — a)Q: a € [0,1]} spelnione jest \;(B) € R, dla

t=1,...,m,

to zbidr S jest zbiorem stabilnym w sensie Schura (tzn. S C Sg) wtedy i tylko wtedy
gdy

N((I=P)I-Q)™") ¢ (—00,0] oraz N((I+P)I+Q)") ¢ (—00,0]

(3.88)
dlai=1,...,m.
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3. Stabilnos¢ problemdw ciagtych

Dowdd. Z zalozenia (3.88) otrzymujemy
det((I—P)(I—Q) " —=A)#0 oraz det((I+P)I+Q) ' —\)#0 (3.8
dla A € (=00, 0]. Warunki te sa réwnowazne
det(I—P—XNI—-Q))#0 oraz det(I+P—XI+Q))#0 (3.90)
Podstawiajac A = (o — 1)/a do (3.90) dla « € (0, 1] otrzymujemy
det(aP+(1—a)Q —1)#0 oraz det(aP+(1—a)Q+1)#0 (3.91)

Oznacza to, ze —1 1 1 nie sa wartodciami wlasnymi macierzy aP+(1—«)@Q. Dodatkowo
biorac pod uwage 1) i 2) ostatecznie otrzymujemy

[Ni(aP+(1-a)Q)| <1 (3.92)

dlai=1,2,...,m i wszystkich a € [0, 1], poniewaz wartosci wlasne macierzy aP +
(1— )@ sa ciaglymi funkcjami parametru «.. Dla udowodnienia warunku koniecznego
zauwazmy, ze inkluzja S C Sg prowadzi do (3.91). Ze stabilno$ci w sensie Schura
macierzy @ otrzymujemy det(Q — AI) # 0 dla A < —1 lub XA > 1. Oznacza to, ze
macierze (I — Q)71 i (I + Q)~! istnieja i mozna otrzymaé (3.89) z (3.91). O

Whiosek 3.2. Jezeli spelnione sa zalozenia twierdzenia 3.10 i macierze P oraz @
rozpinaja zbiér macierzy D-symetryzowalnych (tzn. S C SYM ) wtedy problem (3.35),
(3.2) jest odpornie brzegowo stabilny, tzn.

S={aP+(1-a)Q:a€c[0,1]} CSsUSYM (3.93)

O
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Metoda charakterystyk

4.1. Aproksymacja réwnan rézniczkowych przez réwnania
réznicowe
Metode charakterystyk najczesciej stosuje sie do numerycznego rozwiazania uktadu

dwu réwnan

ow™ (z,t) N _Jw ™ (z,1)

. B + -
o s 5y | = ouw (@,t) + arpw™ (2,t) + u (x,1) (4.1)
+ + |
ow a(txat) 4+ st dw af’t) = anw” (2,t) + agow™ (2, t) + ut (2,1

gdzie u™ (z,t) i uT(z,t) sa zadanymi funkcjami skalarnymi. Metoda charakterystyk
stosowana jest zaréwno do numerycznego rozwiazania problemu Cauchy’ego jak i pro-
blemu mieszanego. Dla réwnan typu (4.1) metoda charakterystyk na ogél daje lepsze
rezultaty niz kazda inna metoda, poniewaz uwzglednia [1] ,falowa nature” rozwiazan.
Dodatkowo algorytm tej metody jest prosty, mozna go tatwo zapisa¢ w postaci pro-
gramu komputerowego, a czas obliczen jest relatywnie do innych metod najkrotszy.
Metoda charakterystyk moze byé¢ stosowana zaréwno do réwnan niestacjonarnych
jak i do réwnan quasi-liniowych. Istota tej metody polega na odpowiedniej zamia-
nie uktadu wspélrzednych. Dzieki temu otrzymuje sie uklady réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, ktore nastepnie rozwiazuje sie numerycznie jedna z typowych metod
réznicowych. Specyficzna cecha metody charakterystyk jest stata zaleznosé pomiedzy
gestoscia dyskretyzacji czasu At i przestrzeni Ax,

Az = (st —s7)At (4.2)
Metoda charakterystyk opiera sie na zamianie uktadu wspolrzednych
z = z(p,§)
(4.3)
t=1t(e,)

przy czym nowe wspolrzedne ¢, £ zmieniaja si¢ wzdluz krzywych zwanych charakte-
rystykami (patrz rysunek 4.1). Charakterystyki spelniaja réwnania

do _ -

d (4.4)
dx L

de _

at
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4. Metoda charakterystyk

Do dalszych rozwazan przyjmiemy dwa zalozenia upraszczajace: niech wspotezynniki
réwnania (4.1) beda state a moduly predkosci propagacji fal niech beda jednakowe

—s  =st =3 (4.5)

T A

+
tgf=s"

14

t

At

Rys. 4.1. Zamiana ukladu wspélrzednych w metodzie charakterystyk

Wprowadzajac nowy uktad wspélrzednych otrzymujemy zaleznosci
ow ™ (x,t) ow™ (x,t)
A -

ot ox
dw (z,t) 0t(,§) . ow (z,t) Oz(p,§) dw(p,§)
ot de ox Op _ dy (4.6)
(e, §) It(p, &) '
dp dp
dwt(¢,§)
Owt (z,t) owt (z,t) ¢
ot T ar  0Hp.6)
73

Podstawiajac (4.6) do (4.1) sprowadzamy wyjsciowy uklad réwnan do ukladu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych

dw™ _ 4 _

T =anw “+apw’ +u

e (4.7)
T =ag1w -+ a22w+ +ut

Aby 7z réwnan (4.7) otrzymaé réwnania réznicowe, mozna zastosowaé jedna z ty-
powych metod. Postugujac sie na przyklad metoda Eulera otrzymujemy
- - _ — + —
Wi — Wi = [anwiﬂ’j +anw, ; + uiﬂ,j] At

(4.8)

+ + _ - + 4t
w W= [aglwi’j + azw;; + u”] At
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4.1. Aproksymacja réwnan rézniczkowych przez réwnania réznicowe

Indeksy u dolu zmiennej w oznaczaja numeracje dyskretnych wartosci czasu
i zmiennej przestrzennej zgodnie z reguta przedstawiong na rysunku 4.2. Stosujac
metode Cranka-Nicholsona z réwnan (4.7) otrzymujemy

Wi i1 — Wigy 5 = [an(wi:rl,j +w; 1)+ al?(wit,-l,j + wj,j+1) Ui+ “;,j+1] %
+ + - - + + + + 1At
Wy — Wi = [a21(wi,j +w; 1) +az(w; tw ) tul + ui,j+1] >
(4.9)
T A
6,1
5,26
5,1 4,30
4,2 3,40
4,1 3,30 2.5
3.2 2, 4e
3.1 2,30 1,50
2,26 1,40
21 1,30
A 1,24
1,1 >
At t

Rys. 4.2. Numeracja weztéw dyskretyzacji dla problemu Cauchy’ego

Ogdlnie w przypadku stosowania metod dwuwarstwowych, réwnania réznicowe
moga by¢ zapisane w postaci macierzowej
- +
Wi41,i = ijﬂ' + ij,iH + W Uj 41 + WJFUJ'J' + W Uj41,i (410)

Wspétezynniki w powyzszym rownaniu zaleza od metody aproksymacji rownania
(4.7). Dla metody Eulera otrzymujemy

0 0 1+ At At
r= Q= i S (4.11)
Atagl 1+ Atagg 0 0
At 0 0 0 00
T = Wt = wE = (4.12)
0 0 0 At 0 0
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4. Metoda charakterystyk

natomiast dla metody Cranka-Nicholsona

r ar2a21At? /4 a12(1 + aga At/2)At/2
CL21(1 — a11At/2)At/2 1 + (a22 — au)At/Q — allaggAt2/4
- D (413)
0 1+ (all — QQQ)At/Q — anaggAt2/4 a12(1 — aggAt/Q)At/Q
(121(1 + allAt/2)At/2 algaglAt2/4
_:g 1—&22At/2 0 W+:§ 0 a12At/2
20 | gy AL/2 0 2010 1—aAt/2
- (4.14)

+ _ g 1-— aggAt/Q CL12At/2
200 | g AL/2 1 —a;At/2

gdzie stata a = 1 — 0,5At tr A + 0,25A¢% det A musi byé rézna od zera. Wynika stad,
ze dla metody Cranka-Nicholsona trzeba dodatkowo uwzglednié¢ warunek

(tr A+ \/W)
det A

At # (4.15)

Dla obu metod macierze I i §) sa osobliwe, poniewaz posiadaja po jednej zerowej
wartosci wlasnej.

4.2. Dyskretna aproksymacja problemu Cauchy’ego

Metode charakterystyk mozna stosowaé do znalezienia dyskretnej aproksymacji roz-
wiazania réwnania rézniczkowego (4.1) z warunkiem poczatkowym

w(z,0) =wo(z) dla =z €]0,]1] (4.16)
Rozwiazanie jest wtedy obliczane w weztach

Ua = {(xj,tj)e U ;=050 —1)Az/s; @ =Az[i— 140,50 —1)];
(4.17)
j=1,2,...,1+1/Az; i:1,2,...,2—j+1/Ax}

gdzie UT jest zdefiniowane przez (2.13). Gestosé dyskretyzacji czasoprzestrzeni Wa
jest zdeterminowana przez dyskretyzacje po zmiennej przestrzennej Axz. Powinna ona
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4.2. Dyskretna aproksymacja problemu Cauchy’ego

by¢ tak dobrana, aby 1/Axz bylo liczba calkowita. Dyskretne wartosci dla pierwszej
warstwy czasowej

wi,; = wo(z;) (4.18)

obliczane sa z warunkéw poczatkowych (4.16), przy czym x; = (i — 1)Az natomiast
i=1,2,...,1+ 1/Az. Nastepnie postugujac sie wzorem rekurencyjnym (4.10) moz-
na obliczy¢ przyblizona wartosé rozwiazania problemu Cauchy’ego (4.1), (4.16) dla
punktu o wspélrzednych to = 2sAz, x1 = Ax/2. Zatem ws o jest obliczane w oparciu
o warunki poczatkowe w; 1 i wo ;. Nastepnie na podstawie wartodci wo 1 oraz ws
(patrz rysunek 4.2), obliczane sa, za pomoca wzoru rekurencyjnego (4.10), wartosci
wa.2. W ten sposéb oblicza sie¢ kolejno wartosci dla punktéw w drugiej warstwie cza-
sowej. Nastepnie bazujac na warto$ciach obliczonych dla drugiej warstwy czasowej,
oblicza si¢ kolejno wartosci dla trzeciej warstwy czasowej, tzn. wy 3, wa 3, w33 itd.
Postepowanie takie prowadzi sie tak dlugo, az beda znane wartosci przyblizonego
rozwiazania dla wszystkich punktow zbioru Wa.

Kazda kolejna warstwa czasowa posiada o jeden wezel mniej od warstwy po-
przedniej. Wynika to z zawezania sie obszaru okreslonosci rozwiazania proble-
mu Cauchy’ego. Ostatnia, j = 1 4 1/Axz warstwa czasowa, posiada tylko jeden
punkt t; = 0,5/s.

Przedstawiona powyzej procedure obliczeniowa wygodnie jest zapisa¢ w postaci
macierzowej. Dla j-tej warstwy czasowej, przyjmujac wektory zmiennych i wymuszen
w postaci

" Uy
1,5 + .
ul I=2—j+1/Ax
w; = . U; = L J / (419)
’ . Wi, Uj € g2
U)Lj _ +
Upj UL
otrzymujemy
’LU]'+1 = ‘bcw]‘ + WHUJ‘ + W*)Uj_;'_l (420)

przy czym macierze prostokatne ®¢ i W oraz W~ kwadratowa sktadaja sie z blokéw
macierzowych

T o
o r Q c R20—j+1/A2)x2(2—j+1/Az) (4.21)
I r Q
ST
e Wt w- € RAI—GH1/An)x2(2—j+1/Az) (4 99)
L W+ Wﬁ
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4. Metoda charakterystyk

— Wt c R —j+1/Az)x2(1—j+1/Ax) (4.23)

W zaleznosci od stosowanej metody macierze I', Q, W+, W~, W* dane sa wzora-
mi (4.11), (4.12) dla metody Eulera lub (4.13), (4.14) dla metody Cranka-Nicholsona.
Wz6r rekurencyjny (4.20) jest dyskretng aproksymacja réwnania rézniczkowego czast-
kowego (4.1).

Dla dyskretnego réwnania dynamiki (4.20) mozna, analogicznie jak to zostalo
zrobione w rozdziale 3 dla uktadow ciaglych, zdefiniowaé funkcje energetyczna w po-
staci kwadratu normy

Ej = ||lw;||* = w] G, (4.24)
gdzie G; = GjT > 0. Indeks u dotu macierzy G; oznacza, ze jej wymiary
dimG; =2(J —j) x 2(J — 7) (4.25)

zalezg od dyskretnej wartosci chwili czasowej j przy czym J = 2+ 1/Ax. Macierz G,
mozna zdefiniowaé w taki sposéb, aby obie normy, dla systemu ciagtego i dyskretnego,
byly zgodne w nastepujacym sensie

Jim A2, = 1), (4.26)

Postulat ten jest spetlniony gdy
G; = diag(G, ..., Q) € R2I—)*2=) (4.27)
czyli G sa macierzami blokowo diagonalnymi a elementy na przekatnej maja postaé
G = diag{1, g} (4.28)

Macierz stanu ®¢ dyskretnego systemu (4.20) zalezy od elementéw macierzy A
oraz przyjetej dyskretyzacji At. Zadajac zatem stabilnosci systemu dyskretnego (4.20)
otrzymujemy warunki nieréwnosciowe dla tych parametréw.

Definicja 4.1. Liniowy system dyskretny
Wi41 = @ij (4.29)
jest asymptotycznie stabilny jezeli istnieja dodatnio okreslone macierze (4.27) takie, ze

wly Gjiwjp —w] Gjw; < 0 dla dowolnego j = 1,2,...,.J — 2 takiego, ze [|w;]| # 0.

Rozpatrywany system dynamiczny (4.20) jest dyskretna aproksymacja réwnania
rézniczkowego czastkowego (4.1) i stuzy do obliczen numerycznych. Aby rozwazy¢
stabilno$é numeryczna (4.20) przyjmiemy dodatkowa definicje.
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4.2. Dyskretna aproksymacja problemu Cauchy’ego

Definicja 4.2. System dyskretny (4.29) jest numerycznie stabilny jezeli istnieje stala
7 > 0 taka, ze system (4.29) jest asymptotycznie stabilny dla wszystkich At € (0, 7).
O

Stwierdzenie 4.1. Jezeli istnieje cigg nieosobliwych macierzy H; € R =) x2(J=j)
takich, ze

|Hj 1 ®cH; | < 1 (4.30)

dla wszystkich 1 < j < J — 2, to wtedy system dyskretny (4.29) jest asymptotycznie
stabilny.

Dowdd. Z definicji spektralnej normy macierzowej i zalozenia (4.30) wynika, ze

L(HHYTeLHT

-1
jr1i1 et "z

S ¥ <1 (4.31)
dla wszystkich z; # 0. Podstawiajac
zj=Hjw;  Gju=H \Hjy1n Gj=H H; (4.32)
do (4.31) otrzymujemy
ijfl%GjH(I)ij < ijijj (4.33)
i ostatecznie biorac pod uwage (4.29)
gl < sl (434)
U

Twierdzenie 4.1. Jezeli ciagly problem Cauchy’ego (4.1), (4.16) jest asymptotycznie
stabilny, wtedy aproksymujacy go system dyskretny (4.29), otrzymany z zastosowania
metody charakterystyk i metody Eulera, jest numerycznie stabilny.

Dowdd. Postuzymy si¢ stwierdzeniem 4.1. W tym celu przyjmiemy H; ; = G]lfl

oraz H; = G;/ 2 gdzie ulamek !/ oznacza wykladnik potegi a diagonalne macierze

Gj 1 Gj41 sa zdefiniowane przez (4.27), (4.28). Norma macierzy G;fl@ch_l/g jest
mniejsza od 1 jezeli wszystkie wartosci wlasne macierzy

Oc = G 0cGT OLG) (4.35)

J+l J+1
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4. Metoda charakterystyk

naleza do odcinka [0, 1), przy czym macierz ®¢ jest zdefiniowana przez (4.21) i (4.11).
Aby zweryfikowaé polozenie wartosci wlasnych utworzymy wyznacznik

(@ 000 b 00 0 0 |
O ¢c OO0 0 0 0O
0 0a OO0 D 0O
b 00 ¢ OO0 0O
0 00O a O 0 b
00 b 0O 0 ¢ 00
Egn:det(ﬂc—)\f):det 0O 0 0 0 0 0 a O (436)
0 00O b 0 0 ¢
a 0 0 b
0 ¢c 0 O
0 0 a O
L b 0 0 cj
gdzie
a=(1+aAt)* 4+ a2, At? /g — A
b= (1+anAt)anAty/g+ (1 + anAt)anAt/\/g (.37

c= a2 At?g + (1 + axnAt)? — )
n=(1/Az—j+1) dim ©¢ = 2n x 2n

Oznaczajac przez 2oy minor powstaly z S, przez wykreslenie k pierwszych wierszy
i kolumn, natomiast przez ©s, minor powstaly z wyznacznika =, przez skreslenie
szostej 1 czterech pierwszych kolumn oraz takich samych wierszy, otrzymamy uktad
réwnan rekurencyjnych

= = 2 = 4
Eon  =0aZop—1 —ab"cEay_4 + b cOgy
Hon—1 = CcZ2p_2

, (4.38)
Eon—2 = aZop—3 — b°cOyy,

Zon—3 — CZ2n—4

Rugujac z powyzszego uktadu réwnan minory stopnia nieparzystego oraz O, otrzy-
mujemy

Zon + (b* — ac)Za 0 =0 (4.39)
Roéwnanie charakterystyczne dla (4.39) ma postaé

r? 4+ (b* —ac) =0 (4.40)
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4.2. Dyskretna aproksymacja problemu Cauchy’ego

zatem ogélne rozwiazanie réwnania (4.39)
Eon = ar® = afac — b*)" (4.41)
Stala a mozna obliczy¢ z wartodci wyznacznika =5 = ac i ostatecznie
Zon = ac(ac — b?)" ! (4.42)

Przyréwnujac do zera wyznacznik (4.42) otrzymujemy natychmiast dwie wartosci wla-
sne macierzy ©¢

/\1 = (1 + Ata11)2 + a?zAtZ/g

s o (4.43)
AQ = (1 + Ata22) + a21At g
Sa one mniejsze od jednosci, gdy odpowiednio
—2

At < g +a121 ;

a ais/g
11 , 12 (4.44)

At < >

a3, +a3.g
Opierajac sie na zalozeniu a;; < 0 otrzymujemy A\; < 1 dla dostatecznie matych At

i podobnie z nieréwnosci ags < 0 wynika Ay < 1. Pozostale wartosci wlasne macierzy
O¢ sa rozwigzaniami rownan

ac—b* = N — A[At*(al; + a3, + aly/g + a3,9) + 20t tr A + 2]+
(4.45)
+[A det A+ Attr A+ 1]°=0

Symetryczna macierz ©¢ jest nieujemnie okreslona, zatem miejsca zerowe powyzszego
wielomianu musza by¢ nie tylko rzeczywiste, ale i nieujemne. Aby zbadaé, czy naleza
one do odcinka [0, 1), przesuniemy uklad wspélrzednych przez podstawienie A = e+1.
Otrzymamy w ten spos6b rownanie

e? — e[At*(af; + a3y + aly/g + a319) + 20t tr A+

(4.46)
+ At? [AtQ det2A + 2Attr Adet A+ 2det A + 2a11a92 — aly/g — aglg] =0

Aby oba miejsca zerowe réwnania (4.46) byly ujemne, potrzeba i wystarcza, aby jego
wspoélczynniki byly dodatnie. Otrzymamy zatem dwa warunki nieréwnosciowe

At*(af; + a3y + aja/g + a3,9) tr A <0 (4.47)
At?det?A + 2At tr Adet A+ 2det A + 2a11a22 — a3y/g — gaz, > 0 .
Spelnienie pierwszej z tych nieréwnosci wynika ze spelnienia nieréwnosci (4.44). Gdy-
by tak nie bylo, musialyby byé¢ spelnione réwnocze$nie dwa warunki
—2a11 — 2a93 —2a11
afy + a3, +afy/g+ a3 g ady +aiy/g

(4.48)
—2(111 — 2@22 —20,11

a3y + a3, +aly/g+a3 g a3y +a3 /g
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4. Metoda charakterystyk

Po zastosowaniu odpowiedniego przeksztalcenia, zauwazymy, ze (4.48) sklada sie
z dwoch sprzecznych nieréwnosci. Pozostaje zatem do zbadania druga nieréwnosé
(4.47). Wystepujacy tam wielomian ma dwa miejsca zerowe

—trA— \/(an —ag)? + (a12/\/9 + a21,/9)*

Aty =
N —tr A+ \/(an —ag)? + (a12/\/9 + a21,/9)*
27 det A

Przy zalozeniu tr A < 0idet A > 0 otrzymujemy natychmiast Aty > 0. Trzeba jeszcze
sprawdzié, czy Aty > 0. Parametr ten zalezy od g i osiaga warto$¢ maksymalna

—trA— \/(an — a22)? + 2(Jar2a21 | + a12a21)

pr— 4.
Aty det A (4.50)
dla
ai2
= |=£ 4.51
o (4.51)

Jezeli ajsaz; < 0, wtedy licznik (4.50) jest dodatni, poniewaz a11 < 01 age < 0. Jezeli
natomiast ajsas; > 0 wtedy licznik (4.50) ma wartosé

—trA—tr2A—4det A (4.52)

czyli jest réwniez dodatni dla det A > 0. Do zakonczenia dowodu trzeba jeszcze roz-
wazy¢ przypadki, dla ktérych parametr g nie moze by¢ obliczony ze wzoru (4.51). Dla
a2 = 0 otrzymujemy

—trA— \/(all —ag)?+alyg

Aty = (4.53)
ai1az2
a warunek At; > 0 jest spelniony dla dowolnych
4
s (4.54)
as
Dla przypadku as; = 0 otrzymujemy
—tr A — \/(a11 —a)?+al,/g
Aty = (4.55)
aii1az2
a warunek Aty > 0 jest spelniony gdy
2
a1z
4.56
dajiazs (4.36)
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4.3. Dyskretna aproksymacja problemu mieszanego

Jezeli natomiast a12 = a9 = 0, otrzymujemy

2
Aty = Aty = —— (4.57)
@22

O

7 powyzszego twierdzenia wynika wniosek, ze warunkiem wystarczajacym stabil-
nosci dyskretnego systemu dynamicznego (4.29), (4.21) jest stabilno$é systemu ciag-
lego (4.1) oraz dostatecznie drobna gesto$¢ dyskretyzacji

720,11 720,22

0 < At < maxmin
2 2 ’ 2 2
9 aty +aiy/g’ azy +azg

(4.58)

—trA — \/(au —a22)? + g(ai2/g + az1)?
det A

gdzie minimum jest wybierane z trzech elementéw. Pierwsze dwa sg zawsze dodatnie
jezeli ciggly problem Cauchy’ego jest stabilny. Trzeci element mozna uczynié¢ dodat-
nim przez podstawienie odpowiedniej wartosci za parametr g.

4.3. Dyskretna aproksymacja problemu mieszanego

Niech bedzie dane réwnanie rézniczkowe (4.1), warunki poczatkowe (4.16) i warunki
brzegowe

=B + (4.59)

dla t > 0. Dyskretna aproksymacja rozwigzania problemu poczatkowo-brzegowego
(4.1), (4.16), (4.59) obliczana jest w weztach

\IIA:{(mi,tj)G\I/: vi=(i—1)Az; t;=20— 1AL Az = 2sAt;
(4.60)
j=1,2,...,1+ sT/Axz; i:LQ,...,l—kl/Aw}

gdzie dyskretyzacje przestrzenna Az i czas koncowy T dobiera sie tak, aby 1/Ax
i sT/Ax byly liczbami calkowitymi. Sposéb numeracji wezléw siatki aproksymuja-
cej obszar rozwiazania przedstawiony jest na rysunku 4.3. Wartosci rozwiazania dla
pierwszej warstwy czasowej (7 = 1) znane sg z warunku poczatkowego

w;1 = wo(z;) (4.61)
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4. Metoda charakterystyk

gdzie i = 1,2,...,1+ 1/Ax a x; = (i — 1)Az. Nastepnie oblicza si¢ wartosci roz-
wiazania dla posredniej warstwy czasowej, oznaczonej przez j = 3/. Wspdlrzedne
przestrzenne dla wezldéw tej warstwy wynosza o Ax, 3 Az, 5hAx,...1 — 1hAx.
Wartosci rozwiazain w3/ gdzie i =1,2,...,1+ 1/Az, nie zaleza od warunkéw brze-
gowych (4.59) i dlatego sg obliczane w taki sam sposob jak dla problemu Cauchy’ego,
zatem moga by¢ zapisane w postaci macierzowe;j

ij/Q = (I)ij + W<_Uj + W—>Uj+1/2 (462)

gdzie macierze ®c, W € R2/Axx20+1/Az) § J— ¢ R2/Aex2/Ar g5 ydefiniowane
przez (4.21), (4.22), (4.23) i nie zaleza od dyskretnej zmiennej czasowej j. W ten sam
spos6b obliczane sa wartodci w; 2 dla nastepnej warstwy czasowej (j = 2), ale tylko
w wezlach x; = iAx gdzie i = 2,...,1/Ax. Dla punktéw brzegowych wy o i wi41/a,2
korzysta sie zar6éwno z réwnan réznicowych (4.8) lub (4.9) jak i warunkéw brzegowych
(4.59). Dla punktéw brzegowych otrzymujemy zatem réwnania

—_ —_ _B N + —_
Wiy~ Way jo1yz = (A01Wayg 51y S @120 5y gy Ty 51 pa) A (4.63)

+ - + P
wy j = bawy i+ bagwy, ; + u;

_ + - k
W = blgwm_’j + bllwlyj +uj

m,j

+ +

- ) X (4.64)
mj — Wnj-1/2 = (a21wn,j—1/2 taxw, ; 4, + “n,j—1/2)At

w,

T A 2At
6,1 6,2[ 6,31
5, 3/pe 5,5/
5,1 5,2 5,3
4, 3/ye 4,5/
41 4,24 4,3
3,3/ 3,5/
3,1 3,2 3,3
2, 350 2,5/p0
21 2,2 2. 36
Az 1,3/ 1,5/20
1,1 >
1,2 1,3 ¢

Rys. 4.3. Numeracja weztéw dyskretyzacji dla problemu mieszanego
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4.3. Dyskretna aproksymacja problemu mieszanego

gdzie m =14 1/Ax, n = 1o+ 1/Ax natomiast uf] = u?(jAL) i uf = u"(jAt) sa dys-
kretnymi aproksymacjami niejednorodnosci warunkéw brzegowych (4.59). Podobnie
dla metody Cranka-Nicholsona otrzymujemy

Wy j = Wy 179 = [all(w:;/2j 12 T wy )+
A
tai (w3/2j 172 T W J) Tz 1yt “1,J] > (4.65)

+ _ - +
wy ;= bawy; + bopwy, ; +uf

’LU;L] blgw + b11w1 J + U
+ + _
W5 — wn’j,1/2 = [a21 (wn,j71/2 + wm ])+ (466)

+ + + + 1At
+az (wn,j—l/z + wm,j) t Uy i1t “m,j] 2

7 powyzszych wzoréw mozna obliczy¢ wartosci rozwiazan dla punktéow brzegowych

wy,; = Vw3/2,j_1/2 + Cw",j_l/g i WO_U’S_/2 j—1/2 + Wo_kul_j

(4.67)
Wy e+ Wolttn, + USu? + Ufus
Wn,j = W 172 + Dws)p j1/2 + Wi us/zg 12 T Wity (4.68)
4.68
Wiy g+ Wik, + Ul + Ufus
gdzie dla metody Eulera
[ lranAt anAr [bisasi At bia(1 + azsAt)]
v — 11 12 W 12021 12( 22AAt) (4.69)
b21(1 + allAt) boraio At a1 At 1+ as At
C 0 0 D b11(1 + CLHAt) biiaio At (470)
bggaglAt b22(1 + (IQQAt) 0 0
At bioAt b At 0
Wy = wir = |7 = T = (4.71)
leAt At 0 bQQAt
- + - + 0
W = Wop = Wi = Wi, = 0 (4.72)
0 0 1
Up = Uy =0? = Ur = (4.73)
1 0 0

Natomiast dla metody Cranka-Nicholsona
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4. Metoda charakterystyk

(14 a1 5) (1 — anbi2 3t — aznst)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

v — 1
O | (14 a114t) (ar1biibaz + ar1b12bor + azobor) 5t
(1= anbagt — azn§t)an gt
(a11611622 +aribiaber + 022521)012%
W 1 (b12 — a11b12 5 + a12bi1beo Gt — a1abiobor Bt asi 4t
o (1—angt — anbn 5t)an 5
(512 - (1111712 t 4+ a12b11b22— — a12b12ba1 5 5 )(1 + agz Qt)
(L —ai 8t —arpbor 5L) (1 + axn’l)
_ | }
ot a12a21b0 B a12baz (1 + axn5t) &
a a21b22(1 —ann ) A boa(l— a4l (14 axnst )_
D 1 b11(1 +annB) (1 —anst) apbii(l—andt)st
“l a1bi1 (1 + an 5t) 5 arrarzbi £
W = W= _ At 1—anst —anbiadt
0 0k 200 At
_(azzbzl + a11b12be1 + a11b11b22) =5
i At
W — Wt At (biz — a11b12 + a12b11b22 + ar2bi2bor) 5t
1 1k — o
2a i 1— a5t — arnbn §
boo At a2 5t
i + b 2
Wor = Wo =75 Al
« |1 —an |
_ _ b1 At 1 — Q225 at]
Wy =Wy = % At
a115
U At 012(1 —anil - a11b12%)%
0=5—"
2 1= an gt —anist + a11a22AT — a2 it + ad b AL
2
U At 1 - Clu% - a22 L4 a11a22AT - a11b21 L+ a12a22b21
1=5—
2a i a11 (1 — a1 gt — a1nbn 5) 5t
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4.3. Dyskretna aproksymacja problemu mieszanego

gdzie

o =1—(a11 + azz + a11b12 + ar2ba1 —
(4.78)
(a11a22 + ajibia + @12a20b21 + a11a12b12b21 — a11a12b11b20) 3L) 5
musza by¢ rézne od zera. Wynikajg stad dodatkowe ograniczenia na gesto$¢ dyskre-
tyzacji.
Przedstawiony powyzej drugi etap wyznaczania rozwigzan w oparciu o warstwe
posrednia oraz warunki brzegowe, mozna zapisa¢ macierzowo

wit1 = Ppwjy1ye + Weujpre + Wousn + U, + UMby (4.79)
gdzie
o A
r Q
by = r Q € R20+1/Az)x2/Ax (4.80)
I Q
_D W—
Wy
wt Ww-

W = w+ Ww- € R2(A+1/A2)x2/Az (4.81)

W+ W-

L Wy

o
Wj:

W = w* € R2(1+1/A2)x2(14+1/Aq) (4.82)

..................... Wi R

I Wy

0 Uo 2(141/Ax) 1 2(141/Ax)
U” = eRn v U= eR r (4.83)
U,

Kwadratowe macierze T', Q, W+, W=, W* sa zdefiniowane wzorami (4.11), (4.12)
dla metody Eulera i wzorami (4.13), (4.14) dla metody Cranka-Nicholsona. Podobnie
macierze V., W, C, D, Wy, WOJF, w, Wfr, oraz wektory UY i U sa okreslone wzorami
(4.69)—(4.73) 1lub (4.74)—(4.77).
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4. Metoda charakterystyk

Hipoteza 4.1. Jezeli ciagly problem mieszany (4.1), (4.16), (4.59) jest zaréwno we-
wnetrznie jak i brzegowo asymptotycznie stabilny, to system dyskretny (4.79) jest
numerycznie stabilny.

Uzasadnienie. Ze stwierdzenia 4.1 wynika, ze wystarczy udowodnié¢ spelnienie nie-
réwnosci

G2 oGy %) < 1 (4.84)

gdzie G € R2IH1/ A2 2(1+1/A2) § ) ¢ {2/ A2x2/A2 Nieréwnosé (4.84) jest spetniona
gdy wartosci wtasne macierzy

Op =Gy 2oL G D5 Gy (4.85)

naleza do odcinka [0,1). Aby to sprawdzi¢ utworzymy wyznacznik

d e 00 00 f h
e k 0 0 0 0 I m
00 p r 00 0 0
O 0 » w ... 00 0 O
Ey=det(fp = A) =det |- oo € R/ Arx2/ A
0 0 0 0 p r 0 0
0 0 0 O r u 0 0
f 1 00 0 0 v w
h-om 0 0 ... 0 0 w =z| (4.86)
gdzie
d = (1+ a1 At)*(1 4 b7, + gb3,) + gad, At® —
b2
e = aglAt(l -+ (122At)¢§+ algAt(l —+ allAt) <b21\/_+ 7 + \[)
[ =a21At(1 + a11At)(b11b12 + ba1ba2g)
b11b
h = (1+a11At)(1+a22At)< 11712 +b21b22\/—>
V9
2 2 2 2 1 b%l
k:(1+022At) +a12At b1+g+ g - A
[ = algaglAt2 (bglbgz\/g + m)
V9
b11b
m:algAt(1+a22At) <b21b22+ 1lgl2> (487)

p=ai At?g + (1 + a1 At)? —
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4.3. Dyskretna aproksymacja problemu mieszanego

1 At
r= algAt% + a21At(1 + aggAt)\/E

At?
u = (L%QT + (1 + GQQAt)Q — )\

v= (14 a11At)? + a3 At? (b, + g + b359) — A
(1 -+ auAt)

w = aglAt
V9

b2
—+ aglAt(l —+ CLQQAt) <12 + \/g + b%2\/§>
V9
b%,

2A2
2= (1 + agnAt)? (1+b§2+7>+%4

Wyznacznik (4.86) jest iloczynem dwéch wielomianéw

Ey=Z=Ep (4.88)
gdzie
= = (pu—r2) YA (4.89)
d e [ h
LR 'AA ™ (4.90)
ot v w
h m w =z

Stabilno$¢ w sensie Schura wielomianu (4.89) wynika, podobnie jak wielomianu (4.45),
z zalozenia twierdzenia 4.1 poniewaz pu—r? = ac—b?. Niestety, trudno jest udowodnié,
ze stabilno$¢ w sensie Schura wielomianu (4.90) wynika z zalozen twierdzenia 3.5
i twierdzenia 3.6 dla dostatecznie malych wartosci At. O

Polaczenie obu etapéw obliczen oznacza podstawienie do wzoru (4.79) wartosci
w;j41/2 okreslonej przez (4.62). Ostatecznie zatem otrzymuje si¢ dla metody charakte-
rystyk zastosowanej do rozwiazania problemu mieszanego (4.1), (4.16), (4.59) wzory
iteracyjne

Wijg1 = (I)wj —+ @1Uj + @Qujqu/g + @3Uj+1 + U0u§+1 + Ulufﬂ (491)
gdzie
vt v cr Q]
T ro+Qr 919

T ra+ar Qo
Dr DQ wT wQ
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4. Metoda charakterystyk

HW+ HW~
W+ W~ +Qwt Qw-
0, = rw+ W= +Qw+ Qw- (4.93)
W+ TW-+owt Qw-
| GW+ GW~
HW* + Wy
W +wt Qw4+ w-
0, = W +w+ QW4+ w- (4.94)
W +wt Qw4+ w-
i GW=* + W,
Wy
Wj:
+
0, = w (4.95)
W:t
Wit

P, @17 O, € §R2(1+1/Ax)><2(1+1/Am) 0, c §R2(1+1/Am)><2/Az.

Jezeli wszystkie wymuszenia sa zerowe, wtedy (4.91) redukuje sie do systemu
autonomicznego

Wi41 = <I>wj (496)

Lemat 4.1. Zlozenie
Wj41 = (I)B (I)C wy (497)

dwdéch asymptotycznie stabilnych systeméw (4.79) i (4.62) jest systemem asympto-
tycznie stabilnym.

Dowdd. Ze stabilnosci systeméw (4.79) i (4.62) wynikaja nieréwnosci
[wjtall < flwjrayall < flwjll (4.98)

ktore dowodza asymptotycznej stabilnosci (4.97). O

4.4. Eksperymentalny dobodr gestosci dyskretyzacji

Zal6zmy, ze problem mieszany

ow ow

—(1,t —(0,¢t
w (L) _ p w00 (4.100)
wt(0,t) wt(1,t)
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4.4. Eksperymentalny dobdr gestosci dyskretyzacji

gdzie
ayy a2 — b1 b2 — 5

- B=1 = S=73 = (4.101)
a1 as ba1  bao s

N

A:

oraz s > 0, jest asymptotycznie stabilny zaréwno wewnetrznie jak i brzegowo. Naszym
celem bedzie teraz zbadanie stabilnosci systemu (4.99), (4.100) gdy zamiast warunku
poczatkowego (4.16) zadany jest warunek koncowy

w(z,T) =wr(z) dla =z €]l0,1] (4.102)

Oznacza to, ze réwnanie (4.99) z warunkiem brzegowym (4.100) ma byé rozwiazane
swstecz”. Problem koficowo-brzegowy (4.99), (4.100), (4.101) mozna transformowaé
do postaci kanonicznej. Po latwych obliczeniach otrzymujemy nowe wspdlezynniki
macierzowe dla réwnania rézniczkowego (4.99) i warunkéw brzegowych (4.100)

AT —agy —a1 L& ) 1_) bir —bo
—a12  —a11 det B —bio boo
(4.103)
— — —S
S=8=5=
s

Stwierdzenie 4.2. Jezeli system (4.99), (4.100), (4.101) jest wewnetrznie i brzego-
wo asymptotycznie stabilny, to wtedy odpowiadajacy mu problem konicowo-brzegowy
(4.99), (4.100), (4.102) ze wspdlczynnikami (4.103) jest wewnetrznie i brzegowo nie-
stabilny.

Dowéd. Wewnetrzna stabilno$é problemu poczatkowo-brzegowego (4.99), (4.100),
(4.101) oznacza a11 < 01 age < 0. Dzieki temu elementy na przekatnej macierzy A sq
dodatnie, co jest sprzeczne z zalozeniami lematu 3.5. W ten sposéb dochodzimy do
wniosku, ze konicowo-brzegowy problem opisywany réwnaniami typu (4.99), (4.100),
ale ze wspoOlczynnikami (4.103), jest wewnetrznie niestabilny. Biorac pod uwage, ze

o
1 tr B
_ tr B = (4.104)
det B det B

-
det B =

wnioskujemy ze stabilnosci typu Schura macierzy §, ze koncowo-brzegowy problem
(4.99), (4.100), (4.103) jest brzegowo tez niestabilny. O

Stwierdzenie 4.2 przedstawia zrozumiaty zasade: odwrocenie kierunku zmiennosci
czasu, zamienia system stabilny w system niestabilny. Niestabilno$¢ ciggtego problemu
koncowo-brzegowego prowadzi do numerycznej niestabilnosci odpowiadajacego syste-
mu dyskretnego. Eksperymenty komputerowe pokazuja, ze jest to silna niestabilnos¢.
W jej wyniku pojawiaja sie¢ duze bledy, ktére prowadzg nawet do komputerowego
przepelnienia a zatem nie jest mozliwe numeryczne rozwiazanie ,wstecz” réwnania
rézniczkowego (4.99) z warunkami brzegowymi (4.100).
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4. Metoda charakterystyk

—

Dla wewnetrznie stabilnego systemu, obie wartosci wlasne \;(A) (gdzie i = 1,2)

maja ujemne czedci rzeczywiste. Zmiana kierunku czasu zwigksza czesci rzeczywiste
—

wartosci wlasnych macierzy A

— — —
MNi(A)=XN(A)+|tr A] (4.105)
czyniac je dodatnimi. Dla brzegowo stabilnego systemu wartosci wlasne macierzy B
majg amplitudy mniejsze od 1. Wlasno$é¢ ta nie jest zachowana dla odpowiadajacego
mu problemu koncowo-brzegowego z macierza B zdefiniowana wzorem (4.103).
Zajmiemy sie¢ teraz nieco odmiennym problemem. Zatézmy, ze zadany jest waru-
nek brzegowy

w(0,t) =we(t) dla 0<t<T (4.106)

Problem brzegowy (4.99), (4.106) jest podobny do problemu Cauchy’ego (4.99), (4.16).
Gléwna réznica polega na zmianie rél zmiennej czasowej t i zmiennej przestrzennej x.
Otrzymamy zatem nowe wspolczynniki dla formy kanonicznej réwnania (4.99)

1 |—a —Q 1 _1
A=Ay ==| + ™8 S=8 == ° (4.107)
5| az (22 § %
Macierz A; ma dwie wartoéci wlasne
age — ai; — \/(agg —an)?+ Adet A
Ai(Ar) = 5
(4.108)
=
age —aip + \/(agg —a11)?+4det A
Aa(Ar) = 5

Przy zalozeniu, ze system (4.99), (4.101) jest wewnetrznie stabilny (tzn. A > 0)
otrzymujemy

)\1(AT> <0

Ma(dr) > 0 (4.109)

Whnioski wyciggniemy pézniej, a teraz przeanalizujemy nastepny problem brzegowy.
Jezeli na brzegu x = 1 mamy zadany warunek brzegowy

w(l,t) =wi(t) dla 0<t<T (4.110)
to otrzymamy nowe wspélezynniki dla réwnania rézniczkowego czastkowego (4.99)

1|—a —a -1
A=A == 22 21 S—5 = 3

S
ai2 ail

(4.111)

® =
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Macierz A| posiada wartosci wlasne

=
a1l — ag — \/(an —a22)? +4det A

A(4)) = 9% = —X2(4y)
(4.112)
—
a1l — az + \/(an —a22)? +4det A
A2(4)) = 5 = —Ai(4y)

i przy zalozeniu, ze system (4.99), (4.101) jest wewnetrznie stabilny, otrzymujemy

AM(A) <0
1Ay (4.113)
)\Q(Al) >0
Latwo mozna sprawdzié, ze
1 —
det A = det A =—2 det A <0 (4.114)

Poza tym, macierze Ay i A] maja po jednym elemencie dodatnim na przekatnych:
—ay1/s > 0 dla przypadku (4.107) i —age/s > 0 dla przypadku (4.111). Jest to
sprzeczne z zalozeniami lematu 3.5, zatem oba analizowane przypadki problemdw
brzegowych, tzn. réwnanie (4.99) z warunkami (4.106) lub (4.110), sa wewnetrznie
niestabilne. Wartosci wiasne macierzy A; i A| sa rzeczywiste i maja przeciwne zna-
ki (patrz (4.112)). Ujemne wartosci wlasne sugeruja, ze niestabilno$é nie jest tak
silna jak w przypadku problemu koncowo-brzegowego (4.99), (4.101), (4.102). T rze-
czywiscie, eksperymenty komputerowe daja poprawne rezultaty przy numerycznym
rozwiazywaniu obu probleméw brzegowych (4.99), (4.106) i (4.99), (4.110). Ekspery-
menty te pokazuja, ze numeryczna stabilnosé jest warunkiem wystarczajacym, ale nie
koniecznym dla poprawnych obliczenn komputerowych. Otrzymane wnioski postuzyty
do sporzadzenia rysunku 4.4.

Th
przestrzen

1

&niestabilny?
stabilny! niestabilny!
—— -
Tniestabilny? czas
T t

Rys. 4.4. Stabilno$¢ modelu matematycznego zalezy od kierunku obliczen

Modelowanie realnych proceséw fizycznych pokazuje, ze metoda charakterystyk
moze by¢ wykorzystana do obliczen w obu kierunkach wzgledem zmiennej przestrzen-
nej, ale tylko w jednym kierunku wzgledem zmiennej czasowej.
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Mozliwos¢ prowadzenia obliczen w obu kierunkach wzgledem zmiennej prze-
strzennej pozwala eksperymentalnie dobra¢ odpowiednia gesto$é¢ dyskretyzacji. Aby
to zrobié¢ nalezy najpierw zalozy¢ pewna dyskretyzacje At i znalezé numeryczne roz-
wiazanie réwnania (4.99) z warunkiem koncowym

w(0,t) =we(t) dla 0<t<T (4.115)

gdzie czas koncowy T jest dostatecznie duzy (T > 4s). Celem obliczen jest znalezienie
numerycznej aproksymacji

w(l,t) dla 1/s<t<T—1/s (4.116)

W nastepnym etapie obliczen nalezy przyjaé¢ (4.116) jako warunki brzegowe do roz-
wiazania réwnania rézniczkowego (4.99) wstecz wzgledem zmiennej przestrzennej x.
W ten sposéb otrzyma sie aproksymacje

w(0,t) dla 2/s<t<T—-2/s (4.117)

Poréwnujac, za pomoca wybranej metryki, zalozone wartosci (4.115) z wynikami
(4.117) otrzymanymi w wyniku obliczen w przdd i nastepnie wstecz, otrzymuje sie
blad numerycznych obliczen. Obliczenia te mozna powtdrzyé dla réznych At, aby
otrzymadé informacje jak blad i czas obliczen zalezy od gestosci dyskretyzacji At.
Przyktad zastosowania tej metody jest przedstawiony ponizej.

Przyklad 4.1.

Metode eksperymentalnego doboru gestosci dyskretyzacji przesledzmy na przy-
ktadzie modelu przeplywu gazu w rurociagu. Na rysunku 4.5 przedstawiony jest pro-
sty system dystrybucji gazu sktadajacy si¢ z: kopalni gazu, stacji sprezania, rurociagu
(o dlugosci 200 kilometréw i Srednicy 0,7 metra) i odbiorcy gazu. Dlugi gazociag niech
bedzie opisywany réwnaniem hiperbolicznym. Zalézmy, ze zaréwno masowy przepltyw
gazu ¢ jak i ciSnienie gazu p nie réznia sie zbytnio od ich wartoéci srednich, dzieki
czemu mozemy postuzy¢ si¢ liniowym réwnaniem rézniczkowym czastkowym

0 0 1/M| o -n 0
14 + / e ) . 1 (4.118)
ot D M 0 Ox P 0 0 D
gdzie 7 jest opornoscia przeplywu gazu a M ~ 0,01 jest liczba Macha.
Warunki brzegowe sa zadane przez réwnania
p(O,t) —Po = k(pl _p(Lt)) (4119)
q(1,t) =v(t) (4.120)

gdzie pg jest nominalnym ciSnieniem gazu na wyjsciu sprezarki a p; jest nominalnym
ci$nieniem gazu dostarczanego do odbiorcy. Réwnanie (4.119) opisuje strategie stero-
wania. Zgodnie z nia ci$nienie gazu p(1,t) dostarczanego do odbiorcy jest mierzone
i por6wnywane z jego wartoscia nominalng p;. Réznica p; —p(t, 1) jest mnozona przez
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4.4. Eksperymentalny dobdr gestosci dyskretyzacji

wspoélezynnik sprzezenia zwrotnego k i przesytana do stacji sprezania gazu. Uktad
sterowania sprezarka utrzymuje ci$nienie gazu na wyjsciu sprezarki (tzn. p(0,t)) na
poziomie wyznaczonym przez (4.119). Dzieki temu kompensuje sie odchylenie ci$nie-
nia gazu na kofcu rurociagu. Zmienne w czasie zapotrzebowanie na gaz v(t) jest
dolaczone do modelu matematycznego poprzez warunek brzegowy (4.120).

q(0,1) q(1,t) = v(t)
kopalnia = sprezarka [ > gazociag » odbiorca
Po P
k

Rys. 4.5. Uktad regulacji systemu dystrybucji gazu ziemnego. Gazociag opisywany jest
rownaniem rézniczkowym czastkowym

Dzigki transformacji

q| |(1/VM 1/\/Mw

= (4.121)
P —VM VM
réwnanie (4.118) przyjmuje posta¢ kanoniczna
ow ow
— —=A 4.122
ot + ox v ( )
gdzie
-1 0 7l 1
[ 0 1] 2 [1 1] ( )
Predkoéei fali dzwickowej s™ = 1 i fali powrotnej s~ = —1 s unormowane. Warunki

brzegowe (4.119), (4.120) przyjmuja postaé

=B + (4.124)

gdzie
0 -1 ub(t) = v Mo(t) .

Pl _ v Po — Rp1
1 =2k uP (t) = kv Mo(t) + 7@

Rozwazany system jest wewnetrznie stabilny, ale nie asymptotycznie. Elementy na
przekatnej macierzy A sa ujemne, ale det A = 0. Oznacza to, ze energia gazu jest na

(4.125)
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0g6! rozpraszana w rurociagu, oprécz przypadku gdy nie ma przeplywu gazu (czyli
q(z,t) = v(t) = 0) a ciSnienie gazu jest stale dla wszystkich 0 < z < 1it > 0
i wynosi p(z,t) = (po + kp1)/(1 + k). W takim przypadku energia systemu jest stala,
czyli nie ma jej rozpraszania. Funkcja energetyczna, ktora umozliwia udowodnienie
wewnetrznej stabilno$ci ma postaé

E(t) = /yT [1 1] y dt (4.126)
0

Jezeli k = 0 wtedy rozwazany system jest brzegowo stabilny, ale nie asympto-
tycznie. W przeciwnym przypadku (k # 0), system (4.122), (4.124) jest brzegowo
niestabilny. Sprzezenie zwrotne wprowadzone przez uklad sterowania, prowadzi do
brzegowej destabilizacji.

Przedstawiona powyzej metoda charakterystyk umozliwia znalezienie aproksyma-
¢ji rozwiazania réwnania (4.122) z niejednorodnymi warunkami brzegowymi (4.124).
Roéwnanie dyskretne przyjmuje postac

wis1 = Qw; + U + Ul (4.127)
gdzie
0 T
v'=lo 10 ... 0
1 4 (4.128)
U :[o .01 0}

Przeprowadzono obliczenia komputerowe dla nastepujacych parametréw: n = 20,
M = 0,01, £k = 0,5, po = 1,1, p1 = 0,9 i czasu koncowego T" = 25. Zalozone zostaly
nastepujace warunki poczatkowe

q(z,0) =1

(4.129)
p(x,0) =11 —nMz
dla 0 < x < 1. Zapotrzebowanie na gaz aproksymowano funkcja
v(t) =1+ 0,1sin(0,2¢) — 0,01 sin(t) (4.130)

dla 0 < t < T. Przy tych zalozeniach problem poczatkowo-brzegowy (4.118), (4.119),
(4.120) zostal numerycznie rozwiazany. Dzieki temu dla brzegu x = 0 zostala znale-
ziona aproksymacja

q(0,1)
dla 0<t<T (4.131)
p(0,t)

i zapisana w pamieci komputera. Nastepnie dane te zostaly wykorzystane do znale-
zienia numerycznego rozwigzania dla brzegu

da 1<t<T-1 (4.132)
p(1,1)
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Kolejne obliczenia zostaly przeprowadzone w przeciwnym kierunku zmiennej prze-
strzennej i otrzymana zostalta aproksymacja

*
9

p*(0,t)

dla 2<t<T -2

(4.133)

Poréwnujac wyniki (4.131) z wynikami (4.133), otrzymanymi w wyniku dwukrotnego
rozwiazywania réwnania czastkowego (raz w przdd a nastepnie wstecz), bledy obliczen
numerycznych zostaly obliczone dla zmiennych ¢ i p oddzielnie

r T2 105
Ag= |1 / (4(0,1) — *(0, 1)) dt
T _ 4 3 )
L 2 |
(4.134)
r T—2 705
1 2
Ap = T4 / (p(0,) — p*(0,1))" dt
L 2 |
Przedstawione powyzej obliczenia powtarzano dla dziewieciu przypadkoéw:
Ax =15, 1o, ..., s, aby zbadaé zalezno$é bledu od gestosci dyskretyzacji.
Wyniki komputerowych obliczen przedstawione sa na rysunkach 4.6, 4.7 i 4.8.
dlaxz =1 dlaz =0
1.2 1.2
1.15
1.1
iy
o
N 1 1.05
o]
8 1
& 0.9
0.95
08 5 10 15 20 25 0‘90 10 15 20 25
czas t czas t
dlaz =1 dlaz =0
1.1 1.2
1.05 1.15
o> 1 1.1
= 1.05
O 0.95
& 1
o — 0.95
0.85 0.9

czas t

czas t

Rys. 4.6. Numeryczne rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego (gorne rysunki)
i problemu brzegowego (dolne rysunki). Zauwazalne réznice miedzy rozwiazaniami
wynikaja ze zbyt grubej gestosci dyskretyzacji (Ax = 0,1)
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dlaz =1 dlaz=0
1.2 1.2,
1.15
1.1
1.1\
o>
N 1 1.05]
<
-
© 1
& 09
0.95]
0.8 0.9
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
czas t czas t
dlaz=1 dlaz =0
1.2 1.2
1.15
1.1
-
- 1.1
g
s 1 1.05
o
ISY 1
0.9
0.95]
0.8 0.9
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
czas t czas t

Rys. 4.7. Numeryczne rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego (gérne rysunki)
i problemu brzegowego (dolne rysunki). Drobne réznice miedzy rozwiazaniami wynikaja
z dostatecznie malej gestosci dyskretyzacji (Az = 1/50)

0.25 0.25
0.2 0.2
o o
- Ry
L 0.15 L 0.15
=i =i
e L
5] 0.1 g 0.1
N N
2 0.05 2 0.05
2 2
0 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 20 40 60 80
gestos$¢ dyskretyzacji czas obliczen
80 grl0”
Q
\5 60 - 6
N g
) g
=40 L o4
2
o &
) N
<
N 20 :‘é’ 9
r=)
0 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
gestos$é dyskretyzacji gestos$é dyskretyzacji

Rys. 4.8. Zaleznosci pomiedzy dokladnoscia, czasem obliczen i gestoscia dyskretyzacji Az
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W gérnej czesci rysunku 4.6 przedstawione jest numeryczne rozwiazanie problemu
poczatkowo-brzegowego (4.118), (4.119), (4.120). Wzigte z niego warunki brzegowe
(4.131) dla obliczen ,w przéd” wzgledem zmiennej przestrzennej przedstawia prawy
gérny wykres rysunku 4.6. Rozwiazanie (4.132), otrzymane dla z = 1, przedstawio-
ne jest na lewym dolnym wykresie. Wynik (4.133), rozwiazania réwnania ,wstecz”
wzgledem zmiennej przestrzennej, przedstawiony jest na prawym dolnym wykresie ry-
sunku 4.6. Komputerowe obliczenia przeprowadzono dla dyskretyzacji zmiennej prze-
strzennej Az = 1/19. Poréwnanie wykresu gérnego i dolnego z prawej strony rysun-
ku 4.6 prowadzi do konkluzji, ze zbyt gruba dyskretyzacja powoduje znaczne bledy.
Rysunek 4.7 przedstawia wyniki dla trzykrotnie mniejszej dyskretyzacji (Ax = 1/30).
W przypadku tym dokltadnosé obliczen jest satysfakcjonujaca. Na rysunku 4.8 przed-
stawiono zalezno$é¢ bledu (4.134) od czasu obliczen (prawy gérny wykres), btedu od
gestosei dyskretyzacji (lewy gérny i prawy dolny wykres) i czasu obliczef od gestosci
dyskretyzacji (lewy dolny wykres). Z wykreséw tych mozna wywnioskowaé, ze czas
obliczen wzrasta gwaltownie przy zmniejszajacej sie gestosci dyskretyzacji. Z drugiej
strony zalezno$é¢ bledu od gestosci dyskretyzacji jest niewielka dla drobnej dyskrety-
zacji. Obserwacje te prowadza do wniosku, ze Az = 1/30 jest optymalna dyskretyza-
cja dla rozwazanego przypadku. Dyskretyzacja ta jest reprezentowana przez trzecia
gwiazdke od lewej strony na prawym gérnym wykresie rysunku 4.8 i jest kompromisem
zapewniajacym male bledy przy do$¢ krétkim czasie obliczen.
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Metoda Galerkina

5.1. Aproksymacja réwnan rézniczkowych
metoda Galerkina

Galerkin zaproponowal specyficzna metode aproksymacji rozwigzan réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych. Rozwiazanie przyblizal za pomoca skonczonego szeregu funk-
cyjnego, a cecha znamienng jego metody byl sposéb wyznaczania wspdélczynnikéw
szeregu aproksymujacego. Sposob ten zastosowano poézniej dla szerokiej klasy réow-
nan rézniczkowych, zaréwno zwyczajnych jak i czastkowych. Okazuje sie, ze metode
Galerkina mozna tatwo stosowaé¢ w przypadku réwnan liniowych, troche trudniej dla
niestacjonarnych. Czasami stosuje sie ja rowniez dla zagadnien nieliniowych, ale wy-
stepujace trudnosci zniechecaja do takich poszukiwan. Metoda Galerkina ma obecnie
wiele wariantéw w zaleznosci od sposobu zdefiniowania bazy, w ktorej aproksymowa-
ne jest rozwigzanie rownania rézniczkowego jak i bazy pomocniczej sktadajacej si¢
z tak zwanych funkcji prébnych. Czasami niezaleznie powstale metody aproksymacji
rozwigzan réwnan rézniczkowych mozna przedstawié¢ jako szczegdlne wersje metody
Galerkina.

Na wstepie przedstawimy ogélne zasady aproksymacji rozwigzan rownan réznicz-
kowych za pomoca metody Galerkina. Niech zatem bedzie dane réwnanie rézniczkowe
zapisane w postaci abstrakcyjnej

i—qf =Dw+ Wu (5.1)
gdzie D jest operatorem z przestrzeni Y w osrodkowsa przestrzen Hilberta H, D: Y C
H — H. Rozwiazanie réwnania (5.1) jest m-wymiarowa funkcja wektorowa w: ¥ —
R™. Réwnanie (5.1) jest niejednorodne dzieki funkcji u € U,q, ktéra niech bedzie mg-
-wymiarowym wektorem u: ¥ — R™d. Macierz W € R™*"™4 dopasowuje ilo$¢ funkcji
wymuszajacych do iloéci réwnan.

Aby uwzglednié rézne odmiany metody Galerkina, wygodnie jest zbiér ¥ przed-
stawi¢ w postaci iloczynu kartezjanskiego W = Wy x U,. Zgodnie z metoda Galerkina,
aproksymacja rozwiazania réwnania rézniczkowego (5.1) poszukiwana jest w postaci

n

wn =) 25 (5.2)

j=1

gdzie ;: U1 — R s zalozonymi funkcjami bazowymi natomiast z;: Wo — R sg nie-
znanymi wspolezynnikami rozwiniecia (5.2). Wspédlezynniki te oblicza sie z warunku
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Galerkina: residuum
- dw,
Cdt

powstale z réwnania (5.1) dla przyblizonego rozwiazania w,, jest ortogonalne do pod-
przestrzeni rozpigtej na zatozonych funkcjach {gp;‘ }j: x czyli

r — Dw,, — Wu (5.3)

<ddU:;L — Dw,, — Wu, cp;‘> =0 (5.4)
dla j = 1,2,...,n. Funkcje {cp;}?:l nazywa sie funkcjami probnymi albo niekie-
dy funkcjami wagowymi. Rozpatrywana metoda aproksymacji nazywana jest czasami
[46] metoda wazonych residuéw. Funkcje przyjmuje sie arbitralnie a przestrzen, do
ktorej naleza, determinuje postaé iloczynu (5.4). Jezeli (5.1) jest wektorowym réwna-
niem rézniczkowym czastkowym, wtedy w zaleznosci od ilosci argumentéw funkcji o7,
réwnanie (5.4) jest ukladem n réwnan algebraicznych lub n réwnan rézniczkowych
zwyczajnych dla n nieznanych elementow {zj};.lzl. Wynika stad, ze funkcji prob-
nych musi by¢ tyle samo, ile jest funkcji bazowych. Jezeli (5.4) jest uktadem réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, wtedy warunki poczatkowe dla (5.4) sa obliczane z wa-
runkéw poczatkowych dla réwnania rézniczkowego czastkowego (5.1). Dla problemu
aproksymujacego na ogot tatwo jest znalezé sposéb uwzglednienia zaréwno warunkdw
poczatkowych jak i jednorodnych warunkéw brzegowych. Na przyktad zerowe warun-
ki brzegowe sa automatycznie spelnione przez funkcje bazowe {goj}?zl zerujace sie
na brzegach. Sytuacja jest nieco trudniejsza, gdy warunki brzegowe sa niejednorodne.
Dla takiego przypadku, nalezy je ,wszczepi¢” do ukladu réwnan (5.4).

W praktyce obliczeniowej duze znaczenie ma dobor zaréwno funkeji bazowych jak
i funkcji prébnych. Wplywa to w sposéb istotny na stopien komplikacji algorytmu,
jego efektywnosé, pracochlonnosé przygotowania programu komputerowego jak i na

n

czas komputerowych obliczen. Typ funkcji bazowych {¢; }_j=1 jak i funkcji prébnych
{go}f };;1 czesto determinuje nazwe metody obliczeniowej, na przyktad dla metody
elementéw skonczonych funkcje te maja ,,male” nosniki. Bardzo czesto

pj=¢; dla j=1,2,...,n (5.5)

czyli funkcje bazowe sg takie same jak funkcje prébne. Upraszcza to obliczenia, bo
mozna korzysta¢ z analitycznie wyliczonych iloczynéw skalarnych (goj7cp;f>, co jest
szczegdlnie tatwe gdy funkcje bazowe sa ortogonalne.

5.2. (

Aproksymacja problemu mieszanego semidyskretna metoda Galerkina)Aproksymacja
problemu mieszanego semidyskretna metoda Galerkina
Poszukujemy przyblizonego rozwiazania réwnania rézniczkowego
ow ow
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z warunkami poczatkowymi
w(z,0) = wo(x) € R™ dlao<z<1 (5.7)

i warunkami brzegowymi

I R e, (5.8)
wh0,60)]  |wt,) n '

dla 0 <t < T. Niech przyblizone rozwigzanie ma postaé¢ skonczonego szeregu

wali,) = izm)ws) — Z(t)pla) € " 5.9
adzic

Z0) = () z(t) .. ()] €RT (5.10)

o@) = [e1) @) ... eulw)] R (511)

Wynika stad, ze ¥, = [0,1], ¥y = [0,T], z; € L*(VU3,R™), ¢; € @, C L*(¥1,R).
Wektor ¢ sklada sie z danych funkeji bazowych ¢;. Prostokatna macierz Z(t) jest
rozwigzaniem uktadu réwnan

Owy (2, 1) Owy, (z,t)
< o 0 on

~ Awn(,8) — W, 1), s@}‘(x)> ~0
L2(0q,[CL(Ta)]™) (5.12)

dla 7=1,2,...,n
gdzie {(p;‘ };l: ! danymi funkcjami probnymi. Réwnania (5.12) sa, zgodnie z istota
metody Galerkina, warunkami ortogonalnosci funkcji prébnych i residuum otrzyma-
nego po podstawieniu przyblizonego rozwiazania (5.9) do réwnania hiperbolicznego
(5.6). Po scalkowaniu przez czesci, otrzymujemy (5.12) w postaci

%ﬁ“ /cp(:c)cp;f(:z:)d;z: + 8 (wa (1,8)5 (1) — w,, (0,)93(0))
0

1 * 1 ) (5.13)
SZ(t 20 4y~ Az “()de + W £ (z)d
520 [ o) 2 a0 = A7 [ p@)ei@an + W [ ute, ;@)
0 0 0
dla j = 1,2,...,n. Zakladajac, ze rozwiazania przyblizone w, (z,t) spelniaja wa-

runki brzegowe (5.8), rugujemy z réwnania (5.13) w;’(0,¢) i w;, (1,t) otrzymujac dla
i=1,2,....n
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5.2. Aproksymacja problemu mieszanego semidyskretna metoda Galerkina

4z(t by (0,1) + biowt (1,6) + Wy un(t)]
dz(f )e] +5 ’ 218
wit(1,1)
' wy (0,1) [
s .| e@=szw = 61
_bglw; (0, t) + bgzwi(l,t) -+ Wb ub(t)_

=AZ(t)e; + W/u(:z:,t)go;f (z)dz

gdzie

I
o _
5
&

S

(5.15)

b= [
0

sa wektorami o n skltadowych. Z wektoréow e; oraz f; mozna utworzy¢ kwadratowe
macierze

K= [61,62,...,671} e R
(5.16)
F=|fiforoi fu] €R7"

ktérych kolumny (5.15) sa iloczynami skalarnymi funkeji bazowych i funkeji prébnych
oraz iloczynami skalarnymi funkcji bazowych i pierwszych pochodnych z funkcji prob-
nych. Istotnym ulatwieniem jest mozliwo$¢ analitycznego wyliczenia (np. w oparciu
o wzory rekurencyjne) wartosci iloczynéw skalarnych (5.15). Iloczyny te nazywa sie
wspoélezynnikami polaczen (ang. connection coefficients).

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia

1
:/u z)dz € RFX"
0

(5.17)
Ur(t) = Wi up ()T (1) € Rrxn

Uo(t) = Wyt uy(t)e*T(0) € Rim—p)x

dla reprezentacji roztozonych wymuszen i wymuszen brzegowych za pomoca funkcji
prébnych ¢* (z).
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5. Metoda Galerkina

Uktad réownan (5.14) mozna zapisa¢ w postaci macierzowego réwnania réznicz-
kowego zwyczajnego

dz(t) _ AZ() 1S =binZ~ (H)éo1 — b12Z7" (t)€11 + Z~ (t)&oo
de —bo1Z~ (t)€00 + b22 ZF (t)€10 — ZT (t)én
: (5.18)
VI ZMF Y E- 4+ WU E ™
Uo(t)

gdzie &; = p(i)p*T(j) € R™*", przy czym obie zmienne i oraz j moga przyjmowaé
wartosci 0 lub 1. Macierz Z zostala podzielona na dwie macierze blokowe

2L Z(t) Z~(t) € Rpxn (5.19)
Z*(t) Z*(t) € Rim=p)xn

Warunek poczatkowy dla macierzowego réwnania rézniczkowego zwyczajnego
(5.18) wyznacza si¢ ze wzoru

Z(0) = / wo(x)*T (z)dzE~! (5.20)
0

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne (5.18) z warunkami poczatkowymi (5.20) jest
aproksymacja Galerkina dla poczatkowo-brzegowego problemu (5.6), (5.7), (5.8).

5.3. Wielomiany ortogonalne

Wielomiany ortogonalne moga by¢ wykorzystane w metodzie Galerkina, zaréwno ja-
ko funkcje bazowe jak i funkcje prébne. Ich wlasnosci przedstawione sa w pracy
Szego [57]. Wielomiany ortogonalne na odcinku [0, 1] mozna generowaé za pomoca
wzoru

14, i
ei1(@) = 5@ —a) (5.21)
lub za pomocy formuty rekurencyjnej
(U = De;j(@) = (2) =3)(2z — Dgj-1(x) — (7 — 2)p;-2(z) (5.22)
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1 :
081 - B
0.6[ St

0.4F: 7 ~. _ R

—02r -\ ¢ ) ~ N S
—04f| Nl B R
0.6}

-0.8}!

Rys. 5.1. Wielomiany ortogonalne na odcinku [0, 1]

Pierwszych siedem wielomianéw ortogonalnych na odcinku [0, 1] przedstawionych
jest na rysunku 5.1. Wielomiany te opisywane sa wzorami

p1(z) =1

pa(x) =22 —1

@3(x) = 62% — 62 + 1

pa(z) = 202° — 302% + 122 — 1 (5.23)
@s(x) = T0x* — 1402° + 902 — 202 + 1

we(x) = 2522° — 6302 4 5602 — 21022 + 302z — 1

or(x) = 9242°® — 277225 + 31502* — 16802° + 42022 — 422 + 1

Dla wielomianéw (5.21) mozna latwo wyznaczy¢ wspétezynniki réwnania (5.18) tzn.
zaréwno elementy macierzy E jak i macierzy F'. Dzigki ortogonalnosci wielomiandw
otrzymujemy

1 o,
0 gdy i#j
eij = /wi(x)goj(x)dx = 1 o (5.24)
. gdy i=j
0 21 -1
czyli macierz F jest diagonalna i dlatego tatwo mozna obliczy¢ macierz odwrotna
E~! = diag[1,3,5,7,9,11,13,...] (5.25)
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5. Metoda Galerkina

Réwnie tatwo mozna obliczyé¢ elementy drugiej macierzy

1
do;(z 2 dla j=i+1,i4+3,i+5,...
fi,j Z/(pi(l‘) SOJ( )dZE:{ J (526)

dx 0 dla pozostalych j
0

Ze wzoru (5.26) wynika, ze macierz F' ma postaé

0202020
02020 2
2.0 2 0

F= 0 202 (5.27)
02 0
0 2
0

Przedstawione tutaj wielomiany sa w zasadzie wielomianami Legendre’a. Istotna réz-
nica polega tylko na tym, ze wielomiany Legendre’a w klasycznej postaci sg ortogo-
nalne na odcinku [—1,1].

5.4. Funkcje giete

Funkcje giete pierwszego stopnia generowane sg za pomoca wzoru

0 gdy |j—1—zxz(n—1)]>1
pile) =9, . |, (n=1)| (5.28)
—lj-1-z(rn—-1)] gdy [j-1-2(m-1) <1,

gdzie n > 3 jest zalozona ilodcia funkcji gietych dla odcinka [0, 1]. Funkcje te przed-
stawione sa na rysunku 5.2.

Dla funkcji generowanych wzorem (5.28) mozna latwo obliczyé wartosci macierzy
EiF

) 2sh gdy 1#i=j#n

e--z/g@-(x)go»(a:)dx: sh gdy i=j7=1 lub i=j=n (5.20)
“ s Ysh gdy i=j+1 lub i=j—1 '

0

0  dla ¢, 5 pozostalych
) (o) —1fp gdy i=j=1 lub i=j+1
i(x

fij :/Spi(l') i{x dox = 0 dla 7, j pozostalych (5.30)

0 o edy i=j=n lub i=j—-1

gdzie h = 1/(n—1) jest dlugoscia nosnikéw funkeji gietych o numerach j = 2,... , n—1.
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0.9h
0.8F,
0.7F
0.6
05
0.4
03r |
0.2

0.1 !

5.4. Funkcje giete

Rys. 5.2. Przyktad n = 11 funkcji gietych pierwszego stopnia

Ze wzoréw (5.29) i (5.30) wynika

1
1
Sl
E=-
6
1 1
-1 0
, ~1
F
2

(5.31)

(5.32)
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5. Metoda Galerkina

Macierz E jest trojprzekatniowa, ale macierz do niej odwrotna jest macierza pelna.
Obliczenie elementéw € jl macierzy E~! nie sprawia jednak klopotu. Mozna postuzy¢
sie prostym wzorem [27]

-1 Hailj
G = g (5.33)
gdzie
i = (vs-2)" +2(_2 —V3) (5.34)
= (V3-2)"" +2(—2 —V3)" (5.35)

albo zamiast odwracania macierzy postuzyé¢ sie¢ metodami rozwiazywania uktadow
rownan z tréojprzekatnymi macierzami. Przykladowo dla jedenastu funkcji gietych,
przedstawionych na rysunku 5.2, otrzymujemy

34,6410 —9,2820  2,4871 —0,6664 0,1786 —0,0478 0,0128 —0,0034 0,0009 —0,0003 0,001
—9,2820 18,5641 —4,9742 11,3328 —0,3571  0,0957 —0,0256 0,0069 —0,0019  0,0005 —0,0003
24871 —4,9742 17,4098 —4,6649 1,2500 —0,3349  0,0897 —0,0241  0,0065 —0,0019 0,000
—0,6664 11,3328 —4,6649 17,3269 —4,6427 11,2440 —0,333  0,8935 —0,0241  0,0069 —0,0034
0,1786 —0,3571  1,2500 —4,6427 17,3210 —4,6411 1,2436 —0,3333  0,0897 —0,0256  0,0128
E7Y = | 00478 00057 —0,3349 1,2440 —4,6411 17,3206 —4,6411 1,2440 —0,3349 0,0957 —0,0478
0,0128 —0,0256 0,0897 —0,3333 1,2436 —4,6411 17,3210 —4,6427 1,2500 —0,3571 0,1786
—0,0034  0,0069 —0,0241 0,0893 —0,3333 1,2440 —4,6427 17,3269 —4,6649 1,3328 —0,6664
0,0009 —0,0019  0,0065 —0,0241  0,0897 —0,3349 1,500 —4,6649 17,4098 —4,9742 2,4871
~0,0003  0,0005 —0,0019  0,0069 —0,0256 0,0957 —0,3571 1,3328 —4,9742 18,5641 —9,2820
| -0,0003 —0,0003 0,0009 —0,0034 0,0128 —0,0478 0,1786 —0,6664 24871 —9,2820 34,6410 |

(5.36)

Elementy na przekatnej macierzy E~! sg dominujace, oddalajac sie od gléwnej prze-
katnej moduly wartosci elementéw szybko malejg. Macierz E~! jest symetryczna za-
rowno wzgledem gléwnej przekatnej jak i wzgledem przeciwprzekatnej, czyli

_17

-1
ij — ¢

-1 o
e i Cntl—imtl—j = Cntl—jnt+l—i (5.37)

Postugujac sie wzorem (5.33) mozna zatem wyliczaé¢ wartosci elementow € jl tylko dla

1
1<i<1nt<”;>

i1<j<n+1-—1

(5.38)

gdzie Int(z) oznacza czesé calkowity liczby x. Pozostale elementy macierzy E~1 wy-
nikaja z zaleznosci (5.37).
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Zwarte nosniki funkeji sklejanych (5.28) upraszczaja réwnania (5.18) do postaci

A I zy (t Opx(n_2) —bi2z}(t) —b11zy (t
dd(t)zAZ(t)—f—S 1 (@) px (n—2) 1225 (t) — bi1zq (t)
t | b2127 () + D222 (8) Om—p)x(n—2) 2+ (t)
Opuimo1y  —Wup(t
P b unl?) L ZWF SE 4 (5.39)
W () Om—p)x (n-1)
+WU@)E™!

gdzie 0y (n—2) jest tablica zlozona z samych zer. Réwniez warunki poczatkowe

Z(0) = (21(0), 22(0), . . ., 2,(0)) (5.40)

dla macierzowego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (5.39) mozna obliczaé
znacznie prosciej postugujac sie wzorem

25(0) = wo <Q> € jm (5.41)

n—1

czyli bezposrednio z warunkéw poczatkowych (5.7) zadanych dla réwnan rézniczko-
wych czastkowych (5.6).

Funkcje giete posiadaja noéniki ,mate” w stosunku do zbioru, na ktérym obli-
czane jest rozwiazanie réwnania rozniczkowego. Oczywiscie obszar ten jest réwny su-
mie no$nikéw wszystkich funkeji gietych wykorzystanych do aproksymacji rozwiazania
rownania rézniczkowego czastkowego. Ze wzgledu na ,mate” noéniki funkcji bazowych,
przedstawiona metoda Galerkina nazywana jest metoda elementéw skonczonych. Jest
ona dos¢ czesto stosowana, a popularno$é¢ wynika miedzy innymi z efektywnosci aprok-
symacji rozwiazan réwnan rézniczkowych za pomoca wielomianéw sklejanych. W po-
rownaniu z klasycznymi funkcjami bazowymi, jak na przyktad wielomianami ortogo-
nalnymi, wzory obliczeniowe sa tutaj mniej skomplikowane. Upraszcza to algorytm
i zmniejsza czas obliczen komputerowych. Czesto jednak, aby uzyska¢ te sama do-
kltadno$é¢ aproksymacji, ilosé funkcji sklejanych musi byé wiegksza niz w przypadku
stosowania innych funkcji bazowych (na przyklad wielomianéw). Wzrasta zatem ilogé
réwnan rézniczkowych zwyczajnych (5.39) aproksymujacych réwnanie rézniczkowe
czastkowe (5.6).

5.5. Falki

W klasycznej analizie czestotliwosciowej opartej na pracach Fouriera funkcje

©1,n(x) = sin(2mnx) Y2.n(x) = cos(2mnx) (5.42)
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5. Metoda Galerkina

tworza baze, dzieki ktérej funkcje w L?(0, 1) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu

w(zx) = ap + Z an cos(2mnr) + Z by, sin(2mnx) (5.43)

n=1 n=1

Na uwage zasluguje fakt, ze Fourier postuzyl sie tylko jedna funkcja sin(x) i dzieki
dwom operacjom: przesunieciu oraz przeskalowaniu, utworzyl baze generujaca prze-
strzeni L?(0, 1). Funkcje (5.42) nazwane sa w jezyku potocznym ,falami sinusoidalny-
mi”. Nosniki funkcji (5.42) sa ,duze”, bo wypelniaja cala dziedzine [0, 1].

Lokalne wlasnoéci sa dobrze reprezentowane przez funkcje, ktére szybko zanikaja
do zera, a najlepiej jesli maja ,male” nosniki. Falki sg funkcjami, ktére dzieki tym
samym dwom operacjom — przesunieciu i przeskalowaniu — umozliwiaja generowa-
nie bazy przestrzeni L?(0,1). Nazwano je falkami (ang. wavelets, fran. ondelettes)
poniewaz sa znakozmienne, czyli faluja i w sposéb istotny réznia sie od zera tylko
na malym odcinku. Na szczeg6lng uwage zashuguja falki posiadajace zwarte nosniki.
Sposéb ich konstrukeji przedstawila w roku 1989 Ingrid Daubechies [14].

5.5.1. Falki jednowymiarowe

Rodzina falek tworzona jest w oparciu o falke podstawows . Zmiana ,czestotliwo-
Sci” realizowana jest przez parametr skalujacy a > 0, natomiast przesuniecie przez
parametr b. Najczesciej rodzine falek generuje sie za pomoca wzoru zaproponowanego
przez Grossmanna i Morleta

Yap(r) = \/ia w(“" — b) (5.44)

gdzie mnozenie przez staly a'/? normalizuje falki.

Stromberg zaproponowal baze oparta na systemie dwojkowym, to znaczy a =
2™ oraz b = n2™™, gdzie m oraz n sa odpowiednio dobranymi liczbami catko-
witymi. Dyskretna zmienng m nazywa si¢ rozdzielczodcia a zmienng n dyskretnym
przesunieciem. Falki maja wtedy postaé

U (x) = 272 (2M2 — n) (5.45)

W ten sposéb z jednej falki ¢ (z) otrzymuje si¢ rodzine falek ), ,(x) postugujac sie
binarnym wydluzeniem 2™ (ang. binary dilation) i diadycznym przesunieciem 2~™n
(ang. dyadic translation). Elementy tej rodziny sa podwdjnie indeksowane.

Dla przedstawionej powyzej metody Galerkina istnieje potrzeba generowania
przez falki (5.45) przestrzeni

W = span{wm’n: ne i‘s} C L*(0,1) (5.46)

gdzie zbior falek jest ograniczony do tych, ktérych noéniki maja cze$¢ wspdlng
z otwartym odcinkiem (0,1). Wynika stad definicja zbioru dyskretnych przesunieé
S = {n € Z: supp ¥mn N(0,1) # Q}.
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5.5.2. Funkcje Haara

Najprostszym przykladem falki, z ktérej mozna zbudowaé ortonormalny zbiér (5.45)
jest funkcja Haara

1 dla 0<x<05
Yp(z)=< -1 dla 05<z<1 (5.47)
0 dla pozostalych

Zaproponowane przez Haara w 1910 roku funkcje tworza baze ortonormalna
w przestrzeni L2(0,1). Wygodnie jest postugiwaé si¢ dwoma indeksami porzadku-
jacymi te funkcje. Niech pierwszy indeks r = 1,2,... oznacza numer grupy funkcji
Haara, a drugi indeks m niech bedzie numerem kolejnym funkcji w ramach danej
grupy. Numery kolejne funkcji r-tej grupy spelniaja nieréwnosci

I1<m<2! (5.48)
Dodatkowym elementem bazy jest funkcja stala
ho(z) =1 dla x€]0,1] (5.49)

Dla funkcji tej nie wprowadzamy podwdjnego indeksowania. Dla pozostatych funkcji
Haara réwniez mozliwe jest numerowanie za pomoca jednego indeksu zgodnie z regula

n=2""14+m-1 (5.50)
Tabela 5.1
Zalezno$ci miedzy indeksami porzadkujacymi funkcje Haara
T m n
1 1 1
2 1,2 2,3
3 1,2,3,4 4,5,6,7
4 1,2,3,4,5,6,7,8 8,9,10,11,12,13,14,15

Zaleznosci miedzy indeksami przedstawione sa w tabeli 5.1. Przy tych oznaczeniach
funkcje Haara sa zdefiniowane nastepujacym wzorem

V2r-l o dla et <w o< 2L
hn(x) = B (z) = ¢ —=V2r=1 dla 225 <o < 52y (5.51)
0 dla pozostalych = € [0, 1]

a ich przyktady przedstawione sa na rysunku 5.3.
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Rys. 5.3. Osiem pierwszych funkcji Haara
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5.5.3. Jednowymiarowe funkcje skalujace

Aby zdefiniowaé¢ podstawowe pojecia zwigzane z aproksymacja funkcji za pomoca fa-
lek, trzeba wprowadzi¢ funkcje skalujace. Sa one Scisle zwiazane ze zdefiniowanymi
powyzej falkami. Kazda falka podstawowa t(x) posiada okreslona funkcje skaluja-
ca ¢(x). Niech zbior V,,, zawiera aproksymacje funkcjami skalujacymi o rozdzielczosci
m, czyli niech jego baza beda

Cmon(T) = 2’”/299(2’"36 —n) me Z,neN (5.52)

przy czym X = {n € Z: supp ¢mn, N (0,1) # @} i jest zalezne od m.
Funkcje skalujace tworzone sa podobnie jak falki z jednej funkcji, ale ich wartosci
srednie sa rozne od zera. Funkcje skalujace {gpm,n}n cx generuja zbiory

Vi = span{gomJL: n e N} (5.53)

ktore posiadaja wlasnosci postulowane przez Mallata i Mayera:

1) VeVl

2) | Vm=1L%0,1)
meZ (554)

3) ﬂ Vin = {0}

meZ
4) V1=V @W, dla meZ

Funkcje ¢ i 9 tworza pary w oparciu o ktére buduje sie rodzine funkcji skalujacych
{@m,n}n ey 1 rodzing falek {wm)n}n cq- Lbiory Vi, sa generowane przez funkcje skalu-
jace {apm,n}n@. Z pierwszego warunku (5.54) wynika, ze im wskaZznik m ma wyzsza
wartosé, tym zbiér V,,, jest obszerniejszy, czyli aproksymacja moze byé dokladniejsza.
Warunek drugi zapewnia dowolnie doktadna aproksymacje w przestrzeni L2(0,1). Wa-
runek trzeci oznacza, ze jedynym elementem wspolnym dla wszystkich zbioréw V,,
jest element zerowy. Warunek czwarty podaje sposéb rozszerzania zbioru V,,, do zbio-
ru Vy,41. Okazuje sie, ze W,,, generowane przez falki {wm’”}n cq Jest ortogonalnym
uzupelieniem zbioru V,,, do zbioru V1.

5.5.4. Ortonormalne falki Daubechies

Daubechies [14] podala konstrukcje ortonormalnych baz falkowych ze zwartymi no-
$nikami. Przyktady tych falek sa przedstawione na rysunku 5.5 a odpowiadajace im
funkcje skalujace na rysunku 5.4. Falki Daubechies rzedu pierwszego (M = 1) sa
funkcjami Haara przestawionymi na rysunku 5.3. Wraz ze wzrostem rzedu wzrasta
gtadkoéé falek, sa one bowiem elementami przestrzeni C* =2, Noéniki podstawowych
funkcji skalujacych sa odcinkami [0,2M — 1] a noéniki odpowiadajacych im falek od-
cinkami [1 — M, M]. Dlugo$¢ obu no$nikéw jest jednakowa, ale tylko dla funkcji Haara
nosniki pokrywaja sie.
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¢(x) rzedu drugiego ¢(x) rzedu dwunastego

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 _0'50 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 5.4. Funkcje skalujace Daubechies

1(x) rzedu drugiego (z) rzedu dwunastego

: ‘ ‘ ‘ ‘ -1 ‘ ‘ ‘ ‘
0o 02 04 06 08 1 % 02 04 06 08 1

Rys. 5.5. Falki Daubechies

Czestotliwoéciowe wlasnosci funkeji skalujacych i falek przedstawione sa na ry-
sunkach 5.6 i 5.7. Wynika z nich, ze falki, w przeciwienstwie do funkcji skalujacych,
nie zawieraja sktadowych stalych. Wraz ze wzrostem rzedu maleja zafalowania widm.

Beylkin [4] zauwazyl, Ze dla funkcji skalujacych Daubechies wspo6tezynniki pola-
czen zawarte w macierzy F' spelniaja prosta regule

oo

. . ) do(2= 7 ¢ — )

J =97 / p(27x — m)@(Txn)dx =2 fi_n (5.55)
’ x

—00
gdzie
0 gdy n=0 lub n>2M -1
fan=<% 7 d (5.56)
/gp(xfn)ydx gdy 1<n<2M -2
x

0
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¢(x) rzedu drugiego ¢(x) rzedu dwunastego
300 ‘ ‘ : : 300 ‘ : : :
250 250f
2007 2007
1501 1501
1001 1001
501 501
00 iO 20 30 40 50 00 lb 2‘0 30 40 50
Rys. 5.6. Widmo amplitudowe funkcji skalujacych
1 (x) rzedu drugiego 1(z) rzedu dwunastego
300 ‘ ‘ ‘ ‘ 300 : . . :
250} 1 250f
200} 200}
150f 1507
100} 100}
50 501
00 lb 2‘0 30 /AIE) 50 00 lb 2‘0 3‘0 46 50

Rys. 5.7. Widmo amplitudowe falek

przy czym f_, = —f,. Poniewaz wartosci f,, sa stabelaryzowane, elementy f,{w
macierzy F' mozna wyznaczaé z algebraicznej zaleznosci (5.55). Trzeba jednak pamie-
taé, ze Beylkin wyprowadzil zaleznosé (5.55) dla funkcji skalujacych, tworzacych baze
w podprzestrzeni zawartej w L?(R). Zatem tylko te elementy macierzy F, wystepu-
jacej we wzorze (5.18), mozna obliczaé¢ za pomoca (5.55), dla ktérych nosniki funkcji
skalujacych zawarte sa w odcinku [0, 1].

5.5.5. Falki dwuwymiarowe

Oczywista metoda generowania podprzestrzeni zawartej w L?((0,1) x (0,7)) jest
utworzenie iloczynu tensorowego z dwoéch jednowymiarowych funkcji skalujacych.
Otrzymamy w ten sposéb elementy

Pmy,mamane (T 1) = Pmy iy (T)Prms ny (1) (5.57)
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5. Metoda Galerkina

Czesto stosuje sig inna, ciekawsza i prostsza w zastosowaniach metode zapropono-
wana przez Mallata. Przyjmuje sig, ze funkcje skalujace maja jednakowa rozdzielczo$é
dla obu zmiennych

Pm,ny,n2 (z,t) = Pm,nq (I)@m,nz (t) (5.58)
gdzie:

Omon, () = 2m/2<p(2mx - nl), Omons(t) = Qm/zga(th - ng), (5.59)
orazm € Z,ny €N, = {n € Z: supp @mmn, N(0,1) # @} i podobnie ny € N, = {n €
Z: Supp @m.n, N (0,T) # @}.

Zbiory V,?L dwuwymiarowych funkcji skalujacych zdefiniujemy nastepujaco:
VTZ = V{Z ® Vyz = Span{<,0m,n1,n2 = Pm,ni1Pmnst Pmn, € Vnzm Pm,ns € Vrfz} (560)

Oznacza to, ze dowolna funkcje dwuwymiarowa o rozdzielczosci m, mozna przedstawié
w postaci iloczynu macierzowego

W (2, ) = Py (2)Crnorm (1) (5.61)
gdzie
Cm = [Cm,nl,nQ} (562)

jest macierza zawierajaca wspotczynniki rozwiniecia funkcji dwuargumentowej w sze-
reg funkcji skalujacych o m-tej rozdzielczosci. Funkcje te zostaly zapisane w postaci
wektorow

‘Pm,l(x) ‘Pm,l(t)
Pm() = : Pm(t) = E (5.63)
POm,ny (T) Prm,ns ()

przy czym wektory ., (z) 1 ¢, (t) sa utworzone z tych samych funkcji skalujacych, ale
ich wymiary sa na ogét rézne. Korzystajac z oznaczenia (5.58), szereg (5.61) mozna
zapisaé inaczej

W (2,t) = Z Z Cmynynz Pmyng (2)Pmn, (8) = Z Z CmynanoPmanana (T, 1) (5.64)
ny N2 niy n2

Identycznie jak dla funkcji jednoargumentowych, funkcje dwuargumentowe o rozdziel-
czosci m+ 1 moga by¢ wyrazone przez falki i funkcje skalujace o nizszej rozdzielczosci

Cn Fin m (
Wny1(2,t) = [gpz,;(x) ’(/J;I;L((E):I 5oG Z Et; (5.65)
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gdzie

- C C .
Cm — m,1,1 m,1,2 c %ﬁNIXﬁNt (566)
Cm21 Cm22 ...

i podobnie
F, = [fm,m,nz] € mﬁNzXﬁgt

Fn = [emmna] € RESXEN (567
CVVm = [gm,nl,ng] S %ﬁngﬁ%t

a N, oznacza ilo$¢ elementéw zbioru N,. Wektory falkowe zostaly utworzone w na-
stepujacy sposob

wm,l(x) wm,l(t)

Ym () = : Um(t) = : (5.68)
wm,nl (SL‘) 'L/}m,ng (t)

czyli powstaly z identycznych falek, ale ich rozmiary sa na ogél rézne. Podobnie
jak dla funkcji skalujacych, m € Z a indeksy numerujace falki wzgledem zmiennej
przestrzennej przyjmuja wartosci n; € &, = {n € Z: supp¥m.n, N(0,1) # @},
natomiast wzgledem zmiennej czasowej ny € Iy = {n € Z: supp Umn, N(0,T) # @ }
Oznaczajac

)
)

5.69
) (5.69)
)

mozemy réwnanie (5.65) zapisa¢ w postaci

Wi 1(2,8) = DY s Pmomains (T8 + DY CmimymaWhy s ny () +

ny ng niy n2

Z Z fm,nl,nz Q/an,nhnz (aj? t) + Z Z gm,nhﬂzwin,nl,ng (‘T7 t)

ni no ni no

(5.70)

Z réwnania (5.70) wynika, ze dwuargumentowa funkcje o rozdzielczosci m + 1 moz-
na rozlozyé na cztery skladowe funkcje o nizszej rozdzielczosci, tzn. m-tej. Pierwsza
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5. Metoda Galerkina

funkcja jest reprezentacja poziomu m-tego, a pozostale sa odpowiednimi uzupelnie-
niami. Druga funkcja jest utworzona przez falki {ﬂfﬁn,m,m}nl,n?e > ktore powstaly
przez wymnozenie falek (z argumentami w postaci zmiennej przestrzennej z) i funk-
cji skalujacych (ze zmienng czasowa t jako argumentem). Poniewaz funkcje skalujace
posiadaja wartosci érednie rézne od zera, w funkcji tej sa reprezentowane zjawiska
niezmienne wzgledem czasu. Funkcja trzecia dobrze reprezentuje zjawiska niezmien-
ne w przestrzeni. Funkcja czwarta utworzona jest z iloczynéw dwéch falek, zatem sa
w niej dobrze reprezentowane zjawiska zachodzace ze stalymi predkosciami. Przyklady
dwuargumentowych funkcji przedstawione sg na rysunkach 5.8, 5.9 i 5.10. Przedsta-
wione powyzej wlasnoéci mozna zapisaé, podobnie jak dla funkcji jednoargumento-
wych w postaci warunkéw:

) VA5 CcVEcVE--

2) |J v2=r(01)x(0,1))
meZ (5.71)

3) [ Va=1{0}

meZ
) V2=V ®Wn) @ VaeWy)=V2ieWs da meZ

Zbiory V,2 sa ortogonalnymi uzupelieniami zbiorow W72, do zbioréw W2 ;. Sa one
suma prosta trzech zbioréw

V2= (W @ Vi) @ (Vi @ W) @ (Wi @ Wiy, (5.72)

Rys. 5.8. Falka dwuwymiarowa jako iloczyn dwdéch falek jednowymiarowych

80



5.5. Falki

Kazdy element sumy prostej jest generowany przez ortonormalny zbiér utworzony
z iloczynéw tensorowych

Wi @V = Span{wm,nl Pm,ny M1 € fo, ng € Zé, } (573)
Vin @ Wi, = span{@m n, Vmon, : 1 € Z%, 09 € Z4, } (5.74)
Wy @ W, = span{wmﬂlz/)m,M: ni € Z5,ny € Zé,} (5.75)

o
il ‘w.:,o“\\

/%M O
TR

Rys. 5.10. Funkcja skalujaca jako iloczyn (5.58) dwdch funkcji skalujacych
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Przyktady modelowania

6.1. Elektryczne linie dtugie

Modelem matematycznym elektrycznej linii dtugiej, przedstawionej na rysunku 6.1
jest uktad dwoéch réownan rézniczkowych czastkowych. Mozna go zapisa¢ w postaci
macierzowej

I < B 1
8t+58x Ay (6.1)
gdzie:
— —8 1

5 = = = — 6.2
l s] 3 vV ILC (6.2)

G_R G _R
A:X:l C L C L (6.3)

G_R G R

C C L

R, L, C, G sa rozlozonymi parametrami linii elektrycznej: opornoscia, indukcyjnoscia,
pojemnoscia i upltywnodcia. Zmienna y jest powiazana z pradem ¢ oraz napieciem
elektrycznym u nastepujaca transformacja

1 vi —ve| i
_QM\/E\/GU

i VG VT

Y

u —/L VL

ktéra sprowadza réwnanie (6.1) do postaci kanonicznej z diagonalna macierza S. Ele-
menty na przekatnej sa predkoséciami fal elektromagnetycznych: powracajacej i bie-
gnacej wzdluz linii elektryczne;j.

Zalézmy, ze elektryczna linia dluga, przedstawiona na rysunku 6.1, jest zasilana
(na brzegu x = 0) przez rzeczywiste zrodto napieciowe uy, () posiadajace wewnetrzna
opornosé¢ Ry. Niech opornosé obciazenia na drugim brzegu wynosi R;.
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6.1. Elektryczne linie dtugie

Przy tych zalozeniach otrzymujemy warunki brzegowe

DO (6.5)

y™(0,1) Yyt (X1

gdzie zmienna zalezna y zostala podzielona na dwa skladniki ¥y~ i y*. Dlugoéé linii
elektrycznej zostala oznaczona przez X. Dla rozwazanego przyktadu otrzymujemy

I 0 VL — R\VC
_B_ VL + R\V/C
B=B=\ /L _RryC . (6:6)
LVL 4+ RoV/C
[ 0
W= 1 (6.7)
VL + RyV/C
i(0,t) R L R L (X, 1)
R
u(0,t) G C G C R, H w(X,t)
uir(t)

Rys. 6.1. Elektryczna linia dluga zasilana przez rzeczywiste zZrodlo napieciowe

Dodatkowo zalézmy, ze dla chwili poczatkowej t = 0 znane jest rozlozenie pradu
i napiecia wzdtuz linii. Mozna stad wyznaczy¢ warunki poczatkowe

y(x,0) =yo(z) dla 0<z<X (6.8)

Problem poczatkowo-brzegowy (6.1), (6.5), (6.8) posiada jednoznaczne rozwiazanie
w obszarze ¥ = [0, X| x [0,T], gdzie [0, T] jest przedzialem czasu dla ktérego znane
jest napiecie wu,(t).

Autonomiczny (tzn. gdy uz (t) = 0) system dynamiczny (6.1), (6.5) jest asymp-
totycznie stabilny jezeli

E(t) = /yT(x,t)Gy(x,t)d:c —0 gdy t— o0 (6.9)
0

gdzie G = diag(1, g). Wspélczynnik g > 0 mozna tak dobraé¢, aby funkcja energetycz-
na (6.9) byla monotonicznie malejaca funkcja czasu t, czyli dE/d¢ < 0. Rézniczkujac
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6. Przyktady modelowania

funkcje (6.9) otrzymujemy
dE  dE,  dE,

@@ a (6.10)
gdzie
aE, |
T /yT (ATG+ GA) y dx (6.11)
0
T
E —(0,¢ ~(0,¢
B, _ w00 prigaip - s | Y00 (6.12)
de y+ (X’ t) y+ (Xv t)

a |SG| jest dodatnio okreslona macierza diagonalna, ktérej elementy sa réwne war-
tosciom bezwzglednym odpowiadajacych elementéw macierzy SG. Dla rozwazanego
systemu mozna udowodnié¢ [73], ze formy (6.11) i (6.12) sa ujemnie okre$lone wtedy
i tylko wtedy, gdy wartosci wlasne \;(A) macierzy A sa ujemne, a moduly wartosci
wtlasnych macierzy B sa mniejsze niz 1. Po prostych obliczeniach otrzymujemy

A (_A)) = —% oraz A (Z) = —g (6.13)

(VI RO) (V- Bnv/C)
(\/Z-i- Ro\/é) (\/Z-i- Rl\/a)

Powyzsze wzory potwierdzaja przypuszczenie, ze rozwiazanie autonomicznego proble-
mu poczatkowo-brzegowego (6.1), (6.5), (6.8) jest asymptotycznie stabilne. Ze wzordéw
(6.13) wynika, ze rozpraszanie energii wewnatrz linii jest tym wieksze, im wieksza jest
opornos¢ R i uplywnos¢ G. Rozpraszanie energii podczas odbié brzegowych okreslone
jest przez (6.14). Jezeli bodaj na jednym brzegu opornosé jest dopasowana do linii,
tzn. Ry = /L/C lub Ry = /L/C, to A\ (E)) = )\g(ﬁ) = 0, czyli tlumienie na
brzegach jest calkowite. Brak tlumienia wystepuje gdy na obu brzegach pojawia sie
jeden z dwdéch stanow: zwarcie Ry = 0, R; = 0 albo rozwarcie Ry = oo, R; = 0.
Wtedy [\ (B)| = |\ (B)| = 1.

Zalézmy teraz, ze dla pewnej chwili czasu ¢ = T > 0 znane jest rozltozenie pradu
i napiecia wzdtuz linii, czyli dany jest warunek koncowy

y(,T) =yr(z) dla 0<z<X (6.15)

M (B) = oraz Mo(B)=-M(B)  (6.14)

i nalezy réwnanie (6.1) rozwiazaé¢ ,wstecz” z warunkiem brzegowym (6.5) po to, aby
znalezé roztozenie pradu i napiecia dla chwili czasu ¢ = 0. Dla tak sformulowanego
problemu konicowo-brzegowego (6.1), (6.5), (6.15) otrzymujemy nowe wspo6lezynniki
macierzowe

+
— —
S=85=15 (6.16)

[N
lR=v I TR~y

QI AR
lR=vElulR=v
+

QIR QAlQ
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6.1. Elektryczne linie dtugie

0 VL + R.NC

_<__ \/EfRe\/a
B=B=| 7 . & (6.17)

VI-mwe
ktore maja wartoéci wlasne
WA =T @) =2 (6.18)
a(B) = | WEHEBVOWVEHRNG) - () (g

(VI — R/C) (VE — R.VC)

Ze wzoréw (6.18), (6.19) widaé, ze odwrdcenie kierunku zmiennej czasowej, zamienia
stabilny problem poczatkowo-brzegowy w niestabilny problem koncowo-brzegowy.

Rozpatrzmy teraz nieco inne zagadnienie. Niech beda znane przebiegi napiecia
i pradu na brzegu x = 0, czyli niech beda znane warunki brzegowe

y(0,t) =yo(t) dla 0<z<T gdzie T >2XVLC (6.20)

Zadanie polega na znalezieniu przebiegdéw napiecia i pradu dla brzegu x = X. Problem
brzegowy (6.1), (6.20) posiada w postaci kanonicznej nastepujace wspdlezynniki:

G R R

+

_VIC VIC
S =5 = A:AT:E

C
- > | o (6.21)
C

QI
= Ql

L
R
L
Macierz A+ ma dwie wartosci wlasne

M(47) = —VGR Xa(47) = VGR (6.22)

i tylko pierwsza z nich spelnia warunek stabilnoéci. Zatézmy teraz, ze znamy warunek
brzegowy dla x = X, czyli

y(X,t) =yx(t) dla 0<t<T gdzie T >2XVLC (6.23)

Nalezy znalez¢é rozwiazanie dla brzegu = 0. Dla tego przypadku otrzymujemy iden-
tyczne wspélezynniki macierzowe

Wynika stad, ze oba problemy brzegowe sa niestabilne.

Metoda charakterystyk jest bardzo efektywna metoda znalezienia numerycznego
rozwiazania réwnania (6.1). Dla problemu poczatkowo-brzegowego (6.1)+(6.6) otrzy-
muje sie rownania réznicowe, ktére moga by¢ zapisane w postaci macierzowej

— w
Y = (I)yj + 0 Uz, j (6.25)
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6. Przyktady modelowania

gdzie

Y1,j

Y, e R yi; = ((i — 1)Az, (j — 1)At)e R?,

Yr1.j

. 2At
Uzr, j = Uir((] — 1)At), Az = \/T_C
I =1+ 1/Az przy czym Ax jest gestoscia dyskretyzacji przestrzeni a At jest ge-
—
stoscig dyskretyzacji czasu. Macierz ® € R2/*2! sklada sie z elementéw macierzy A
oraz B i zalezy od gestosci dyskretyzacji At. Dla problemu brzegowego (6.1), (6.20)
otrzymujemy podobny system dyskretny

Yit1 = Pryi (6.26)

gdzie

yi=| : J=1+T/At @ ¢ RRUZDx2UHI=),
Yi,J

Niestabilno$¢ ciaglego problemu koficowo-brzegowego, wynikajaca z (6.18)
i(6.19), prowadzi do numerycznej niestabilnosci odpowiedniego systemu dyskretnego.
Uniemozliwia to numeryczne rozwiazanie ,wstecz” réwnania rézniczkowego czastko-
wego (6.1). Natomiast oba analizowane problemy brzegowe (6.1), (6.20) oraz (6.1),
(6.23) sa co prawda niestabilne, jednak obliczenia komputerowe daja poprawne wyniki
dla obu probleméw brzegowych.

Jako przyklad elektrycznej linii dlugiej przyjmiemy miedziana Sciezke z pew-
nego uktadu elektronicznego. Zalozymy nastepujace parametry: R = 1073 [Q/cm],
L = 107%[H/em], C = 1072 [F/cm], G = 107%[S/cm]. Niech rzeczywiste zrédlo
napieciowe generuje fale prostokatna o czestotliwoscei f = 100 [MHz], ktéra aproksy-
mujemy za pomoca skoniczonego szeregu

5« sin(27(2i — 1)10%¢)
St =3-—2= E i 6.27
uar(t) 7 2 1 (6.27)
Dlugosé pierwszej harmonicznej fali prostokatnej wynosi zatem A = s/f =

100 [em]. Na rysunku 6.2 przedstawione sa wyniki modelowania gdy nie ma odbié
brzegowych, poniewaz do obliczen przyjeto Rg = Ry = /L/C = 100 [©2]. Oscylacje sa
wynikiem skonczonej reprezentacji fali prostokatnej przez funkcje trygonometryczne.
Dla drugiego przypadku, przedstawionego na rysunku 6.3, przyjeto diugos$é¢ Sciezki
tez réwna polowie dlugosci podstawowej fali harmonicznej, ale wewnetrzna opornosé
zrodla przyjeto Ry = 50 [Q] a oporno$é obciazenia Ry = 500[€2]. Zadna z tych re-
zystancji nie jest réwna opornosci dopasowania y/L/C = 100[)]. Powoduje to od-
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6.1. Elektryczne linie dtugie

bicia falowe od obu brzegéw i odksztalca regularny ksztalt drgan. Na rysunku 6.4
przedstawiono przebiegi pradéw i napieé¢ dla $ciezki o dtugosci 40 [cm] i opornosciach
brzegowych identycznych jak dla poprzedniego przypadku. Odbicia od brzegdéw, po-
taczone z niewspolmierna diugoscia fal harmonicznych z diugoscia $ciezki, powodu-
ja najwieksze odksztalcenia. Obliczenia numeryczne byly prowadzone z dyskretyza-
cja wzgledem zmiennej przestrzennej Az = X/30 [cm] i dyskretyzacja dla zmiennej
czasowej At = 0,5Azv/LC [s].

dlax =0 dla x = 50 cm
6 6
5 5
. 4r 4
2.
3 3F 3
N
g
o 2 2
=,
x 1 1
0
SN OUUUY IR VOUURY A VOV A VO L VY L
or 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
x10° x10°
czas t [s] czas t [s]

Rys. 6.2. Wyniki komputerowego modelowania przeptywu pradu w sciezce z opornosciami
na brzegach calkowicie ttumiacymi odbicia

dlaxz =0 dla x = 50 cm

25% [A] oraz u [V]

czas t [s] czas t [s]

Rys. 6.3. Wyniki komputerowego modelowania przeptywu pradu w Sciezce o dlugosci
wspétmiernej z dtugosciami harmonicznych fali prostokatnej. Opornosci na brzegach
powoduja odbicia brzegowe
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6. Przyktady modelowania

dlaz=0 dla z = 50 cm

25X [A] oraz u [V]

czas t [s] czas t [s]

Rys. 6.4. Wyniki komputerowego modelowania przeptywu pradu w $ciezce o dlugosci
niewspétmiernej z dlugosciami harmonicznych fali prostokatnej. Opornosci na brzegach
powoduja odbicia brzegowe

6.2. System transportu gazu ziemnego

W sktad systemu dystrybucji gazu ziemnego wchodza: kopalnie gazu, ttocznie, ruro-
ciagi przesylowe, zbiorniki gazu, rozdzielnie, stacje redukcyjne i odbiorcy gazu. Naj-
bardziej skomplikowanym obiektem dla matematycznego modelowania sa rurociagi
przesylowe. Poprawny model matematyczny powinien uwzgledni¢ zaréwno ich rozto-
zone parametry jak i dynamike ptynacego gazu. Przekroje rurociagéw przesyltowych
sa na tyle mate w stosunku do ich dtugosci, ze modele matematyczne przyjmuje sie
w postaci réwnan opisujacych jednowymiarowy przeplyw gazu. Najczeciej jest to
uktad dwéch réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu.

Zagadnienia dynamiki gazu byly rozpatrywane juz przez Eulera ponad dwiedcie
lat temu. Od tej pory ukazalo sie wiele prac, w ktérych wyprowadzano réwnania, for-
mutowano warunki graniczne i dyskutowano rozwigzania postawionych probleméw.
Wychodzac z praw fizyki otrzymuje sie model matematyczny przeptywu gazu w po-
staci roOwnania rozniczkowego czastkowego typu hiperbolicznego. Réwnanie to jest
do$¢ skomplikowane i dlatego inzynierowie czesto postuguja sie modelami uproszczo-
nymi w formie réwnan rozniczkowych czastkowych typu parabolicznego a czasami
nawet rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.

6.2.1. Model falowy uwzgledniajacy predko$¢ ptynacego gazu

W oparciu o podstawowe prawa hydrodynamiki — prawo zachowania masy, réwnanie
stanu gazu i prawo zachowania pedu — mozna wyprowadzi¢ uklad dwoéch réwnan,
ktory uwzglednia bezwladnosé, lepkosé i $cisliwosé gazu. Dla izotermicznego i turbu-
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6.2. System transportu gazu ziemnego

lentnego przeplywu gazu przez dlugi rurociag otrzymuje sie [29]

dp dq

ot Ma_x_o 6.28
04 Lop 0 () _ MM (02
ot " Moz "o p) 2D p

W rownaniu tym wystepuja wielkoéci tatwo mierzalne. Stan gazociagu charaktery-
zuje ciSnienie gazu p i przeplyw masowy q. Wielkosci te sa funkcjami dwoch zmien-
nych: odleglosci = i czasu t. Stale wystepujace w rownaniu maja nastepujaca fizyczna
interpretacje:
M — liczba Macha (tzn. $rednia predko$é przepltywu do predkosci dZzwigku),

D — $rednica gazociagu,

L — dlugosé gazociagu,

p — wspdlezynnik korekcyjny uwzgledniajacy przyleganie czasteczek gazu do ruro-

ciagu (wartosci wspétezynnika przyjmuje sie w granicach od 1,035 do 1,037),

A — wspélezynnik uwzgledniajacy naprezenie styczne.

Wielkosci z, t, p, ¢ sa unormowane, czyli 0 < x < 1, przy czym x = 0 oznacza
poczatek, a x = 1 koniec gazociagu. Czas t jest krotnoscia czasu przeptywu fali
dzwigkowej przez caly gazociag, a ciSnienie p oraz przeplyw ¢ sa bezwymiarowymi
krotnosciami $rednich wartosci ci$nienia i przeplywu.

Roéwnanie (6.28) mozna zapisa¢ w nieco innej postaci

op dq

E—i— 5'_1:_0 (6.29)
dq 1 ¢*\ Op q dq ¢ '
I eV A R ST DY /S

6t+<M P p2> 8x+ P p Ox np

gdzie n = 0,5ALM/D. Réwnanie (6.29) jest liniowe wzgledem pochodnych, a nielinio-
we wzgledem funkcji p i ¢. Takie rownania nazywa sie quasi-liniowymi lub prawieli-
niowymi. Aby okresli¢ typ réwnania (6.29) nalezy znalez¢ wartodci wlasne macierzy

0 M
S=11 ¢ ,pMg (6.30)
M p? p

czyli rozwigzaé¢ réwnanie charakterystyczne
q q°
s°—2pM=s — 1+ pM>~ =0 (6.31)
p p

Macierz (6.30) ma dwie wartosci wlasne

q q>

(6.32)

q 7
st szI—?—F pM2P(p—l)—|—1
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Poniewaz p~1, M < 1,qg~1,p~1,tos” ~ —1, sT =~ 1. Dodatnia warto$¢ wlasna
reprezentuje predkos$¢ propagacji fali dzwiekowej w rurociagu a warto$¢ ujemna pred-
kosé fali powracajacej. Poniewaz wartosci wlasne macierzy (6.30) sa rézne od zera
i rzeczywiste, to réwnanie rézniczkowe (6.29) jest réwnaniem typu hiperbolicznego.

W réwnaniach (6.32) widaé¢ sztucznos$é wspélezynnika poprawkowego p. Zostal
on wprowadzony, aby zwiekszy¢ dokladnosé modelu matematycznego przez uwzgled-
nienie rozkladu predkosci czasteczek gazu w przekroju poprzecznym gazociagu. Cza-
steczki gazu lezace najblizej rurociagu ,przyklejaja sie” do niego, maja zatem zerowsa
predkosé wzdtuz osi gazociagu. Przyjmujac p = 1 oraz pamigtajac, ze

M= T N (6.33)
Vdz p Vgr

otrzymujemy

o = e TV ot = V= + Vaz (6.34)

Vs, Vdz

gdzie:
Vg — $rednia predkosé przeptywu gazu,
vq; — predkos¢ propagacji fali dzwiekowej w gazie,
vix — chwilowa predko$¢ przeplywu gazu w pewnym punkcie gazociagu.

Wynika stad, ze s= jest chwilowa i zarazem lokalna wzgledna predkoscia fali
dzwiekowej, ktéra porusza sie przeciwnie do kierunku plynacego gazu. Natomiast
st jest wzgledna predkoécig fali dzwickowej poruszajacej sie zgodnie z kierunkiem
plynacego gazu.

6.2.2. Model falowy zaniedbujacy predkos¢ ptynacego gazu

Roéwnanie (6.28) jest malo przydatne w praktyce, klopoty sprawia wystepujaca w nim
nieliniowos¢. Okazuje si¢ jednak, ze uproszczenie tego réwnania ma dobre uzasadnie-
nie. Predkosé przeplywu gazu ziemnego przez rurociag jest na tyle malta, ze liczba
Macha M jest o dwa rzedy mniejsza od jednosci. Analizujac wspolczynniki w réwna-
niu (6.28) zauwazamy, ze pM jest znacznie mniejsze od pozostalych wspélezynnikéw.
Wydaje si¢ zatem uzasadnione, aby w réwnaniu (6.28) pomina¢ czton pMd(q? /p) /0.
Po wprowadzeniu tego uproszczenia otrzymujemy

dp dq
o M5 =0
) (6.35)
9¢ 10p, _ @
ot Mox np

W réwnaniu (6.35) wspélezynniki przy pochodnych sa state. Réwnania o tej wlasnosci
nazywamy niby-liniowymi lub semi-liniowymi. Postepujac podobnie jak dla réwnania
(6.29) tworzymy macierz

S = (6.36)
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i obliczamy jej wartoéci wlasne
sT=-1 sT=1 (6.37)

Poréwnujac wzory (6.34) i (6.37) zauwazamy, ze wprowadzone uproszczenie oznacza
pominiecie wplywu ruchu osrodka na predkosei fali dzwiekowej. Réwnanie (6.35) jest
réwniez réwnaniem typu hiperbolicznego. Jest na tyle proste, ze dos¢ tatwo moze by¢
wykorzystane jako model matematyczny gazociagu. Przyjete zalozenie upraszczajace
jest w praktyce dobrze uzasadnione, wynika to z przeprowadzonych poréwnan nume-
rycznych rozwiazan réwnan (6.28) i (6.35).

6.2.3. Warunki graniczne dla problemu Cauchy’ego

Jezeli na pewnej krzywej K, ktéra w zadnym punkcie nie jest styczna do charakte-
rystyk, podane sa wartosci ci$nienia p i przeplywu ¢, to wtedy istnieje jednoznaczne
rozwiazanie réwnan falowych (6.28) i (6.35) w obszarze ustanym przez charakterysty-
ki przecinajace krzywa K. Tak sformulowane zagadnienie graniczne jest uogdlnionym
problemem Cauchy’ego.

Przyktlad 6.1.

Zarejestrowano przebiegi ci$nienia p(1,t) i przepltywu ¢(1,t¢) na koncu gazociagu
dla czasu ¢t € [0,T] przy czym T >> 1. Znajac réwnania falowe (6.28) lub (6.35)
dla modelowanego gazociagu, nalezy poda¢ w jakim przedziale czasu [Ty, T5] mozna
obliczy¢ zmiany ci$nienia i przeplywu na poczatku gazociagu.

Dla réwnania (6.35) charakterystykami sa proste

r=—t+c x=t+co (6.38)

gdzie: ¢1 1 co sa stalymi. Obszar jednoznacznego rozwiazania jest zakreskowany na
rysunku 6.5. Mamy zatem 77 = 11Ty, =T — 1.

T A

t

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 T T T

Rys. 6.5. Obszar jednoznacznego rozwigzania uogélnionego problemu Cauchy’ego
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Dla réwnania (6.28) charakterystykami sa krzywe bedace rozwiazaniem nielinio-
wych réwnan rézniczkowych zwyczajnych

i—f =~ (p(x, 1), q(x,1)) (6.39)
(31_:: — 5+(p($,t),q(xat))

Dla okreslenia T i T5 trzeba zna¢ rownania skrajnych charakterystyk ograniczajacych
obszar rozwigzania. To z kolei wymaga znajomosci rozwiazan p i ¢ wzdtuz szukanych
charakterystyk. Zatem T3 i T bedzie zalezalo od podanych warunkéw granicznych.
Poniewaz s~ ~ —1 a st =~ 1, to mozna sic spodziewaé, ze T} ~ 1 a Th ~ T — 1.
Uwzgledniajac wzér (6.34) otrzymujemy dodatkowo Ty > 11Ty > T — 1. T} jest
czasem po uplywie ktorego fala dzwiekowa startujaca z konca gazociggu w chwili ¢ = 0,
dotrze do jego poczatku. Natomiast czas T, jest chwila, w ktorej musi wystartowac
fala dzwiekowa z poczatku gazociagu, aby dotrze¢ do jego konca w chwili 7.

6.2.4. Warunki graniczne dla problemu mieszanego

Niech beda zadane warunki poczatkowe

p(z,0) = po(x) (6.40)
q(:v,O) — QO(J;)

dla 0 < z < 1, czyli niech bedzie zadany rozklad cisnienia gazu i jego przepltywu dla
chwili poczatkowej. Oprécz tego niech beda zadane warunki brzegowe

ap(0,t) + bq(0,t) = u(t)

(6.41)
ep(1,t) +dg(1,t) = =(t)

dla 0 < ¢t < T, czyli niech bedzie zadana odpowiednia kombinacja liniowa ci$nienia
gazu i przepltywu, zaréwno dla poczatku jak i konca gazociagu. Zagadnienie rozwiaza-
nia réwnania rézniczkowego (6.28) lub (6.35) przy zadanych warunkach poczatkowych
(6.40) i granicznych (6.41), nazywa sie problemem poczatkowo-brzegowym lub proble-
mem mieszanym. Obszar jednoznacznego rozwiazania dla tak sformulowanego zagad-
nienia jest zakreskowany na rysunku 6.6. Zbiér ten jest ustany przez charakterystyki
przecinajace brzeg z zadanymi na nim warunkami granicznymi.

Przyktad 6.2.

Dany jest stan poczatkowy gazociagu, tzn. zadane sa warunki (6.40). Dzieki
prognozie zapotrzebowania na gaz, znany jest pobor gazu ¢(1,t) dla czasu t € [0,T].
Znane jest réwniez ci$nienie gazu p(0,t) wytwarzane przez sprezarke w tym samym
czasie. Dla jakiego czasu mozna obliczy¢ wydatek sprezarki ¢(0,t) i ciSnienie p(1,t)
na koncu gazociagu?

Odpowiadajac na powyzsze pytanie stwierdzamy, ze ¢(0,¢) i p(1,¢) mozna obli-
czyé dla t € [0,T).
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T A

0 T t

Rys. 6.6. Obszar jednoznacznego rozwiazania problemu mieszanego

6.2.5. Zastosowanie metody charakterystyk
do numerycznego rozwigzania réwnan opisujacych gazociagi

Zaréwno rownanie (6.28) jak i (6.35) sa typu hiperbolicznego, zatem metody ich nu-
merycznego rozwiazania sg podobne. Postuzymy sie metoda charakterystyk do roz-
wiazania réwnania (6.28) a nastepnie otrzymane rezultaty adoptujemy do rozwiazania
jego wersji uproszczonej (6.35).

Zaréwno rownanie (6.28) jak i (6.35) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

% P +S% Ploal’ (6.42)
q q q
gdzie
0 M 0 0
S = _3;\;4‘ PR A= 0 —TI% (6'43)

Wartosci wlasne macierzy S dane sa odpowiednio wzorem (6.32) lub (6.37). Réwnanie

(6.42) mozna sprowadzié¢ do postaci kanonicznej podstawiajac [p  ¢]7 = Nw, gdzie
nieosobliwa macierz
M M
N = (6.44)
sT st

jest tak dobrana, aby N=1SN = diag(s~,s"). Réwnanie (6.42) mozna zapisaé¢ w po-
staci

=N"'A (6.45)
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gdzie
N-l= ! oM 6.46
SNE ) | M (0400
Jest to ukltad dwdéch réwnan
dp . _0p dq . _0q ¢
= — | -M( = — ) = Mn*—
’ <8t+8 3x) (8t+8 Ox 77p
, (6.47)
_(9p _ 4+Op 9q 9q q
— - e M2 +221) = M
’ (3t+8 Oox * 8t+8 Ox 77p

Przyblizone rozwiazanie tego réwnania mozna bardzo efektywnie znalezé za pomoca
metody charakterystyk, ktora jest klasyczng metoda réznicowa. Charakterystykami
sg rozwiazania réwnan

dx__ dx_+

a a
Poniewaz mamy tylko dwa typy charakterystyk, mozna dokonaé zamiany uktadu
wspolrzednych. Niech nowe zmienne ¢ i £ zmieniaja si¢ wzdluz charakterystyk. Otrzy-
mamy zatem

(6.48)

t=t(p, &)

Warunkiem wystarczajacym lokalnej wzajemnej jednoznacznosci ciaglego przeksztal-
cenia (6.49) jest niezerowanie si¢ jakobianu

z=z(p,§) (6.49)

05 0s
dp ¢
J = 6.50
dp ¢
Dla réwnania (6.35) jakobian (6.50) ma warto$¢ stala
-1 1
J= = -2 (6.51)
1 1

w calym obszarze ¥ = [0, 1] x [0, T']. Dla réwnania (6.28) charakterystyki nie sa liniami
prostymi, zatem wartosci jakobianu (6.50) nie sa stale. Poniewaz predko$é przeplywu
gazu jest duzo mniejsza od predkosci fali dzwiekowej, mozna wysnué wniosek, ze
iw tym wypadku jakobian bedzie zawsze rézny od zera a jego warto$¢ bedzie zblizona
do (6.51).

Korzystajac ze wzoréw (6.48) i (6.49) mozna napisaé

_dx/dy 4+ da/dg
T dt/dy * T dr/ae

(6.52)
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W oparciu o (6.52) otrzymujemy

1 o |p| Ot o |plox) 1 Ox|p
“ofop \ 0t |o| 0 T 0w || 96 ) T Bt/00 00 |,

- (6.53)
1 o |p| ot g |p|odx) 1 Ox|p
~onjog \ ot |g| 0 T ow || 0¢ | T arje e |,

L Op oq . q¢* ot
T Moy T M s
_Jdp dq q° Ot
= —B = nN——
x & p o (6.54)
dr 0t
g~ " s
Jr 0t
o=

Do obliczen numerycznych, réwnania (6.54) nalezy aproksymowaé réwnaniami
réznicowymi. Przyktadowo, postugujac sie metoda Eulera otrzymujemy

2
sy (pv —p2) — M(av — q2) = Mni—z(tN —12)
2
—S7 (pN —p1) + M((JN - ql) = —MWZ—i(tN —t1) (6.55)
IN — Xg = S;(tN — ﬁg)

IN —T] = sf(tN —t1)

Wezly siatki oznaczone zostaly symbolami 1, 2, N a ich rozmieszczenie przedstawione
jest na rysunku 6.7.

x A

T2

TN
Z1

t

Rys. 6.7. Oznaczenia zmiennych dla wzoru (6.55)
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6.2.6. Algorytm rozwigzania problemu mieszanego

Schemat siatki dyskretyzujacej obszar rozwiazania problemu mieszanego przedsta-
wiony jest na rysunku 6.8. PrzesledZmy na nim algorytm wyznaczania przyblizonego
rozwiazania réwnania (6.42) z zadanymi warunkami poczatkowymi (6.40) i warunkami
brzegowymi (6.41) przyjmujac a = d = 1 oraz b = ¢ = 0.

Niech w réwno oddalonych od siebie punktach {1,2,3,4,5} (rysunek 6.8) zadane
beda z warunku poczatkowego wartosci funkeji p i g. Na prostej z = 0, wyznaczonej
przez punkty 1, I, 6, niech beda zadane wartosci funkcji p (z pierwszego warunku
brzegowego (6.41)). Natomiast wzdluz prostej = 1, na ktérej leza punkty 5, V', 10,
niech beda dane wartosci funkeji ¢ (z drugiego warunku brzegowego).

o
V
5 10
S v A
4 9
R 17 w
3 8
O 17 U
2 7
N I T 6
1 -
t

Rys. 6.8. Schemat dyskretyzacji dla problemu mieszanego

Znajac parametry punktéw 1 i 2 mozna postuzy¢ sie réwnaniami (6.55) i ob-
liczy¢ dla punktu N wspélrzedne i wartosci funkcji p oraz gq. Podobnie w oparciu
o punkty 2 i 3 mozna wyliczy¢ parametry punktu O. Postepujac w ten sposéb ob-
liczamy wspdlrzedne 1 wartoscei funkeji p, ¢ kolejno dla punktéw {N,O, R, S}. Na-
stepnie znajac parametry punktow N, O mozna wyliczy¢ parametry punktu 17 i po-
dobnie znajac wartosci dla punktéw {O, R, S}, mozna wyliczy¢ parametry punktéw
IIT i IV. Dla punktu I znamy jedna wspélrzedna, a mianowicie x = 0. W oparciu
o parametry punktu N oraz réwnania (6.55), mozna wyliczy¢ dla punktu I wsp6l-
rzedng t. Pozwala to z warunku brzegowego wyznaczy¢ p, a nastepnie za pomo-
ca (6.55) wyliczy¢ warto$é ¢. Podobnie dla punktu V' znamy wspélrzedna = = 1,
a trzeba wyliczy¢ wspolrzedna ¢, aby z warunku brzegowego otrzymac ¢ i nastep-
nie obliczyé¢ warto$é funkeji p w oparciu o réwnania (6.55) i parametry punktu S.
Postepujac w ten sposéb obliczymy parametry punktéw {I,II,II1,IV,V} i znaj-
dziemy si¢ w sytuacji analogicznej do wyjsciowej. Bedziemy nastepnie kolejno obliczaé
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parametry punktéw {T, U, W, Z} a pézniej punktdéw {6, 7, 8,9, 10}. Postepowanie takie
umozliwia numeryczne rozwiazanie problemu mieszanego w odpowiednio ustalonym
obszarze.

Parametry punktu N wyznacza sie z réwnan (6.55), gdzie wystepuja jako niewia-
dome. Na wstepie dla punktu 1 trzeba obliczy¢ wspdtezynniki kierunkowe charakte-
rystyk s, oraz sf a dla punktu 2 nalezy obliczy¢ s, oraz s; postugujac sie wzorami
(6.32). Nastepnie z dwoch ostatnich réwnan (6.55) mozna wyliczy¢

r1 — T2 +1lasy — tlsf

tn = (6.56)

Sy — sf
Z trzeciego réwnania (6.55) mamy
TN =x2+ 55 (IN —t2) (6.57)

Z dwbch pierwszych réwnan (6.55) otrzymujemy

—Sfp1+55rpz+M{q1—q2—n[ -
_ b1 D2
pN_ +

S2 — 5

(tv —t)@d  (tn — tQ)qg} }
(6.58)

W koncu z pierwszego réwnania (6.55) znajdujemy

PN — D2 (tn —t1)q3
2 -

6.59
7 ) (6.59)

qN =q2+ s

Nieco inaczej znajduje sie parametry punktéw lezacych na brzegu (np. dla punk-
téw {I,6,V,10} z rysunku 6.8). Przykladowo dla punktu I z trzeciego réwnania (6.55)
otrzymujemy
=ty — (6.60)
SN

Znajac t; mozna z warunku brzegowego wyznaczy¢ pr. Potrzebna jeszcze wartosé gr
mozna wyliczyé z pierwszego réwnania (6.55)

+PI—PN n(tl —tN)ax

= 6.61
a1 =an + sy —; o (6.61)
Podobnie dla punktu V najpierw wyliczymy
1 —
by = tg — —3 (6.62)
Ss
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Nastepnie znajac ty okreslimy gy z warunku brzegowego (6.41), a w koncu z drugiego
réwnania (6.55)

ty —ts)q?
M QV*(]S*ni( g5
Ps

pv =ps + — (6.63)
Ss

Przedstawiony powyzej algorytm rozwiazania problemu mieszanego dotyczy réw-
nania (6.29). Punkty, dla ktérych obliczamy parametry, tworza wezly siatki pokry-
wajacej obszar rozwiazania U = [0, 1] x [0, 7. Siatka ta dla réwnania (6.29) jest nie-
rownomierna a jej ksztalt zalezy od warunkéw granicznych. Natomiast dla réwnania
(6.35) charakterystyki sa liniami prostymi, zatem siatka jest regularna i jednakowa dla
dowolnych warunkéw granicznych. Upraszcza to algorytm numerycznego rozwiazania
réwnania rézniczkowego.

6.2.7. Optymalne sterowanie gazociggiem

Na rysunku 6.9 przedstawiony jest prosty system dystrybucji gazu ziemnego. Ko-
palnia dostarcza gaz pod stalym cisnieniem do znajdujacej si¢ w poblizu ttoczni. Po
zwigkszeniu ci$nienia, gaz jest wtlaczany do gazociagu. Na jego koncu znajduje si¢ od-
biorca. System ten jest wyposazony w odpowiednie uktady kontrolno-pomiarowe i jest
sterowany za pomocg komputera. Gléwnym jego zadaniem jest wyliczenie przebiegu
optymalnego ci$nienia gazu na wyjsciu z tltoczni. Podstawowymi danymi sg informa-
cje o poborze gazu przez odbiorce. Wyznaczone przez komputer sterowanie optymalne
powinno minimalizowaé koszt tltoczenia i zapewnié utrzymanie cisnienia gazu na kon-
cu rurociaggu na odpowiednio wysokim poziomie a ci$nienia na poczatku rurociggu na
poziomie nizszym od wartosci granicznej. Komputer realizuje nastepujace zadania:

1. Co kilka minut wprowadzane sa do pamieci informacje o wielkoSci poboru gazu
przez odbiorce.

2. W oparciu o zapamietane przebiegi poboréw gazu (np. z dwéch ostatnich ty-
godni), dokonuje si¢ prognozy zapotrzebowania na gaz (np. na cala nastepna
dobe).

3. Przebieg optymalnego ci$nienia wyjsciowego ze sprezarki wyznacza si¢ w opar-
ciu o:

a) model matematyczny gazociagu (6.35),
b) prognoze zapotrzebowania na gaz z(t),

c¢) rozklad ci$nienia po(z) i przeplywu gazu qo(x) wzdluz rurociagu dla chwili
czasu od ktérej komputer rozpocznie sterowanie systemem,

d) funkcjonal kosztéw sterowania,

e) ograniczenie od géry na cisnienie p, gazu dla poczatku rurociggu i od dotu
na cisnienie py dla konca gazociagu.

98



6.2. System transportu gazu ziemnego

Pw
kopalnia » tlocznia » gazociag odbiorca
A
p(0,1)
komputer q(1,t)

sterujacy |

Rys. 6.9. Przyktad systemu z dynamiczna optymalizacja dystrybucji gazu ziemnego

Wyznaczenie optymalnego sterowania sprowadza si¢ do numerycznego rozwia-
zania nastepujacego problemu optymalizacji. Obiekt sterowania opisywany jest za

pomocg ukladu réwnan

dla z€[0,1]

i warunkiem brzegowym
q(1,t) = 2(¢) dla ¢t € [0,T]
Nalezy znalezé sterowanie p(0,t), ktére spelnia ograniczenia

Py
D

U

i minimalizuje funkcjonal

[ 0,)
K= O/q ( ﬂ)dt

gdzie:
Ppw — cisSnienie gazu dostarczanego do ttoczni,
8 — wspblezynnik,
a — wykladnik potegi zalezny od rodzaju sprezarki.

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)
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Aby znaleZé numeryczne rozwiazanie, sformulowany powyzej problem optyma-
lizacji z nieréwnosciowymi ograniczeniami (6.67), zamienimy na aproksymujacy go
problem bez ograniczen. W tym celu dokonamy modyfikacji wskaznika (6.68) jakosci
sterowania przez wprowadzenie zewnetrznych funkcji kar za przekroczenie ograniczen.
Nowy wskaznik jakosci przyjmuje postac

T

Q=K +/ [e(p(0,t) — pg) max(0,p(0,t) — py) + (6.69)
0 n(pd —p(1, t)) maX(O,pd —p(1, t))] dt

gdzie € i K sa stalymi i dodatnimi wspoélczynnikami kary.

Problem znalezienia sterowania p(0,t), ktére minimalizuje funkcjonal (6.69)
z uwzglednieniem réwnan (6.64), (6.65) i (6.66), mozna numerycznie rozwiazaé postu-
gujac sie metoda uogdlnionych mnoznikéw Lagrange’a. Dla rozwazanego problemu,
funkcjonat Lagrange’a ma postac

T 1
_ 9 , 4,94 op 01 &
¢Q+//[f<8t+Max>+g<a eyl )lwa (670)
0 0

gdzie f i ¢g sa mnoznikami Lagrange’a. Sa to funkcje zaréwno zmiennej przestrzennej
x jak i czasu t. Warunkiem koniecznym optymalnego sterowania jest zerowanie sie
pierwszej rézniczki funkcjonatu ®. Rézniczka ta ma postaé

5 = O/T K% - 5) 5q(0,) + }%pa_l(o,t)ép(O,t) +

w w

2e maX(O,p(O, t) — pg)5p(0, t) —2n max((),pd —p(1, t))ép(l, t)} dt+

T 1
//[ (aap 66q>+g(@+M@+2nM Sq—nML @ﬂdxdt
0 0

ox 0] 0
(6.71)
Calkujac przez czesci otrzymujemy tozsamosci
//< 86}9 86q>d gt =
ot
1
= / x, T)op(x, T) — f(x,0)0p(x,0) + Mg(z,T)oq(z,T)— (6.72a)

0

T 1
Mg(z,0)dq(z,0))d //< op +Mg§5q>dxdt
00
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6.2. System transportu gazu ziemnego

T 1

//(Mf@-i- @>dxdt5
ox

00

z/ Mf(1,6)5q(1,t) — M f(0,8)8q(0,t) + g(1,t)6p(1,t)—  (6.72b)
0

9(0,t)0p(0, ) dt—//( afé +—(5p)dxdt

Postugujac sie tozsamosciami (6.72a) i (6.72b) otrzymujemy ze wzoru (6.71)
/ 0 aof 2 of 0
q g q g
Mm=g— —= — == | Méq— (nM =g+ — + == | op| dz dt
/K (i ax) ¥ (” g*@t*@x) ”} v
0

{ (M —g- Mf(O,t)) dq(0,1) +

[

Py
{aq((), t)]ﬁiio’—t) + 2e max (0, p(0,¢) — py) — g(0, t)] 5p(0,t)+ (6.73)

w

Mf(1,t)5q(1,t) + [g(1,t) — 26 max(0,pq — p(1,1))] (5p(1,t)} dt+

[ (£ 1)60(.7) = (2, 0)6p(2.0) + Ml T)oa(z. T) ~ Mg(,0)3g(.0) ) o
0

Aby rézniczka §® byla zawsze réwna zeru, musi zachodzi¢

af 9y s
=t o =-—1M—5yg
ot O P (6.74)
% + o= o _ 277 g9
ot ' Oz
.= (P80 - ﬁ) e
o (6.75)
g(1,t) = 2/@max(0,pd —p(1, t))
flz, T)=0  g(z,T)=0 (6.76)
pocfl(o’ t)
aq(0,t) =———— + 2e max(0,p(0,t) — py) — g(0,t) =0 (6.77)

w
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6. Przyktady modelowania

Sterowanie optymalne spelnia warunki graniczne (6.65), (6.66) zatem

0q(z,0) =0
dp(x,0) =0 (6.78)
0q(1,t) =0

Zesp6t réwnan (6.74), (6.75), (6.76), (6.77) razem z (6.64), (6.65), (6.66) two-
rzy uklad, ktérego rozwiazanie jest sterowaniem minimalizujacym funkcjonal (6.70).
Sterowanie to mozna znalez¢é numerycznie. Réwnanie (6.74) nazywa sie réwnaniem
sprzezonym do réwnania stanu (6.64). Réwnania (6.75) sa warunkami brzegowymi
a (6.76) sa warunkami koncowymi dla réwnania sprzezonego. Rozmieszczenie wa-
runkéw granicznych przedstawione jest na rysunku 6.10. Z warunku (6.77) mozna
wyznaczy¢ gradient

d(t) = aq(O,t)]Lo(f)’ﬂ + 2¢ maX(O,p(O,t) B pg) —g(0,1) (6.79)

w

czyli kierunek poprawy sterowania dla procedur iteracyjnych.

T A
q,9

P, q f9

t

0 pf T

Rys. 6.10. Rozmieszczenie warunkéw granicznych przy rozwiazywaniu problemu
optymalizacji

6.2.8. Numeryczne rozwigzanie problemu optymalizacji

Uwzgledniajac warunki graniczne (6.65), (6.66) mozna rozwiazaé¢ réwnanie stanu
(6.64) dla dowolnego sterowania p(0,t). Z kolei znajac ci$nienia i przeplywy gazu
oraz warunki graniczne (6.75), (6.76) mozna rozwiazaé ,wstecz” réwnanie (6.74). Po-
stepowanie takie prowadzi sie dla sterowania p(0,t), ktore jest arbitralnie przyjete
w pierwszej iteracji, lub bliskie optymalnemu w nastepnych iteracjach. Po rozwia-
zaniu réwnania sprzezonego mozna obliczyé gradient (6.79), a nastepnie wyznaczyé
lepsze rozwiazanie postugujac sie wzorem

Piy1(0,t) = pi(0,t) — 7d;(t) (6.80)

102



6.2. System transportu gazu ziemnego

gdzie:
d;(t) — kierunek poprawy sterowania w i-tej iteracji obliczony zgodnie ze wzorem
(6.79),
T — stala dobrana tak, aby uzyska¢ najlepsze sterowanie przy poszukiwaniu w kie-
runku (6.79).

Réwnanie sprzezone (6.74) jest réwnaniem typu hiperbolicznego a jego charakte-
rystyki sa takie same jak charakterystyki réwnania stanu (6.64). Przedstawione powy-
zej uwagi, na temat problemoéw granicznych i obszaru jednoznacznego rozwiazania, sa
prawdziwe réwniez dla réwnania sprzezonego. Jest ono liniowe a jego niestacjonarno$é
wynika z nieliniowo$ci réwnania stanu.

Postugujac sie oznaczeniami przedstawionymi na rysunku 6.8, zagadnienie dys-
kretnej aproksymacji polega na obliczeniu wartosci funkcji f i g dla punktéw wezlto-
wych, gdy dane sa wartosci funkeji w punktach {6,7,8,9,10} i wartosci funkeji f
w punktach {I,1} oraz funkcji g w punktach {V,5}. Postepujac identycznie jak dla
réwnania stanu, mozna dla réwnania sprzezonego (6.74) napisa¢ réwnania réznicowe

q q
fo — fr+9r — 96 = 0,57 (2 + M—6T> (tr —t6)(g6 + gT)—GT
PeT PeT
(6.81)
fr—fr+9r — g7 =05 <2 - M—W) (tr — to) (g7 + g7) -
prT prT
gdzie:
_ Ge t4qr _ Ppe +pr
g6 = — 75— PeT = — (= —
2 2
g7 t+gqr _ pr+pr
qrr = 5 prr = B

Algorytm rozwiazania réwnania sprzezonego (6.74) z réwnoczesnym wyliczaniem
gradientu sterowania ma zatem postac:

1. Zgodnie z warunkami koncowymi (6.76) przyjaé zerowe wartosci funkcji f i g
w punktach {6,7,8,9,10} (oznaczenia zgodne z rysunkiem 6.8).

2. W oparciu o przyjeta gestosé dyskretyzacji obliczyé At =ty —t; = —0,5/(n—1)
gdzie n jest iloScia punktow aproksymacji gazociagu.

3. Dla punktu 6 obliczy¢ i zapamietaé¢ gradient

a—1

dg = aqﬁp; + 2e max (0, ps — py) (6.82)

(e}
w

4. Obliczy¢ wartosci g oraz f w punkcie T, ze wzoréw otrzymanych z réwnania
réznicowego (6.81)

_ Jr—fe+ 96 + 97 + 0.5 [g5vs7 (2 + Mver) + grver (2 — Myrr)] At
2= 0,51 [ver (2 + Mver) + vrr(2 — Myrr)] At (6.83)

fr = fr+ 97— 9r + 0,5nv770(2 — Mvrr) (97 + gr) At

gr
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6. Przyktady modelowania

gdzie:

g taqr . g7 +gqr

= 1 vrp — ————.
D6 + Pr pr +pr
Podobne obliczenia przeprowadzi¢ dla punktéw {U, W, Z}.

5. Wyliczy¢ f; z warunku brzegowego (6.75), a wartosé¢ ¢g; z réwnania analogicznego
do drugiego réwnania (6.81), czyli

ﬁ(%ﬂ)Ml
p

w

VeT

h—ﬁ+w@+wﬂ”ﬂT@—Mﬂi@)m] (6.84)
g1 = pr+pr p1 + pr
1 —O,57}ql+qT (2_M(H+—QT> At
pr+pr pr +pr

6. Obliczy¢ kolejno parametry punktéw {11,111, IV} ze wzoréw analogicznych do
(6.83).

7. Obliczy¢ wartosé¢ gy z warunku brzegowego (6.75) oraz fy z pierwszego réwnania
(6.81), czyli

gv = 2nmax(0,pq — pv)

+ + (6.85)
fv =z +gv =gz — 0,5 220V (2 + MM) (9z + gv)At
Pz +pv Pz +pv
8. Obliczy¢ i zapamietaé¢ gradient sterowania
a—1
dr = aq Ia + 2¢ maX(O,pI —pg) (6.86)

w

9. W podobny sposéb prowadzi¢ obliczenia od punktu 4 tak dilugo, az zostanie
obliczony gradient we wszystkich punktach lezacych na odcinku [0, T7.

Trzeba zna¢ wartosci cisnien i przeptywow w weztach siatki aproksymujacej, aby
rozwiazaé rownanie sprzezone. Zatem nalezy uprzednio rozwiazaé ,w przéd” réwna-
nia stanu, zapamietujac przy tym wartosci ciSnien i przeplywoéw w weztach siatki
aproksymujacej zbiér ¥ = [0, 1] x [0, T7.

Réwnanie stanu (6.64) mozna rozwiaza¢ ,w przéd”, poniewaz spelnia warun-
ki stabilno$ci. Macierz dyssypacji réwnania sprzezonego (6.74) ma wartoéci wlasne
A1 = 01 A2 = 2ng/p, co oznacza stabilno$é¢ przy rozwiazywaniu ,wstecz” réwnania
Sprzezonego.

6.3. Membrana kotowa

Podany przez Eulera model matematyczny drgan membrany kotowej ma postaé¢ hi-
perbolicznego réwnania rézniczkowego czastkowego

2 2 2
10w Ow 10w 10w (6.87)
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6.3. Membrana kotowa

gdzie osiowe odksztalcenie membrany w jest funkcja czasu t i wspdlrzednych biegu-
nowych: odleglosci od srodka membrany r i kata ¢. Wspétezynnik s jest predkoscia
propagacji fal sprezystych. Na ogél zaklada sie, ze membrana jest sztywno zamo-
cowana na obwodzie, co prowadzi do zerowych warunkéw brzegowych. Rozwiazanie
réwnania rézniczkowego (6.87) przedstawia niegasnace drgania membrany jako wy-
nik niezerowych warunkéw poczatkowych. Ustalone i symetryczne drgania membrany
mozna modelowaé jezeli odpowiednio dobierze si¢ warunki poczatkowe. Rownanie
(6.87) jest modelem matematycznym niegasnacych drgan, poniewaz nie ma w nim

cztonu reprezentujacego rozpraszanie energii.
Postugujac si¢ klasyczna metoda rozdzielania zmiennych, otrzymuje si¢ relacje

dla predkosci propagacji fal w membranie

g wift (6.88)

bi

gdzie:

w; — pulsacje rezonansowe membrany,
R — promien membrany kolowej,

p; — pierwiastki funkcji Bessela.

Znajac predkosé fal mozna obliczy¢ sile naciagu membrany

F = qds® (6.89)
gdzie:
q [kg/m?] — masa wlasciwa materiahu, z ktérego membrana zostala wykonana,
d [m] — grubo$é membrany.

Te dobrze znane zaleznosci umozliwiaja obliczenie F' trudno mierzalnej sity na-
ciagu membrany. Na ogét udaje sie zmierzy¢ kilka pulsacji rezonansowych. Dla kazdej
7z nich mozna obliczy¢ za pomoca (6.88) estymate predkosci propagacji fal. Réznice
miedzy tymi estymatami wystepuja na ogdt juz na drugim miejscu znaczacym. To
usprawiedliwia weryfikacje przydatnosci nieco innego modelu matematycznego, ktory
uwzglednia zjawisko rozpraszania energii.

Zakladajac symetrie osiowa sit odksztalcajacych membrane i wprowadzajac do
réwnania (6.87) czton uwzgledniajacy rozpraszanie energii, otrzymujemy niejednorod-
ne réwnanie rézniczkowe czastkowe typu hiperbolicznego

________ oYy (6.90)

gdzie:
w [m] — osiowe odksztalcenie membrany,
s [m/s] — predkosé fal biegnacych wzdluz promienia membrany,
a [m/s?] — dodatni wspélezynnik rozpraszania energii,
u [m~!] — reprezentuje wymuszenia drgai membrany i jest funkcja dwoch zmien-

nych: czasu ¢ [s] i promienia membrany r [m].
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6. Przyktady modelowania

Aby uzyskaé jednoznaczne rozwiazanie réwnania (6.90) zalozymy warunki po-
czatkowe

ow
0)=0 — =0 6.91
w(r,0) 5 (691)
i warunki brzegowe
ow
R,t)=0 — =0 6.92
w(R,?) 5| (6.92)

Pierwszy warunek brzegowy (6.92) oznacza, ze membrana jest sztywno zamocowana
na obwodzie a drugi warunek brzegowy wynika z osiowej symetrii odksztalcen.

Postugujac si¢ klasyczna metoda zapiszemy rozwiazanie problemu poczatkowo-
-brzegowego (6.90), (6.91), (6.92) w postaci nieskonczonego szeregu

oo

wlr, 1) = 3 RiDTH) (693)

i=1

Funkcja wymuszajaca drgania membrany o pulsacji w moze réwniez by¢ przedstawiona
jako nieskonczony szereg z rozdzielonymi zmiennymi

u(r,t) =sin(wt) Yy ¢ Ri(r) (6.94)

i=1

gdzie ¢; sa stalymi wspolczynnikami.
Obliczajac pochodne czastkowe funkeji (6.93) i podstawiajac je do (6.90) otrzy-

mujemy
17/ T ¢ R! 1R]

— = 4+ a— — —~sin(wt) = =~ + -

Zodla i=1,2,... 6.95
2T T T, R rm T Y (6.95)

gdzie gérne indeksy oznaczaja rézniczkowanie ze wzgledu na czas po lewej stronie
réwnania (6.95) i rézniczkowanie ze wzgledu na zmienna przestrzenna po prawej stro-
nie. Réwnanie (6.95) jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenia po jego obu
stronach nie zaleza od zmiennych ¢ i . Te stala warto$¢ oznaczymy przez —k?, a otrzy-
many uktad dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych zapiszemy w postaci

1
R/ + ;R; +kIR; =0 (6.96)
1 .
?Ti” +aT] + kT, = ¢; sin(wt) (6.97)
Warunki poczatkowe
R,(R)=0 Ri(R) =0 (6.98)

106



6.3. Membrana kotowa

dla réwnania rézniczkowego (6.96) otrzymujemy z warunkéw brzegowych (6.92).
W ten sposéb wprowadzamy ograniczenia na funkcje bazowe R;, dzieki czemu sta-
ja sie one jednoznaczne. Dla réwnania rézniczkowego (6.97) warunki poczatkowe
T;(0) =0 T!(0)=0 (6.99)
otrzymujemy z warunkéw poczatkowych (6.91).
Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego (6.96) jest funkcja Bessela pierwszego ro-
dzaju i zerowego rzedu. Funkcja ta moze byé¢ zdefiniowana za pomoca wzoru

Ri(r) = i(—l)j K (g)Qj (6.100)

i1l
= j'j!

lub w formie réwnowaznej

Ri(r) = i b; (ki) (6.101)

7=0
przy czym
b;

Z (6.100) widad, ze drugi z warunkéw (6.98) jest zawsze speliony a z (6.101) wynika,
ze pierwszy z warunkow (6.98) jest réwnowazny

pi

ki =
R

(6.103)

gdzie p; sa pierwiastkami funkeji Bessela (6.101).
Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (6.97) z warunkami poczatkowymi (6.99)
ma postaé

Ti(t) = Aje” " sin(w;t + ;) + B sin(wt + 3;) (6.104)

Pulsacja zanikajacych drgan wynosi

(6.105)

Wprowadzajac dodatkowa stata

, W ’
=y (-5 ) e (6.106)

otrzymujemy amplitude drgan wymuszonych

(&
B, = — .1
4, (6.107)
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Przesuniecie fazowe tych drgan wynosi

B; = — arcsin %“f (6.108)
Poczatkowa amplituda drgan zanikajacych wynosi
A=2B (6.109)

Przesuniecie fazy dla tych drgan dane jest wzorem

o = arcsin R (6.110)
a wspotezynnik ttumienia drgan
2
5= % (6.111)

Najwieksza amplituda drgan ustalonych wystepuje dla pulsacji rezonansowych

22
pi = s\ k2 — 2 (6.112)

i wynosi

B; = (6.113)

aw;

gdzie w; jest zdefiniowane przez (6.105). Aby mogly wystapi¢ i-te drgania rezonanso-
we, wspolezynnik rozpraszania energii musi by¢ wystarczajaco maly, tzn.

V2k;

S

a <

(6.114)

Wzor, ktéry wiaze pulsacje rezonansowe z parametrami membrany otrzymuje sie
z (6.103) i (6.112)

s o & 2_(1282
P2 =s {(R) e } (6.115)

Oznacza to, ze pulsacje rezonansowe sa funkcjami trzech parametréow: predkodci fal s,
wspotezynnika rozproszenia energii a i promienia membrany R. Zakltadajac, ze zmie-
rzono N pulsacji rezonansowych, z (6.115) otrzymujemy uklad N réwnan z trzema
niewiadomymi: s, ¢ i R. Jakobian dla tego ukladu rownan ma postaé

PR a1 ]

das” |p2/R? —a2s®> 1 p3

J = (6.116)
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Tylko dwie kolumny wyznacznika (6.116) sa liniowo niezalezne, zatem tylko dwa para-
metry mozna wyliczy¢ w oparciu o zmierzone pulsacje rezonansowe. Poniewaz promien
membrany jest tatwy do zmierzenia, ze wzoréw (6.115) wyznaczymy predkosc¢ fal s
i wspolczynnik rozpraszania energii a.

Z dwoch dowolnych réwnan (6.115) otrzymujemy

2 _ 52
sij =R p;_p; dla 1<4,j<N, i#j (6.117)
p; — Dpj

gdzie s;; jest jedna z estymat predkosci fal. Dla N pulsacji rezonansowych, wartosé
srednia wynosi

N—-1 N
5= W o> sy (6.118)

i=1 j=i+1

Postugujac sie wzorem (6.89) mozna nastepnie wyznaczy¢ sile naciagu membrany.
Ze wzoréw (6.115) otrzymujemy wzér na estymaty wspélczynnikéw rozpraszania
energii

V2 PP}

z ktoérych ostatecznie obliczamy wartosé srednia

1 N
o= Ea (6.120)

Jezeli znane sg amplitudy drgan rezonansowych B; srodka membrany, mozna obliczy¢
amplitudy

2
b o5 (6.121)

¢; = Bjas e 1

wymuszajace drgania membrany.

Na rysunku 6.11 przedstawiony jest schemat stanowiska do pomiaru czestotli-
wosci rezonansowych membran kolowych. Réwnomiernie napieta membrana znajdu-
je sie pomiedzy glosnikiem a mikrofonem. Gloénik jest zasilany z generatora drgan
sinusoidalnych. Membrana ttumi dZzwieki przemieszczajace sie od glosnika do mi-
krofonu. Thlumienie to jest wyraznie najmniejsze dla czestotliwosci rezonansowych
membrany a wtedy jej drgania sa zdecydowanie najwigksze. Pomiar czestotliwosci
rezonansowych polega na znalezieniu takich drgan generatora, dla ktérych sygna-
ly otrzymane z mikrofonu maja lokalnie najwigksze moce. Im czestotliwosé rezo-
nansowa jest wieksza tym trudniej jest ja wyznaczy¢, poniewaz ekstrema mocy sy-
gnalu otrzymanego z mikrofonu sg coraz mniej wyrazne. Na ogél tatwo udaje sie
wyznaczy¢ pierwszych pieé¢ czestotliwosci rezonansowych. W tabeli 6.1 przedstawio-
ne sa wyniki pomiaréw przeprowadzonych dla trzech membran, jedna z nich byla
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““ ooo Gfosnik
0oo

000G

Generator drgari
sinusoidalnych

Membrana

Obudowa dzwigkoszczelna

/

EEEEEE Q06 Mikrofon

Stanowisko pomiaru
napigcia - -

Rys. 6.11. Stanowisko do pomiaru czestotliwosci rezonansowych membran

wykonana z tantalu a dwie ze stali niklowo-chromowej. Pierwsze dwie membrany
mialy $érednice 55,6 [mm] a trzecia membrana miala $rednice 80 [mm]. Amplitudy
drgan trzeciej membrany byly najwieksze i dlatego mozna bylo je zmierzyé. Po-
miar wykonano za pomoca Sruby mikrometrycznej, ktora dotykajac najpierw nie-
ruchomej a nastepnie drgajacej membrany zamykata obwdd z pradem elektrycznym.
Przy drgajacej membranie ustawiano srube mikrometryczng w takim polozeniu, aby
prad elektryczny przeptywal tylko przy maksymalnych wychyleniach membrany. Réz-
nica potozen $éruby mikrometrycznej wyznaczala amplitude drgan rezonansowych
membrany.

Tabela 6.1
Wyniki pomiaréw
Nr membrany 1 2 3
Material tantal stal stal
Promien [mm] 27,8 27,8 40
Grubo$é¢ [mm|] 0,025 0,127 0,127
Pierwiastki Czestotliwosci rezonansowe Amplituda
funkcji Bessela [Hz] [mm)]
2,40483 434 1043 695 1,25
5,52008 1050 2594 1940 0,54
8,656373 1658 4115 3130 0,34
11,79153 2264 5630 4285 0,25
14,93092 2870 7141 5428 0,19

Zmierzone pulsacje rezonansowe (réwne czestotliwosciom rezonansowym pomno-
zonym przez 27) podstawiono do wzoru (6.88), otrzymujac estymaty predkosci propa-
gacji fal zgodnie z modelem Eulera (6.87). W tabeli 6.2 przedstawiono pie¢ estymat,
ich wartosci $rednie i wariancje dla kazdej z trzech membran. Dane eksperymental-
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ne podstawiono réwniez do (6.117), otrzymujac estymaty predkosci propagacji fal.
Wyprowadzono je z modelu (6.90) uwzgledniajacego rozpraszanie energii. Wyniki ob-
liczen, wartosci Srednie estymat i wariancje sa przedstawione w tabeli 6.3. Sa tam
réwniez, obliczone w oparciu o wzér (6.119), wartosci sil obwodowych napinajace
membrany. Do obliczen przyjeta zostala masa wlasciwa tantalu ¢ = 16,6 [g/cm?’} a dla
stali niklowo-chromowej ¢ = 8,045 [g/cm”].

Tabela 6.2
Predkosci fal [m/s] obliczone w oparciu o model Eulera
Nr czestotliwosci Nr membrany
rezonansowej 1 2 3
1 31,52 75,76 72,63
2 33,23 82,08 88,33
3 33,47 83,06 90,90
4 33,54 83,40 91,33
5 33,58 83,54 91,37
Srednia 33,07 81,57 91,37
Wariancja 0,78 2,95 7,23
Tabela 6.3
Predkosci fal [m/s] i sity obwodowe [N/m)] obliczone z modelu uwzgledniajacego rozpraszanie
energii

Nr membrany

Nr estymaty 1 2 3

predkosé sita predkosé sita predkosé sita

1 33,61 469 83,49 7120 91,62 8580

2 33,62 469 83,64 7150 92,27 8700

3 33,62 469 83,72 7160 92,06 8660

4 33,63 469 83,74 7160 91,81 8610

5 33,63 469 83,72 7160 92,63 8770

6 33,62 469 83,77 7170 92,16 8680

7 33,63 469 83,77 7170 91,84 8620

8 33,62 469 83,79 7170 91,83 8620

9 33,63 469 83,78 7170 91,60 8570

10 33,64 470 83,77 7170 91,43 8540
Srednia 33,63 469 83,72 7160 91,93 8640

Wariancja 0,01 0,00 0,09 15 0,34 62

W tabeli 6.4 przedstawione sg wartosci wspdélezynnikdéw rozpraszania energii ob-
liczone w oparciu o wzér (6.120). Obliczenia przeprowadzono dla pieciu czestotliwosei
rezonansowych. Podstawiajac $rednie wartosci predkosci propagacji fal s i Srednie
warto$ci wspdlezynnikéw a rozpraszania energii do wzoru (6.111), obliczone zostaly
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wspotczynniki tlumienia dla trzech membran

y1=TI8[s7'] 4o =2215[s7'] 3 =2362[s}] (6.122)
Tabela 6.4
Wartosci wspoétezynnikéw a; rozpraszania energii [s/m?]
Nr czestotliwosci Nr membrany
rezonansowej 1 9 3
1 1,27 0,622 0,567
2 1,29 0,660 0,588
3 1,27 0,659 0,495
4 1,29 0,626 0,514
5 1,24 0,594 0,631
Srednia 1,27 0,632 0,559
Wariancja 0,02 0,018 0,035
Tabela 6.5

Amplitudy ¢; [m™'] wymuszajace drgania membrany

Nr czestotliwosci

. Amplituda
rezonansowej
1 0,349
2 0,376
3 0,375
4 0,377
5 0,364

Poniewaz dla trzeciej membrany zmierzono réwniez amplitudy drgan (patrz tabe-
la 6.1), mozna bylo obliczy¢ za pomoca wzoru (6.121) amplitudy wymuszajace drgania
membrany. Wyniki tych obliczen zostaly przedstawione w tabeli 6.5.

Do numerycznego rozwiazywania réwnan rozniczkowych czastkowych typu hi-
perbolicznego, czesto uzywana jest metoda réznicowa zwana ,skokiem zaby” (ang.
leap frog). Za jej pomoca mozna réwniez znalezé aproksymacje rozwiazania réwna-
nia (6.90). Przy odpowiednim rozmieszczeniu wezldéw siatki dyskretyzujacej obszar
jednoznacznego rozwiazania réwnania (6.90), mozna uwzglednié¢ ,falowy charakter”
zachodzacych zjawisk. Druga korzystng wlasciwoscia omawianej metody jest prostota
algorytmu obliczeniowego. Dzigki tym zaletom metoda zwana ,skokiem zaby” jest
czesto wykorzystywana do numerycznego rozwiazywania réwnan hiperbolicznych.

Dzielac promien membrany na N réwnych odcinkow, definiujemy rozlozenie we-
ztéw w dyskretnej czaso-przestrzeni

) . 2R
Up = {(ri,tj): ri=R—(i—1)h; t;=(—2)h/c; h= IN T
(6.123)
, Te .
j:1,2,...,7; ’L].,2,...,N+1}
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gdzie T oznacza czas konicowy modelowania. Wezly Wa sa tak rozmieszczone, ze
ograniczona warto$¢ ma wspoélczynnik 1/r w réwnaniu (6.90), tzn. ry41 # 0. Dzieki
temu wspétczynniki w réwnaniach réznicowych sa réwniez ograniczone. Pochodne
w réwnaniu (6.90) sa aproksymowane przez ilorazy réznicowe:

ow L C i 0w N 2 i i i

a ~ %(U}j+1 — wjfl) ﬁ =~ ﬁ(w]+1 — 27.0j + wjfl)

5 . o2 ) (6.124)
w - i—1 i1 w ~ i—1 7 i+1

o Sl —w) e s (Wi - 2wh +wit)

Dla weztéw wewnetrznych zbioru (6.123), przyblizone wartosci rozwiazania réwnania
r6zniczkowego (6.90) obliczane sa za pomoca wzoréw

) . . o . kh
wi i = frw;_q + 5210;#1 + Bsw Yy Bau (R — (i —=1)h, ?> (6.125)

gdzie wartodci wspotezynnikow wylicza sie ze wzorow

_ [ac 1\ ' ~ [ac 1
ﬂ4<2h+h2> ﬁl(%hg>54

(6.126)
2SR CH VA SR R )
>=\n? 2m[R-(Gi—-1)n) " S \n2 T 2nR—(i-1)n)

Dla wezléw brzegowych ze wzoru (6.92) otrzymujemy
wi =0 wit'=w) gdzie j=34,... (6.127)

Metoda ,skoku zaby” jest tréjwarstwowym schematem obliczeniowym. Dlatego,
na poczatku obliczen trzeba wstawié

wi=wh=0 da j=1,2...,N+1 (6.128)

aby uwzglednié¢ warunki poczatkowe (6.91).
Gestosé dyskretyzacji

2R 2R
Ar = At = ——— 6.129
"TaON 1 (2N —1) (6.129)
wynika z (6.123). Tlo$é wszystkich wezléw wynosi
Tc
I=(2N*+N—-1)— 6.130
(2N*+ N - 1) (6.130)

Oznacza to, ze czas obliczen znacznie wzrasta dla duzych N. Aby otrzymaé popraw-
ne wyniki komputerowego modelowania drgan membrany z czestotliwodcia f [Hz],
wystarczy przyjacé

N~ 40%f (6.131)
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W tabeli 6.2 przedstawione sa wyniki obliczen z wykorzystaniem klasycznego
modelu matematycznego bez dyssypacji. Estymaty predkosci propagacji fal zostaty
otrzymane dla kazdej czestotliwosci oddzielnie. R6znice miedzy nimi sa do$¢ znaczne,
szczegblnie dla niskich czestotliwosci. Odchylki wynosza od kilku procent dla pierwszej
i drugiej membrany az do 16% dla membrany trzeciej. W odréznieniu od tego estymaty
predkoéci propagacji fal obliczone w oparciu o model uwzgledniajacy rozpraszanie
energii (tabela 6.3) maja male odchytki (mniejsze niz 1%). Wartosci $rednie predkosci
fal obliczone w oparciu o model z dyssypacja sa wieksze niz wartosci srednie obliczone
w oparciu o model bez dyssypacji. R6znice dochodza nawet do kilku procent.

Wspdlezynniki rozpraszania energii sa dodatkowymi parametrami w modelu ma-
tematycznym, umozliwiajac lepsze dopasowanie modelu do danych eksperymental-
nych. Mozliwos¢ taka istnieje zawsze, nawet gdy nie ma dla niej fizycznego uzasadnie-
nia. Musimy jednak pamietaé, ze réwnanie (6.119) moze by¢ wykorzystywane tylko
wtedy, gdy k; > w;/c.

Wspotcezynniki rozpraszania energii dla membrany tantalowej sa dwa razy wigk-
sze od wspOlczynnikéw dla membran stalowych. Réznice pomiedzy estymatami wspél-
czynnikéw dyssypacji dla membrany tantalowej sa niewielkie. Dla membran stalowych
odchytki sa wiecksze, przy czym najwicksza réznica pomiedzy wartoscia Srednia i esty-
mata wystapita dla piatej czestotliwosci trzeciej membrany. Odchytka ta wynosi 13%.

Amplitudy sinusoidalnych napie¢ elektrycznych na glosniku maja stale wartosci
dla wszystkich czestotliwosci. Z tego powodu amplitudy drgan wymuszonych, prezen-
towane w tabeli 6.5, malo réznia si¢ miedzy soba.

Postugiwanie sie¢ modelem matematycznym membrany uwzgledniajacym rozpra-
szanie energii ma jeszcze jedna dodatkowa zalete. W przypadku obliczen numerycz-
nych otrzymuje sie réwnania réznicowe, ktére maja lepsze wlasnosci ze wzgledu na
stabilno$¢.
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— sprzezone 103-104

— stanu 103-104

— $cisle hiperboliczne 12

— typu

— — eliptycznego 10

— — hiperbolicznego 10-11, 20, 25, 90, 91,
103, 105

— — — w calej przestrzeni, 10

— — parabolicznego 10

rzad macierzy 19

sprzezenie zwrotne 14, 58
stabilnosé

— asymptotyczna 16-17

— brzegowa 21, 23-24, 27, 34, 50, 53, 58
— numeryczna 40-41, 55

— problemu

— — Cauchy’ego 28

— — mieszanego 25

— — poczatkowego 25

— systemu

— — ciagtego 45

— — dynamicznego 16

— — dyskretnego 40-41, 45
— — hiperbolicznego 16, 18
— wewnetrzna 21-24, 26, 29, 50, 53-55, 57
sterowanie

— brzegowe 14

— optymalne 98-100, 102
— rozlozone 9

system

— autonomiczny 16, 52

— ciagty 40

— dynamiczny 16, 40, 83
— dyskretny 40-41, 53, 86
— jednorodny 16

— niestabilny 16-17, 23

— stabilny 16-17, 23, 52-53

wartosci wlasne 11-12, 19, 22-24, 26, 32-34,
38, 41-43, 50, 54-55, 84-85, 89-91, 104
warunki



Skorowidz

— brzegowe 12-15, 17, 21, 25, 45-47, 49, — wystarczajace 16-17, 24-25, 29-31, 33,
53-57, 61, 64, 83-85, 92, 96, 99, 102, 45, 55
104-107 wielomian
— graniczne 10, 12, 88, 92, 102 — charakterystyczny 26-27
— konieczne 16-17, 24, 29-32, 34, 55, 100 — stabilny
— koncowe 12, 53, 56, 84, 102 — — w sensie Hurwitza 22, 27
— poczatkowe 12-16, 21, 23-25, 28, 38-39, — — w sensie Schura 22, 51
45, 53, 58, 64, 66, 71, 83, 92, 96, 99, wspotczynniki polaczen 65, 76
106-107, 113 wzor rekurencyjny 39-40, 65
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