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UvOD

Predavanja iz predmeta DIR2 odrzana skolske godine 2012./2013. Ona
prate propisani sadrzaj: 1. Neodredeni integral (primitivna funkcija, os-
novna svojstva neodredenog integrala, integracijske metode, integriranje
nekih klasa funkcija); 2. Odredeni integral realne funkcije jedne realne var-
ijjable (definicija i osnovna svojstva, osnovni teoremi integralnog racuna,
priblizna integracija, nepravi integrali, neke primjene); 3. Osnovna svo-
jstva prostora R™ (metrika, konvergencija nizova, potpunost); 4. Skalarne
funkcije n realnih varijabla (zadavanje, limes i neprekidnost); 5. Diferen-
cijalni ra¢un skalarnih funkcija n-realnih varijabla i neke primjene (parci-
jalne derivacije, diferencijabilnost, parcijalne derivacije visih redova, egza-
ktne diferencijalne forme, Taylorova formula, lokalni ekstremi, vezani ek-

stremi, implicitno zadane funkcije).

Preporucena literatura:

[1] S. Kurepa, Matematitka analiza 2: Diferenciranje i integriranje, Tehnitka
knjiga, Zagreb, 1989.

[2] S. Kurepa, Matematicka analiza 3: Funkcije vise varijabli, Tehnicka knjiga,
Zagreb, 1981.

[3] N. Uglesi¢: Visa matematika II,
http://www.pmfst.hr/zavodi/matematika/visa__matematika.pdf

Dopunska literatura:

[1] S. Lang, A first Course in Calculus, 5th ed., Springer, 1986.

[2] M. Lovri¢, Vector Calculus, Addison-Wesley Publ. Ltd., Don Mills, Ontario,
1997.

[3] S. Ungar, Matematicka analiza III, Matematicki odjel PMF, Zagreb 1994.

iii



Poglavlje 1

INTEGRAL

1.1 NEODREDENI INTEGRAL

Infinitezimalni ra¢un, kako smo ve¢ spomenuli, vuce korijene iz Newtonovih
i Leibnizovih radova o problemima "trenutne" brzine i krivuljine tangente.
Od tada pa do danas, skoro triipolstoljetna teorija, primjena i praksa poka-
zuju da se mnogi tehnicko-tehnologki, a i ini problemi svode na probleme

infinitezimalnoga racuna. Medu njima, pak, mnogi se svode na ovo pitanje:

Je li dana realna funkcija f: X — R, X C R, derivacija neke
realne funkcije g : X — R?

Nadalje, ako je odgovor na to pitanje potvrdan, zadatak je

Odrediti funkciju g, tj. rijesiti jednadzbu (u skupu realnih funkcija

RX) ¢’ = f, pri cemu se za dani f traZi g.

Pokazat ¢emo da ta jednadzba ili nema rjesenja ili ih ima beskona¢no mnogo.
Skup svih pripadnih rjesenja éemo nazvati (neodredenim) integralom funkcije
f 1 pritom ¢emo govoriti da smo funkciju f integrirali. Pokazat ¢e se da je
integriranje tehnic¢ki neusporedivo slozeniji ra¢un-postupak od deriviranja,
premda se, na neki naéin, radi o obratnomu racunu.

Ovdje éemo, jednostavnosti radi i kad to ne bude imalo zasebnog utjecaja,

nazivom interval i oznakom I obuhvatiti sve moguénosti:

<a7b>7 <a7b]7 [aab>> [a’b]v <'7b>v B <a> =R.

1
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POGLAVLJE 1. INTEGRAL 2

Stovise, ponekad ée I oznacavati i neku uniju disjunktnih intervala, jer ¢e,
najcesce, definicijska podruéja promatranih funkcija biti ili intervali ili raz-

like nekih intervala i prebrojivih podskupova od R.

1.1.1 POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA
NEODREDENOG INTEGRALA

DEFINICIJA 1.1 Neka su dani interval (ili njihova unija) I, prebrojiv
podskup A C I funkcija f : X — R, pri cemu je I\ A C X C R. Svaku
neprekidnu funkciju F : I — R sa svojstvom F'(x) = f(x) za svakiz € T\ A,

nazivamo primitivnom funkcijom za funkciju f na intervalu I.

—%$2 +2, z<-2
PRIMJER. Funkcija F: R — R, F(z) = 2 -4, 2<z<?2 ,
%xz -2, x>2
je primitivna funkcija za funkciju

-z, < -2
f:R\{-2} =R, f(z) = 2z, —2<x<2 ,
T, x>2

jer je F'(z) = f(x) za svaki x € R\{—=2,2} (v. crtez). (Ovdje je I = R,
X =R\{-2}, A={-2,2})

Primijetimo da je ista funkcija F' primitivna funkcija i za sljede¢e funkcije
fLQ N R — R,

—x, r< =2 —x, < —2
filz) = 2r, —-2<x<2 ,folx)= 2, —-2<x<2 ,
x, x> 2 x, x> 2
kao i za mnoge druge koje se smiju razlikovati od f, f1 ili fo po vrijednostima
u tockama —2 i 2. O

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 3

PRIMJER. Za funkciju f : R — R, f(z) = 2z, su izmedu ostalih i ove
funkcije primitivne (na I = R):

Fi(z) =22, Fy(x) =22 -3, F3(z) =22 +v5 (A =0).
Funkcija « — G(z) = arcsinz je primitivna za funkciju

1
z+—g(r) = ———=nal=X=(-1,1 A=10).
R r= (L1 (4=0)

(Primijetimo da se ovdje za I smije uzetii [—1,1), (—=1,1], [-1,1] redom, s

pripadnim suzenjima od arcsin, ¢im je A = {—1}, {1}, {—1,1} redom.)
1
Funkcija « — H(x) = — je primitivna za funkciju
x
1
T h(r)=——nal=X=R\{0} (A=0).
x
Napokon, primijetimo i to da je funkcija Fj(x) = x? primitivna ne samo za
funkciju
f(z) = 2x nego i za funkcije

) 2z, z#£1 _J 2z, x¢N
fl(x){ 0, =1 ,f2(37){ 0. seN O

Jedan od temeljnih teorema matematicke analize jest onaj o dovoljnim uvje-
tima za obstojnost primitivne funkcije. Mi ¢emo ga iskazati i dokazati (u
posebnom slu¢aju) u idu¢emu odjeljku po uvodenju pojma odredenog in-
tegrala. A ovdje temo dokazati da je, grubo govoreci, dostatno poznavati
jednu (bilo koju) primitivnu funkciju za danu funkciju f da bi se znale i "sve"
ostale njezine primitivne funkcije. No, to podrazumijeva pretpostavku da su
te primitivne funkcije derivabilne (na cijelom intervalu) i da im se derivacije

podudaraju (ali ne nuzno s f|; u svakoj tockil!).

TEOREM 1.2 Ako za danu funkciju f : X — R, X C R, postoji prim-
itivna funkcija F : I — R, I C X, onda je svaka funkcija G : I — R,
G = F + ¢/|1, gdje je ¢, konstantna funkcija u (bilo koji) r € R, primitivna
za funkciju f. Stovise, ako su F,G : I — R derivabilne primitivne funkcije
za f i pritom je F' = G', onda je G = F + ¢;|1, za neki r € R. (Sazeto:
"Derivabilna primitivna funkcija je jednoznaéno odredena do na aditivnu

konstantu".)

DOKAZ. Jasno, dostatno je dokazati drugu tvrdnju. Neka su F' i G bilo

koje dvije derivabilne primitivne funkcije za f na I i neka je F’ = G'. Tada

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 4

je funkcija H : I — R, H = G — F, derivabilna i H' = ¢g|;. Promatrajmo
bilo koje dvije tocke x1,z2 € I, 1 < w2. Suzenje H|, ,,] ima derivaciju
jednaku nulkonstanti co|; pa je H|[;, 4,) neka konstantna funkcija ¢, |z, 4,)-
Prema tomu, (G — F)|jz, 2] = Crlz1,20) = G(z) = F(x) +7, 2 € [21,22].
Budué¢i da su F' i G neprekidne funkcije i x1,z2 € I bilo koje tocke, to je
G=F+c|r. m

DEFINICIJA 1.3 Za danu funkciju f : X — R, X C R, skup svih
njezinih primitivnih funkcija na intervalu (ili njihovoj uniji) I nazivamo

neodredenim integralom funkcije f na intervalu I i oznacujemo s [ f(x)dz

U skladu s Teoremom 1.2, ima smisla pisati

/f () +ec,xel\ A,

gdje F neka (bilo koja) primitivna funkcija za f na I, a ¢ oznaka za opcu
konstantu. Uobicajilo se funkciju f nazvati integrandom (ili podintegral-
nom funkcijom), x - integracijskom varijablom, a c - integracijskom

konstantom.

PRIMJER.

(a) /Sinmdx = —cosx + ¢, jer je (—cosz +¢) =sinz, z € R.

b) / e inx +
——— =arcsinz + ¢
V1—a? ’

jer je (arcsinz +¢) = € (—1,1).

1
N
T, >0 *to >0
(c) /2\x|da:—/< v )dm v ve ,
<0 —22+4¢, <0

L a:2+c, x>0 \/ 2¢, x>0
jer je ( ) ) = =2lz|, z € R
—z+ec, <0 —2zx, <0

(Funkcija = +— 2|x| nije derivabilna u tocki = 0, dok njezina primitivna
funkcija to jest. Ta derivacija je 0, jer postoje derivacije slijeva i zdesna i

obje is¢ezavaju.)
2, <3 2z +c, <3
(d) /( x )da: _ rT+e x ’
1, =z>3 r+c, x>3

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 5

jerje( .
1, >3

2z + c, 33<3>/_ 2, <3
r+e, x>3

(U ovomu primjeru nije svaka primitivna funkcija definirana u tocki x = 3.
Naime, tek je posebnim izborom konstanata ca = ¢; + 3 (¢ je opca oznakal)
moguce udovoljiti uvjetu o neprekidnosti primitivne funkcije u tocki z = 3.
U takvomu slucaju, ipak, primitivna funkcija nije derivabilna u toj tocki,

jer joj je derivacija slijeva u tocki 3 jednaka 2, a ona zdesna - 1.) U
Istinitost sljedetega teorema je ocigledna.

TEOREM 1.4 Neka je [ f(z)dz = F(z) +c¢, tj. F'(z) = f(z) za svaki
xel \ A (oznake iz Deﬁmcua 1.111.3) Tada na I\ A vrijedi:

/f )z) = f(z)

”der1v1ranJem integrala dobivamo integrand");

/f da: = f(z)dz

"dlferencn"anje ponistava integriranje");

(c) /dF(:J;)) =F(z)+c¢

("integriranje ponistava diferenciranje do na konstantu").

Naredni teorem tvrdi da je neodredeni integral primjer linearnog operatora

(funkcionala).

TEOREM 1.5 Neka funkcije f; : X - R, X CR,i=1,---,n, n € N,
dopustaju primitivne funkcije na intervalu I C X, te neka su A, -+ ,Ap € R
konstante. Tada i funkcija M\ fi1+ -+ A fn : X — R dopusta primitivnu

funkciju na I i vrijeds

/ ALFL(@) + - Anfn()) d = Al/f1<x>dx+- - -+An/fn(m>dx+c (1)

tj. neodredeni integral tuva (do na aditivnu konstantu) linearnu kombi-

naciju.

DOKAZ. Neka je F; bilo koja primitivna funkcija za fjna I, tj. [ fi(z)dz =
Fi(z) + ¢, i =1,---,n. Buduéi da je F/(z) = f(z) zasvaki z € T\ A; i
A; C I prebrojiv,i=1,---,n, to je

MFL 4 M Fn) (@) = M fi 4+ M) (@), zel\ (UL, A).

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 6

Primijetimo da je i skup A = (J' | A; C I prebrojiv. Slijedi da je (nepre-
kidna) funkcija A\ Fy + -+ - 4+ Ay Fy, : I — R primitivna funkcija za funkciju
Mfi+ -+ Afn: X — R Prema tomu (i k je oznaka za konstantu),

/()\lfl(x) + e+ )\nfn(x))dx = )\1F1(£L’) +- )\nFn(x) +k=

Al(/fl(a:)dmcl>+---+>\n(/fn(a:)dxcn)+k:
)q/fl(:v)da:—i--"—l—An/fn(x)dx—i-c, c=k— N+ -+ A\ey). m

Napomenimo da u buduée u jednakostima slicnima onoj u Teoremu 1.5,
op¢u konstantu ¢ (c1,c2,k,--+) najéeste ne ¢emo zapisivati, tj. u takvim
"jednakostima" éemo dopustati da se lijeva i desna strana smiju razlikovati
do na aditivnu konstantu.

Teorem 1.5 ocito povlaci:

[ (@ £ g@nds = [ f@)int [ gayis
Jos@nas=x [

1 1
PRIMJER. /(400333—1—21‘3 —3)d:v (2 4/ cos xdx + 2/$3dx—3 dr =

IS

1
4sinz + §x4 —3x + c. (Jer je sin’ z = cos, (‘%), =23i(x) =1) O

Neka citatelj provjeri (deriviranjem) to¢nost ove tablice osnovnih inte-

grala (na definicijskim podru¢jima podintegralnih funkcija):

dx = x + ¢ (3)

Jo
/
.
/

a:_ldx—/ =Inlz|+¢ (5)

+ c, r#-—1; (4)

/e‘”dac =e" +¢ (6)

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 7

na

/axd:czla—i—c, 0<a#l; (7)
sinxzdx = —cosx + ¢; (8)
sinh zdx = cosh z + ¢; (8"

cosxdr = sinz + ¢; 9)

/
/
/
/ coshzdz = sinhz + c; ()
/=
=
|

=1t ; 10
p—p dr =tgzr+ ¢ (10)
dx—tghx—i—c (10")
cosh
dr = —ctgx + ¢; (11)
sin? x
———dx = —ctghz + ¢ 11
/smh23: & (11)
LI, tg o + tg o + (12)
= arc — — arcc ;
[t =ar gT +cy rectg x + c3;

1 )
/md:p = arcsinx + ¢; = — arccos x + ca; (13)
/ 1 d _{ arthx + ¢1, |z| <1 1. (142

xr = =—In )—I—c; (14)
1 — a2 arctha 4+ co |z| > 1 2 l1—-z

1
———dr =arshz +c; =Inlz + Va2 + 1| + co; 15
/ x2+1 ! | [ +e (15)
1
_ — 2 _
/mda: =archz +c; = ln‘x—i— VT 1‘ + c9. (16)

Neodredene integrale od (2) do (16) nazivamo tabliénim integralima.

1.1.2 OSNOVNE INTEGRACIJSKE METODE

Neodredene integrale elementarnih funkcija $to se mogu prikazati kao line-
arne kombinacije podintegralnih funkcija iz tablice gore, lako odredujemo
primjenom Teorema 1.5. U takvim slucajevima kazemo da smo funkciju

integrirali izravno (ili neposredno).

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 8

PRIMJER.

(a) /Q%Eda: = 2/a:f7ida: W a2+ ¢

) / dx /sin2:c +cos23:d (1)
fry x =
sin? z cos? z sin? z cos2 z
dx dr (11),(10
/_2 —i—/ 3 (L )—ctgx—i—tga:—i—c. O
sin? & cos? x

Skup svih izravno integrabilnih funkcija progirujemo primjenom dvaju jed-

nostavnih postupaka:

e uvodenjem nove varijable (supstitucija) i

e prepoznavanjem diferencijala nekog umnosgka (parcijalna integracija).

Supstitucija se sastoji u tomu da se nekom dopustivom zamjenom inte-
gracijske varijable ili podintegralnog izraza polazni integral svede na neke

od onih tabli¢nih. O tomu govore dva naredna teorema.

TEOREM 1.6 Neka za funkciju f postoji neka primitivna funkcija na in-
tervalu I. Nadalje, neka je ¢ : J — I, J - interval, strogo monotona 1

derivabilna surjekcija. Tada je
[ 1@z =t @)+ (1)

gdje je ® primitivna funkcija za funkciju ¢ = (fp) - ¢’ na J. Drugacijim

zapisom,

[ (o) ewde= [ o = o+

DOKAZ. Buduéi da stroga monotonost realne funkcije povlaéi injektivnost,
to je funkcija ¢ bijektivna. Postoji, dakle, inverzna funkcija p=' : I — J
za koju se lako dokaze da je, takoder, strogo monotona. Primijetimo da
neprekidnost i stroga monotonost funkcije ¢ povlace neprekidnost inverzne

funkcije 1.

Nadalje, budu¢i da je ¢ i derivabilna zaklju¢ujemo da je i
¢~ ! derivabilna. Ukratko, strogo monotona i derivabilna surjekcija ¢ ima
inverznu funkciju ¢! koja je, takoder, strogo monotona i derivabilna. Po
pretpostavei, postoji neka primitivna funkcija F' za f na I. Tada je F'(x) =

f(z), z € I\ A. Neka je B = ¢ '[A] C J, pa je i B prebrojiv skup.

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL 9

Dokazimo da je Fo = ® primitivna funkcija za (f¢) - ¢/ = ¢ na intervalu J!
Zaista, za svaki t € J \ B je

(t) = (Fo)'(t) = F'(e(t) - '(t) =
Fle(t) - ¢'(t) = ((fo) - ) (t) = ¢(t),

pri ¢emu smo iskoristili derivaciju funkcijske kompozicije. Primijetimo da je

Do~ = (Fp)p~! = F pa je ! primitivna funkcija za f na I. [ |

Teorem 1.6 jaméci da se, pod navedenim uvjetima, zadani integral smije

rjesavati zamjenom x = @(t) i dx = ¢'(t)dt, tj.

/ f(2)dz = / e fdt = / o(t)
O(t) +c=2(p  (2) +c=Fla)+
Dakako, temeljna zamisao je u tomu da se nade zamjenska funkcija ¢, koja
¢e poluciti funkciju ¢, tako da integral [ ¢(t)dt bude "tehnicki" bitno jed-
nostavniji (§to blizi nekom tabliénom integralu) od polaznoga (netabli¢nog)

[ f(z)dz. Naravno, idealno je ako se "iz prve" za [ ¢(t)dt dobije neki

tabli¢ni integral.

PRIMJER.
1+ Jx
(a) NG dr =[p=s, d:c6t5dt]:/

5
6/t4dt+6/t2dt(4:)6-t5 +6- ¢ = gm= ¢ f+2f+c

43
3
(b) /dw =[w=sint; de=cos tdf] = /COStdts :/dt2 w
(1—:132) 1 —sin?t)2 cos“t
+

tgt+c —[t=arcsinz]— tg(arcsm T

1+ ¢2

-6t2dt = / (t4+t2)dt(2

T
t t = —_—— e
g(arc g \/172) ¢ \/172 G

© [ [
x2 + 2z +2 o (.’L‘—l— 1)2 1 —[z=t—1; de=dt]

dt  (12)
e arctgt + ¢ =[j—,41)= arctg(z + 1) +c.

(Podrazumijeva se, bez izri¢itog naglasavanja, da primjer pod (a) ima smisla

samo za = > 0, a primjer pod (b) - samo za |z| < 1. S tim u svezi, prim-
ijetimo da funkcije ¢ — t5 i sin nisu monotone, ali njihova suzenja na R¥ i

(—1,1), redom, jesu strogo monotona.) O
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TEOREM 1.7 Neka je G primitivna funkcija za funkciju g na intervalu
J, tj. G'(t) = g(t), t € J\ B, te neka jeyp : I — J, I - interval, strogo

monotona 1 derivabilna surjekcija. Tada je
[ o) ¢! (@)ds = Glu(a)) + e (18)

Drugim rijetima, ako je f(x)dx = g(v(x))dy(x) za svaki x € I, pri cemu
funkcije g i1 imaju navedena svojstva, onda funkcija f = (gv0) -1’ ima na

I primitivnu funkciju F = G, tj.
[ t@ite = [ gl @) = Go() + e

DOKAZ. Teorem 1.7 je preformulacija prethodnoga Teorema 1.6: umjesto

x = ©(t) uvodi se zamjenska funkcija t = ¥(x) = ¢! (x). ]
PRIMJER.

1
(a) /\/Qx + 3dx = /2\/2m + 3+ 2dx =(—9243; dt=2d2]=

1 1. 1
SVidt = = [ t3dt = =
/2‘[ 2/2 2

1
(b) /cos Sbedr = /5 o8 5T - 5AT =_s54: di—5dz)=

1
=2z +3)3 +c.

+03

~+~
voice] Tes

1 1 . 1.
= costdt:5smt+c:fsmBLL‘+c.

5
xdx 1 2xdx
© J Trary =) 3 [ ety “ltmteets amtsal=
1 1
1 [dt St +ec, r=1 51n(1+$2)+c, =1
Q/ﬂ = 1 t—T+1 = 1 (1+£L‘2)_T+1 .
2 _T+1+c’ T?é 2 —T+1 +C? T#

(d) Odredimo, po Teoremu 1.7, primitivnu funkciju F' za f ako je g opca
potencija t — g(t) =t".

r+1

Po (4) i (5) je, redom, G(t) = t+ dadjer £ <11 G(0) = Inli] kad je
T

t=—1.

Dakle,

i)™ +ec, r#£-1
[1@dn = [ g v @is = G@)e={ v T -
In|y(z)|+¢, r=-1
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Ili, u prakti¢nijem zapisu,

[E S ds =mise) +e

f(x)
f(x)“'l

/f(x)rf/(x)dl‘ =7 ) +c, r#—1. 0

Parcijalna integracija se sastoji u tomu da se pogodnim izborom realnih
funkcija z — g(z) i  — h(x), takvih da je g(x)h/(z)dx = f(x)dz, i prim-
jenom diferencijala na produktnu funkciju = — g(z)h(z), integral [ f(z)dx

ili bitno pojednostavni ili da postane nepoznanicom u lako rjesivoj jednadzbi.

TEOREM 1.8 Ako su funkcije g,h : I — R, I - interval (ili njihova

unija), neprekidno derivabilne, onda vrijedi

/mmmex—g@mm»—/uwdmwm (19)

DOKAZ. Ovdje se najprije pozivamo na Teoreme 1.14 i 1.18, §to ¢emo ih
dokazati (neovisno o ovomu) u sljede¢emu odjeljku, koji jamée obstojnost
primitivnih funkcija na I za gh' i hg’. Tada primjenom formule (1), pravila

za derivaciju produkta i Teorema 1.4 dobivamo

/m@ﬁmwx+/M@duwx=f@@%%ﬂ+d@%@»m=
/@JWWszwmmw,

gto je ekvivalentno formuli (19). ]

Uobicajilo se uvesti pokrate g(z) = u i h(z) = v pa formula (19) ima i zapis
/udv = uv—/vdu.

PRIMJER.

(19)
T . it T T — mp®_ T
(a‘) /136 dx “lu=z; dv=erdz; du=dzx; v=[ evdz=ev] = L€ — [ € dx = ze®—e"+c.

d
(b) /ln rdx :[u:lnx; dv=dx; du:'i—,z; v:x](g) (ln LU).%' - /xx =

: T
mlnm—/dazzzlnw—m+c.
(19)

2 _
(C) /.%' cos zdx —[u=z2; dv=cos zdz; du=2udu; v=sinz] —

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.
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TR SR ‘ (19)
=simnT TSI TAT =[y=z; dv=sin xdz; du=dz; v=—cosx] —

:n%in:c—?(—xcosx—i—/cosxda:) = z2sinx + 2z cosx + 2sinz + c.

(d) Odredimo, za svaki n € N, integral

/ dx I
(1+ x2)n "

Za n =1 se radi o tablicnomu integralu (12), tj. Iy = arctgz + c.
Neka je n > 2. Tada je

/ dx _/1+w2—x2d$_/ dx _/ z2dx o
A+ ) (Q+ad)r 7 ) Qv ) Qra2m

z2dx
%:%*—/u+ﬁw

Primijenimo parcijalnu integraciju na

z2dz S
(rap "2

uzevsi

zdr xdx -1
R R A /}1+ﬂw' 2(n — D)(1 + 22"
Slijedi,

z2dx B —x 1 dx B

/ 12" 2m-DA+a2) 1 ' 2m-1) / T 1a2) 1
—x 1

2n— D1 +25) 1 " 2(n—1)

Dobili smo, dakle, rekurzivnu formulu

I, 1.

T 2n—3

= a2 T a1

Iy (20)

Primjerice, za n =2 i n = 3 je, redom,

I / da L. L 4 Larctgr+

= = -1 = ——-+ -arctgz +c

2= 0222 "2 +a?) 2T 21 4a2) 2MOETTE
dx T 3

I3 = = I

3 /(1 TP A2 a2

: + +3 tgx + O
— = —arctgx C.
414222 81+22 8 &
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1.1.3 INTEGRIRANJE NEKIH KLASA
ELEMENTARNIH FUNKCIJA

Integralni rac¢un, tj odredivanje primitivnih funkcija je, kao $to smo ve¢ mogli
primijetiti, tehnicki slozen posao. Jedna poteskoca proizlazi iz ¢injenice da
primitivna funkcija za (i relativno jednostavnu) elementarnu funkciju ne
mora biti elementarna. Druga, pak, jest sama bit integralnoga racuna, tj. i
kad je primitivna funkcija elementarna (tada se kaze da je integral elemen-
tarno rjesiv), njezino je odredivanje, osim u rijetkim slu¢ajevima (tabli¢ni
ili njima vrlo sliéni integrali) samo po sebi tehnic¢ki slozen posao. Ovdje
¢emo pokazati nekoliko tehnika integriralnoga racuna u sluc¢aju elementarno

rjesivih integrala.

(i) Integriranje racionalnih funkcija

Polinom (tj. cijelu racionalnu funkciju) « +— p(z) integriramo po formuli

(1). Buduéi da se svaka racinalna funkcija

i P®)
= flo) q(x)

moze zapisati kao zbroj od polinoma (priklju¢ujuéi u ovomu razmatranju
k njima i konstantne funkcije) i prave racionalne funkcije, neka je odmah
stupanj m od p manji od stupnja n od ¢. Osim toga, smijemo pretpostaviti
da polinomi p i ¢ nemaju zajednickih nultocaka (realnih ili kompleksnih).
Naime, po tzv. "Osnovnom teoremu algebre", koji tvrdi da svaki (nekon-
stantni) polinom ima barem jednu nultocku, slijedi da svaki polinom p dop-

usta faktorizaciju
p(z) = apmz™ + -+ a1z + apg = apm(x —x1) - (T — T,

gdje su z1,- -,y € C. Ako se pritom ne zeli operirati kompleksnim bro-
jevima, onda se ne isticu linearni faktori z — x;, x; € C, (koji se uvijek
javljaju s parovima konjugirano kompleksnih nultocaka z;, x; = z;), nego
ih se ”skriva” u pripadnim kvadratnim faktorima tipa z? + bz + ¢. Osim
toga, visekratne nultocke se, obi¢no, ne rastavlja, tj. tada se pise (z — x;)%
i (22 +bx+ )%, gdje su s; i k; pripadne kratnosti.

Temeljna zamisao jest da se polazna (prava) racionalna funkcija f = L

q
prikaze kao zbroj jednostavnijih racionalnih funkcija, koje u nazivnicima

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.
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imaju prirodne potencije navedenih linearnih ili kvadratnih faktora iz fak-
torizacije od g. Pritom se rabi tzv. metoda neodredenih koeficijenata, koja
se, u biti, temelji na ¢injenici da su dva polinoma jednaka onda i samo onda

kad su im koeficijenti uz iste potencije jednaki. Neka je, dakle,
q(x) = bz + -+ bz + by =

bp(x —21)*t - (x — 2,)5 (2% + crw + d)™ - (@ 4 g+ d)™,

pri ¢emu su s;,k; € N, @ = 1,--- 7, 5 = 1,--- 1, Y0 s +22§:1kj =
n, a i, ,x, sve realne i medusobno razli¢ite nultocke od ¢, dok su svi
kvadratni trinomi z2 + ¢jr + d; medusobno razli¢iti i bez realnih nultocaka.

Tada, za svaki ¢ i svaki j, postoje realni brojevi A;s;, Bjk; 1 Cji; takvi da je

T 1 A A A A
M: = 11 NI 1s1 + 21 +...+$ ot
q(zx) b, x — x1 (x —x1)r o —x9 (x — x9)%2
A A
+ rl g T
T — T, (x — )"
Biiz + C1h o Blk1m+01k1 Boixz + Cop o ng2l‘+02k2 4t
x2c1x + dp (22c1z + di)kr  22com + dy (x2cox + dg)k2
Bhz+Cn | Bz + Cy, (21)
x2cix + d; (22w +dy)k )

Koeficijenti Ajs;, Bjk; i Cjg, se odreduju tako da se jednakost (21) pomnozi
polinomom ¢(z) i potom izjednace koeficijenti uz iste potencije. Kao za-
kljucak, rastav (21) i formula (1) povlace da se integriranje (prave) racionalne
funkcije, [ %dw, svodi na izracunavanje sljedeca tri (tipi¢na) neodredena

integrala:

/(l“ixa)s’ /(xgx—ktj)jxd)k’ /(x2 +Ccl§+d)k’

gdje su s,k € Nia,b,c,d € R. Prvi od njih zamjenom x — a = t postaje

tabli¢nim integralom (4) ili (5). Drugi rjesavamo kako slijedi:

/Wrb)dx_l/(?wrc)dw 1/ (c — 2b)dz

(22 +cx+dF 2 (22 + cx + d)F’

(22 +cx+d)F 2

Prvi integral na desnoj strani se zamjenom 2 + cx + d = t opet svodi

tabliéni integral (4) ili (5), a za drugi integral na desnoj strani primijetimo

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.
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da je ¢® —4d < 0 pa je

2 2 xr— ¢ 2
Prertd=(z—2)+d-S = (d—c—)(<72> +1).
2 4 4 d_
T4
Sada zamjenom i S t dobivamo poznati integral koji smo rjesavali

_e?

4
rekurzivnom formulom (20).

Napokon, treci integral je istoga tipa kao upravo promatrani drugi integral
na desnoj strani gore.

3+ 222 + 32 — 6
(z+ 1)(x? + 2z + 3)
Buduéi da se integrira prava racinalna funkcija i kvadratni trinom z? +

PRIMJER. Izra¢unajmo integral / sdz.

2z + 3 nema realnih nultoc¢aka, smijemo odmah prije¢i na "rastavljanje na
parcijalne razlomke" (21):

3 4+222+3x—6 A Bx +C Dz +E

@t )@@ 120432 241 #1243 (1227 3)? [0 20y
23 4+202 + 30— 6=A(2? + 20 +3)2+ (Bz+C)(z+ 1)(z? + 22+ 3)+
(Dx + E)(x+1) = (A+ B)z* + (4A + 3B + O)x3+
(10A+5B+3C+ D)2? 4+ (12A+3B+5C + D+ E)z + (9A+3C + E)

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije dobivamo
0=A+B
1=4A+3B+C
2=10A+5B+3c+D
3=12A+3B+5C+D+E
6=9A+3C+FE
Rjesenje ovoga linearnog sustava je A= -2, B=2,C =3, D=3, F =3.

Prema tomu
/ 2 +222 4+ 32— 6
(x4 1)(x? + 2z + 3)

-2 d +/ 2z +3 d +/ 3r+3 d
———dx ——————dz —————dx =
x+1 2?2 +2x+ 3 (22 + 2z + 3)2
2z 42 1
—21 1 ——d ——d
nle+ |+/:c2+2:c+3 m+/x2+2x+3m

+3/ 242
2) (22 +20x+3)2 7

24T =
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POGLAVLJE 1. INTEGRAL 16

dx
—2Injz+1|+In(2®+22+3)+ [ —————+
2((=5)"+1)
2
3 (22422 +3)71
43 (@*+22+3)"
2 -1
2?4+ 2z 43 z+1 3
In———— 2 arct — )
)2 +V2arcty V2 2@2t20+3) ¢
(Neka citatelj provjeri ovaj ishod deriviranjem!) O

(ii) Integriranje kompozicije trigonometrijske i racionalne funkcije

Ovaj tip neodredenog integrala se obi¢no oznacuje s
/R(sin x,cosx)dx,
gdje je R opta oznaka za razlomacki izraz. U trivijalnom slucaju [ sinzdz

i [ coszdz dobivamo dva tablicna integrala (8) i (9). Nadalje, po Teoremu

1.7 dobivamo

/tgmdx:/smxdxz1n]cosm|+c;
cos

/ctgmdm = /cosxdm = In|sinz| + ¢

sinz
1
/sinw -cosxdx = 3 sin?x + c.
U optem slucaju se integral [ R(sinz,cosz)dz svodi na integral racinalne
funkcije, tj. na [ %dt, p i q polinomi, koji se onda rjesava tehnikom iz
prethodnoga razmatranja (pod (i)). Najopéenitija zamjenska funkcija jest

r—Y(x) =tgg =t (v =¢(t) =2arctgt).

Ona povlagi:

) 2 1—¢2 . 2 . 1—¢2 J 2dt
SIMxyr — ———= COSY — —m5= r = ——= C xTr = r = ——=.
142 1y YT 1@ O6 2 142

(22)

Ako je funkcija R "parna", tj. ako je
R(—sinz,—cosx) = R(sinz, cos z),

moguce je to svodenje provesti zamjenskom funkcijom
v =tg, tj. t=tgx (x=arctgt)

koja povlagi:

5 t2 1 1 dt

. _ 2 _ _ _
SIn” r = m, COS™ T = m, Ctgf—;, dz = m (23)
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Napokon, u najjednostavnijim slucajevima
/R(sin x)coszdr 1 /R(cos x) sin xdx

rabimo, redom, zamjenske funkcije ¥ = sin i ¢ = cos, tj.

t =sinz, dt = cosxdz, (24)
t =cosz, dt = —sinzdx (24"
PRIMJER.
2dt
[t ey
— = [ e —
(2 + cosz)sinz (2+ 1+i2) 1+ttQ
241
JEEIV R YRy
3+ 3t 3) t 3) t2+3

1 1 T T
2 _ 2
Eﬂﬁﬂt+3ﬂ+c-§h%g§(@‘§+$‘+a
Budué¢i da funkcija sin ima samo prebrojivo diskretnih nultocaka, proma-

trani se integral moze izracunati i ovako:

/ dz B / sin xdx _
(2+cosz)sine ) (2+4cosz)sin?z

/ sin xdx (24") / dt o
(24 cosz)(1 —cos?2z) ) (2+t)(1—t2)

1 dt 1 dt 1 dt

3/ir276)i-1 3 ir1

71‘t+2 u—lw
(t+1)3
71‘COSJJ—|—2) (COS:E—l)’_’_C. 0
(cosz + 1)3

NAPOMENA 1.9

(a) Primijetimo da se izra¢unavanjem neodredenog integrala razli¢itim meto-
dama (ili samo razli¢itm zamjenskim funkcijama) mogu dobiti "razlicite"
primitivne funkcije. Ali, kao $to znamo, one se mogu razlikovati u najvise
prebrojivo mnogo tocaka i do na aditivnu konstantu. To npr. znaci da su na
svakom intervalu I C R, na kojemu su oba rezultata iz prethodnog primjera
definirana, ona i medusobno jednaka do na aditivnu konstantu.

(b) Posve sli¢no integriranju kompozicije trigonometrijske i racionalne funk-

cije, integrira se i kompozicija hiperbolne i racionalne funkcije

/R(sinh x,cosh ).
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(iii) Integriranje nekih klasa iracionalnih funkcija

Primitivna funkcija za iracionalnu funkciju nije, opéenito, elementarna funkcija,
tj. neodredeni integral [ f(z)dz iracionalne funkcije f nije, opcenito, ele-
mentarno rjesiv. Ovdje ¢emo razmatrati samo neke elementarno rjesive
tipove neodredenih integrala iracionalnih funkcija. Najprije promotrimo na-

jjednostavnije tipi¢ne slucajeve. Prvi tip je integral
my my .
/R(xnl R A )da:, mi,ni,k €Ny i=1,--- k.
(R je, kao i do sada, opta oznaka za racionalni izraz.) Ovaj se integral svodi
na integral racionalne funkcije zamjenskom funkcijom
t—pt)=t"=z, n=V(ny,- - ,ng).

(V oznacuje najmanji zajednicki visekratnik). Istom se tehnikom izra¢unava

i drugi tipi¢ni integral (poopéenje prvoga)

/R<(ax—l-b)7:117... 7(ax+b)%>dx, mi,n;, keN,t=1,---k,

cr+d cr+d
stavljajuci
ar+b
=t" =V e .
cr + d ) n (nla ank)
PRIMJER.

64x—1

g /641
T
dx = 64z —1 1 6t5dt | —
/ 3/(643@—1)2 [":& ==tb $=64_t63d$:(64_t6)2]
X

/8 £ 6thdt 6 / tdt B
t4 (64 —1t2)2 (t—2)(t+2)2(t2 + 2t +4)(t2 — 2t +4)2
A A A Bit+C;  Bot+C Bst + C
—6/( 1 2 3 1t +Ch ot + Co 3t + (3 )dt:

t—2+t+2+(t+2)2 2+2t+4 2 -2t+4 (2 —2t+4)?

O

Sada se pozabavimo integralom
/(m, Vaz? + bz + c)dz.

Zamjenskom funkcijom

2ax + b
(@) = |62 — 4ac|

svodimo ga na jedan od ovih:

(a) /R(t, V1 —1t2)dt; (b) /R(t, V2 —1)dt; (c) /R(t, V2 4+ 1)dt.

t
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Proslijediti mozemo na nekoliko na¢ina. Primjerice, zamjenama
(a) t=sinz; (b)t=2s (c)t=tgz

dobivamo integrale racionalnih funkcija (od) trigonometrijskih funkcija - (ii),

a tzv. Fulerovim zamjenama
(@) V1I—t2=2(1-1t); O)VE2—1=t+z (c)Vi?+1l=t+=z

odmah dobivamo integrale racionalnih funkcija - (i).

Sljedeci tipi¢ni integral $to ga promatramo jest

/ p(x) d.

Va(z)

pri ¢emu je p bilo koji polinom, a ¢ reducirani kvadratni polinom zadan bilo
kojim od pravila 1 — 22, 22 — 1, 22 4+ 1. Poznate ¢injenice iz diferencijalnoga
racuna jamce da se pripadna primitivna funkcija moze odrediti rjesavanjem

jednadzbe

p(z) —1 dx
de = (Ap_12™ '+ + Ayz + Ag) Va(z) + B | —,

/\/q(m‘) Va(z)

gdje je n stupanj od p, po nepoznanicama (neodredenim koeficijentima)

Ag, -+, Ap_1, B. Ocito, polazni integral se tada svodi na tabli¢ni integral

i dz__ Postavljena jednadzba se rjesava tako da joj se obje strane derivi-
V(@)

raju, pomnoze s /q(z) te izjednace koeficijenti uz iste potencije dobivenih

polinoma.

Ovomu tipu pripada i integral

p(x)
————dx, meN,
™ - \/q(x)
jer se zamjenom x = % na njega svodi.
PRIMJER.

x4 l'2+6ZL'—|—10 T+ (x+3)2 1 [x+3=t; z=t—3; dz=dt]

dt
/t R B e e =L

_Z241g, 1 3
/1—2 2221_2 ::/<1+H>d2«::
2 o3+ 52 4+ 6 2(3z — 1)
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1 1
6(2+§Oln|32—1] —In|z]) +¢,

gdjeje z=vVt2+1—t=+V22+6x+10—x — 3. O

PRIMJER.
2(42% +9) 4zt + 922
22V/4x2 + 9dz = 2(da” +9) r= | ———=dzx =
/ Vdxz? +9 Vdz? 4+ 9

(Ax3+Bx2+Cx+D)\/m+E/
Deriviranjem dobivamo

V42 4+ 9 =

(3A224-2Bx+C)V4x2 + 9+(Ax®+Ba?+Cx+D)

dx
Va2 +9

4x n F
VAzZ +9 VaxZ+ 9’

pa mnozenjem s v/4z2 + 9 i sredivanjem slijedi

4xt +92% = 16 Az* + 12Ba® + (27A+8C) 2% + (18B+4D)z + (9C + E).
Izjednacavanjem odgovarajuéih koeficijenata dobivamo linearni sustav s jedin-
stvenim rjesenjem: A = %, B=0,C= 3%, D=0,F= —%.
Prema tomu,

3 9x 81 dz
2\/42? + 9dw = (= + =) /422 _/:...
/x 22 +9de = (- + 55) Va2 +9 - oo T

%(8x3+9x) \/4$2+9*%1n‘2$+\/41‘2+9‘+C. O

Razmotrimo, napokon, tzv. binomni integral, tj.

/xs(a + bz"Pdz, p,r,s€Q. (25)

Opéenito, on nije elementarno rjesiv. Skup svih elementarno rjesivih binom-

nih integrala karakterizira ovaj teorem:

TEOREM 1.10 Binomni integral (25) je elementarno rjesiv onda i samo
s+1  s+1
-

onda, ako je barem jedan od brojeva p, ==, ~+ p cijeli broj.

DOKAZ. Dokazati nuznost je vrlo zahtjevno, a i zaslo bi izvan okvira
ovih skripata. Stoga ¢emo dokazati samo ( bitno jednostavniju) dovoljnost.
Primijenimo prvo supstituciju t = =", $to povlaci

s r 1 s 1_
/x (a+ bz")Pdx =t domlito1an™ T/tr(a—i—bt)ptr Yat =

T

1 . 1 b\ s
/(a+bt)pt o ldt = /(at )pt%l“”*ldt.

T T
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Ako je p cijeli broj onda zamjena ¢t = 2", n - (najmanji) nazivnik od %,
svodi taj integral na integral racionalne funkcije; ako je, pak, %1 cijeli broj
onda zamjena a + bt = z™, n - (najmanji) nazivnik od p, svodi taj integral

. . . . +1 T .
na integral racionalne funkcije; ako je, napokon, *I= + p cijeli broj onda

zamjena %bt = 2", gdje je n (najmanji) nazivnik od p, vodi k integralu
racionalne funkcije. ]
PRIMJER.

L 1

1 _ 2)3 — =
/xs (3—2%)% dz Tlp=tior=2 st t=ate=vi do=j ] T
1 —t\3 241 9
2/<t> 373 dt T[e4p=2+1i=1€27]

1 [/3—1t\3 9 23
2/( t ) [%ZZ?’: t:zgi_'_lv dt= (_22121%;} 2/ (23 + 1)2 &

9/( A n B Cz+ D Ez+F )d 0
Z.--
2/ \z+1 (2412 22—241 (22—2+1)2

1.1.4 INTEGRIRANJE FUNKCIJSKOG REDA

Pod integralom (konvergentnog) funkcijskog reda )’ f,, smatramo neo-
dredeni integral (ako postoji) pripadne sume z — s(z) = Y 7, fu(z). Bu-
duéi da, opéenito, s nije elementarna funkcija, to je izracunavanje integrala
[s(z)dz = [(302 fu(z))dz vrlo netrivijalni zadatak. Ipak, u posebnom
slu¢aju jednoliko konvergentnog reda > f,, neprekidnih funkcija f,, integral
funkcijskoga reda se dopusta integriranje "¢lan po ¢lan". Ako su pritom
preslikavanja f,, elementarno integrabilna, zadatak postaje i prakti¢no rjesiv.

Dokazimo prvo odgovarajuci teorem.

TEOREM 1.11 Ako su f, : [a,b] — R preslikavanja, n € N, i funkcijski
red Y frn jednoliko konvergira prema funkeiji s : [a,b] — R, s(z) = 02| fn,
onda s dopusta primitivnu funkciju na |a,b] i ona se moze dobiti integriran-

jem "elan po ¢clan", tj.

/s(m)dw = /(Zzozl fn(x)>da: = Z:O:l/fn(x)dx +c.
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Posebice, za potencijski red Y anz™ na njegovu konvergencijskom intervalu

vrijedi

& n _ & n _ & On n+1
/(Zn_oanx )dm—zn_oan/:n dm—zn:0n+1x +c.

U opéemu slucaju se lako zakljuéi da funkcija s dopusta primitivnu funkciju.
Naime, neprekidnost svih funkcija f,, i jednolika konvergencija povlace ne-
prekidnost funkcije s pa je ona integrabilna funkcija. Dokazati valjanost
same formule o integrabilnosti "¢lan po ¢lan", u opéemu je slucaju popri-

liéno slozeno. Zato ¢emo ovdje razmatrati samo poseban slucaj potencijskog

reda. Prvo se dokaze da red ) —5] 2™ ima isti kovergencijski polum-

jer p kao i polazni red Y o2 a,z™. Nadalje, lako se vidi da konvergencija
brojevnoga reda > > ;a,p™ (ili reda Y 7 ; a,(—p)™) povlaéi konvergenciju

brojevnoga reda Y2 o & p" 1 (ili reda Y7 -4 (—p)" ). Prema tomu,

funkeijski red Y07 ;‘—ﬁlmnﬂ konvergira u svim tockama u kojima konver-

gira potencijski red > a,z™. No potencijski red mozemo derivirati "¢lan po

o . / .. .
¢lan" paje (302, #ﬁx”“) =3 >, apx™ na konvergencijskomu intervalu

(—p, p). Dakle, funkcija S : (—p,p) = R, S(z) => 7, n‘fflx”*l, jest prim-

itivna funkcija funkcije s : (—p,p) — R, s(z) = > .77 ;anz™ na intervalu

<_p7 :0>

PRIMJER. Razvijmo u potencijski red (ne rabe¢i Maclaurinovu formulu)
funkciju arctg |_y 1) : [-1,1] — R.

Prisjetimo se, prvo, sume geometrijskoga reda

ZOO (D) =1—-a?+a2t —ab4 ... =

n=0

Traz <t

1
Drugo, derivacija arctg’ v = ———, pa je
g j g g2 Pa
/e > _1\n,2n
arctg' © = ano( Dz, x| < 1.
Prema tomu,

arctgx = /arctg’ zdx + ¢ = /(Zoo 0(—1)”:52”) dr 4 ¢ T
n—

2n+1
_1\n,.2n _ o n L o
2::’:0/( 1)"a*dr + ¢ = E n:O( 1) 2n+1+c, x e (—1,1).

Buduéi da je arctg0 = 0, to je ¢ = 0. Postavlja se pitanje, konvergira li

funkcijski red i u tockama x = 11z = —1, redom, prema funkcijskim vrijed-

nostima arctg(—1) (= —7) i arctg1 (= %) ili prema nekim drugim tockama
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(7). Buduéi da funkcijski red (funkcija) Efzo(—l)"“;:rll konvergira i u
tockama x = —1 i 2 = 1 (tj. mozemo tu funkciju je neprekidno prosiriti

na [—1,1]), te jer je funkcija arctg neprekidna, posebice u tockama —11i 1,

smijemo napokon zakljuciti da je

$2n+1

o0
arctgw = ano(—l)nm, x € [—1, 1] O

Integriranjem funkcijskih, posebice potencijskih, redova mogu se izracunati

mnogi elementarno nerjesivi integrali.

PRIMJER. Izrac¢unajmo neodredeni integral funkcije
fiR=R, flo)=ec;
Vrijedi

2)n 00 x2n
Zn:O(_l)nW7 T € R.

Q\
8
[V
I
]
58
& 3
N
3=
I

Prema tomu,

[

x2n+1

) p2n 00
Zno/(—l)”n!d:c = ano(_l)ni@n Py +c. O

PRIMJER. Izracunajmo neodredeni integral funkcije
sin x

g R\{0} — R, g(z) = .

Sjetimo se da je

) 00 " w2n+1
SINT = Zn:O(_l) m, T € R,
pa je
sinzx n

f) == = 3 ) G ¢ € RAOL

Uoc¢imo da funkcijski red na desnoj strani konvergira i u tocki x = 0 i to

prema broju 1. Buduéi da je i i}i%% = 1, to funkcijski red Z(—l)”%

konvergira prema (neprekidnoj) funkciji
sinz

, ©#0

g:R—R,g(z)= x 7

1, x=0

Po Definiciji 1.1, funkcije f i g imaju istu primitivnu funkciju na R. Slijedi,
/Smxdm = /f(:z:)dx = /g(a:)da: =
T
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2n

00 n T T.111
/(Zno(_l) (2n+1) )dm -
00 x2n+1
Zn 0/ 2n+ 1)! dw_znzo(_l) (2n+1)(2n + 1)! te U

1.1.5 ZADACI ZA VJEZBU

1. Odredite onu primitivnu funkciju F' za funkciju sin koja u tocki
x = m ima vrijednost 7.

2. Koristeti osnovna svojstva i tablicu osnovnih integrala izracuna-

jte:
(a) [ 9/ads;
3 _
(b) /x 2m+4d :

10%
(e) / (2x — 3sinx + cosz) dx;

() /tgzwdm;

3J,

+1

® [

Va2 +2z+1
ny [ YT g

x

(i) /cth2a¢d$;

2
. z°+3
() / o ldx.
3. Metodom supstitucije izracunajte integrale:

a) /\/mdx;

® [ s
© [ gt

(e) / (e7® +e72*) da
() /cos (1 — 3z) dx;
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sin Qm +

7

1+ cos x
tg xdx;

© [ 5T
0 T
o/
/ 1
© [
o/

smx
x
5+ x4
1

x1n® x

(m) / sin® x cos zdr;
arctg \/z
W Earn®

4. Metodom parcijalne integracije izracunajte integrale:
(a) /ln xdx;
(b) /:101112 xdz;
(c) /ln(x + V22 4 1)da
(d) /a: e *dx;
(e) /x sin zdz;
() /e‘“’ sin fxdx;
(g) /cos (Inz) dx;
(h) /arcsin xdz;
(i) /arctg Vrdz;
) / Va2 — a2dr;

o | <1+x>d

1—=
1 2] dz.
Q) / z*In 1——dz
5. Primjenom parcijalne integracije dokazite sljedece rekurzivne for-
mule:

(a) /x"emdx =2"e" — n/x"‘lemdac, n € N;
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cos" L rsinx

(b) /Cos" xdx =

6. Odredite rekurzivne relacije za intergrale:

(a) I, = /sin” xdz;

1
b) I, = de;
( ) /cos":z: v
() Imn :/Sinmxcos" xdx.

7. Izracunajte integrale:

1
@ [ gt
1
(b) /i?)ﬂixgdx,

3x+2
d.
(c) /2x2+x—3 v

(@ / VI Tz T ode;

3 1
(e) Ldm;
V22 —x+1
T

() /7364 o7 1d1:.

8. Izracunajte integrale racionalnih funkcija:

3+ 1

(2) /x2—3x+2dx’
r+1

o [ e
2
X

© [ de

1
@ [ e

9. Izracunajte integrale:

1
—d
() /5+4cosx v
1
o [ dr:
2sinxz —cosx + 3
1+tgx
d .
() / sin2z
@ [
x;
(2 + sin® z) cos x
(e) /sinQ:rcos4 xdx;

() / sin 5x cos xdzx.

10. Izracunajte integrale:

-1
+ i /cos"‘2 xdr, n €N.
n
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1—+vz+1
(@) /1+\/x+ @,

o [y
©) /(x-i—l)\/m
a) /de;
) /x\/de;

dx;

® /x+\/x21+x+1dx
1
)/\/m2+1—\/x2—1

11. Provjerite to¢nost ove formule (pod uvjetom |a| # |b]):

dx.

1
/(cos ax - cos bx)dx = sin(a — b)x + sin(a + b)x + c.

1
2(a+0)

Koja se formula dobiva u slucaju |a| = [b]?

12. Provjerite to¢nost ovoga racuna:

/\/1 — 22dx = %(CE 1 —x2+arcsinx) +ec.

o sinnz
13. Smije li se funkcijski red integrirati ”¢lan po ¢lan”
mije li se funkcijski r E net T integrirati np n
na R?
o o . 00 1
14. Izracunajte integral funkcijskoga reda g - frs fn(z) = g
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1.2 ODREDENI INTEGRAL

Pojam odredenog integrala je, povijesno, tijesno povezan s problemom izracu-
navanje plostine "krivocrtnog" ravninskog lika. On (ne i njegov naziv),
dakle, davno prethodi pojmu neodredenog integrala. Temeljnu ideju (na
konkretnim primjerima) nalazimo ve¢ kod starogrékoga genija Arhimeda.
Sam naziv je dosao mnogo poslije i tek kad se shvatila duboka povezanost tih
dvaju pojmova, koju su, dakako, otkrili I. Newton i G.W. Leibniz. Grubo
govoreci, konkretno izraCunavanje povrsine "krivocrtnog" ravninskog lika,
kao 1 mnstvo srodnih problema u matematici, fizici i tehnici, svodi se na
izracunavanje vrijednosti neodedenog integrala (primitivne funkcije) - oda-
tle naziv odredeni integral, iako na prvi pogled, po definicijama, ta dva pojma

nemaju "nista” zajednicko.

1.2.1 POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA
ODREDENOG INTEGRALA

Za to¢no definiranje odredenog integrala trebamo, prvo, malo tehnicke pri-
preme. Najprije ¢emo taj pojam definirati za neke omedene (realne) funkcije
definirane na segmentu [a,b] C R. U tu svrhu, svaki konac¢ni skup D =
{zo, 21, - ,2n} C la,b] sa svojstvom {a,b} C D, n € N, nazvat ¢emo
rastavom (ili razdiobom) promatranoga segmenta [a,b]. Jednostavnosti
radi, pretpostavljat ¢emo da navedeni zapis postuje uredaj na R, tj. da je
a=x0<x1 < - <xp_1<xp=">=.
Neka
D =D([a, b))
oznacuje skup svih rastava D segmenta [a,b]. Primijetimo da je relacija
C ("biti podskup") relacija parcijalnog uredaja na D. Ako su D, Ds €
D i D1 C Dy, kazemo da Dy profinjuje (ili da je profinjenje od) D;.
Uo¢imo da je parcijalno uredeni skup (D,C) usmjeren, tj. da za svaki
par Dy, Dy € D postoji neki D € D koji profinjuje D1 i Do. (Takav je,
primjerice, D = D1 U Ds.)
PRIMJER. Skup Dy = {0, %, 3,1} je rastav segmenta [0, 1], a skup Dy =

{0, %, %, 1} je drugi rastav toga segmenta. Njihova unija D; U Dy = D =
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{0, %, %, %, 1} je treci rastav koji profinjuje oba prethodna.
Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Svakom rastavu

D = {xo,z1, -+ ,zn} € D([a,b])
mozemo pridijeliti broj, tzv. integralnu sumu (funkcije f),

n
S(Fi D36y, &) = Se(£;D) = D F(&) (@i — win),
pri ¢emu su tocke §; € [x;—1,x;], ¢ = 1,--- ,n, odabrane po volji, a & je
pokrata za uredeni n-slog (¢;). Jasno, drugacijim odabirom tocaka &; dobi-

vamo, za istu funkciju i isti rastav, novu integralnu sumu.

DEFINICIJA 1.12 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Reéi éemo
da je funkcija f integrabilna (u Riemannovu smislu ili R-integrabilna)
ako postoji broj J(f) = J € R takav da, za svaki € > 0, postoji neki rastav
Dy segmenta [a,b] sa svojstvom da, za svaki rastav D $to profinjuje Do i
svaku integralnu sumu S¢(f; D), bude |S¢(f; D) — J| < e. Ili, simbolicki, f

je integrabilna ako
(37 € R)(Ve > 0)(3Dg € D)(VD € D)(VS¢(f; D))
D 2 Dy = |Se(f; D) = J| <e.
Broj J nazivamo (Riemannovim) odredenim integralom funkcije f.
Za funkciju g : X — R, X CR, kaZemo da je integrabilna na segmentu
[a,b] € X ako je njezino suzenje f = gliay : [a,b] — R integrabilna funkcija.
Uobicagilo se odredeni integral J = J(f) oznacavati kao

b
/f(a:)da: ili (z)dz ili, krace, f.
a

[a,b] [a,b]
(Poslije ¢emo se uvjeriti da ta oznaka ima svoj puni smisao!) Pritom se

kaze da je a (b) domja (gornja) integralova granica, a segment |a,b] -

integracijsko podrucje.

Primijetimo da nije sasvim o¢ito je li Definicija 1.12 posve korektna. Naime,
nije izravno vidljivo da je broj J jedinstven. Zato temo to sada provjeriti.
Pretpostavimo da i broj K ima svojstvo §to ga ima broj J iz Definicije
1.12. Tada, za svaki € > 0, postoji neki dostatno fini rastav D sa svojstvom
(VSe(fi D)) |Se(f; D)—J| < § A [Se(f; D)= K| < 5. Slijedi da je, za svaki
e>0, |K—J| <e, dakle, K = J.
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Izravno iz Definicije 1.12 slijedi da za svaku funkciju f : [a,a] — R odredeni

integral iscezava, tj.

a
/ f(z)dz = 0.
a

U svrhu prepoznavanja integrabilnih funkcija, ustanovljuju se odgovarajuéi
kriteriji. Ovdje ¢emo ustanoviti samo dva: jedan nuzni i dovoljni i jedan
dovoljni. Neka je, dakle, f : [a,b] — R omedena funkcija i neka je D =
{zg,- - ,x,} bilo koji rastav segmenta [a,b]. Tada postoje brojevi

m; = inf{f(z) | x € [zi—1,2]}, M; =sup{f(x) |z € [x;—1, ]},

n n

S(f; D) = Zi:l ml(xz — «Ti—l); S(f, D) = Zi:l Mz(xz — {137;_1),

i = 1,---,n. Broj s(f;D) (S(f; D)) nazivamo donjom (Darbouxovom)

sumom (gornjom sumom) funkcije f za dani rastav D. Nadalje, postoje
brojevi

m=inf{f(z) |2 € lab]}, M=sup{f(z)] e ab]}
i pritom je ocito da za svaki rastav D i svaku integralnu sumu S¢(f; D)
vrijedi

m(b—a) < s(f; D) < Se(f; D) < S(f; D) < M(b—a).
Primijetimo i da Dy C D3 € D([a, b]) povlaci

s(f; D1) < s(f; D2) < S(f; D2) < S(f; D1).
Uoc¢imo da postoje i brojevi

J.(f) = sup{s(f: D) | D € D([a, b))},

J*(f) = inf{S(f: D) | D € D([a, b])}.
Ji(f) = J« nazivamo donjim (Riemannovim) integralom, a J*(f) = J*
gornjim (Riemannovim) integralom funkcije f. Pritom je (v. i crtez
dolje), za svaki rastav D, J* — J, < S(f; D) — s(f; D), i, ocito, J. < J*,
te J, < J < J* &m J postoji.

y o JEs(Dr % m(x-x.)
f
Mips J.<s(f.D)= i Mi(X-X.1)
M, ,
m=M; ; /

@) %/ | X
M3 | Xo X L Xq .
my
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TEOREM 1.13 Omedena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna ako i
samo ako je J. = J*. Pritom je J = J, = J*.

DOKAZ. Neka je omedena funkcija f : [a,b] — R integrabilna. Treba
dokazati da je J(f) = J*(f). Odaberimo bilo koji § > 0. Po pretpostavci
postoji (jedinstveni) broj J € R takav da vrijedi:

(Ve > 0)(3Dg € D)(VD € D([a, b]))(VSe(f; D))
D D Dy = |Se(f; D) —J| <e.

To i prethodno razmatranje povlace da, za svaki D O Dy, smijemo integralnu
sumu S¢(f; D) zamijeniti pripadnom donjom s(f; D) ili gornjom S(f; D) su-
mom. Dakle,

s(f;D)—J| <e 1 [S(f;D)—J|<e.
Sada, odabravsi ¢ = g, dobivamo

[ Je = J*| < |s(f; D) = S(f; D)| <

|s(f; D) = J| +|J = S(f;D)| < §+5 =06,
pa mora biti J, = J*, daklei J, = J* = J.
Obratno, neka za omedenu funkciju f : [a,b] — R vrijedi J.(f) = J*(f).
Dokazat ¢emo da je f integrabilna, tj. da je J(f) = J.(= J*). Odaberimo
bilo koji € > 0. Po definiciji za J, i J*, postoje rastavi D,, D* € D([a,b])
takvi da je
Jo— 5 <s(f;Dy) 1 J"+5>8(f; D).
Neka je Dg = D, U D* pa je D rastav od [a,b] koji profinjuje D, i D*.
Buduéi da se profinjenjem donja (gornja) suma ne moze smanjiti (povecati),

to za svaki finiji rastav D O Dg vrijedi

Jo— 5§ <s(f;D) < J*+ %,
dakle,

S(fiD) =s(f;iD) < J*+5- (L. —5) =%
Prema tomu, dobili smo da J, = J* povlaéi sljedece:

(Ve > 0)(3Dg € D)(VD € D([a,b]))

D 2 Dy = |s(f; D)~ S(f;D)| < %.

Buduéi da je svaka integralna suma izmedu (<) pripadne donje i gornje

sume, to je i
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|s(f; D) — S¢(f; D)| < %.

Napokon, da postoji trazeni broj J = J(f) i da je J = J.(= J*) slijedi iz
|Se(f3 D) = J*| = [Se(f; D) = Ju| <
1Se(f; D) = s(f; D) + [s(f; D) = L] < ¥+ § =e. n

TEOREM 1.14 Ako je omedena funkcija f : [a,b] — R neprekidna na
skupu [a,b] \ A, gdje je A C [a,b] prebrojiv, onda je f integrabilna funkcija.

DOKAZ. U punoj opcenitosti, dokaz iskazanoga teorema probija okvir ovih
skripata. (Trebalo bi, naime, definirati pojmove kao $to su Jordanova i
Lebesgueova mjera i usvojiti neke slozenije topoloske ¢injenice, a to se sve
sustavno obraduje na visim godinama matematickoga studija.) Ovdje éemo
dokazati samo posebni sluc¢aj toga teorema, ali jo§ uvijek dovoljno opéenit
da pokrije vrlo siroku klasu realnih funkcija (obuhvaéajuéi, dakako, sve ele-

mentarne i mnoge neelementarne funkcije):
Svaka po dijelovima monotona funkcija f : [a,b] — R je integrabilna.

Najprije primijetimo da po dijelovima monotonost povla¢i omedenost realne
funkcije f na segmentu [a, b]. Naime, ako je f po dijelovima monotona, onda

postoji rastav
a=ay< a1 <---<ap_1<ap==>

takav da su suzenja f|4,_, q; monotone (dakle i omedene) funkcije, i =
1,--- ,n. Dokaz posebnoga slucaja nasega teorema rasclanjujemo na dokaze

ovih dviju tvrdnja:

(i) Monotona funkcija f : [a,b] — R je integrabilna;

(ii) Ako su suZenja od f : [a,b] — R na podsegmente [a,c]| i [c,b] integra-

bilne funkcije, onda je i f integrabilna funkcija i vrijedi:

(x)dx = (x)dx + f(z)dx.
[a,b] [a,c] [C,b]
Dokaz za (i).
Pretpostavimo da je funkcija f uzlazna. Tada je f(a) < f(z) < f(b) za
svaki z € [a,b]. Ako je D = {xq, -,z } rastav od [a,b], onda je f(z;—1) <
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f(z) < f(x;) za svaki @ € [x;_1, ;] i svaki i = 1,--- ,n. Neka je, u skladu s
prethodnim oznakama, m; = f(z;—1) i M; = f(z;) (mi+1 = M;), pa je

D) = Z:’L:I f(l‘l_l)AJ?Z 1
= Zil flx) Ay, Azy = 2 — xi-1.
Stoga je

[s(f: D) = S(f; D) = S(f; D)=s(f;D) = > (flwi)—f(wi-1)Az; <
Az 37" (f@i) = fl@i)) < b —(f(b) - £(a)),

pri ¢emu je Az = max{Az; | i = 1,--- ,n} < IFT“ za neki £ € N. Ovo

povladi da za svaki € > 0 postoje ng € N i odgovarajuéi rastav Dy segmenta

[a,b], takvi da je
s(f; D) = S(f; D)| <e.

Po tomu zaklju¢ujemo da su za funkciju f donji i gornji Riemannov integral
jednaki, J, = J*. Sada Teorem 1.13 povlaci prvu tvrdnju u sluc¢aju uzlazne
funkcije f. Posve sliéno se tvrdnja dokazuje kad je funkcija f silazna.
Dokaz za (ii).

Budu¢i da su suzenja f|, i fljp integrabilne funkcije, za svaki ¢ > 0

postoje rastavi Dy = {z¢g = a,z1, - , 21,2t = ¢} od [a,c] 1 Dy = {x}, =
CyThily ** » Thin—1,Thtn = b} 0d [c, b] takvi da je, s uobicajenim oznakama,
k
} (f‘ac]aDl (f’[ac Dl ‘_ZZ, (Ml_ml)Axl<%7
k+n
|5(flie); D2) = S(fliew); D2)| = Z oy Mi = mi) Az < 5.

Primijetimo da je Dy U Dy = D rastav od [a,b], pa zbrajanjem relacija

odozgor dobivamo nejednakost
" k+n
|J, — J*| < |s(f; D) — S(f; D)| = Zi:l (M; — m;i)Axz; < e. (%)
Po Teoremu 1.13., to znaci da je funkcija f integrabilna, tj. postoji J =

f; f(x)dz. Nadalje, ocito je da vrijede i ove tri nejednakosti

k c .
Zi:l m;iAx; < /a f(z)dx < Ziﬂ M;Ax;,
ktn b k+n
Zi:k—i-l miAx; < /C flx)dx < Zizk—i—l M;Ax;,
k+n b k+n
Zizl m;Ax; < /a f(z)dx < Zi:l M;Az;.

Iz njih, po (%), lako zaklju¢ujemo da je, za svaki € > 0,
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/fd:c—/fdx—ir/fdx e,

sto, kona¢no, dokazuje tvrdnju (ii). [

Uobicajena geometrijska interpretacija odredenog integrala jest ova: Neka je
f:a,b] = R, f([a,b]) € Rt U{0}, omedeno (i nenegativno) preslikavanje.
Po Teoremu 1.13 slijedi da je funkcija f integrabilna, a po Teoremu 1.14 -
da je

b
J = / f(z)dz = J. = J*.
a
Oznag¢imo slovom P plostinu pseudotrapeza odredenoga krivuljom (grafom)
y = f(x) i pravcima y = 0, £ = a i * = b. Svaku donju sumu s(f; D),
D € D([a,b]), smijemo shvatiti zbrojem plostina svih (pseudotrapezu) up-
isanih pravokutnika, odredenih rastavom D, a svaku gornju sumu S(f; D) -

zbrojem plostina svih pripadnih opisanih provokutnika (v. crtez dolje).

Ocito je
(VD eD) s(f;D)<P<S(f;D),
§to onda povlaci J, < P < J*. Slijedi, zbog J, = J*, formula za povrsinu

- / ' f () 1)

NAPOMENA 1.15 Izrac¢un povrsine mozemo malo pojednostavniti tako
da uzmemo uniformnu razdiobu segmenta [a,b] (razdioba na n jednakih
dijelova Tada je baza svakog pravokutnika Ax; = Az = ”‘Ta, a za vis-

inu mozemo uzeti funkcijsku vrijednost u lijevom odnosno desnom kraju

diobenog segmenta [z;_1,z;] (i =1,--- ,n).. Tako dobivamo da je:
= Jim Lo = Jim 3 St
P = nh_)ngo D, = nlggo Z flz)A

(u L, - lijeva integralna n-suma), odnosno desnom kraju (u D,, - desna

integralna n-suma) Umjesto krajeva mozemo odabrati i bilo koju tocku
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xf € (zj_1,7;), odnosno poloviste T; = xﬁ# i povrsinu P mozemo
aproksimirati sa

Sn = Z;l f(x}) Az, (integralna n-suma),

M, = Z:;l f(@;)Ax, (srednja integralna n-suma),
tj. vrijedi

chn&zhmij%ﬂ@%x

yl\
Ls
Ms
1\ Ss
\DS
Lox
0 a b "~

= lim M, = hm Z f@)A

n—o0

Primijetimo da ima smisla definirati i

a b
NAPOMENA 1.16 / f(z)dx = —/ f(x)dz, a<b.
b a

Pritom se kaze da odredeni integral zamjenom svojih granica mijenja pred-

znak.
Sljedec¢i teorem slijedi izravno iz Definicije 1.12 (usp. i opis gore).

TEOREM 1.17 Ako je funkcija f : X — R, X C R, integrabilna na
segmentu [a,b] C X, onda je

a) f integrabilna i na svakom podsegmentu [c,d] C [a,b];

/f M_/f m+/f z, cd,r € [a,b];

@mo—a) < [ < Mo -a),
pri cemu je m = inf{f(x) | = € [a,b]}, a M = sup{f(z) | z € [a,]]}.
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Sada ¢emo iskazati i dokazati tzv. Osnovni teorem integralnoga racuna,
koji onda izravno vodi k tzv. Newton-Leibnizovoj formuli §to izraCunavanje
odredenog integrala svodi na odredivanje primitivne funkcije, tj. pripadnoga

neodredenog integrala.

TEOREM 1.18 Ako je funkcija f : [a,b] — R integrabilna onda je funkcija
F:la,b] - R, F(z / f(t)dt

derivabilna u svakoj tocki xo u kojoj je funkcija f meprekidna i pritom je

F'(x) = f(o).
Ako je skup svih prekidnih tocaka funkcije f prebrojiv, onda je F' primitivna
funkcija za f.

DOKAZZ. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna u tocki xg, tj. da
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € [a,b]) |z —z0| <d=|f(x)— f(zo)| <e.
Prema tomu, na svakom segmentu [zg — |Az|, 2o + |Az]|], |Az| < ¢, po

Teoremu 1.17(iii) vrijedi
1 zo+AT

f(fﬁo)—5<5 f(t)dt < f(xo) +¢

(neovisno o sgn Am).Po Teoremu 1.17(ii) je tada
1 To+Ax o
—e< — — < j.
fa—e< 5=([ rwa— [Trod) < e+ 4

F(@o) & < 5-(Flao + Az) — F(z)) < f(zo) +

To povlaci da za |Ax| — 0, dakle i € — 0, postoji grani¢na vrijednost
. F(zo+ Az) — F(=o)
F’ =1 = .
(w0) = Jfim, Az fl@o)
Da bismo dokazali i drugu tvrdnju, tj. da je F' primitivna funkcija za f,

dostatno je dokazati da je F preslikavanje. U tu svrhu, promatrajmo bilo

koju tocku zg € [a,b] i dokazimo imF = F(xg). Zaista,

o
To+Azx
hmF— lim f() = lim f(t)dt =
=0 J o Az—0

([0 [ w)
/f Jdt + lim mm t)dt = /f 20).

o
Naime, po Teoremu 1.17(iii) je
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zo+Az
moAz < / f(t)dt < MyAx
o
(za neke mo > inf f i My < sup f na [a, b)),
pa Az — 0 povlaci fm°+Am f(t)dt — 0. ™

Neka je funkcija f : [a,b] — R integrabilna i neprekidna u svim tockama
osim, mozda, u prebrojivo mnogo njih. Tada je, po upravo dokazanom

teoremu, funkcija
F:la,b) - R, F(z / f(t)

primitivna za funkciju f. Primijetimo da je F'(a) = 0 pa je F'(b) = fab f(t)dt =

F(b) — F(a). Pokazimo da to vrijedi i za svaku inu primitivnu funkciju.

TEOREM 1.19 Neka je skup prekidnih tocaka integrabilne funkcije f :

[a,b] — R prebrojiv. Tada vrijedi Newton-Leibnizova formula:

/f F(b) - Fla), (2)

pri cemu je F : [a,b] — R bilo koja primitivna funkcija za f.

DOKAZ. Neka je F bilo koja primitivna funkcija za f. Ozna¢imo s F1
primitivnu funkciju za f iz dokaza Teorema 1.18, tj. Fi( f f(t)

Po Teoremu 1.2, funkcije F' i F; se razlikuju do na adltlvnu konstantu, tj.
F(z) = Fi(z) + ¢ za svaki z € [a,b]. Prema tomu, ff f(z)dr = Fy(b) =
Fi(b) — Fi(a) = (F1(b) + ¢) — (Fi(a) + ¢) = F(b) — F(a). ]

Pomoc¢u Newton-Leibnizove formule, koju zapisujemo i u oblicima

b b b
[ f@is=[F@)] = F@)| .
a a a
mozemo lako izracunati odredeni integral svake funkcije kojoj umijemo naci

neodredeni integral, odnosno, primitivnu funkciju.

5

PRIMJER. Izracunajmo odredeni integral J = / (32% — 2z + 5)dx.
—1
Po dobivenoj formuli i svojstvima neodredenog integrala slijedi:

J= [x g +5xrl = (5 = 5245.5) — (1) — (=1)% + 5(=1)) =

125 — (—7) = 132. O

PRIMJER. Izracunajmo plostinu ravninskoga lika omedenoga krivuljom

y =122 i praveima y = 0,z =4 iz =8 (v. crtez).
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8 2 1 /8 17231% 1 448
P=| =—dz=- 2de == |=—| = —(8—-43)=— (kv. jed.). O
L, 5 5Axx [3}4 15 )= 15 (kv jed)

9 dx
4 VT -1
Najprije izra¢unajmo pripadni neodredeni integral:
dx 1
\/5_ [m t2 dr= 2tdtt \f] t—]_dt_2/(1+t—1)dt_
2t +Injt—1]) +c=2(Vz+In|yz — 1) +c.

Sada, primjenom Newton-Leibnizove formule, dobivamo:

e, 1 [
g =2EmvE )| =

2(3+In2) —(2+1nl)) =2(1 +1n2).

PRIMJER. Izra¢unajmo integral

Primijetimo da se provedeni postupak moze skratiti. Naime, kad god se za
izra¢unavanje pripadnog neodredenog integrala rabi neka zamjenska funkcija,

treba u tu zamjenu ukljuciti i integralove granice (i "zaboraviti" polaznu

varijablu). U nasemu primjeru bismo tako dobili

/9 dz B
\f Vig—i2; do—otdt; t=v/a; 21— 4:>t1 2; zy=9=>t,=3]

Promatrajmo neprekidnu funkciju f : [a,b] — R, a < b, kojoj je F : [a,b] —
R primitivna funkcija. Tada je, po Teoremu 1.18, funkcija F' derivabilna pa

na nju smijemo primijeniti Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti:

(Fzo € (a,b)) F(b) — F(a) = F'(z0)(b —a), tj.
b

(3xo € (a,b)) / f(x)dx = f(x0)(b— a).

Time smo dobili tzv. teorem o srednjoj vrijednosti integralnog racuna.

TEOREM 1.20 Za svako preslikavanje f : [a,b] — R, a < b, postoji barem
jedna tocka c € (a,b) takva da je

= (1w 3)
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b
NAPOMENA 1.21 Definicija odredenog integrala f = / f(x)dx
[a,b]
omedene funkcije f : [a,b] — R, a < b, dopusta definirati i odredeni in-
tegral suzenja te funkcije na bilo koji od intervala [a, b), (a,b] ili (a,b) i to
na isti nacin, tj.

R
[a,b)f - f(a,b] /<a,b>f f[a,b] f

NAPOMENA 1.22 Odredeni integral omedene funkcije f : X — R, X C
R, kojoj je definicijsko podruc¢je X konac¢na unija disjunktnih (do na "rubne"
tocke) segmenata ili intervala, definira se kao odredeni integral trivijalnoga
prosirenja
ﬁMM%R,ﬂMZ{fm’$€X
0, z€lab\X
te funkcije na neki (bilo koji) segment [a, b] $to sadrzi X. Prema tomu,

(X =Ui1lai, b, bi < ai1) =
/f /al,bnf Zz 1/%1 _Zz 1/% :

1.2.2 NEKI PRIBLIZNI INTEGRACIJSKI POSTUPCI

)

Cest je slu¢aj da nismo u moguénosti ekspilicite izra¢unati intrgral [ f(z)dz
dakle, "ni" pripadni odredeni integral f; f(z)dx (kad postoji). (Izracunati
konkretan odredeni integral po definiciji je, opéenito, "nemoguéa" zadaca!)
Osim toga, ponekad se zbog slozenosti ili mukotrpnosti samog izracuna-
vanja zadovoljavamo i relativno lako dobivenim neto¢nim rezultatom, ako
je dostatno blizu toénoga rezultata. Kazemo da se u takvim sluc¢ajevima
odredeni integral procjenjuje, grublje ili finije, ve¢ prema potrebi. Jednu

grubu procjenu daje formula

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b— a)
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iz Teorema 1.17(iii).

™/2gin

dx.

PRIMJER Procijenimo integral/
/4 L

)
na segmentu [T, 7] svoju najmanju i najvetu vrijednost, tj. m = inf f =

™ T

min f, M =sup f = max f (na [T, 5]). Primijetimo da je f silazna funkcija

452
jer je f'(x) = f‘cosiﬂ = %% (x —tgz) <0, z € [f,5]. Slijedi da f
ekstremne vrijednosti poprima na “rubu”, tj. min f = f(5) = 5125 = %,
max f = f(}) = iy g 2;—6 Napokon, po Teoremu 1.17(iii.) dobivamo
4

procjenu

2 /25 2v/2

f(I,E S/ Smxdxgi\[(i,ﬁ), tj.

T2 4 /4 T ™ ‘2 4

w2 o
1§/ S V2 O
2 ﬂ./4 X 2

Bolje (finije) procjene odredenog integrala (pseudotrapezove plostine) posti-
zu se posebno prilagodenim postupcima - numerickim metodama, bit kojih
se sastoji u dobro pogodenom odabiru jednostavnih ravninskih likova $to
sveukupno priblizno prekrivaju promatrani psedotrapez. Sada ¢emo upo-

znati neke od tih postupaka.

(a) Aproksimacija pravokutnicima. Integralne sume

n—1

Jo=3"" fe)Ar i Jy =Y f@)As (4)

to bolje aproksimiraju integral J = f; f(x)dx sto je pripadni ekvidistantni

rastav D finiji.

A
y
Yol G
// J+

PATSES

yo ,,,,,,, J_

O X
a a+tAX b=a+nAx .

Ako je funkcija f neprekidna, pozitivna i uzlazna, priblizna vrijednost J_
jest zbroj plostina svih pravokutnika s bazama duljine Az upisanih u pseudo-

trapez y = f(z), y = 0, © = a, = b, a priblizna vrijednost J; - zbroj
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plostina svih pravokutnika opisanih tomu pseudotrapezu (v. gornji crtez).

Ako je funkcija f i monotona, o¢ito je J_ < J < Jp ili J < J < J_.

(b) Trapezna formula. Ako se sve susjedne tocke T; = (z,vi), ¥i =

f(x;),i=0,1,--- ,n, spoje duzinama, jednadzbe tih duzina (na pripadnim

pravcima) jesu

Yi — Yi-1
Az

Time se dobiva poligonalna crta koja priblizno "prati" funkcijski graf G .

yiylf].: (IE*$Z,1), .TE I:xi717l"i]7i:]-7"' ’fn“

Slijedi da se trazeni integral J = f; f(x)dx moze aproksimirati odredenim

integralom funkcije kojoj je graf upravo ta poligonalna crta. Dakle,

N
P / (* 5@ —mm) + i Jdo =

Az n
> izl(yi +Yi-1)
ili
_ Yo + Yn n—1 _
I ba(BTI LN ) = (5)

Dobiveni izraz za pribliznu vrijednost Jr nazivamo trapeznom formulom
jer je aproksimacija dobivena upisivanjem trapeza (jednakih visina Az) ¢im

su y;—1 1 y; istog predznaka (v. iduéi crtez). Primijetimo da je
J_+Jy
Jr=—
T 2
pa, prema tomu, trapezna formula, tj. Jr bolje aproksimira integral J od

aproksimacija J_ ili J; pravokutnicima.

(c) Tangentna formula. Neka je funkcija f : [a,b] — R derivabilna na

(a,b). Ako se svaki dio grafa Gy nad segmentom [z;_1, x;], zamijeni pripad-
nim dijelom tangente u tocki
Ti—1 + T Ti—1+x;
Ta=(F%— —5 )
2 2
dobiva se jos jedna aproksimacija za J = f; f(z)dx, ovaj put trapezima

7y7jf%)7 ylfézf( izlv"'anv

1
2

(visine Azx) opisanim promatranomu pseudotrapezu (v. crtez dolje).

vl Gr
J
Jr

X Xi+1 X2
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Buduci da je ordinata y,_1 srednjica i-toga trapeza, i = 1,--- ,n, izravno se
2

dobiva priblizna formula

J~ Ax Z;l Y1 = Ji. (6)

(d) Simpsonova formula. Aproksimirajmo sada svaki dio grafa G nad

podsegmentom [x;_1, ;] parabolinim lukom §to prolazi tockama T;_q, T}, _ 1 i
Tiyi=1,--- ,n(v. crtez dolje). (Buduéi da je ovdje parabolina os usporedna
S y-0si, Jednadzba te parabole jest y = a;z% + b;x + ¢;, pa je posve odredena
bilo kojim trima svojim tockama.) Izracunaju li se i zbroje odredeni integrali

pripadnih kvadratnih polinoma, dobiva se priblizna vrijednost

J%%(yo—l-yn—i-QZj: yi +4 Z yz_,)—JS- (7)

Izraz Jg nazivamo Simpsonovom formulom. Zanimljivo je da vrijedi
1
Jg = 3 (Jr +2Jy),

sto pokazuje da Simpsonova formula daje najbolju (od promatranih) aproksi-

maciju odredenog integrala J = ff f(x)dx

Potpunosti radi, navest ¢emo (bez dokaza) i procjene pogrjesaka Ry, Ry,
R; i Rg redom razmatranih postupaka. Ako funkcija f ima neprekidnu i
omedenu cetvrtu derivaciju f® i My = sup{|f(z)| | = € [a,b]}, onda je

procjena pogrjeske Simpsonovom formulom

My My(b—a)®
R b—a)(Ax)t = ——— 8
IRs] < 5556~ (A0 = —eens ®)
Pogrjeska aproksimacijom pravokutnicima jest
M, Mi(b— a)?
< _— — A =
Rel < 20— @)ae = )

pri ¢emu f ima neprekidnu i omedenu derivaciju f' i My = sup{|f’'(z)| | = €
[a,b]}. Napokon, ima li funkcija f neprekidnu i omedenu drugu derivaciju
f"1 My = sup{|f"(2)| | x € [a,b]}, onda je
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—a)?

Bl < Y20 - a)(awyz = 22U 0S (10)
M: _ My(b—a)?

[Ri| < 57 (b= a)(Aa)? = == (11)

Relacije (8)-(11) potvrduju da je, zaista, najbolja aproksimacija integrala
J broj Jg pa zatim brojevi J;, Jr i J_ (ili J;) redom. Netoénost ovisi o

b—a
Ax =

. Ako n — oo onda Az — 0, pa pogotovo (Az)¥ — 0 za neki
n
k € N, k£ > 2. To ponovno pokazuje da, za n — oo, Rg najbrze tezi k nula

jer ovisi o (Axz)%.

1
PRIMJER. Izracunajmo priblizno integral / e da Simpsonovom formu-
0
lom, tako da pogrjeska bude manja od 0, 1.

Zahtjev |Rg| < 0,1 uvjetuje odabrati takav n € N da bude

My(b—a)® My IR 4 My
— 10 t]. —.
9880n%  2880md - 0 W "7\ a88

Buduéi da je
(€)@ = 4(423 + 222 + 63 + 1)e”;
(")) = 8(4a* + 223 + 1222 + 3z + 3)e*” > 0,

to je funkcija (emZ)(‘l) pozitivna, neprekidna i uzlazna na [0, 1], pa poprima

najvetu vrijednost u tocki x = b = 1. Dakle,
My =4(4+2+6+1)e!” = 52e.
Slijedi da treba uzeti neki
My My
4 4
— =1/=—==0,84
"2V aoss T Vass T
pa ve¢ n = 1 zadovoljuje. Sada Simpsonova formula daje
b—a
6
1
= 04 el 0,25) o, 142,718+4-1,284
=—(e"+e +4e) ~ 5 ~ 1,5,

J = Js = (%o +y1 +4y1)

dakle, J = 1,5+ 0,1 ili J € (1,4;1,6). (Neka citatelj provjeri sljedeéi
podatak: Ako je n = 10 onda se dobiva J € (1,4626; 1,4628).) O

Osim numerickoga pribliznog integriranja, postoji i graficko priblizno in-
tegriranje, koje, jasno, nema alternative ako je funkcija f : [a,0] — R
zadana samo graficki. Stoga je prakticarima vazno ovladati i tom tehnikom.

Sam postupak pocinje izborom pogodnog, ali §to grubljeg, rastava D =
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{0, -+ ,zn} koji dopusta priblizno (plostinski) zamijeniti svaki pseudo-
trapez nad [z;_1,2;] jednim pravokutnikom nad [x;_1, x;] visine y? = f(z?),
29 € [zi—1,2i], i = 1,--- ,n. Gledano cjelovito, funkcijin graf Gy se za-
mijenjuje stubastom ”krivuljom” odredenom gornjim osnovicama dobivenih
pravokutnika. Prema tomu, priblizna vrijednost odredenog integrala J =

? f(x)dz ¢e biti

J~ JG—Z_I yodo =y @- (@ = wic). (12)

rzl

Opisimo i samu tehniku grafickoga integriranja. Promatrajmo ¢-ti pravokut-
nik, tj. onaj nad [z;_1,;] visine y{. Trokutu s vrhovima O = (0,0),

;= (0,9Y), F = (—1,0) pridruzimo trokut s vrhovima A4; = (x;_1,0),
B; = (z;,0), C; = (x4, h;), pri ¢emu se h; dobiva iz uvjeta da trokuti OE; F
i A;B;C; budu sli¢éni (v. crtez).

A
| I— c
y? EI "1
F A B X,
-1 O X Xi

Ta sliénost povlaci d(F,0) : y¥ = (z;—xi—1) : hi paje hy = yP(z;—xi—1). To
znaci da je h; mjerni broj (kvadratnih) jedinica za povrsinu promatranoga

i-tog pravokutnika. Slijedom toga, zbroj

Zj:l hi = JG ~ J.

Korisno je i sam zbroj Y i | h; odrediti graficki. U tu svrhu se trokut
Ai+1B;11Ci41 zamijenjuje sukladnim trokutom Az+le+1C’ 41 usporednih
stranica, pri cemu je Aj ; = Cj, i = 1,--- ,n — 1,1 C] = Cy. Tada je,
naime, ordinata h;_ ; tocke Cj,; jednaka zbroju Z hj pa je, u konacnici,
hi, = > hi (v. sljedeéi primjer). Neka Citatelj prouci primjer grafickoga

integriranje na crtezu dolje.
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NAPOMENA 1.23 Primijetimo da poligonalna crta A;C1CY - - - C), apro-
ksimira graf primitivne funkcije z +— F(x) = f; f(x)dz. Pritom su "pri-
jelomne" tocke Cy, C4, ..., C! to blize odgovaraju¢im tockama na grafu
GF $to je bolje aproksimiran integral f;il f(z)dz integralom faiil yPdx,
i =1,---,n. tj. §to je bolja aproksimacija promatranih pseudotrapeza

pripadnim pravokutnicima.

1.2.3 NEPRAVI INTEGRAL

Sjetimo se da smo odredeni integral definirali za omedene realne funkcije na
segmentu, a potom prosirili i na njihova suzenja na intervalima. Sada ¢emo
pokugati taj pojam progiriti, kod god bude imao smisla, i na neomedene
funkcije, kao i na funkcije s neomed enim definicijskim podru¢jem. U svakom

od tih sluc¢ajeva, govorit ¢emo o nepravom integralu.

Najprije ¢emo razmotriti najednostavniji slucaj. Neka je, za svaki € > 0,
suzenje fljqp—s (neomedene) funkcije f : [a,b] — R integrabilna funkcija,

a<b—e<b,ineka je liII)nf = 00 (bilo —oo bilo +00). Oznacimo

b—e
J$:2) = 11O = [ (Flas- )@

Tada pripadni nepravi integral funkcije f definiramo kao grani¢nu vrijednost

o b def. ;.
/[&b}f:/a f(x)dz = igrg)Jd(s).

Pritom kazemo da nepravi integral f[a,b] f konvergira ¢im navedena grani¢na
vrijednost postoji (# £o00), a da divergira ¢im ta grani¢na vrijednost ne
postoji. Primijetimo da je, zapravo, Jy(e) = F(b —¢) — F(a) ¢im je F
primitivna funkcija za f. Uo¢imo i da vrijednost f(b) ne igra nikavu ulogu.
Drugim rije¢ima, posve je svejedno je li definicijsko podrucje funkcije f seg-
ment [a,b] ili interval [a,b). Pridodajmo i opéi kriterij za konvergenciju
(dokaz je jednostavan) ovakvoga nepravog integrala:
(Ve > 0)(35 > 0)(Yao, by € (b— 5, ) \/bof(x)dx} <e
Sliéno postupamo i u slu¢aju integrabilnosti n; (;vakom podsegmentu [a+e¢, b]
pod "smetnjom" lignf = 00. Oznagivsi
b

Mﬁ@zﬁ@=/“ummm@ma

a-+t+e
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definiramo
b
/ f= / F(@)dz < lim J(e). (13)
[a,b] a e—0
Primijetimo da je ovdje, zapravo, J;(¢) = F(b)—F(a+¢) ¢im je F primitivna
funkcija za f. Pripadni kriterij za konvergenciju je isti kao u prethodnom

slucéaju, s tim da se odabiru ag, by € {(a,a + 0).

Treéi slucaj nastupa kad je "smetnja" u nekoj tocki ¢ € (a,b), lcle:% f=00
(bilo slijeva ili zdesna u ¢). Tada se problem svodi na dva prethodna slucaja,
tj. promatraju se suzenja od f na [a,c] i na [c,b], pa ako pripadni nepravi
integrali konvergiraju onda i nepravi integral f[%b} f konvergira. Pripadna
formula se, u slu¢aju lciE%f =0 i lgx&f = 00, tj. lignf = 00, moze zapisati

ovako:
o

b € b
/ f= / f(z)dzx i f(z)dz + lim f(z)dz. (14)

[a,b] a =0 Jq -0 Jets
Napokon, sada je ocito kako postupiti u "opéem" slucaju, tj. kad postoji
(najvise) konatno mnogo tocaka ¢; € [a,b] u kojima je chi%f = 00, 1 =

1,--,n.

Razmotrimo sada moguénost integriranja na neomedenom definicijskom po-
druéju. Pretpostavimo, prvo, da je, za svaki b € R, b > a, suzenje f][a,b}
funkcije f : [a,-) — R integrabilna funkcija. Oznac¢imo
b
3582 36) = [ (flas)@)da,
a

Nepravi integral funkcije f tada definiramo kao grani¢nu vrijednost
+o0
/ f= / F(@)dz L lim J(b). (15)
[a,-) a b—4o00

Kao i prije, kazemo da nepravi integral f;roo f(x)dx konvergira ako postoji
(# £o00) pripadna grani¢na vrijednost, a u protivnom da divergira. Jasno,
ako je F' primitivna funkcija od f, onda je J(b) = F(b) — F(a). Pripadni

kriteryy za konvergenciju se lako dokaze, a glasi ovako:

bo
(Ve > 0)(Jag > a)(Vbg > ap) ‘/ f(z)dz| <e.

Analogno postupamo u slucaju funkcije f : (-,b] — R kojoj je integrabilno

svako suzenje fljqp, @ € R, a <b. Oznacivsi, dakle,

b
J(f.0) = J(a) = / (f

[a,b] ) (.’L')dl’,
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definiramo nepravi integral funkcije f kao grani¢nu vrijednost

/ / f(z)dz < lim_J(a). (16)

Dakako, J(a) = F(b) — F(a) ¢im je F' primitivna funkcija za f. Odgova-
rajuci kriterij za konvergenciju je u biti isti, s tim da se trazi neki bg < b i
onda uzme bilo koji ag < byg. Napokon, ako je funkciji f : (-, bp]U[ag, ) — R,
by < ag, integrabilno svako suzenje f |([a,bo]U[ao,b])7 onda se nepravi integral
funkcije f svodi na dva prethodna neprava integrala. (U podslu¢aju by = ayo,
tj. f: R — R, smijemo odabrati bilo koju toc¢ku d € R i promatrati pripadna

suzenja na (-,d] i na [d,-).) Pripadnu formulu mozemo zapisati ovako:
+o0o

bo
/ f=| f@de+ | fa)de
<~,b0]U[a0,~> —00 aop
bo b
lim f(z)dz + hg_n f(z)dz (17)
a b—+o0 ag

Preostaje najopcenitiji slu¢aj: neomedena funkcija f: X — R, X C R, s
neomedenim definicijskim podru¢jem X. I ovdje pretpostavljamo obstojnost
najvige kona¢no mnogo tocaka c¢; € X u kojima je CILI:IIEJf =o00,1=1,---,m,
i integrabilnost svakoga suzenja f|(, pri ¢emu (nijedna) ¢; ¢ [a,b] € X
To povlaci da se nepravi integral funkcije f moze definirati pomoé¢u konac¢no
mnogo grani¢nih vrijednosti oblika (12) - (15). Primjerice, za f : R — R
s jedinom tockom c u kojoj je li({n f = oo, pripadni nepravi integral fR f

definiramo izrazom

0o bo c—e
f(z)dx C i f(z)dz + lin%/ f(z)dz+
a—00 a E— bO

b

ag
I dr + i
jm @ z)de + lim aof( x)dx

pri cemu je a < by < ¢ < ag < b, 1 ag, by fiksni.

PRIMJER. Neka je dana funkcija f : X — R kojoj je graf G na donjem
crtezu. Definirajmo nepravi integral funkcije f.

A
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Ovdje je vazno uociti da je X = R, lin%f = 400, lin%f = —00, li%f =400
c1— co— co
i liglo f = —oo. U skladu s prethodnim razmatranjem, odaberimo tocke a,
cs

ag, b, by, 1 dy tako da bude a < by < c1, c1 < d < co, o < dp < c3 < ag < b,

pa nepravi integral funkcije f ima ovaj zapis:

+o00o bo c1—€ d
f(z)dz = lim f(z)dz + lirr(l) f(z)dz + / f(z)dz+
o a—-co [, e=0 Jp, 1
co—0 do c3—p
lim f(x)dx + lim f(x)dzx + lim f(x)dx+
6—0Jq N0 J eyt n=0Jd,
ao b
lim f(z)dz + lim f(z)dz. O
=0 Jes+p b—to0 Jqq

Primijetimo da moZze nastupiti i ovakav slucaj:

Nepravi integrali

CcCo2—E€ dO
f(z)dz 1 lim f(z)dzx
d e—0 co+e
divergiraju, a ipak postoji grani¢na vrijednost

lim (/{:raf(x)dx + :;f(z)daz).

e—0
Moze se, naime, pritom dogoditi i da bude

lim (/dcraf(:c)dx + “

lim
e—0

e—0 Cz+af(x)dm) = F(do) — F(d)

¢im je F primitivna funkcija za f, pa bi se smjelo uvjetno re¢i da "postoji
odredeni integral" [ ddo f(z)d.
Sli¢no, moguce je da nepravi integrali
do CcC3—¢€
lim f(z)dz) i lim f(z)dz)
e—0 cote e—0 do
divrgiraju, a da postoji grani¢na vrijednost

c3—¢

lim< “ f(x)da;—l—/dcssf(m)dx) = lim f(z)dz.

=0\ eppe 0 e70 Jeate

To je temeljni razlog za razlicito oznactavanje svake grani¢ne vrijednosti
u nepravom integralu. U svezi s ovim, definira se tzv. glavna vrijed-
nost nepravog integrala. Primjerice, za funkciju f : [a,b] — R s jedi-
nom "integracijskom smetnjom" u tocki ¢ € (a,b), EE%f = —oo(+00) i
}LI_I(} f = 4oo(—00), glavnom vrijednoséu pripadnoga nepravog integrala nazi-
vamo grani¢nu vrijednost

il—{%( o (z)dx + ' f(m)d:v) =V.P. (/abf(:v)dx).

a cte
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Ako pak funkcija f : [a,b] — R ima jedine "integracijske smetnje" na rubu,

tj. limf = —oo(+00) i li(I)Ilf = +o00(—00), onda se glavna vrijednost pri-
a
padnoga nepravog integrala definira kao
b—e b
lim f(z)dx = V.P. (/ f(x)dx))
=0 Jote a

Napokon, za funkciju f : R — R, integrabilnu na svakom segmentu, glavnom

vrijednoscu pripadnog nepravog integrala nazivamo grani¢nu vrijednost
+0o0

lim /_Zf(x)d:c = V.P.( _ f(:z:)da:)

a——+00

too g
PRIMJER. Istrazimo konvergira li nepravi integral / 173;

o zln“x
Najprije odredimo tocan zapis toga nepravog integrala. Definicijsko po-
drug¢je X funkcije z — f(x) = m jest skup R* \ {1} = (0,1) U (1, ).
Buduéi da je li(l)rnf = +o0 = li{nf i da su 0, 1 i neomedeno integracijsko

podrucje jedine "smetnje", nas nepravi integral ima ovaj zapis:

too dx ) d dx . 1=0 dx
——— = lim 5— + lim ——t
o xln*zx -0/, zln“x 6-0J); xln“zx

. @ dx . bodx

lim 5— + lim 3>

=0 JippxIn®x  botoo J, xInx

pri ¢emu je £,6,1>0,0<d<1il<a<b. Primijetimo da je

/ dx 1 .
4
rxln’x Inz

paje F: X — R, F(x) = —ﬁ, primitivna funkcija za f. Buduéi da

je llier%F = #£o00, to promatrani nepravi integral divergira. Neka se citatelj
uvjeri (kako izravnim ra¢unom tako i primjenom kriterija za konvergenciju)

da prvi i ¢etvrti nepravi integral (pribrojnik) u zapisu gore konvergiraju. [J

PRIMJER. Istrazimo konvergira li nepravi integral:

Ldx Udx
W [Fom [ 5

1.'13 1$
@ [ =t [ EL~ timyal = 2lim - vE) = 2

1 —€ 1
(b) d—leim/ dﬁ—i—lim d—m:
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pa ovaj nepravi integral divergira. (Neka c¢itatelj provjeri konvergenciju
(divergenciju) tih nepravih integrala i pomoéu danoga kriterija!) S druge

strane, primijetimo da je

i </€dx+/bdx> i < -1 [ b)
im — — ) =lim|( |=— — =
e—=0\/, x3 c x3 e—0\ | 222 a 222 e

: 1 1 1,1 1

(e —2w) =2~ w)
za svaki a < 0 i svaki b > 0. Posebice, za a = —1 i b = 1, dobivamo njegovu
glavnu vrijednost

1 —e 1
d d d
V.P.(/ x)zlim(/ x+/x):0. O
3 e—0\J_ o3 . 3

1.2.4 NEKOLIKO PRIMJENA ODREDENOG
INTEGRALA

U ovomu pododjeljku ¢emo pokazati kako se odredeni integral primijenjuje
na rjesavanje nekih, pretezito geometrijskih, zadaca. Na pocetku trebamo
malo detaljnije upoznati neke pojmove u svezi s krivuljom, premda sama
definicija neée, a na ovoj razini ni ne moze, biti sasvim matematicki korek-
tna. Dakako, da ¢e graf Gy neprekidne funkcije f : [a,b] — R, derivabilne
svuda osim, mozda, u kona¢no mnogo tocaka, biti i dalje osnovni primjer

ravninske krivulje.

DEFINICIJA 1.24 Neka je u ravnini o dan pravokutni koordinatni sus-
tav (0;14,5). Reti temo da je skup T' C o = R? (ravninska) krivulja ako
postoje interval I C R i uredeni par (¢,1) neprekidnih funkcija ¢, : I — R,
takvi da je I' = {(p(t),¥(t)) | t € I}. Zapis x = ¢(t), y = ¥(t) nazivamo
parametarskim jednadzbama, a surjekcijur: I — T, r(t) = (¢(t),¥(t)),
- neprekidnom parametrizacijom krivulje I'. (Da bismo bili posve ko-
rektni, treba pridodati uwvjet o konacnosti tzv. singularnog skupa {t € I |
rH{r (O # )

Reti éemo da je krivulja I' jednostavna ako se funkcije ¢ i1 mogu odabrati
tako da funkcija r bude bijektivna. Ako je I segment [a,b] i 7(b) = r(a), onda
za T kazemo da je zatvorena krivulja. Jednostavnu krivulju I' nazivamo
(ravninskim) lukom i Cesto oznacujemo s AAB, pri cemu je A = r(a) i

B = r(b), govoreti pritom da su tocke A i B kragevi (ili rub) od AB. Ako
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je bijektivnost funkcije r narusena samo u totkama a i b, tj. r(a) = r(b),
onda kazemo da je I' jednostavno zatvorena krivulja.

Reti cemo da je krivulja ' glatka ako se funkcije ¢ i v mogu odabrati tako
da budu neprekidno derivabilne i da bude [¢’(t)]2 + [W(t)f # 0 u svakoj
tocki t € I. U tom slutaju kazemo da je r(t) = (¢(t),¥(t)), t € I, glatka
parametrizacija krivulje T. Ako uvjetu ¢/ ()% + ' (t)? # 0 nije udovoljeno
u najviSe konatno mnogo tocaka ti,--- ,t, € I, onda kaZemo da je krivulja
I’ po dijelovima glatka. (Napomenimo da uvjet [gb'(t)]Q + [LZJ'(L‘)]Q #0

znati obstojnost krivuljine tangente u tocki r(t) € ')

Shvatimo 1i koordinate tocke T' = (¢(t),%(t)) € T, t € I, komponentama
radijus-vektora r(t) = rr te tocke (v. crtez dolje), dobivamo vektorsku

parametarsku jednadzbu krivulje I':

T...r(t) = o(t)i+v(t)j, tel.

Ol

PRIMJER. Neka je f : [a,b] — R preslikavanje, derivabilno svuda osim,
mozda, u konaéno mnogo tocaka. Tada su y = f(t), v = ijay(t) = t,
t € [a,b], (¥ = f, ¢ = i[qy) - inkluzija) parametarske jednadzbe po dijelovima
glatkoga luka (grafa) I' = Gy. (Funkcija 7 : [a,b] — Gy, r(t) = (¢, f(1)), je
bijekcija!) Pripadna vektorska jednadzba je r(t) = ti + f(t)j, t € [a,b].
Dakako da je iy = f(x), x € [a,b], jednadzba te krivulje, ali u pravokutnim

(Kartezijevim) koordinatama. O

PRIMJER. Neka je u ravnini o, pored Kartezijeva (O;1,7), dan i polarni
koordinatni sustav (O;1,¢). Neka je g : [a, 8] — R preslikavanje, deriv-
abilno svuda osim, mozda, u kona¢no mnogo tocaka. Tada je p = g(¢),
¢ € [a, f], polarna jednadzba po dijelovima glatke krivulje (grafa) I' =
Gy = {(p,e) | p = 9(¢), ¢ € [o,B]} u pripadnomu polarnom sustavu.
Kao §to znamo, parametarske jednadzbe te krivulje jesu = = g(p) cos ¢,

y=g(p)sinp, ¢ € [a, f]. Primjerice, elipsa
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E ... x=acosp, y=Dbsinp, ¢ €0,2n],
je glatka jednostavno zatvorena krivulja, dok je astroida
A ... x=acos?p, y=asindp, ¢ €[0,2n],
po dijelovima glatka jednostavno zatvorena krivulja. (Uvjetu (2')% + (y')? #

0 nije udovoljeno u tockama ¢ € {0, 7, 37”, 27}.) O

NAPOMENA 1.25 (Glatkoj) krivulji se moze pridijeliti vise (glatkih)
parametrizacija. Npr. kruznici K ... 22 + 9?2 = 4 su ¢ = 2cos(nt),
y = 2sin(nt), t € [0, 27“], parametarske jednadzbe za svaki n € N. Nije
tesko dokazati da, za svaki luk AAB, A # B, svaka parametrizacija ¢uva rub,
tj. r[{a,b}] = {A, B} (premda nije nuzno r(a) = Air(b) = B).

NAPOMENA 1.26 "Dodavanjem jedne dimenzije" se Definicija 1.24 pri-

rodno prosiruje na definiciju prostorne krivulje.

(a) Plostina ravninskog lika (kvadratura).

Pokazali da se odredeni integral f; f(x)dx, f neprekidna i f(z) > 0 za svaki
x € [a,b], smije interpretirati kao plostina pseudotrapeza $to ga odreduje

krivulja y = f(x) nad segmentom [a, b].

o je ravninski lik omeden zatvorenom krivuljom ili se prostire i na donju
Ak ki lik d t krivul 1 st d

poluravninu, onda za izracunavanje njegove plostine rabimo dva ili vise
odredenih integrala, tj. "snalazimo se" od sluc¢aja do slucaja. Primjerice,

plostina ravninskoga lika D na crtezu dolje jest
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dok za plostinu ravninskoga lika D na ovoj skici treba staviti

y Gy

O’ “a c\yx’

Kad je krivulja zadana "inverznom" funkcijom, tj. jednadzbom z = h(y),

P(D) = / f(2)do — / bg(x)dx

y € [¢,d] (v. crtez dolje)), plostina pripadnoga pseudotrapeza D se izratuna

po formuli

NAPOMENA 1.27 Oznacimo li u formuli za plostinu, P(D) = ff f(x)dx,
umnozak f(x)dz kao dP, smijemo pisati P(D) = f[a7b] dP. Geometri-
jski se broj dP smije interpretirati kao plostina "infinitezimalnog" ("neizm-
jerno malog") pseudotrapeza nad segmentom [x,x + dzx], koji se onda smije
aproksimirati trapezom s osnovicama f(z) i f(z) + Af(z) i visinom dzx

(v.crtez). Zaista,

‘ X  dx  x+dx

fla)+ (f(@)+ Af(z)) Af(z)dx _

pri ¢emu smo umnozak A f(x)dz dvaju neizmjerno malih brojeva zanemarili

u zbroju s f(z)dz. Stoga se o dP = f(x)dx govori kao o "plostinskom ele-
mentu" ravninskoga lika D. "Zbrajanjem" (tj. integriranjem) svih plostin-
skih elemenata nad segmentom [a, b] dobivamo trazenu plostinu P(D). Na
isti na¢in ¢emo, poslije, svaki podintegralni izraz pomoc¢u kojega izracu-

navamo plostinu (duljinu, obujam (volumen), ...) zvati analognim imenom.
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Cesto se formalnim izracunavanjem tih "elemenata" vrlo lako dolazi do ko-
risnih formula za izracunavanje trazenih veli¢ina. (Ipak, ispravnost tako

dobivene formule treba potvrditi korektnim dokazom!)

Neka je ravninska krivulja I' zadana u polarnim koordinatama jednadzbom

p=g(¥), ¢ € [ao, Bol-

Izra¢unajmo plostinu pseudotrokuta odredenoga krivuljom I' i pravcima ¢ =
a, @ = 3. Za "plostinski element" uzimamo pripadni kruzni isjecak od ¢ do
¢ + dp polumjera g(p), tj.

2
gp=tr _rde-p_l9lp)l"de
2 2 2

gdje su l i p opte oznake, redom, za lu¢nu duljinu i polumjer. Slijedi

B
P(D) = / l9(0)]% do. (18)

Isti rezultat bismo dobili i strogim izvodom, tj. pomoc¢u pripadnih donjih i

gornjih suma:

1 n 1 n
5 Zi:l m?(p; — ;1) < P(D) < 5 Zi:l MZ(p; — ¢;-1)
za svaki rastav {¢g, - -+ , ¢, } segmenta [a, 5] (pod pretpostavkom da je funk-

cija gQI[Q,B] integrabilnal).

PRIMJER. Izracunajmo plostinu ravninskoga lika D omedenoga polarnom

osi i prvim "zavojem" Arhimedove spirale p = ap, a > 0.
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(b) Duljina ravninskog luka (rektifikacija).

Neka je ravninski luk T' = AB (dopustamo i B = A) zadan parametarskim
jednadzbama = = ¢(t), y = ¢¥(t), t € [a,b], pri cemu je A = (¢(a),?(a))
i B = (¢(b),1(b)). Oznacimo s D = D([a,b]) skup svih rastava segmenta
[a,b]. Bijekcija (do na rub) r : [a,b] — AAB7 r(t) = (o(t),1(t)), pridruzuje
svakom rastavu D = {tg, - ,t,} € D tockovni skup {My,---,M,} na T,
My =A=r(ty =a), -+, My = B = r(t, = b). Tocke M; dijele luk
I" na n podlukova Milei, i =1,---,n. Spojimo li svaki par susjednih
tocaka, M; 1 i M;, duzinom, dobivamo poligonalnu crtu ”upisanu” luku T

Pridijelimo sada svakom rastavu D broj

L(T7 D) = Zj—l d(Mifb Ml)v

. . .o . . . P ——
pri ¢emu d(M;_1, M;) oznacuje duljinu pripadne duzine, tj. || M;—1M; ||.

DEFINICIJA 1.28 Reti cemo da ravninski luk T’ = AAB, zadan jednadzbom
r:[a,b] — A/}B, r(t) = (6(t),¢(t)), t € [a,b], tma duljinu (ili da je rek-
tifikabilan), ako je skup {L(r; D) | D = D([a,b])} C R omeden. Tada broj
sup{L(r; D) | D = D([a,b])} nazivamo duljinom luka T' i oznacujemo s
L(T"). (Treba napomenuti da ova definicija nije posve korektna! Naime,
trebalo bi prije dokazati da promatrani supremum ne ovisi o odabranoj

parametrizaciji 7, $to bi nas odvelo izvan zadanih okvira.)

Usredotocimo se sada na efektivno izracunavanje duljine po dijelovima glat-

kog ravninskog luka.

TEOREM 1.29 Neka je I’ = AAB po dijelovima glatki ravninski luk zadan
pripadnom parametrizacijom r : [a,b] — T, r(t) = (¢(t),9(t)), t € [a,b].

Tada je njegova duljina

b
Lm) = [0 + o) (19)

DOKAZ. Po Definiciji 1.24, funkcije ¢, : [a,b] — R su neprekidno deriv-
abilne svuda osim, mozda, u kona¢no mnogo tocaka i pritom je [qﬁ' (t)]2 +
[1//(15)]2 # 0. Neka je D = {tg,--- ,t,} bilo koji rastav od [a,b] i neka je
M; =r(t;) = (xi,y:),1=0,--- ,n, My=A, M,, = B (v. crtez).
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A
y
0) X,
Po Definiciji 1.28, rastavu D pridijeljujemo broj L(r; D),
0< L(r; D) = ijl d(Mi_1, M;) =
Z;l V(@i —zi1)? + (i —yi1)? =
ARV G ) CE (A e Y AL
> 1¢<¢< )t — )2+ W70 (6 — 1) =
ZZ . \/ (¢ (7 [/ (7)) (t; — tiz1),
pri cemu su 74,7; € (ti-1,t), ¢ = 1,---,n. Neka je my = min{|¢'(t)] |

t € [a,b]}, a My = max{|¢'(t)| | t € [a,b]}, te neka su slicno definirani i
brojevi my, i M. (Svi oni postoje jer su funkcije ¢ i ', pa onda i |¢'| i
|Y'| neprekidne na segmentu [a,b].) Slijedi da je

LrsD) <> M2+ M2 (¢,
i1 \/
o+ M Z —ti1) = (b—a), /M2 + M},

sto znadi da je skup {L(r; D) | D € D([a,b])} € RT U {0} omeden, pa po
Definiciji 1.28 luk I" ima duljinu L(I') = sup{L(r; D) | D € D([a,b])}. Posve
sli¢no se moze pokazati da je (b—a), /mi, + m?p, donja meda promatranoga
skupa. Dokazimo da se trazeni supremum moze izrac¢unati po formuli (19)!
Pretpostavimo, na trenutak, da je luk I' gladak. Odaberimo po volji tocku
M; = (¢(t),%(t)) na T, t € [a,b), pa promatrajmo "podluk" A/Mt i njegovu
duljinu oznac¢imo s L(t). (Lako se vidi da svaki "podluk" ima duljinu ¢im luk
ima duljinu.) Nadalje, za po volji mali At > 0, t + At € [a, b], promatrajmo
tocku My, na I'. Rabeéi oznake za priraste, smijemo pisati L(t + At) =
L(t)+AL(t) pri cemu AL(t) oznac¢uje luénu duljinu za WHN- Oznacimo,
jednostavnosti radi, minimume i maksimume od |¢'| i [¢'| na [t,t + At] opet

s my, My, mys 1 My. Po prije dokazanom slijedi
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2 2 2 2 .
Atq/m¢,+mw, < AL(t) gAt,/M¢,+Mw,, tj.
AL(t)
2 2 2 2
m¢,+mw,§ N S«/M(b,—I—M,.

Buduéi da su funkcije |¢'| i |¢'| neprekidne, to je Alim0|m¢l| = |¢'(t)| =
lim |[M,|1i li =Y (t)] = lim |My|. P lic kljucuj
A%I_I)IO| o] 1 A%IEOMW | = |¢'(t)] A?Eo| |- Posve sliéno se zakljucuje na

segmentu [t — At,t] za t € (a,b]. Prema tomu,

AL
Jim S SeeP ol b vw=yer+ ek
Primijetimo da je L(0) = 0, pa Teoremu 1.18 povlaci

t
2 2
L(t):/ \/[qb’(t)] + [¢' ()] dt.
Buduéi da je M = B, to je L(I') = L(b) pa je u slucaju glatke krivulje

teorem dokazan. Ako je krivulja po dijelovima glatke, onda je izvod za for-
mulu (19) "problematican" u najvise konaé¢no tocaka, a to, kao §to znamo, ne
narusava valjanost dobivene integralne formule. (Smije se re¢i i da je duljina
po dijelovima glatke krivulje jednaka (kona¢nom) zbroju duljina svojih mak-

simalnih glatkih dijelova.) |

Pozivajuéi se na prijasnji dogovor (v. Napomenu 1.27), smijemo "podluk"
nad segmentom [t,¢ + dt| smatrati "luénim elementom" i pisati
2 2
dL = \/ [0/ ()] + [¢' ()] dt.

Ako je ravninski luk I' zadan jednadzbom y = f(z), « € [a,b], pri ¢emu je

funkcija f neprekidno derivabilna, onda iz parametrizacije © = t, y = f(t),

t € [a,b], dobivamo

b
L(I) = / 1+ [f(x)d. (20)

Ako je, pak, luk I' zadan (jednadzbom) u polarnim koordinatama p = g(¢),

¢ € [a, 5], g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija z = g(p) cos @,

y = g(¢)sing, daje ()2 + ()2 = [9()]* + [¢' ()], Slijedi,

B
L) = [ st + ()P 21)

(c) Obujam rotacijskog tijela (kubatura).

Neka je f : [a,b] — R neprekidna i nenegativna funkcija. Tada graf G posve
odreduje pseudotrapez nad segmentom [a, b]. Vrtnjom oko z-osi taj pseudo-

trapez oblikuje geometrijsko tijelo koje nazivamo rotacijskim tijelom.
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Za dostatno mali dz, pripadni njegov dio odreden segmentom [z, x + dz| C
[a, b] aproksimirat ¢emo krnjim stoscem visine dx i baznih polumjera f(z)
if(z+dx) = f(z)+ Af(x) (v. crtez). Za pripadni "volumenski element"

tada dobivamo:
wdx

av = T2 [(F@) + F@)(f(@) + Af(@) + (@) + Af@)?] =

3
L;SC [3 (f(@)*+3f(z)- Af(z) + (Af(2)?] ~ 7 [f(2)]? da,

gdje smo pribrojnike 3f(z)-Af(x) i (Af(z))? ispustili jer su zanemarivo mali
prema 3f(z)2. (Ovo povlaci da smo za promatrani "volumenski element"
smjeli odabrati i valjak visine dx i baznog polumkera f(x)!) Prema tomu,

trazeni obujam (zapremina) rotacijskoga tijela jest
b
V= w/ [f(x))? d. (22)
a

PRIMJER. Izra¢unajmo kuglinu zapreminu.

Svaku kuglu smijemo smatrati rotacijskim tijelom, pri ¢emu podrazumije-
vamo da se odgovarajuéi polukrug vrti oko svoga promjera. Za rjesenje ove
zadace, promatrajmo kruznicu K ... 22 +y? = R?. Dostatno je promatrati
samo funkciju z — f(z) = VR2 — 22, z € [0, R] (pripadnu ¢etvrtinu kruga,

v. crtez).

Po formuli (22) dobivamo

R 371 R 3
4
V:2~7r/ (R2—J:2)d$:27r[R2m—$] = WR. O
0 3 1o 3
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Ako je krivulja I' zadana parametarskim jednadzbama = = ¢(t), y = ¥(t),
t € [a,b], 1 ako je 1 > 0 i ¢ neprekidno derivabilna, onda je obujam pri-
padnoga rotacijskog (oko z-osi, nad [a,b]) tijela dan formulom (izravno iz

(22))

b
v—r [ werda. (23
Ako je, pak, krivulja I' zadana polarnom jednadzbom p = g(p), ¢ € [, 3], g

neprekidno derivabilna, onda parametrizacija © = g(p) cos ¢, y = g(p) sin ¢,

daje dz = (¢'(p) cos o — g(p) sin p)dp. Slijedi,

V= / ) cos ¢ — g(p) sin ] sin? pdep. (23)'
Napokon, po analgiji s formulom (23), za obujam pripadnoga rotacijskog

tijela §to nastaje vrtnjom oko y-osi dobivamo

Vy=m / (0P (1t = = /w fj)www?(wdy. (24)

(d) Plostina rotacijske plohe (komplanacija).

Pod pretpostavkama iz prethodnoga razmatranja (u (c)), promatrajmo sada
samo plast (bez osnovica) pripadnoga rotacijskog tijela, tzv. rotacijsku
plohu. Da bismo joj izra¢unali plostinu P, izra¢unajmo prvo njezin "plostin-
ski element" dP. Opet ¢emo za aproksimiranje uzeti krnji stozac, tj. nje-
gov plast. Dakle, radi se o plastu krnjega stosca baznih polumjera f(z) i
f(z) + Af(z) i visine dz. Njegova izvodnica je s = \/(dz)? + (Af(z))? pa

je

dP =7 (2f(z) + Af(x))ds) =~ 2nf(x)ds
pri ¢cemu smo pribrojnik Af(x)ds ispustili jer zanemariv prema 2f(z)ds
Sada u skladu s Napomenom 1.27 i koristeci (20) dobivamo
P [ J@nTr @ (2)

U slucaju po dijelovima glatkog luka zadanog odgovaraju¢om parametrizaci-
jom x = ¢(t), y =1(t), t € [a,b], dobivamo (f(z) > 0)

= or [ o) O + WOl (26)

a ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama, tj. p = g(¢), ¢ € [a, f],

onda je
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5
P = 2#/ 1902 sin ol /Tg (@) + [ (o). (27)

PRIMJER. Izracunajmo loptinu (sferinu) plostinu. I ovdje je dostatno
promatrati kruznicéin dio y = f(z) = VR2 — 22, 2 € [0, R], i primijeniti
formulu (25). Nu, buduéi da je taj racun mnogo jednostavniji u polarnim
koordinatama, primijenit ¢emo formulu (27). (Polu)kruznica ima tada jed-

nadzbu p = R, ¢ € [0, 7], pa je trazena plostina
s T
P= 27r/ Rsin oV R2 + 02dp = 27TR2/ sin pdp = 47 R2. O
0 0

(e) Teziste ravninskog lika.

Promatrajmo pseudotrapez odred en neprekidnom i nenegativnom funkci-
jom f :[a,b] — R. Ne pojasnjavajuéi detaljnije fizicke razloge, recimo da se
momenti (s obzirom na z-os i y-0s) toga lika definiraju izrazima

M= / @ e M, = / i f(a)d.

To povlaci da se koordinate njegova tezista ("masenoga sredista") T' = (£, 1),

M, . L .
§=—Fpin= %, mogu izra¢unati po formulama

Jo o/ @) IR

g = dn T ) 2 e .
fa f(x)dx 2 fa f(x)dx

PRIMJER. Odredimo teziste za polukrug.
Jednostavnosti radi, neka je polukrug odreden (polu)kruznicom z — y =
f(z) = VR? —22, x € [-R,R]. Zbog simetricnosti je & = 0. Da bismo
izra¢unali 7, izra¢unajmo prvo moment M.

1 b ) LR, [, o
MI—Q/af(fr)dw—2/_R(R I)d$—2[3$3

(28)

R
R3.

2
R 3

R

Budu¢i da je pripadna plogtina P = / VRZ — x2dx = %WRZ, to jen =
-R

4

— - R~ 0,4244R. O
3
Pridodajemo, bez dokaza, i odgovarajute formule za momente u polarnim
koordinatama:
I 3 I 3
My =2 [ lg(p) sinpdp; My =2 [ [g()]" cos pdyp.
[0 6

Pomoéu njih i (18) se lako izra¢unavaju tezisne koordinate ravninskih likova

zadanih u polarnom sustavu.
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NAPOMENA 1.30 Formule (28) su uporabljive i za odredivanje tezista
tvarnih tijela koja su homogena (jednolike gustoce) i relativno tanka, tj.
kojima je jedna dimenzija ("debljina") zanemariva prema drugim dvjema
("duzini" i "sirini"). To su, primjerice, raznovrsne tanke ploce, ravni limovi
i sl. Naime, masa takvog tijela je (kao $to znamo iz fizike) razmjerna
plostini pripadnog lika pa se isti faktor (gustoc¢a) pojavljuje u brojnicima
i nazivnicima ne mijenjajuéi formule (28). Primijetimo, nadalje, da mnozeci
formule (28) faktorom 27P i primijenjujuéi formulu (22) dobivamo tzv.

Guldinov teorem
2mnP =V,

tj. obujam odgovarajusega rotacijskog (oko z-osi) tijela jednak je umnosku

pripadne plostine i opsega kruznice $to ju opisuje teziste.

1.2.5 ZADACI ZA VJEZBU

1 Zapisite kao odredeni integral limese suma:
(a) T}er;o Zz;l zsinz; Az, x € [0, 7];
(b) tim > (@)~ af| Aw, @ € [0,1);
(c) 7322021;1 (z:)° Ax, z € [0,4];
(d) n]LII;O ijl xi—1€¥i-t Az, z € [0, 1].

1. Aproksimirajte integral /4 (mQ — 33:) dx sumama Lg, Dg i Mg.
Tlustrirati slikom. ’

b
2. Koristeéi/ f(z)dz = lim D, izracunajte integrale
a

(a) /0 " (2— o?) du

(b) /5 (1+ 22°) da.
1

4— 5% z €10,2)
3. Nacrtatajte graf funkeije f(z) = ¢ _ /j— @42, zc[2.6)
x—1, x € 16,7

iizracunavanjem povrsina odgovarajucih ravninskih likova izracu-
nati odredene integrale:

(a) / *fa)da:
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w)L?@M%
@)A?@Mw

1 4 4
4. Ako je / f(z)dz = 2, / f(z)dz = —6, / f(z)dr =1 izracu-
0 0 3

nati /3f(:c)d;r.
1

5. Izracunavanjem povrsina odgovarajucih ravninskih likova izracu-

najte integrale:
3
(a) / (14 2z)dx;
1
0
(b) / (1+ V9 — 2?) d;
-3

© [ el

2
3

(d) |3z — 5| dz.
0

6. Nacrtajte povrsine koju prestavljaju integrali:

27
(a) Yxdx;

0

0

(a) / (22 — e®)dx;
246 _ 42

o) [

(c) /3 sin 9dv;

—eq

d —dx;

@ [ S

R e

e —duz;
0 17%2
VB g

f —duz;

0 [ e
3

(g) / |x2—1’dx;
-2
In6

(h) / 8e"dx.
1

n3
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8. Nacrtajte funkciju f(x) :/ (1 +t2)dt.
0

9. Izracunajte derivaciju funkcije f(z):

<@fm:/7#—wwu
(b) f(z):/ cos t2dt;

3z _
<@ﬂ@=é P

10. Izracunajte derivaciju funkcije g(x):

1

(a) g(x) = /ZI sin? tdt;
VT2
o) o) = | ds.

s2+1
0, z <0
x 0<x<1 x
11. Neka je f(z) = ’ — 7= iglx)= | f(t)dt.
2—z, l<zx<?2 0
0, T > 2

(a) Prikazte g(z) na nacin kao i f(x);
(b) Skicirajte grafove od f i g;
(¢) Gdje je f diferencijabilna, a gdje g7

12. Izracunajte odredene integrale:

1
(a) / (22 + 1)1z
0
(b) /2 eS"? cos xdx;

o
(c) xvx — ldx;
1

71
(d)/— 1+ Lda;
1

1’2
ER |
d .
(e)/o 14 422 o
1
(f) / t22-1 dt;
0
64 1
© [ dz;
e xVInz
1 2
4
W) [ oy
0 2z+1

3 22sinx
i —dx.
O [ T

13. Izracunajte odredene integrale:
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(a) /lxewdx;

0
4
(b) vz Inzdz;
1
1

(c) /2 arcsin zdx;
o
(d) / x arctg xdx;
0
(e) / cos(In z)dx;
1
(f) / (22 — 1)e®dz;
0
@ [ nyods
0
7
(h) / x cos 2zdz.
0
9
14. Ako je f neprekidna funkcija i vrijedi / f(z)dz = 10 izracunajte
0

3
/ v f(z?)dz.
0
15. Dokazite:

(a) Ako je f neprekidna funkcija na segmentu [0, 7] tada vrijedi

/jf(sin x)dx = /Ef(cos x)dx;
0 0

(b) Ako je f neprekidna funkcija na segmentu [a, b] tada vrijedi

/abf(a tb—z)de = /abf(z)dx;

(c) Ako je f neprekidna funkcija na R tada vrijedi
b+c

b
[ o= [ s
a a+c
(d) Ako je f neprekidna funkcija na R tada vrijedi

b —a
/ fleado = [ fa)da;

(e) Ako su a i b pozitivni brojevi tada vrijedi
1 1
/ 2%(1 — x)bdz = / 2b(1 — z)%z.
0 0

16. Koji je od integrala

o | S|
/ m467“’4d:p, / —dx, / dx
1 o COsSZ 0 2x—1

nepravi i zasto?

17. Odredite koji je nepravi integral konvergentan i izracunajte ga:

@ | m(xjg)gdx;

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 1. INTEGRAL

/1 Qx— o
0/

(222 —33+3)d x;

/xe

0
/“F
2 3 v
1
/oxlna:

3

/ 932+9
/cosxdm
0

18. Koristeti poredbeni kriterij ustanovite konvergenciju nepravih in-
tegrala:

oo 1 —x
(a) / e dz;
1

T

® cos? z
b dx;
o) [ {5
> 1
d.
© [ s

B!
(d)/o xsinmdx'

19. Izrac¢unajte aproksimacije trapeznom formulom 77 i Simpsonovom
1

formulom S integrala / e”dx i odrediti pogreske Er i Eg. Ko-
0
liki mora biti n da T,, aproksimira integral s to¢noséu 0.00001?

20. Izracunajte aproksimacije:

(a) Lg,Dg i Mg mtegrala/ m

(b) Mg iTsg integrala/ V sin zdx;
0

1
(C) Llo,Dlo,Mlo,Tlo i 51() integrala / retdx.
0

21. Izra¢unajte povrsinu ravninskog lika omedenog sa:
(a) y=2>+a+1,2=0,z=1,y=0;
(b) 2=6—y—y* x=0;

1
(c) y=arctg$+ ,z=0,y=0.

22. U presjecistima pravca & —y + 1 = 0 i parabole y = 22 — 4z + 5
povucene su tangente na parabolu. Izra¢unajte povrsinu lika koji
odreduju te tangente i parabola. Nacrtajte sliku.

23. Izratunajte povrsinu:
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(a) lemniskate p? = a? cos 2¢;
(b) kardioide p = a(1 + cos );
(¢) p=acos3p.
24. Izratunajte povrsinu lika koji odreduje:
(a) astroida z3 +y3 = a3;
(b) svod cikloide z = a(t — sint), y = a(l — cost), t € [0,27] i
x-08.
25. Izra¢unajte duljinu luka krivulje:
(a) = =elcost, y=elsint, t € [0,7];
(b) x=3t—t3, y=3t2,tc[0,2];
(c) =13, y=t*tc]0,1].
26. Izracunajte duljinu luka krivulje:

(a) y =Incosz, z € [0, T];

1
(b) y= 56%’ x € [0,1];
a2

(¢c) y=aln ze€l0,5].

a2 — 2’
27. Izracunajte duljinu luka krivulje:

(a) kardioide p = a(1 — cosp);

(b) p = sin3¢p.
28. Izracunajte volumen rotacijskog tijela:

(a) y =22, =1,y =0, rotacija oko x-osi;
(b) y = —22+2, y = |z|, rotacija oko x-osi;
(c) y?* =z, © = 2y, rotacija oko y-osi;
)

(d) y = 2*, y = 2, rotacija oko pravca y = 2.

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.

66



Poglavlje 2

PROSTOR R”

Vektorski prostor R™ je najvazniji primjer n-dimenzionalnog (realnog) vek-
torskog prostora jer je svaki drugi njemu izomorfan. Tocke (vektore) iz-
nacavat éemo velikim slovima. Ukoliko je T € R? oznaka ée biti standardna
T = (z,y), i sa standardnim nazivljem da je x apscisa, a y ordinata tocke
T. Isto tako, ukoliko je T = (z,y,2) € R3, prva i druga koordinata su ap-
scisa i oprdinata, a z je aplikata tocke T. Ukoliko je T' € R" pisat ¢emo
T = (x1,22,...,%,). Nepomenimo da su operacije zbrajanja i mnozenja sa
skalarom na vektorskom prostoru R" standardno definirane:

P+Q = (z1,22, ..., xn)+(Y1,Y2, - - - Yn) = (T1+Y1, T24Y2s -« -, TntYn),

AP = ANz1,22,. .., 2n) = (A\x1, Aza, ..., A\Tp)
U ovomu odjeljku ¢emo razmatrati strukturu euklidskih prostora R”, n € N.
Njihovu vektorsku strukturu éemo nadopuniti unitarnom strukturom iz koje
se onda izvode ona normirana te metricka i topoloska. To ée omuguciti da

se poslije dobro definiraju i temeljito istraze konvergencija i neprekidnost,

§to je prva zadata matematicke analize.

2.1 n-DIMENZIONALNI EUKLIDSKI PROSTOR

Neka su P = (z1,22,...,2,) 1 Q = (y1,Y2,-.-,Yn) tocke (vektori) iz R™.
Definiramo skalarni produkt (P | ) na nacin:

(P|Q)= Z;l TiYi- (1)

67
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Nije tesko provjeriti da je ( | ) : R” x R™ — R zaista skalarni produkt, tj.

da ta funkcija udovoljava uvjetima:

(UL (P P)=0;

(U2) (P|P)=0%« P=0;

(U3) (P|Q)=(QIP);

(U4) (P+QIT)=(P|T)+(Q[T);
(Us) (AP|Q)=X(P|Q);

gdje su P,@Q, T € R" i A € R. (Svojstva (Ul) i (U2) nazivamo pozi-
tivnom definitnoséu, (U3) - simetrijom, (U4) - aditivnos¢u, a (U5)
homogenoséu.).

Napomenimo da uredeni par (X, (|} vektorskog prostora X i funkcije ska-

larnog produkta ( | ) : X x X — R nazivamo unitarnim prostorom.

Unitarni prostor (R™, ( | )) sa skalarnim produktom (1) éemo jednostavno
oznacavati sa R".

Reti ¢emo da je u unitarnom prostoru R™ tocka (vektor) P okomita na
tocku (vektor) @, ako je (P | Q) = 0. Buduéi da je (P| Q) = (Q | P),
smijemo pritom govoriti da su tocke (vektori) P i @ medusobno okomite
ili ortogonalne. Ocito je, dakako, da je (P |O) = 0 = (O | Q) za svaki
P,Q € R™ (gdje je O =(0,0,...,0) € R™ - neutralni element za zbrajanje).

Poznato je da svako skalarno mnozenje inducira normu, tj. funkciju || || :
R"™ — R, sa ovim svojstvima

(N1) [|P[| = 0;

(N2) ||P||=0« P =0;

(N3) AP = A [[P]l; A € R;

(N4) [P +Qll < [|1P[| + lQll-

Svojstva (N1) i (N2) nazivamo pozitivnom definitnoséu, (N3) - ho-
mogenoscéu, dok je (N4) trokutna nejednakost. Broj ||P|| nazivamo
normom tocke (vektora) P € R™. Ako je ||P|| = 1 kazemo da je vektor
2 normiran.

Napomenimo da uredeni par (X, | ||), gdje je || || : X — R norma na X
(funkcija koja ima svojstva (N1) do (N4), nazivamo normiranim pros-

torom.
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Pokazimo da je funkcija || || : R™ — R odredena pravilom

P=(@1,...20) = [P = VIPTP) = \[>" (@) (2

zaista norma na R™.

Ocito je da svojstva (Ul) i (U2) povlace (N1) i (N2) za funkciju || |
Dokazimo da ta funkcija udovoljava i uvjetu (N3)! Neka su P € R" i A € R
bilo koji. Po (U3) i (U5) dobivamo

~—

IAPI = (AP | AP) = A (P | P) = |A* - | P|I%,

dakle, [[AP[ = [A[-[[P].

Da bismo dokazali da je funkcija || || norma na R™, preostaje provjeriti uvjet
(N4).
U tu svrhu, najprije dokazujemo da za polazno skalarno mnozenje ( | ) i
funkciju || || vrijedi tzv. Schwarzova nejednakost:

(Pl <|PI-lQl (3)

Ako je P = O, uvjet (U4) povlaci (O | Q) =0, pa je, po dokazanomu (N1),
pripadna nejednakost (3) istinita. Neka su P,Q € R", P # O, i \,u € R.
Po (U3), (U4) i (U5) slijedi

(AP +pQ | AP+ pQ) = N (P | Q) + 22 u (P | Q) + 1> (Q | Q) -
Odaberemo li posebice A = (P | Q) i = — (P | P), dobivamo
(AP+pQ | APz +pQ) = (P | P)- (P | P)-(Q| Q) — (P |Q)?).
Budu¢i da je (P | P) = ||P||?> > 0, to je zbog (U1)
(PIP)-(Q|Q)—(P|Q)?*>0.
Slijedi
(P1Q? < [PI*- QP

pa smo Schwarzovu nejednakost (3) dokazali.

Pomoce nje i svojstava skalarnoga mnozenja dobivamo

IP+QIP=(P+Q|P+Q)=(P|P)+2(P|Q)+(Q]Q)=
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IPI?+2(P | Q) +QI* < |1PI”+2IPll- 1QI + Q1% = (1P| + 1QI)?,

$to povlaéi trokutnu nejednakost za funkciju || ||. Prema tomu, nasa funkcija

|| || : R™ — R jest norma na vektorskomu prostoru R".

Normirani prostor, tj. uredeni par (R",|| ||) opet éemo kratko oznacavati

sa R™.

NAPOMENA. Svaki unitarni prostor (X,({ | )), tj. vektorski prostor X
na kojemu je zadana funkcija skalarnog produkta, postaje i normirani pros-
tor (X, |) s normom ||z| = \/(z | ) induciranom skalarnim produktom.
Napomenimo da postoje normirani prostori koji nisu unitarni, odnosno, pos-

toje norme koje se ne mogu izvesti ni iz jednog skalarnog mnozenja.
NAPOMENA. Schwarzova nejednakost (3) vrijedi u svakom normiranom
prostoru (X, || ||) s normom ||z| = /(x| ) koju inducira skalarni produkt:

[z [ y)] < il - llyll

Ona postaje jednakoséu onda i samo onda kad su vektori x i y linearno

zavisni, tj. kad je Az + py = 0 za neke A\, u € R. Dokazite! Korisna vjezba.

Schwarzova nejednakost (3) u normiranom prostoru (R",|| ||) prelazi u tzv.

Cauchyjevu nejednakost

S ] < (X0 ) (X ). n

pri ¢emu su x1,--- ,Tn, Y1, - ,Yn bilo koji realni brojevi.

2

LEMA 2.1 Norma ||z|| = \/{(x | ) na unitarnom prostoru X udovoljava

ovim jednakostima:
1) Mz +yl? +llz =yl =2 (l=l* + lyll*);
2) (@ly) =7 (lz+yl* —llz—yl?).

DOKAZ. Primijetimo da je
lz +y? = (@ +y |z +y) =zl +2 ([ y) + ly|*

lz —ylI* = (@ —y [z —y) = z]* = 2(z | y) + Iyl
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Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo prvu jednakost, a oduzimanjem drugu

jednakost iz Leme 2.1. [

NAPOMENA. Prvu jednakost (1) iz Leme 2.1 nazivamo paralelogram-
skom jednakoscu.

Vazna je i netrivijalna ova ¢injenica: Da bi normirani prostor X bio unitaran
treba a i dosta je da na njemu vrijedi paralelogramska jednakost. Pritom

se, dakako, skalarno mnozenje na X definira jednakoséu (2).

NAPOMENA. Na vektorskom prostoru R", n € N, mozemo definirati i

druge norme. Tako funkcijom || o : R" X R" — R,
I loo(P) = [ Plloc = max{z;| [ i =1,---,n},

(lako se provjeri da je to norma) dobivamo normirani prostor (R", || |/co)-
Medutim, taj prostor nije unitaran ¢im je n > 2. U njemu, naime, ne
vrijedi paralelogramska jednakost. Zaista, ako je P = (1,0,---.0) 1 @ =
(0,1,0,---,0), onda je

[Plloc =1 = Qlloc = |1 = Qlloc = [|1P + Qlloo;

$to ne udovoljava paralelogramskoj jednakosti, pa nema skalarnog mnozenja
na R"™ koje bi proizvelo normu || |cc-

Isti zaklju¢ak vrijedi i za normirani prostor (R™, || [|1), n € N, gdje je
n
I Py =Pl =", lil.
Primijetimo da je u slucaju n =1, tj. R" =R,

[Pl = lPlloc = IPlls = [P].

2.2 METRICKA I TOPOLOSKA STRUKTURA
EUKLIDSKOG PROSTORA

Pod metrikom ili udaljenoséu na skupu X podrazumijevamo svaku funkciju

d: X x X — R s ovim svojstvimas:
(M1)  d(z,z) > 0;
(M2) d(z,y) =0z =y;

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 2. PROSTOR RN 72

(M3)  d(z,y) = d(y, z);

(M4) d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2).
Uvjete (M1) i (M2) nazivamo pozitivnom definitnoséu, uvjet (M3) -
simetrijom, dok je (M4) trokutna nejednakost. Uredeni par (X, d) tada
nazivamo metrickim prostorom, a elemente z € X - tockama metrickoga

prostora (X, d).

Definiramo 1i na euklidskom prostoru R", n € N, (s euklidskom normom

|P|| = /(P | Q) izvedenom iz skalarnoga mnozenja (P | Q) = > 1" | z;y;)
funkciju d : R™ x R® — R pravilom

UP.Q = 1P~ Qll =\ [ (i w) o)

dobivamo za nas najvazniji primjer (R",d) metrickoga prostora. I njega
¢emo nazvati n-dimenzionalnim euklidskim prostorom i oznacavati
samo sa R". Primijetimo da za n = 1 dobivamo metric¢ki prostor R realnih

brojeva s metrikom d(z,y) = |z — y|.

Lako se vidi da, op¢enito, svaka norma proizvodi metriku po pravilu

d(z,y) = ||z —yl|.

Zato se smije re¢i da je svaki normirani prostor ujedno metricki prostor.
Tako pored prethodnoga primjera, norme || ||oo 1] |1 na vektorskomu pros-

toru R™ induciraju metricke prostore (R",d) i (R™,d1). Ovdje je, dakle,
doo(P,Q) = max{|z; —y;| | i =1, - ,n},

di(P,Q) =

Primijetimo da metrika d na skupu X mjeri samo udaljenosti izmedu dviju

n
1T = wil.

tocaka. No, prirodno se namece potreba da se osmisli i mjeri i udaljenost od
tocke z € X do (nepraznog) skupa A C X kao i udaljenost od skupa A do
skupa B C X. Ti se pojmovi definiraju kako slijedi (uporaba istoga slova d

nece stvarati zabunu):

d(z,A) = inf{d(z,a) | a € A};
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d(A, B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B}.

Definicije su dobre jer su pripadni podskupovi od R (na desnim stranama)
neprazni i omedeni odozdol. Ocito je d(x, A) > 0 i d(A, B) > 0. Nadalje,
x €A (AN B #0) povlaci d(z, A) = 0 (d(A, B) = 0). Obratno, medutim,
ne vrijedi. Primjerice, ako je (X,d) =R,z =0, A=R" i B=R", onda
x¢ A1 ANB =0, aipak je d(z,A) =01id(A,B)=0.

Reéi éemo da je skup A C (X, d) omeden, ako postoji n > 0 takav da je
skup

{d(a,d) | a,a’ € A} C[0,n] CR.

(Ekvivalentno je re¢i da je skup {d(a,a’) | a,a’ € A} C R omeden u polju
realnih brojeva R, pa se u slu¢aju (X,d) = R radi se o istomu pojmu!)

Napokon, ako je skup A C (X, d) omeden, onda je posve odreden broj
diam A = sup{d(a,d’) | a,a’ € A} >0,
tzv. dijametar skupa A. Ako A nije omeden onda stavljamo diam A = co.

DEFINICIJA 2.2 Neka je (X, d) metricki prostor, xg € X bilo koja totka
ir € RY bilo koji pozitivan realni broj. Skup

B(zg,r) ={x € X | d(zg,z) <r} C X, (6)
nazivamo kuglom polumgjera r sa sredidtem u tocki xg.

Ocito je da iz r1 < 7o slijedi B(zg,r1) C B(zg,r2).

U metrickom prostoru (R”,d) je kugla polumjera r sa sredistem u tocki

— (0 .0 0
To = (27,23, ..., x;) skup

B(Ty,r) ={T = (x1,...2,) € R" | \/ijl(mi —x9)2 < r}. (7)

Neka citatelj potvrdi da su na crtezu dolje nactrane kugle By((0,0),1),
Boo((0,0),1)1 B1((0,0), 1) u metrickim prostorima (R?, d), (R?, d) i (R?, dy)

redom.
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Primijetimo da se u sluéaju n = 1 pripadni metri¢ki prostori podudaraju
s euklidskim pravcem (R, d), d(z,y) = |z — y|, pa se i odgovarajuée kugle
podudaraju (na crtezu, s intervalom (—1,1)). Na euklidskomu pravcu je

svaka kugla neki simetriéni interval (xg — r,z9 + 1) C R.

DEFINICIJA 2.3 Reci temo da je skup U C X otvoren u metrickom

prostoru (X, d) ako je U unija neke mnoZine kugala u prostoru (X,d).

Jasno, svaka kugla je otvoren skup. Nadalje, prazni skup ) i cijeli metricki
prostor X su ocito otvoreni skupovi. O tomu kako lakse prepoznati otvoreni

skup govori ovaj teorem:

TEOREM 2.4 Skup U C X je otvoren u metrickom prostoru (X, d) totno
onda kad za svaku tocku xo € U postoji neka kugla B(zg,r) C U.

DOKAZ.

Najprije dokazujemo da navedeni kriterij vrijedi za kugle. Promatrajmo
bilo koju kuglu B(yg, s) u (X,d) i bilo koju tocku z¢ € B(yo,s). Tada je
broj r = s—d(yo, zo) > 0 pa postoji kugla B(zg,r) u (X, d). Za svaku tocku
x € B(zo,7) je d(zo,x) <1 pa je

d(yo, z) < d(yo, zo) + d(zo, z) < d(yo, o) + s — d(yo, To) = s.

Prema tomu, = € B(yo, s), tj. B(xo,r) C B(yo, ).

Neka je sada U otvoreni skup u (X,d) i zg € U. Po definiciji postoji kugla
B(yo,s) C U za koju je z9 € B(yo,s). Prethodno smo dokazali da tada
postoji i kugla B(zg,r) C B(yo,s) C U.

Obratno, neka za svaki xgp € U postoji neka kugla B(xo,7) u (X,d)
takva da je B(zg,r) C U. (Pritom, dakako, polumjer r ovisi o skupu U i
tocki zg, = (U, x0).) Tada je skup U unija (po svim toc¢kama iz U) svih

takvih kugala pa je otvoren. [

TEOREM 2.5 Neka je T C 2% mnoZina svih otvorenih skupova U C X u

metrickom prostoru (X, d). Tada T udovoljava ovim uvjetima:

(T1) 7T je zatvorena na uniranje, tj.
(VZ/{: (Uj,j S J) QT) UjeJUj ET;
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(T2) T je zatvorena na konaéno presijecanje, tj.
((Vu: (Uj,j S J)) - T) |J| < Ng = mjeJUj eT;
(T3) 0,XeT.

DOKAZ. Svojstvo (T3) smo uocili odmah po definiranju.

Neka je U = {U; | j € J} bilo koja mnozina otvorenih skupova U; € T
u (X,d). Buduéi da je svaki U; unija neke mnozine kugala, to je i skup
U = UjeJ U, takvoga oblika pa je otvoren, tj. U € 7. Time smo provjerili
uvjet (T1).

Uvjet (T2) je dostatno provjeriti za dva otvorena skupa $to se sijeku (dalje
indukcijom).

Neka su Uy g € 7 i zg € Uy NUz # 0. Po Teoremu 2.4, dosta je dokazati
da postoji neka kugla sa sredistem u tocki xg sadrzana u presjeku U; N Us.
Budu¢i da su skupovi U; i Us otvoreni, to po Teoremu 2.4 postoje kugle
B(zg,71) € Uy i B(zg,r2) € Us. Uzmemo li 7 = min{ry,r2}, dobivamo
kuglu B(zg,r) C B(x, 1) C U;, i = 1,2, pa je B(xg,r) C Uy NUs. [ |

Mnozinu 7 svih otvorenih skupova u metrickom prostoru (X, d) nazivamo
topoloskom strukturom (kra¢e: topologijom) na prostoru (X, d).
Aksiomatizacijom uvjeta (T1), (T2) i (T3) dolazimo da opéenitije klase od

one svih metrickih prostora. Nju tvore tzv. topoloski prostori.

Topoloskim prostorom nazivamo svaki uredeni par (X,7) $to se sastoji
od skupa X i mnozine 7 C 2% nekih njegovih podskupova sa svojstvima
(T1), (T2) i (T3). Mnozinu 7 nazivamo topoloskom strukturom (krace:
topologijom) na prostoru (X, 7 ), a podskupove U C X koji su ¢lanovi od

7,U €T, - otvorenim skupovima u prostoru (X, 7).

Po Teoremu 2.4 slijedi da je svaki metricki prostor (X, d) ujedno topoloski
prostor (X, 7), pri ¢emu je toplogija 7 dobivena uniranjem kugala u metrici
d. Kad god se topoloska struktura 7 na prostoru (X, 7 ) moze dobiti pomoéu
kugala u nekoj metrici d na X, govorimo o metrizabilnom (topoloskom)
prostoru (X,7). Dakako da postoje topoloski prostori koji nisu metriz-
abilni! U buduce ¢emo ¢esto umjesto (X, 7 ), odnosno (X, d), pisati samo
X i govoriti o topoloskom, odnosno metrickom, prostoru pretpostavljajuci

odredenu topologiju, odnosno metriku na skupu X.
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Euklidski prostori R”, n € N, (s metrizabilnom topologijom $§to ju proizvodi
metrika d) bit ée za nas najvazniji i kao primjeri topoloskih prostora. Zan-
imljivo je (neka to €itatelj provjeri - korisna vjezba) da, za svaki n € N, (ra-
zli¢iti) metricki prostori (R™, d), (R", d) i (R™, d;) induciraju isti topoloski
prostor R™. (U ovakvom slucaju se, opcenito, kaze da su pripadne metrike

topoloski ekvivalentne.)

Neka je (X, 7T) topoloski prostor, a Y C X bilo koji njegov podskup. Tada

je mnozina
Ty={UnY |UecT}cC2¥

topologka strukturana Y. To je tzv. nasljedena (ili: relativna) topologija
na podskupu. Topologki prostor (Y, 7y) nazivamo potprostorom topolos-
koga prostora (X, 7).

Primjerice, lako je provjeriti da se, za svaki m < n, R™ moze smatrati
topoloskim potprostorom od R™, R™ C R"™. (Pritom obi¢no tocku 7" =
(Y1, ,Ym) € R™ izjedna¢imo s tockom T' = (y1, -+ ,Ym, 0, -+ ,0) € R™.)

DEFINICIJA 2.6 Pod okolinom tocke x € X wu topoloskom prostoru
(X,7T) podrazumijevamo svaki skup O C X za koji postoji neki U € T
tako da bude x € U C O.

TEOREM 2.7 U topoloskom prostoru X je skup U C X otvoren onda 4

samo onda, ako je U okolina svake svoje tocke.

DOKAZ. Nuznost je oc¢igledno istinita.

Obratno, neka je U C X okolina svake svoje tocke, tj. neka za svaki x € U
postoji neki otvoreni skup U, C X takav da je x € U, C U. Sada je
U = U ey Uz otvoren skup po svojstvu (T1). ]

DEFINICIJA 2.8 Reci cemo da je skup F C X zatvoren u topoloskom

prostoru X ako je njegov komplement X ~ F C X otvoren.

PRIMJER. Po svojstvu (T3), u svakom topologkom prostoru X su X, C

X zatvoreni skupovi.
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U svakom metrickom prostoru X je svaka tocka x € X zatvoreni skup {z} C

X, jer je skup X ~ {z} C X otvoren. (Primijeni se Teorem 2.4) O

PRIMJER. Za svaki m < n je potprostor R™ C R" zatvoreni skup u R".

Da bismo to dokazali, promatrajmo bilo koju tocku Py = (29, -+ ,20) €

R"\R™ m < n. Tada je barem jedna od koordinata ¥, i € {m+1,--- ,n},
razli¢ita od 0. Buduéi da su euklidske topologije metrizabilne, svaki otvoreni
skup je unija neke mnozine pripadnih kugala. Dovoljno je, dakle, dokazati

da postoji neka kugla B(FPy,r) C R™ N R™. U tu svrhu, primijetimo da je
d(Py,R™) = inf{d(Py,Q) | Q € R™} > 0.

Naime, taj se infimum postize kao minimum u tocki
Qo = (27,--,29,,0,---,0) € R, tj.

d(Po,R™) = da(Po, Qo) = |Po — Qoll = [|(0, -+, 0,z ", ,af)|| =7 > 0.

To povlaci da je kugla B(FPy,r) € R™ . R™ pa je skup R” ~ R™ C R"

otvoren, odnosno, skup R” C R" je zatvoren. O

PRIMJER. Lako je provjeriti da su sljedet¢i vazni podskupovi euklidskih

prostora zatvoreni:
n-kvadar K = [z}, 9!] x --- x [z",y"] C R" (8)

(za n = 1 radi se o segmentu I = [z,y] C R, a za n = 2 o pravokutniku

K = [z',y'] x [22,y?] C R? u ravnini);
n-sfera (sredisnja, jedinicna) S™ = {P € R"™! | |P|| = 1} c R"™! (9)

(za n = 0 radi se o dvotocju S® = {-1,1} C R, a za n = 1 o jedini¢noj

sredisnjoj kruznici S' C R? u ravnini);
n-disk (sredisnji, jediniéni) D" ={P e R" | ||P| <1} C R" (10)

(za n =1 dobivamo segment [—1,1] C R, a za n = 2 sredisnji jedini¢ni krug

D? C R? u ravnini). O
Osnovna svojstva zatvorenih skupova donosi ovaj teorem (usp. Teorem 2.5.):
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TEOREM 2.9 Mnozina C C 2% svih zatvorenih skupova F C X w topo-
loskom prostoru X udovoljava ovim uvjetima:

(Tl)/ C je zatvorena na presijecanje;

(T2)"  C je zatvorena na konaéno uniranje;

(T3)" X,pecC.

DOKAZ. Posve je ocito da (T1), (T2)" i (T3)’ slijede redom iz (T2), (T1)

i (T3) primjenom Definicije 2.8. i de Morganovih pravila. ]

Temeljna znacajka topoloskog prostora jest da se u njemu moze (nemetricki)

osmisliti i djelotvorno opisati ideja o blizini tocke i skupa.

DEFINICIJA 2.10 Neka je X topoloski prostor.

Reti ¢emo da je x € X izolirana tocka u prostoru X ako je {x} C X
otvoreni skup. U protivnom, govorimo da je x gomiliste u prostoru X.
Reti temo da je a € A izolirana tocka skupa A C X u prostoru X ako
postoji otvoreni skup U C X takav da je U N A = {a}.

Za tocku x € X kaZemo da je gomiliste skupa A u prostoru X ako, za
svaki otvoreni skup U C X, iz x € U slijedi (U ~ {z}) N A # 0. Skup svih
gomilista promatranoga skupa A u prostoru X oznatujemo s A’ (derivat
skupa A).

Napokon, reti cemo da je tocka v € X blizu skupa A C X ako jex € AUA’.
Ocito je da je svako gomiliste bilo kojeg skupa A C X ujedno gomiliste
u prostoru X. S druge strane, svaka izolirana totka u prostoru X je i
izolirana tocCka svakog skupa koji ju sadrzi. Primijetimo da skup A moze
imati gomilste u X ~ A. Napokon, o¢ito je da A C B u prostoru X povlaéi
A’ C B.

Naziv gomilste éemo opravdati ovim teoremom:

TEOREM 2.11 Neka je X metricki prostor, A C X i 29 € X. Tocka
xo je gomiliste skupa A onda i samo onda, ako svaka okolina od xg sadrZi

beskonatno mnogo tocaka iz A.

DOKAZ. Dovoljnost je ocito istinita. Za nuznost, neka je Uy C X bilo koja
okolina od zg € A’. Tada postoji neka tocka

ap € (Uo AN {35'0}) NACU.
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Buduéi da je skup {ap} C X zatvoren, to je i
UlEUoﬂ(X\{ao}):Uo\{ao}gX

okolina od zg. Po pretpostavci, postoji neka tocka a; € (Ur~{zo})NA C Uy

i pritom je o¢ito a1 # ag. Nadalje, i
Uy,=Ui N (X ~ {al}) =U; - {al} =Uy ~ {ag,al} cX

je okolina od zg pa postoji neka tocka as € (Uz \ {zo}) N A C Uy i pritom
je oCito as # ag i ag # ai. Nastavljajuéi induktivno dobivamo trazeni
beskonacni podskup {a,, | m € {0} UN} C A sto ga sadrzi okolina Uy. =
PRIMJER.

(a) Neka je X = R euklidski pravac, a A = {2 | n € N} U (1,2) C R. Tada
je A = {0} U[1,2] € R. Primijetimo da gomilista 0,2 € A’ ne pripadaju
skupu A, te da su %, n > 2, izolirane tocke skupa A u R.

(b) Ako je A=7Z C R onda je A’ = 0.

(c) Ako je A=Q C R onda je A’ =R. O

TEOREM 2.12 Skup A C X je zatvoren u prostoru X ako i samo ako

sadrzi sva svoja gomilista, tj. A’ C A (sve tocke blizu A su u A).

DOKAZ.

Neka je A C X zatvoren i zg € A’. Kad tocka z ne bi bila u A, bila bi
u X N A, pabibilo (X~ A)N{zo})NA=0. Buduéi da je X \ A otvoren,
to tocka xg ne bila gomiliste od A - protuslovlje.

Obratno, neka skup A C X sadrzi sva svoja gomilista, tj. A" C A.
Dokazat temo da je A zatvoren, tj. da je X ~ A otvoren. Ako je A = X,
tvrdnja je ocita. Neka je A C X pa promatrajmo bilo koju tocku z € X ~\ A.
Dostatno je dokazati da postoji otvorena okolina U(z) C X ~ A. Kad tako
ne bi bilo, svaka bi otvorena okolina U od z sjekla skup A, tj. UN A # 0.
Budut¢i da z ¢ A, bilo bii (U~ {z}) N A # 0, dakle, z € A’ A =0, sto je

nemoguce. ]

NAPOMENA. Skup A = AUA’ je zatvoren skup i on se katkada oznacava

sa Cl A (zatvarac¢ skupa A, to je najmanji zatvoreni skup koji sadrzi A).
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Na koncu ovog odjeljka istaknimo jo§ neke podskupe prostora R™.

Za razlicite tocke P = (z1,...,2y), @ = (Y1,...,Yn) iz R™ skup
{T=(z1,...,20) ER" | zi =1 —t)zi + ty;; i=1,...,n; t € R} (11)

nazivamo pravcem kroz tocke P i ). Podskup [P, Q] pravca koji dobijamo
zat € [0,1] :

{T=(21,...,2n) ER" | zi = (1 —t)x;+ty;; i=1,...,n; t €[0,1]} (12)
nazivamo spojnicom tocaka P i @ (ili segmentom s rubnim tockama
PiQ).

DEFINICIJA 2.13 Za podskup Q C R™ kazemo da je konveksan ako
za svake dvije tocke P,Q € Q skup Q sadrzi i njihovu spojnicu [P, Q). Jed-

noclane skupove i prazan skup smatramo konveksnim skupovima.

PRIMJER. Kugla, n-kvadar su konveksni skupovi.

Otvoreni skup ne mora biti konveksan. O

DEFINICIJA 2.14 Za otvoren skup 2 C R™ kaZemo da je povezan ako
za bilo koje dvije tocke P, Q) € €2 postoji konaéno mnogo tocaka P =1y, ..., T, =
Q takvih da spojnice [To, T1|, [Th,T2], ..., [Tnh—1,Tn] leze u Q.

DEFINICIJA 2.15 Otvoren i povezan skup Q C R™ naziva se podruéje
(oblast) u R™.

2.3 NIZOVI u R"

Prvo se prisjetimo nekih vaznih ¢injenica vezanih za skup R i realne nizove

o kojima je bilo rije¢i u predmetu DIR1.
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T.1.

T.2.

T.3.

Svaki odozgo omeden neprazan skup S C R ima supremum u R, tj.
postoji realan broj L = sup S takav da je s < L za svaki s € S, © da za
svaki € > 0 postoji s € S takav da je L —e < s < L (drugim rije¢ima

L je najmanja gornja meda).

Svaki omeden monoton niz (a,) u R je konvergentan.

Dokaz. Neka je (ay) rastuci niz. Po pretpostavci je S = {ay | k € N}
odozgo omeden skup pa je a = supS € R. Za ¢ > 0 po definiciji
supremuma slijedi da postoji ng € N takav da je a — ¢ < ap, < a.
Sada, zbog monotonosti imamo k£ > ng = ap, < ak, pa je tim vise

a—¢ <ap <azasvaki k > ng. Slijedi ¢ = lim ay. [ |

Svaki niz (an) realnih brojeva ima monoton podniz. Ako skup {a, |
n € N} nema najveteg (nagmanjeg) elementa, onda niz (ay) ima strogo

monoton podniz.
Dokaz. Za niz (a,) i za m € N stavimo A, = {am, am41,...}
1. slucaj: Skup A; nema najveéi element.

Slijedi da za svaki n € N postoji k& > n tako da je ax > a,. Medu
prirodnim brojevima k > 1 za koje je ar > a1 postoji najmanji broj,
oznacimo ga sa pi. Dakle ap, < a1 i ap < a1 za k < p; ukoliko
takav k postoji. Sada gledamo skup svih ¢lanova niza (a,) koji dolaze
poslije ap,: Ap,+1 = {ap,+1-ap,+2, .- .}. Ovaj skup nema najveceg el-
ementa, jer ako bi b bio takav, onda bi ve¢i od b i a,, bio najveci
element od A; $to je protivno nasoj pretpostavci. Medu svim k > p;
za koje je ap > ap,, postoji najmanji i njega oznacimo sa po. Nas-
tavimo postupak: medu svim £ > p» za koje je ar > ap, najmanji
oznacimo sa ps...Dolazimo do niza p; < p2 < p3 < --- 1 ocigledno je

ap, < ap, < ap, < --- trazeni strogo rastuci podniz polaznog niza.

Analogno se dokazuje da ako skup {a, | n € N} nema najmanji ele-

ment, onda niz (a,) ima strogo padajuéi podniz.
2. slucaj: Postoji m takav da A,, nema najveci element.

Stavimo li by = am, b2 = am41,... onda skup {b; | k£ € N} nema

najveci element i prema slucaju 1. postoji strogo rastu¢i podniz (b, )
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T.A4.

niza (by). Slijedi k — ap,+m—1 je strogo rastuéi podniz niza (ay).
3. slucaj: Za svaki m skup A,, ima najveci element.

Neka je by najveti element skupa A;. To znaci da postoji barem jedan
k takav da je ap = b1. Medu svim takvim & postoji najmanji, oznac¢imo
ga sa p1. Sada je a,, najveci element skupa Ay ia; < ap, za j < pp
ako takav j postoji. Sada gledamo A, 11 = {ap,+1,ap,+2,...} 152 by
ozna¢imo njegov najveti element. Medu svim k > p; za koje je ax = ba
postoji najmanji i njega oznac¢imo sa p. Sada gledamo skup A, 1 i
na isti nacin dobivamo prirodni broj p3 < po takav da je ap, > ap,.
Ovim postupkom dolazimo do padajuceg niza (ap, )ken $to je padajuci

podniz polaznog niza (ax)ken- |

n)

Za konaéno nizova aM,a@ ... a"™ realnih nizova postoji strogo ras-

tuci niz p: N — N takav da je svaki od nizova
aPop, a@op,....aMop (13)

monoton.

Dokaz. Za niz a)) prema prethodnoj tvrdnji T.3. postoji strogo
rastuéi podniz p; : N — N takav da je b) = a() o p; monoton niz. Za
niz a® op; prema prethodnoj tvrdnji postoji podniz ps : N — N takav
da je niz (a(2) o p1) o po monoton. Na taj nacin dolazimo do strogo
rastuéih nizova pi,pa, . .., pn : N — N za koje su a® opy, (a(2) op1)opa,

,a™ opiopyo...op, monotoni podnizovi. Stavimo

pP=p1op20...0p,.

p je strogo tastuéi niz u N i svaki od nizova (13) je monoton. [ |

Konvergenciju niza o : N — R" definiramo analogno konvergenciji niza u R.

Niz tocaka u R™ oznacavamo sa (Pg)geN-

DEFINICIJA 2.16 Niz (Py)ren u R™ konvergira ka tocki Py, pisemo

klim Py, = Py ili (Py) — Py, ako za svakie > 0 postoji prirodan broj ng takav
—00
da vrijedi k > ng = d(Py, Pp) < €.
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Dakle,

o

lim Py = Py & (Ve > 0)(3no € N)(VE € N) k> ng = d(Py, Py) < .

k—oo
(14)

k

Primjetimo da niz (Py)gen = ((2%,..., 2% generira n nizova realnih

))kex
brojeva (:Uf)keN, i = 1,...,n. I obrnuto preko n nizova realnih brojeva
(¥)ren, @ = 1,...,n, dobivamo niz (Py)reny = ((m’f,...,xﬁ))keN u R™.

Jasno je da pri proucavanju nizova u R™ osnovnu ulogu igraju nizovi u R.

r'n

TEOREM 2.17 Niz (Py)gen = ((:B’f, e a:k))keN u R"™ konvergira ka tocki

Py = (:z:(l), .. ,x%) ako i samo ako (wf)keN — x?, 1=1,...,n.

DOKAZ. Dokaz provodimo za n = 2 (za n > 2 je dokaz analogan). Neka
je dan niz (Py)gen = ((@k, Uk))gery u R? i neka je Py = (z0, yo)-
Neka (Py) — Py. To znaci da

(Ve > 0)(3ng € N)(Vk € N)

k> ng = d(P, Po) = \/(zk — 0)% + (Y — %0)2 < &
Slijedi
(Ve > 0)(Ing € N)(Vk € N) k> ng = d(zp,z0) = /(2 — 70)2 < &,

(Ve > 0)(3no € N)(Vk € N) k> no = d(yx,y0) = vV (yk — %0)? <&,

i zaista (z) — xo, (Yx) — Yo.
Neka (z) — zo, (yx) — yo. Za prizvoljni € > 0 vrijedi

(Ve > 0)(3np € N)(VE €N) k> nfj = (zp — x0)* < 5

(Ve > 0)(3Fnl e N)(Vk € N) k>0 = (yp — y0)? < \/g

Sada za k > ng = max{n{, n)} imamo
0 "o

d(Py, Po) = v/ (zk — 20)% + (Y — 90)2 < €

i zaista (Py) — Py (vidi Zadatak 21, 2.6. ZADACI ZA VJEZBU). n
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PRIMJER. Tocka Py = (1,—1) je grani¢na vrijednost niza {P,} u R?,

P, = <n+17 1—n2>’
n 14+n?
jer je, za koordinatane nizove, nl;ngo {”T“} =1, nhﬂngo { ;Z;} = —1. O

NAPOMENA. Niz tocaka (T, = (Zpn,yn))neny u R? mozemo zapisati u
polarnom koordinatnom sustavu kao niz (7, ¢, )nen, gdje je z, = r, cos ¢,
Yn = Tpsing,. I u ovom slucaju vrijedi slicna tvrdnja. Neka je Ty =

(z0,%0) = (10, ¥0), o # 0. Tada vrijedi
lim T,, =Ty < lim r, =19, lim ¢, = ¢q.
n—oo n—oo n—oo
Dovoljnost slijedi iz neprekidnosti trigonometrijskuh funkcija. Neka

(1) = 70, (p5,) — wp- Tada je

lim T, = lim [(r,cos ¢, sing,)] =
n— o0 n— oo

(TLILH;O ) (nlln;o(cos Pn,sinp,)) =19 (nlin;o COS @, 17515[1010 sinp,) =

70 (cos lim ¢,,,sin lim gon) = ro(cos @g, sin py) = Tp.

Primjetimo da ovdje nismo trebali uvjet ¢, # 0.

Neka (T3,) — To. Buduéi |ry, — ro| = d(T, To) — 0 slijedi (ry,) — 0.
Treba jos dokazati ¢,, — ¢. Pretpostavimo suprotno, tj. da (¢,,) ne kon-
vergira ka ¢,. Tada postoji 6 > 0 takav da je |p,, — @o| > 9.

Promotrimo sliku

Vrijedi

|on = %0l _ [0 =70l
2 - 270

sin

[©n, — @0l
2

. )
= |rp — ro| > 2rgsin > 2rgsin 3
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Ovo je u protuslovlju s pretpostavkom (7},) — Tp, pa moramo pretpostaviti
da (¢p,,) konvergira ka ¢.

Primjetimo da smo ovdje koristili uvjet ¢, # 0. Bez tog uvjeta tvrdnja nije
istinita, naime moze se dogoditi da bliske tocke blizu pozitivnog dijela realne

osi imaju argumente koji se razlikuju skoro za 27. O

Osnovni rezultat o nizovima u R"™ dan je Bolzano-Weierstrassovim teo-

remoin:

TEOREM 2.18 Svaki omeden niz tocaka (Py)ken u R™ ima bar jedan kon-

vergentan podniz.

DOKAZ. Dokazimo teorem u slucaju da je n = 2 (za n > 2 dokaz se
analogno provodi).
Neka je (Pr)reny = ((Tk, Yk ))ken omeden niz u R2. Prema tvrdnji T.4. postoji

strogo rastuci niz p : N — N takav da je svaki od nizova

(Tp() ) keNs (Up(r))keN

monoton. Po pretpostavci je niz (Py)reny = ((Tk, Yk ))ken omeden pa su stoga
i nizovi (zx) i (yx) omedeni. Dobili smo da su nizovi (Tpx))ken, (Up(k))keN
omedeni i monotoni pa su, po tvrdnji T.2., i konvergentni. Neka je x¢g =

lim x4, yo = limy,) i neka je Py = (20, %0). Sada

d(Pp(k); Fo) = \/(fﬂp(k) —20)? + (Ypr) — ¥0)*> = 0

Slijedi da je (Ppy)) konvergentni podniz niza (Fy) koji konvergira ka tocki
P(). |

KOROLAR 2.19 Neka je K C R" n-kvadar i (Py) niz totaka iz K. Postoji
bar jedan podniz (Pyy)) niza (Py) koji konvergira. Svaki konvergentni podniz

niza (Py) konvergira ka tocki iz K.

2.4 KOMPAKTNOST U R"

U posljednjem odjeljku, Korolar 2.19 opisuje jedno bitno svojstvo n-kvadra
K ato je da svaki niz tocaka (Py) iz K ima konvergentni podniz (P)) —
Py i tocka Py pripada kvadru K. Upravo ovo svojstvo kvadra uzimamo za

definiciju opcenitijih skupova od kvadra. To su kompaktni skupovi.
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DEFINICIJA 2.20 Za skup K C R™ kazemo da je kompaktan, ako on
ima svojstvo da svaki niz iz K sadrzi konvergentan podniz i da taj podniz

konvergira elementu skupa K.
Sljedeci teorem karakterizira kompaktne skupove u R"™.

TEOREM 2.21 Skup K C R" je kompaktnan, ako i samo ako je on

omeden i zatvoren.

Dokaz ovoga teorema oslanja se na opisu zatvorenog skupa pomocu konver-

gencije nizova.

TEOREM 2.22 Skup FF C R" je zatvoren ako i samo ako svaki konver-

gentni niz tocaka iz F' konvergira tock: iz F.

DOKAZ.

Neka je F' C R™ zatvoren, (Pj) niz iz F' i neka on konvergira ka Fp.
Treba dokazati da je Py € F. Pretpostavimo suprotno, tj. Py ¢ F. Tada je
Py € F¢* =R"\ F ibududi je to otvoren skup, postoji kugla B(Fy,¢) takva
da je B(Py,e) C F*°. No tada je P, ¢ B(Fo,¢) pa je d(Pg, Py) > € za gotovo
svaki k € N. To je nemoguce, jer (P;) — Py. Buduéi da pretpostavka Py ¢ F
vodi na protuslovlje pa zaklju¢ujemo da je Py € F. Dakle, zatvoren skup F
sadrzi sve limese nizova iz F.

Neka svaki konvergentni niz toc¢aka iz F' konvergira tocki iz F' i dokazimo
da je F' zatvoren.

Da je F zatvoren isto je $to i dokazati da je F© = R™\ F otvoren skup.
Ako je F¢ = () nemamo §to dokazivati, jer je () otvoren skup. Uzmimo da je
F¢ # (). Kada F° nebi bio otvoren postojala bi barem jedna tocka Py € F°
takva da kugla B(Fp,¢) ne lezi u F© ni za jedno £ > 0. U svakoj takvoj kugli
ima dakle to¢aka i iz skupa F. Posebno, za svaki k € N kugla B(Py, 1) sadrzi
bar jednu tocku Py iz F. Buduéi da je d(Py, Py) < 1 niz (P;) konvergira ka
Py. Sada imamo da niz tocaka (Py) iz F' konvergira ka tocki Py ¢ F, a to
je u protuslovlju s nasom polaznom pretpostavkom. Dakle, F*¢ je otvoren i

prema tomu F' je zatvoren. ]
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Dokaz Teorema 2.21.

Neka je K kompaktan skup. To zna¢i da svaki niz tocaka iz K ima
podniz koji konvergira ka tocki iz K. Posebno, svaki konvergentni niz tocaka
iz K konvergira ka tocki iz K pa po Teoremu 2.22 zaklju¢ujemo da je F
zatvoren.

Dokazimo da je K omeden. U protivnom ni za svaki k € N postojala tocka
Py, € K takva da je d(O, P) > k, gdje je O = (0, ...,0). Ovako dobiven niz
(Py) ne moze imati konvergentni podniz (svaki podniz od (P}) je neomeden),
$to je u protuslovlju s pretpostavkom da je K kompaktan. Dakle, K je
omeden skup.

Neka je K zatvoren i omeden skup i neka je (Pj) bilo koji niz iz K.
Buduéi je K omeden, to je i niz (Py) omeden. Po Bolzano-Weierstrassovom
teoremu (T. 2.18) postoji konvergentan podniz (P,)) niza (Fy). Buduéi je
K zatvoren, po Teoremu 2.22, imamo da (Pyy)) — FPo € K. Bududi svaki

niz iz K ima podniz koji konvergira tocki iz K, to je K kompaktan skup. m

N
/
N
.
—

Neka je S C R™ omeden skup. Tada postoji pravokutnik K = [a,b] X [c,d]

koji sadrzi skup S. Za € > 0 uzmimo subdiviziju pravokutnika K pravcima
Tg=a, x1=a+¢€, ra=a+2¢,...; Yyo=c¢, y1 =c+e,y2 =c+2¢,...
Na taj nacin dobivamo "mrezu" M sastavljenu od konacno tocaka

(0,90), (xo,y1), (T1,91),---

Ako iz svake tocke A iz M opisemo kuglu B(A,¢e) dobivamo kona¢no kugli

koje pokrivaju pravokutnik K (zapravo i veéi skup). Te kugle pokrivaju i
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skup S. Ako je tocka P iz S, onda njezina udaljenost od bar jednog ¢vora
mreze M ne prelazi €, tj. postoji bar jedna toctka A € M takva da je
d(P, A) < e. Svaka tocka iz S moze se dakle aproksimirati nekom tockom iz

M s to¢noscu do e. Sliéna razmatranja vrijede i za omedeni skup u R™.

DEFINICIJA 2.23 Skup M C R"™ je e-mreZa za skup S C R", ako za
svaku tocku P iz S postoji bar jedna totka A iz M takva da je d(A, P) < e.

Drugim rije¢ima, tockama iz M mozZe se aproksimirati svaka tocka iz S
s to¢nostéu do na €. Ako oko svake tocke A iz M opisemo kuglu B(A,¢),
onda unija tih kugala sadrzi skup S. Naravno, totke ovakve mreze nisu tako
pravilno rasporedene kao tocke mreze na prethodnoj slici. Za aproksimaciju

su vazni skupovi koji se mogu aproksimirati kona¢nim e-mrezama.

TEOREM 2.24 Ako je K C R"™ kompaktan skup, onda za svaki € > 0
postoji konacan skup M. C K koji je e-mreZa za skup K.

DOKAZZ. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji € > 0 takav da K nema
kona¢nu e-mrezu.

Neka je P; € K. Tada skup {P;} nije e-mreze za K, pa postoji bar jedna
tocka P5 koja je u K ali nije u kugli B(Py,¢), dakle d(P;, Py) > . Sada
skup { Py, P>} nije e-mreze za K, pa postoji P3 € K tako da je d(Py, P3) > ¢
i d(Py, P3) > . Ovim postupkom folazimo do niza (Py) tocaka iz K sa
svojstvom da je d(P;, Pj) > € za svaki par prirodnih brojeva i i j, i # j.
Buduéi je K kompaktan skup, postoji konvergentan podniz ( Py y)) niza (Fy).
Sada je d(Py), Ppj)) = € za sve 4,5 € N (i # j). Slijedi da (P) nema
konvergentnog podniza, a to je u protuslovlju s pretpostavkom da je K
kompaktan skup. Zaklju¢ujemo da skup K sadrzi konaénu e-mrezu za svaki

e > 0. ]

2.5 POTPUNOST PROSTORA R"

DEFINICIJA 2.25 Za niz (Pg)reny v R™ kazemo da je Cauchyjev niz

ako za svako € > 0 postoji ng € N takav da vrijedi

(Vn,m eN) m,n>ng=d(Py,P,) <e. (15)
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TEOREM 2.26
(a) Svaki Cauchyjev niz je omeden.
(b) Svaki konvergentan niz je Cauchyjev niz.

(¢) Svaki Cauchyjev niz (Py)ken u R™ je konvergentan.

DOKAZ. (a) Iz (15) za m > ng je d(O, Pp,) < d(O, P,,) + d(Pry, Pm) <
d(O, Pp,) +¢ pa skup {P,, | m € N} lezi u kugli radijusa e +d(O, P;)+-- -+
d(O, P,,) sa sredistem u ishodistu O = (0,...,0).

(b) Neka (P;) — Fp. Tada za € > 0 postoji ng € N takav da n > ng =

d(Pp, Py) < §. Sada za m,n > ng imamo
d(Pm, Pn) < d(Pp, Po) +d(Po, Pp) < 5+ 5 =¢
§to pokazuje da je konvergentan niz (Pj) Cauchyjev niz.

(¢) Buduéi je (Py) Cauchyjev niz, po (a) on je omeden i po Teoremu 2.18,

ima konvergentni podniz (P

w(k) ) keN- Neka je kli)ngo Py) = Po. Tvrdimo da

(Py) — Py, tj. iz konvergencije podniza zelimo dokazati da je i polazni niz
konvergentan. Zaista, za € > 0 postoji ng € N takav da vrijedi

(Vm,n € N) m,n>ng= d(Pp, P,) < 5.
Buduéi je p(n) > n slijedi da

(Ym,n € N) m,n >ng = d(Pym), Pn) < 5.

S druge strane jer (P,

w(k)) — o, za dani € postoji ko > ng tako da je

d(Pp(kO),Po) < %
Sada za n > ng dobivamo

d(Po, Pn) < d(Po, Py(ro)) + d(Ppig), Prn) < e
Dakle, za svaki € > 0 postoji ng € N takav da n > ng povlaci d(P,, Py) < ¢,
pa zaista (Py) — F. [ |
Napomenimo da metricki prostor (X, d) u kojemu je svaki Cauchyjev niz (t;.
niz (x,)neny u X koji ima svojstvo da za svaki e > 0, postoji ng € N takav da
vrijedi (Vn,m € N) m,n > ng = d(xm,z,) < ) konvergentan nazivamo

potpunim prostorom. Dakle, (R",d) jest potupuni metricki prostor, pa

odatle i naslov ovoga pododjeljka.
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2.6 ZADACI ZA VJEZBU

. Dokazite da je skup {(z,y) € R? | zy < 1} otvoren.

. Skicirajte svaki od nize navedenih skupova u R? i dokazite da je

on otvoren:
(a) 2% —2y? < 6;

(b) |z <1ilyl <1

(c) [z + |yl <2

(d) (22 +9%>-1)-(9—2%—y?) >0.

Dokazite da je skup 2 C R? zadan ovim nejednakostima otvoren:

(@) z+y+z<1;
(b) [] + ly[ + [2] < 1.

Ako je A skup iz zadatka 2, onda su A X R i R x A otvoreni
skupovi u R3.

. Ako su Q; C R, Q5 C R? otvoreni skupovi, onda su skupovi

Q1 x Qs, Q9 x Q) otvoreni u R3.

Kugla B(P,r) C R" je racionalna ako je r racionalan broj i sve
koordinate tocke P = (z1, ..., ;) suracionalni brojevi. Dokazite
da je svaki neprazni otvoreni skup 2 C R™ unija od prebrojivo
racionalnih kugala.

7. Koji je od skupova iz zadatka 2 podrugje.
8. Ako su Q,...,Q, podruéja u R™ i Q; NQ; # 0 za i # j onda je

10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.
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i Q= Q podrugje.

Ako su P, @ razlicite tocke iz R™ tada postoje disjunktni otvoreni
skupovi Q7 i Qs takvida je P € Q1 Q € Qs.

Za topoloski prostor (X, 7") u kojemu za svake dvije razli¢ite tocke
x 1y postoje otvoreni disjunktni skupovi U i V takvi da jex € U
iy €V kazemo da je Ty-prostor ili Hausdorffov prostor.
Neka je X = [0,1] i T =2% (partitivni skup skupa X). Dokazite
da je (X, T) topoloski prostor. Da li je to Hausdorffov prostor.
Neka je X = [0,1] i 7 skup svih podskupova V' C [0, 1] za koje
postoji otvoren skup 2 C R takav da je V = QN X. Dokazite da
je (X, T) topoloski prostor. U tom prostoru su skupovi [0, %) i
[0, 1] otvoreni. Da li su ti skupovi otvoreni i u prostoru R.

Ako je S C R™ zatvoren i otvoren skup onda je S = @ ili S = R".
Skup C1S = SU S’ (skupa A i njegovog derivata A’) nazivamo
zatvaraéem skupa S. Dokazite da je ClS zatvoren skup.

Dokazite da je C1.S jednako presjeku svih zatvorenih skupova koji
sadrze S.

Ako je F zavoren skup i S C F, onda je C1S C F.

Dokazite: tocka A € R™ pripada skupu ClS ako i samo ako je
SNB(A, 1) #0 za svaki k € N.

90
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17

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

Dokazite: tocka A je gomiliste skupa S ako i samo ako je A €
CI((S\{4}).

Dokazite da je dijametar kugle B(Tp,r) jednak 2r. Koliki je di-
jametar skupa (aq,b1) X -+ X {(an, b,) C R"?.

Istrazite konvergenciju niza tocaka (%, T kf) R3 u ovis-

«
nosti o a € RT.

lim (2, G0 =2

n n

Dokazite da niz tocaka (Tk)ken u metrickom prostoru R™ kon-
vergira prema tocki Ty € R™ ako i samo ako niz (d(To,Tk))ken U
R konvergira prema 0 € R.

Neka su (Tk)ren 1 (Pr)ken nizovi u metrickom prostoru R™ i

neka (T;) konvergira. Dokazite da (Py)reny konvergira prema
lim T}, = Ty € R™ ako i samo ako niz (d(T}, Px))keny u R kon-

k—o0

vergira u R prema 0 € R.

Tocka Py € R™ je gomiliste niza (Py) tocaka iz R™ ako postoji
podniz toga niza koji konvergira ka Py. Nadite primjer niza (Py)
koji ima Py kao gomiliste, a da Py nije gomiliste skupa {Py | k €
N}.

Dokazite da je presjek od bilo koliko kompaktih skupova ponovo
kompaktan skup.

Dokazite da je unija od kona¢no kompaktnih skupova kompaktan
skup.

Dokazite: ako je K C R™ kompaktan tada je i skup AK = {\P |
P € K}, A € R, kompaktan.

Dokazite: Ako su K, Ko C R™ kompaktni onda je i skup K +
Ky ={P+Q|PeK;,Q¢€ Ky} CR" kompaktan.

Ako je K1 2 K3 D -+ D K, D --- niz kompaktnih nepraznih
skupova iz R", onda je K = [,y K, neprazan skup.
Kompaktan skup K C R je unija od kona¢no kompaktnih skupova,
od kojih je svaki dijametra < e.

Prikazite R™ kao uniju od prebrojivo kompaktnih skupova.
Neka je K C R™ kompaktan skup, ¢ > 0i M = {Py,... P,}

e-mreza skupa K. Neka je K, = Ui? ClI(K (P;,¢)). Dokazite:
(a) K C K

(b) K. je kompaktan skup;

(c) zasvaki P € K, je d(P,K) < ¢;

(d) K =50 K-

Neka je K C R™ kompaktan skup i € > 0. Tada je skup K. =
{P € R" | d(P,K) < ¢} kompaktan i sadrzi K. Dokazite da je
K= ﬂ5>0 K..
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Poglavlje 3

SKALARNE FUNKCIJE

3.1 REALNE FUNKCIJE OD n» REALNIH
VARIJABLI

Svaku funkciju f: D — R, D C R™, nazivamo realnom funkcijom od m
realnih varijabla ili, krace, skalarnom funkcijom. Ovdje ¢emo posebno
razmatrati realne funkcije od dvije i tri realne varijable, dakle kada je m = 2
ili m = 3. Tada ¢emo koristiti uobic¢ajene oznake i tocke ¢emo oznacavati sa
T = (xz,y)iT = (x,y, z). Kao i funkciju jedne (realne) varijable, funkciju
vige varijabla mozemo zadati

- analiticki,

- tabli¢éno,

- grafiéki,

- parametarski,

- implicitno, ...
Za analiticko zadavanje vrijedi ista napomena o definicijskom podrucju
kao i za funkciju jedne varijable. Naime, ako dani analiticki zapis (formula)
odreduje funkcijsko pravilo f, onda se definicijskim podru¢jem smatra skup
D svih onih toc¢aka T kojima to pravilo pridjeljuje jedinstvene realne brojeve

f(T) e R.

PRIMJER. Formula z = /22 + 32 definira funkciju

f:R2_>R7 (:I:,y)'—>f(a:,y)= v$2+y2.

92
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Naime, 22442 > 0 za svaki izbor brojeva x,y € R, pa drugi korijen odreduje
f(x,y) na cijelom R2. O
PRIMJER. Zapis z = In(x + y — 2) definira funkciju

f:D—R, DCR? f(x,y)=In(z+y—2),
pri ¢emu je definicijsko podrucje D odredeno nejednadzbom = +y — 2 > 0,
tj. D= {(z,y) eR?* |y > -z + 2}

b/
N
2\\
\\ X>
0} 2
. U

PRIMJER. Analiticki izraz z = S odreduje funkciju
Ty
5

f:DHR,DZ{(xyy)GW!w#O,y#O},f(w,y)zxfy-
PRIMJER. Pravilo u = arcsin(z? + y? + 22 — 2) definira funkciju

f:D—R,DCR? (2,9,2) — f(x,y,2) = arcsin(z? + 3% + 22 — 2),
pri ¢emu je definicijsko podruc¢je D odredeno funkcijom arcsin, tj. nejed-
nadzbama —1 < 22 + % + 22 — 2 < 1. Dakle,

D={(z,y,2) eR¥ |1 <a?+y? + 22 <3}. O

Ako je funkciji f : D — R skup D C R™ (m = 2,3) konacan i ne prevelik,
onda se ona moze zadati tablicno (premda je takvo zadavanje pregledno

samo kad je m = 2). Primjerice,

y\z || 21 | 22 | -+ | 7p
Y1 211 | 291 | - Znl
Y z z 2z f(xivyj) = Zij
2 12 | 202 | - | zZm ‘ |
D:{('r’uyj) ’Z,: ]_7 77’],7 ] :]_7 7k}
Yk 21k | 22k | "t | Znk

Funkcijski graf Gy za f: D — R, D C R™ je podskup od R™*1. Stoga je
nacrtati ga (djelomi¢no) moguce samo za m < 2. U sluc¢aju m = 2 crtanjem
istiCemo samo neke njegove vazne podskupove. To su, najceste, presjeci
Gy odabranim ravninama u prostoru R3. Ako su te ravnine usporedne s

ravninom z = 0 (koordinatnom zy-ravninom), dobivene presjeke nazivamo
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razinskim krivuljama funkcije f (ili grafa G'f). Po tomu, svaki broj zp €
f[D] odreduje jednu razinsku krivulju jednadzbom f(x,y) = zp. Dakle, na
svakoj razinskoj krivulji su funkcijske vrijednosti nepromijenjive.

Sliéno se u slucaju f : D — R, D C R3, dakle Gy C R*, govori o razin-
skim plohama (ili nivo-plohama) funkcije f. Pritom svaka jednadzba
flz,y,2) = up, up € f[D], odreduje tocno jednu pripadnu razinsku plohu
na kojoj su sve funkcijske vrijednosti jednake uy.

Nadalje, da bi nacrtali graf Gy funkcije f : D — R, D C R? (to je neka

ploha u prostoru) korisno je i nacrtati i grafove funkcija
fo(SU,yo)a ($7y0) €D (a)

y = f(zo,y), (w0,y) €D (b)
§to su realne funkcije jedne varijable. Funkcija (a) je u navedenoj geometri-

jskoj interpretaciji prikazana skupom

{(@, 90, f(z,90)) | (z,90) € D}

koji predstavlja krivulju u kojoj ravnina okomita na y-os kroz tocku (0, yo, 0)
sijece plohu (graf) G'y. Analogno je funkcija (b) predstavljena krivuljom koja

je presjek plohe (grafa) G'¢ s ravninom = = .

Ovako dobivene krivulje proucavaju se kod proucavanja, pa i imenovanja

ploha drugog reda.

Pod plohom drugoga reda (ili kvadrikom) podrazumijevamo skup svih
tocaka T = (z,y, z) u prostoru koordinate kojih zadovoljavaju jednadzbu

drugoga stupnja

Az? + By* + C22 + Day+ Fxz + Fyz+Ge + Hy+ Jz + K =0,
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s realnim koeficijentima A, B, C, D, E, F, G, H, J i K, pod uvjetom da
je barem jedan od A, B, C, D, E ili F razli¢it od nule. Posebno ¢e nas
zanimati samo neke kvadrike.

Jednadzba
(z—20)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = R?

predstavlja kuglinu plohu (ili sferu) sa sredistem S = (xo,0,20) i
polumjerom (ili radijusom) R > 0. Neprazni presjek ove plohe ravni-
nom jest ili kruznica ili tocka, $to povlac¢i da se kruznica u prostoru moze

zadati i kao presjek sfere i ravnine.

Za dane realne ne nul-konstante a, b i ¢, jednadzba

(v — 900)2 (Z/ - yo)2 (2 — 20)2
a? * b2 * 2z !

odreduje plohu koju nazivamo elipsoidom (prethodna slika). Njegove su
osi usporedne s koordinatnim osima, a duljine su im redom 2|al, 2|b| i 2|c|.
Neprazni elipsoidovi presjeci ravninama usporednim s koordinatnim osima
jesu ili kruznice ili elipse ili toc¢ke. Primijetimo da u slucéaju a = b = ¢
elipsoid postaje sferom.

Nadalje, jednadzba

2 2 2
x z
T+l
a b2 2
opisuje jednokrilni elipti¢ni hiperboloid (naredna slika (a)). Njegovi
neprazni presjeci ravninama usporednima sa z-osi jesu ili hiperbole ili tocke,
dok su mu presjeci ravninama usporednim s zy-ravninom elipse. Ciklickim

zamjenama x ~> Y, Yy ~> z, z ~> x ia ~> b, b~ ¢, ¢c ~ a dobivamo jednadzbu

"iste" plohe u drugom polozaju (y-os je "povlastena"): ‘Z—; + 2—5 — %; =1,a

jos jednom takvom zamjenom dobivamo jednadzbu ("povlastena" je z-os):

2 2 2
Y z [ —
rta—e=1
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Jednadzba

2 2 2
a b2 2

opisuje dvokrilni elipti¢ni hiperboloid (prethodna slika (b)). Njegov

neprazni presjek ravninom usporednom sa z-osi jest hiperbola, dok mu je

neprazni presjek ravninom usporednom s zy-ravninom ili elipsa ili tocka.

Ciklicki izmijenjujuéi koordinate (varijable) z,y, z, kao i pripadne konstante
2

a, b, ¢, dobivamo jednadzbe "iste" plohe u razli¢itim polozajimas: —f?z — ot
2 2

2 2
e A
Jednadzba

2 2
? oy
2 tp T

opisuje plohu koju nazivamo eliptiénim paraboloidom (prethodna slika
(a)). Faktor 2 u monomu 2z nije bitan, ali je tehnicki (algebarski) pogodan.
Karakteristi¢ni presjeci ove plohe prikladnim ravninama koje su paralelne
koordinatnim ravninama jesu elipse ili parabole. Odgovaraju¢im ciklickim

izmjenama dobivamo jo§ dvije jednadzbe "iste" plohe u razli¢itim poloza-

jima.
Jednadzba
2 2
y T
R
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odreduje hiperboliéni paraboloid (prethodna slika (b)). Odgovarajuéim
ciklickim izmjenama dobivamo jos dvije jednadzbe "iste" plohe u razli¢itim
polozajima.

Jednadzba

opisuje stozastu (ili konusnu) plohu (naredna slika). Opet su moguce jos

dvije (ciklicke) varijante.

Nadalje, jednadzbe

opisuju redom elipti¢ne, hiperboli¢ne i paraboli¢ne valjéaste (ili cilin-
dri¢éne) plohe (naredna slika). Dakako da su iu ovim jednadzbama moguée
prije spominjane ciklicke izmjene. Ove valjcaste plohe su samo vrlo posebni

primjeri (op¢e) valjcaste plohe

Neka je u ravnini II dana krivulja K, te neka je p pravac koji probada
II. Promatrajmo skup svih pravaca u prostoru koji sijeku krivulju I i us-
poredni su s pravcem p. Tretirajuéi svaki pravac tockovnim skupom, pri-
padnu (tockovnu) uniju nazivamo valjéastom (ili cilindri¢nom) plohom.
Pritom govorimo da je pravac p izvodnica (ili generatrisa), a krivlja K

ravnalica (ili direktrisa) te valjcaste plohe.
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Primjerice, elipti¢noj valjcastoj plohi 2—; + %—z = 1 jedna izvodnica jest z-
0s, a ravnalica joj je elipsa 2—; + ‘g—; =1, z = 0. Primijetimo da je svaka
ravnina (trivijalna) valjcasta ploha (za krivulju K treba uzeti odgovarajuéi
pravac). Mi ¢emo, najéesée, promatrati one valjcaste plohe izvodnice kojih
su koordinatne osi, a ravnalice su im neke od poznatih krivulja. (Ravnalica,

naravno, neée nuzno lezati u nekoj od koordinatnih ravnina.)

Napomenimo i to da se prostorna krivulja ¢esto zadaju presjekom dviju

ploha.

PRIMJER. Kruznicu (zadanu presjekom sfere i ravnine)
PP+ =4 2+y—2=0

mozemo zadati i presjekom dviju valjéastih ploha. Eliminiramo li, naime,
varijablu y iz prve jednadzbe uvrstenjem (iz one druge) y = —x+2, dobivamo

2 . . .
5 = 1, koja zajedno s ravninom x +

jednadzbu valjcaste plohe (z — 1) +
y — 2 = 0 odreduje tu kruznicu. Dakle, sada promatrana kruznica ima zapis
52
(x71)2+?:1, T+y—2=0.

Analogno se (eliminiranjem varijable x) dobiva jednadzba valjcaste plohe
(y—1)2+ % = 1, koja zajedno s ravninom x + y — 2 = 0 odreduje tu istu

kruznicu. U

PRIMJER. Skcirati tijelo V' omedeno plohama

z—2=—2%—y? z=/22 42

i opisati ga u pravokutnom i cilindri¢nom koordinatnom sustavu.

Tijelo V odredeno je plohama z — 2 = —22 — y? (paraboloid) z = /22 + 2
(stozasta ploha). Odredimo projekciju V,,, tijela V' na zy-ravninu. Odredit
¢emo je tako da odredimo projekciju krivulje koja se nalazi u presjeku proma-
tranih ploha. Eliminacijom izraza z?>+y?iz z2—2 = —2?2 —y?iz = \/m
dobivamo z? + z — 2 = 0. Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su z; = 1,
29 = —2. Dakle, mora biti z = 1, pa je 22 + y?> = 1. Drugim rijec¢ima,
presjecna krivulja je 22 +y? = 1, z = 1, i projekcija presjecne krivulje na

xy-ravninu je kruznica 22 4+ y? = 1.
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z A
Z=2-X2-y?

Trazena projekcija Vay je krug D = {(z,y) | 2% +y* < 1} . Ukoliko tocka
T = (z,y,2) pripada tijelu V, tada njena projekcija 7" = (z,y,0) na zy-
ravninu mora pripadati krugu D, a to znaci da za njezine koordinate vrijedi
“1<z<1i-vV1-22< y < V1= 22 Konac¢no, za z- koordinatu tocke
T = (z,y,2) € V vrijedi \/m < z (tocka T lezi iznad stozaste plohe) i
2z <2 — 2% —y? (tocka T lezi ispod plohe paraboloida). Dakle,
V= {(w,y,z) | -1<z<1,-V1I-22<y<+V1-—2a2
\/WS2§2—932—2J2}-
U cilindri¢nom koordinatnom sustavu koordinate projekcije 7" = (¢, p,0)
tocke T' = (¢, p, z) € V mora lezati u krugu D, dakle za njezine koordinate
vrijedi 0 < ¢ < 27, 0 < p < 1. Uvjet za z-kordinatu \/m <z <
2 — 22 — 2 prelazi u p < z < 2 — p2. Dakle,

PRIMJER. Funkcijski graf G za funkciju f(z,y) = /2% +y? crtamo
isticuéi njegove presjeke ravninom x = 0 (to su zrake: z =y, z > 0, z = 0;
z=—y,z >0,z =0), ravninom y = 0 (to su zrake: z =z, z > 0, y = 0;
z=—x,2z>0,y=0)1iravninom z = 1 (to je razinska krivulja (kruznica)

2% +y? =1, 2 =1). Primijetimo da je G stozasta ploha.

y
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U
PRIMJER. Razinske plohe za funkciju
2,2
fiD =R, D=R\{(5,5,2) | 2 =0} , (., 2) = L,
su paraboloidi (bez "tjemena") z = ug (2% + y?) , uo € R\ {0}
U

NAPOMENA. Cesto se neki skup razinskih krivulja funkcije (z,y) —
f(z,y) crta u odabranoj ravnini z = zg, primjerice, sve se one projiciraju u
zy-ravninu z = 0. Tada se po njihovu razmjestaju moze zakljuciti ponesto
i o samoj funkciji. Tako se npr. prikazuju razinske krivulje - izohipse $to
na zemljopisnim kartama povezuju tocke iste nadmorske visine, odnosno,
iste podmorske dubine, kao i izobare - §to na sinoptickim (meteorologkim)
kartama povezuju tocke jednakoga zracnog tlaka. Stovise, za zorno prikazi-
vanje razinskih ploha ni nema druge moguénosti osim da ih crtamo u istom
prostoru.

Funkcija f : D — R, D C R™ (m < 3) se moze zadati i implicitno ili
parametarski pod uvjetima sli¢nim onima §to su postavljeni za funkcije iz R

u R. Mi se netemo sada na tomu zadrzavati. Implicitno zadanim funkcijama

¢emo se posebno pozabaviti kasnije.
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Na kraju ovoga pododjeljka pokazimo kako se neka globalna svojstva prenose
na skalarne funkcije. Koristi ¢éemo se standardnim oznakama - tocke u R?

oznacavamo sa T’ = (z,y).

Promotrimo funkciju f : D — R, D C R?, pa uo¢imo bilo koju tocku

To = (z0,y0) € D. Promotrimo skup
Dy, ={T = (z,y) € D|y=w} C D,

Sto je presjek skupa D pravcem kroz tocku Tp, usporednim z-osi. U Dy, je
varijabilna samo z-ta koordinata pa se na njega smije gledati kao na podskup

od R. Oznaé¢imo
f|DyO : DyO - R

pa to suzenje smijemo tretirati kao funkciju jedne realne varijable (varijable

x) (prethodna slika!). Analogno se dobiva skup
Dy ={T'=(x,y) €D |x=x0} CD

1 suzZenje
fID.y * Doy — R

(to je funkcija jedne realne varijable y).

Re¢i éemo da je funkcija f : D — R, D C R?, omedena ako postoji broj
M € R" takav da je |f(T)| < M za svaki T € D. Primijetimo da je za
omedenu funkciju f svako suzenje f|p, , f|p., (' = (z0,y0) € D) omedena

funkcija.

Reéi éemo da je funkcija f uzlazna (silazna, strogo uzlazna, strogo
silazna, monotona, strogo monotona, po dijelovima monotona) po
varijabli x (varijabli y), ako je, za svaku tocku T = (xg,y0) € D, pri-
padno suzenje flp, : Dy, — R (f|p,, : Dy, — R) uzlazna (silazna,
strogo uzlazna, strogo silazna, monotona, strogo monotona, po dijelovoma
monotona) funkcija. Analogno se ovi pojmovi prenose i na realne funkcije
triju realnih varijabli. Na isti na¢in se mogu prenijeti i ostala svojstva realnih

funkcije jedne varijable.
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Analogno se definiraju navedeni pojmovi i za funkciju f: D — R, D C R",
n > 2, (u tom sluc¢aju nemamo geometrijskog zora - nemamo ilustraciju

crtezom).

3.2 NEPREKIDNOST FUNKCIJE

DEFINICIJA 3.1 Neka je Q2 otvoren skup u R™. Za funkciju f: Q — R"
kazemo da je neprekidna u tocki Py € ), ako za svakie > 0 postoji § > 0
tako da za svaku tocku P € €}

d(P, Po) <d=[f(P)— f(P)| <e.
Funkcija f je neprekidna na skupu S C (Q, ako je ona neprekidna u svakoj

tocki skupa S. Funkcija f je klase C na (), ako je f neprekidna na €. Skup

svih neprekidnih funkcija na Q2 oznatavamo sa C().
Simbolicki
(Ve >0)(F6>0) (VP Q) d(P,Py) <d=|f(P)— f(P)| <e ili
(Ve >0)(36 > 0)(VP €Q) Pe B(FPy,0)<d= f(P)e€ B(f(P),e).
PRIMJER. Konstantna funkcija je neprekidna. O
PRIMJER. Projekcije p; : R — R, p;(P) = 2, P = (1,..., %4y, Zn),

i = 1,...n, su neprekidne funkcije. Naime, za dani ¢ > 0 se kugla B(P, ¢)

preslikava na interval <x? — ¢, x? + 5> pa imamo

d(P, Py) < e = |pi(P) —pi(Po)| <e. U

TEOREM 3.2 Neka je 2 C R"™ otvoren skup i f : Q@ — R neprekidna
funkcija u totki Py € Q. Neka je o : Q' — R definirana na otvorenom skupu
' C R koji sadrzi sliku f[Q)] i neprekidna u tocki xo = f(Pp). Tada je
kompozicija h = ¢f : Q@ — R neprekidna u tocki Py.

DOKAZ. Po pretpostavci je ¢ neprekidna u tocki g = f(Py) pa
(Ve > 0)(38 > 0)(Vz € Q) z € B(zo,d') = o(x) € B(p(xg),€).

Buduéi je f neprekidna funkcija u tocki Py € €2, za ovako odabrani §' > 0
postoji 6 > 0 tako da vrijedi

(VP e Q) d(P,PR) <dé=|f(P)—f(P)| <&, tj.
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(VP €Q) P e B(R,d) = f(P) € B(f(R),d).

Stavimo li z = f(P) dobili smo da

(Ve > 0)(36 > 0)(YP € Q) P € B(P,0) = ¢ (f(P)) € Blo(f(R)),2) ti.
(Ve > 0)(36 > 0)(VP € Q) P € B(Py,8) = h(P) € B(h(Py),¢),

pa. je zaista komporzicija h = of neprekidna u tocki Pp. n

TEOREM 3.3 Neka je 0 C R™ otvoren skup i neka su f,g : & — R
neprekidne funkcije u tocki Py € Q. Tada su i funkcije

(1) f+y,
2) f-g
®3) f-9
(4)  f:g (ako je g(P)#0, P €Q),
() [/l
neprekidne funkcije u tocki Py € ().

LEMA 3.4 Neka je Q CR"™ otvoren skup i f : Q0 — R neprekidna funkcija
u totki Py € Q. Tada je f omedena na nekoj kugli B(Py, 1), tj. postoje realni
brojevi > 0 ¢ M > 0 takvi da vrijeds:

P e B(Po,p) = [f(P)] < M.

DOKAZ. Za ¢ = 1 iz neprekidnosti funkcije f u tocki Fp slijedi egzistencija
broja p > 0 takvog da

P € B(Po.p) = f(P) € B((Py), ).
Sada je

F(P)| = |£(P) = £(P) + F(Ro)| < |F(P) — f(P)|+1F(Ro)| < 1+IF(P)]
i stavljajuéi M =1+ |f(FPp)| dobivamo trazenu tvrdnju. [ ]

LEMA 3.5 Neka je Q C R"™ otvoren skup i f : Q — R neprekidna funkcija
u tocki Py € Qi f(Py) # 0. Tada postoji kugla B(Py,d) takva da

P € B(Py,8) = f(P) > 3f(Py), ako je f(Py) >0, odnosno

P e B(Py,6) = f(P) < 3f(Po), ako je f(Py) <0.
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DOKAZ. Neka je f(Pp) > 0. Zbog neprekidnosti funkcije u tocki Py za
e = 1 f(P) postoji § > 0 tako da P € B(Py,8) = f(P) € B(f(P),¢). Sada
je

f(Ro) = f(Ro) = f(P) + f(P) < |f(Fo) = f(P)|+ f(P)
i imamo

F(P) > f(Po) = |f(Po) = f(P)| > f(Po) — ¢ = 3 f(Fo)- u

Dokaz teorema 3.3. Tvrdnja (1) slijedi iz neprekidnosti funkcija f i g:

(Ve > 0)(38' > 0)(YP € Q) d(P,Py) < &= |f(P)— f(P)| <&,

(Ve > 0)(30" > 0)(VP € Q) d(P,Py) <= |g(P) — g(Po)| < §,
i za § = min{#, 6"} imamo
d(P, Po) <6 = |(f +9)(P) = (f + 9)(Po)| = [f(P) = f(Po) + g(P) — g(Po)| <

[f(P) = f(Po)l + 9(P) — g(Po)| <e.

Time je pokazano da je f + g neprekidna funkcija u tocki Fp.

Tvrdnja (2) se analogno dokazuje.

Dokaz tvrdnje (3). Neka je ¢ > 0. Po Lemi 3.4. postoje realni brojevi u > 0
i M > 0 takvi da vrijedi:

PeB(Po,p) = [f(P)| <M i [g(P)]<M

Buduéisu f i g neprekidne funkcije u tocki Py to za e’ = 557 postojid € (0, u)
takav da vrijedi

P e B(Py,0) = |f(P)— f(R)l <& i |g9(P)—g(R)l <€
Sada za P € B(Fp,d) imamo
(f-9)(P) = (f - 9)(Ro)l = [£(P) - g(P) = f(Fo) - g(Po)| =

[f(P) - (9(P) = g(Po)) + (f(P) = f(F)) - g(Fo)| <
[F(P)]-1g(P) = g(Po)|+1f(P) — f(Po)l-|g(Po)| < M-&'+e" M =2'M = ¢

i zaista je funkcija f - g neprekidna u tocki Py.

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 3. SKALARNE FUNKCIJE 105
Dokaz tvrdnje (4). Funkeija ¢(z) = 1 je neprekidna na R\ {0}. Bududi je
g(P) # 0, P € Q, to je kompozicija ¢g definirana na 2 i neprekidna u tocki
Py (po Teoremu 3.2.), tj. funkcija é je neprekidna u tocki Py. Po trvdnji (2)
slijedi da je funkcija f - % =3 neprekidna u tocki Py.

Dokaz tvrdnje (5). Funkcija ¢(z) = |z| je neprekidna na R. Po Teoremu 3.2.

je kompozicija o f = ¢(f) = |f| neprekidna u tocki Fp. |

KOROLAR 3.6 Zbrajanje, oduzimanje i mnoZzenje realnih brojeva su ne-
prekidne funkcije.

DOKAZ. Funkcije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja mozemo zapisati na
nacin:

(@,9) = p1(@,y) + p2(z,y) =2 + v,

(z,y) = p1(z,y) —pa(z,y) == — v,

(z,y) = p1(2,y) - p2(2, ) = 2 -,
i buduéi su projekcije p1 i pa neprekidne funkcije na R?, tvrdnja teorema

slijedi po Teoremu 3.3. [
KOROLAR 3.7 Svaki polinom p : R™ — R je neprekidna funkcija.
DOKAZ. Dokazimo tvrdnju za n = 2. Tada je

p(z,y) = ZZO Z::O aijxiyj = ZZO Z::o agj [p1(z, y)]i [p2(z, y)]j :

Buduéi su projekcije neprekidne funkcije, po Teoremu 3.3. (tvrdnje (3) i

(1)), slijedi da je polinom neprekidna funkcija. ]

NAPOMENA. Prethodni korolar povla¢i da je i skalarno mnozenje

n
():R"xR" =R, (|} (P.Q=(P|Q) =) =iy,
1=1
neprekidna funkcija. Nadalje, inorme || ||,|| ||oos || ||1 : R™ — R su neprekidne
funkcije. Dokazimo da je euklidska norma || || neprekidna funkcija (za ostale

se dokazuje slicno). Buduéi da je

1P =[S0 @i P = (a1, o) €RT,

radi se o kompoziciji neprekidnih funkcija, polinoma p : R®™ — R (drugoga
stupnja) od n varijabla i drugoga korijena Vo RT U {0} — R, pa je ta

norma neprekidna funkcija po Teoremu 3.2.
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KOROLAR 3.8 Podrucje definicije racionalne funkcije je otvoren skup i

na njemu ona neprekidna.

DOKAZZ. Neka je f racionalna funkcija, tj. f = %, p,q : R — R polinomi.

Dokazimo da je skup
Q= {PeR"| g(P) # 0}

otvoren. Ako je Py € €2, onda je q(Pp) # 01 po Lemi 3.5 postoji § > 0 takav
da je ¢(P) # 0 za svaki P € B(Fp,d). Slijedi da je B(Py,d) C 2, i zaista je
Q) otvoren skup.

Neprekidnost funkcije f slijedi iz Teorema 3.3. i Korolara 3.7. ]

KOROLAR 3.9 Dijeljenje realnih brojeva definirano je na skupu {(z,y) €
R? | y # 0} i tamo je neprekidno.

DOKAZ. Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara:

o pl(xa y)
Ty =
p2(z,y)
(pri m su neprekidne funkcije na {(x,y) € R? | y # 0}). [ ]

KOROLAR 3.10 Skup C(Q2) svih neprekidnih funkcija na otvorenom skupu
Q CR"” je vektorski prostor.

DOKAZ. Zaista, ako su f,g € C() i a, f € R, po Teoremu 3.3. je i
af + Bg € C(R), sto znaci da je C(£2) vektorski prostor. |

3.3 LIMES FUNKCIJE

DEFINICIJA 3.11 Neka je Q C R"™ otvoren skup, Py gomiliste skupa €2
i f:Q — R funkcija. Za realan broj L kazemo da je limes funkcije f u

tocki Py, ako za svaki e > 0 postoji d > 0 takav da za svaki P € Q
d(P,Py)) <d=|f(P)—L|<e.

Limes funkcije f u tocki Py (ili graniéna vrijednost funkcije f u tocki

Py) simbolicki mozemo zapisati na nacin:

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 3. SKALARNE FUNKCIJE 107

(Ve>0)(F0>0)(VP Q) d(P,Py) <d=|f(P)—L|<e ili
(Ve >0)(F0>0)(VP € Q) P e B(FPy,d) <0= f(P)e B(L,¢).

NAPOMENA. Pokazimo da ukoliko funkcija f ima limes u to¢ki Py € €
da je tada on jednozna¢no odreden. Zaista, ukoliko bi funkcija f u tocki
Py imala dva limesa razlicita Li i Lg, tada su B(Li1,5) i B(Le,5), € =
d(Ly, L) = |La — L], disjunktne kugle oko L; i Ly. Po definiciji limesa

vrijedi:
(Ve > 0)(30' > 0)(VP € Q) Pe B(P,d)<d= f(P)e B(Li,35),

(Ve > 0)(30" > 0)(VP € Q) P e B(Py,d")<d= f(P)ec B(Ly,5).

Neka je 6 = min{d’,d"}. Sada za P € B(FPy,d) imamo protuslovlje
{f(P)| P e B(P,0)} C B(L1,5)NB(Le, 5) = 0. 0

Prethodno dopusta zapisati grani¢nu vrijednost funkcije kao

Ay I =1

a katkada koristimo i f(P) 2 L.
— 10

Oznaka f(P) — L - 7 f(P) konvergira k L konvergira kada P tezi Py” -
P—Py
nesvjesno uvlacéi elemente gibanja u pojam limesa. Naime da P tezi k Py

zamigljamo da se tocka P, slu¢aju npr. ravnine, giba u toj ravnini i sve
vige priblizava tocki Py. Uz takvo gibanje je vezana staza, a takvih ve¢ u
ravnini ima beskona¢no mnogo. Treba uoé¢iti da f(P) konvergira L kada se
P priblizava Py po bilo kojoj stazi. Sljedeci primjer pokazuje da ra¢unanje

limesa po stazama treba provesti ukoliko "naslu¢ujemo" da limes ne postoji.

PRIMJER. Funkcija

__ Ty
f(x7y)_$2+y2

je definirana na skupu Q = R?\ {(0,0)} i ishodiste je njegovo gomiliste. Ako
se ishodistu Ty = (0,0) priblizavamo po pravcu y = kz, onda f(x,kx) =
H% pokazuje da je 31313}) f(z, kx) = H% Dakle, u svakom smjeru f ima
limes, ali on zavisi od smjera. Dakle, funkcija f nema limes u tocki Ty =

(0,0). O

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 3. SKALARNE FUNKCIJE 108

Prethodni primjer ukazuje na jedan jednostavan postupak za ustanoviti da
funkcija nema limesa. Naime, ukoliko (z,y) — (zo,y0) ide po stazama C

(preko funkcije y = g1(x)) 1 Cy (preko funkcije y = go(x)) te ako je

ur = lim f(z,y)= lim f(z,91(z)) #

(z0,70)
y=g1(z)
# lim f(z,92(x)) = lim f(z,y) = uy
T—T0 0,%0)
y=g2(x)

tada lim f(x,y) ne postoji.

(wo,y0)

PRIMJER. Ispitajte grani¢nu vrijednost funkcije

32y

f(z,y) = 2

u tocki (0,0).

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po stazama koje odreduju pravci y = kx imamo

. . 32%kx i 3k

i S (esy) = M e — e
y=kx

=0,

a ukoliko (z,y) — (0,0) ide po stazama koje odreduju parabole y = kv/x

imamo

3% kyz

lim f(z,y) = lim =0.

(0,0 =0 22 4+ k2x
y=ky/
Opet smo racunali limes po nekim stazama (y = kx,y = kv/z, ali ne svim!)
pa bi olako mogli zakljuciti da je 0 vrijednost trazenog limesa. Ipak se 0

snazno namece. Zaista, vrijedi

3%y 322 |y|
) 2 + 2 ‘ = 3 2 <2 3 |y| - Oa
x Yy e+ Y jer je 123:-732 <1 (z,y)—(0,0)
. . 322

TEOREM 3.12 Funkcija f: Q2 — R, Q C R™ otvoren, ima limes L u tocki
Py € QY ako i samo ako je funkcija f: QU{PR} —R,

~ _ ) fp), PeQ
ey ={ 10 T

neprekidna.
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DOKAZ. Neka je PlianlD f(P) = L. To znaéi da vrijedi
— 10

(Ve > 0)(30 > 0)(YP € Q) d(P,Py) <6 = |f(P)—L| <e.

pa vrijedi

Fan 7 P), PeQ
Definiramo funkciju f sa f(P) = { i( )

) P:PO

(Ve >0)(F>0) (VP € Q) d(P,Py) <d=|f(P)— f(R)| <e,

i zaista je f neprekedna funkcija.

o ~ _ ) f(p), PeQ .
Neka je f: QU{PR} — R, f(P ) = I p_p neprekidna
) =10

funkeija. Dakle, vrijedi

(Ve > 0)(30 > 0)(YP € QU{P,)) d(P,B) <6 = ‘f(P) (R <e
i dalje

(Ve >0)(36 > 0) (VP Q) d(P,P) <d=|f(P)—L|<e,

e li pP)=1L.
pa je Pin}Dof( ) n

Neposredna posljedica ovog teorema je:

KOROLAR 3.13 Funkcija f : © — R je neprekidna u tocki Py € ) ako i
samo ako je lim f(P) = f(FP).
P—Py

TEOREM 3.14 Neka je 2 C R"™ otvoren skup i f,g: Q2 — R funkcije koje
imagju limes u tocki Py € Q. Tada i funkcije f+qg, f —g, \f ( AER), f-g
i |f| imaju limes u tocki P i vrijedi:

(1) fim (f+9)(P) = lim f(P)+ lim g(P);

(2) Jim (f —g)(P) = lim, f(P)— lim g(P);

(3) Jim (\)(P) =X Jim f(P);

(4) Jim (f-g)(P) =[Jim f(P)]-[Jim g(P)]
Ako je jos g(P) #0, P € Q, i Plin}D g(P) # 0 onda i funkcija g ima limes u
tockt Py 1 vrijedi: ’
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5) 1im (£)(P) pim, f(P)
im |\ = = 5.
P—Py 9 Phllllf'o g(P)

DOKAZ. Dokaz slijedi po Teoremu 3.12., Korolaru 3.13. i Teoremu 3.3. m

PRIMJER. Funkcija

2
: R2 R =Y
FARA(0,0) R, flay) = 5L
ima u toc¢ki (0,0) grani¢nu vrijednost 0, lim  f(x,y) =0.
(z,y)—(0,0)

Zaista, budu¢i da je z2 + 32 > 2|zy|, to je

2
ERE
z2+y?l =

lim z, = lim
(x7y)H(070)|f( u)l (,y)—(0,0)

2
im 2= g |T] <o,
(@y)—(00) 22y (2,9)—(0,0)
pa je i lim(, 0,0y f(2,y) = 0.
Zadatak se moze rijesiti i prijelazom na polarne koordinate. Buduéi je

x = pcosy iy = psingp, tada (z,y) — (0,0) ako i samo ako p — 0.

Imamo
2 3 o2 oh qi
lim % = lim w = lim pcos? sin ¢ = 0.
(0,0) % +y p—0 P p—0

Buduéi da dobiveni rezultat ne ovisi o ¢, tj. o kutu pod kojim "dolazimo"
u tocku (0,0), dakle ne ovisi o krivulji po kojoj dolazimo u tocku (0,0),

zakljucujemo da limes postoji i da je jednak 0. U
PRIMJER. Funkcija

5z3 — Ty3

f(%y):W

je definirana na R? \ {(0,0)}. Nadimo ( l)irr%O 0 f(z,y). Vrijedi
x’y - k)

|52% — 7y®| <527 + 7]y <7 (a® |a| + ¢ Jy]) <
@V 42 + Ve +P) =T(2 +47)7,
pa je

3
2

1f(2,y)| <T(2®+92) 27 (22 +y?) ' =7 (a? +4?)?
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Buduéi y/22 + y? — 0 kada (z,y) — (0,0) to ( %IH% : |f(z,y)| = 0 povlaci
z,y)—(0,0

lim  f(z,y) =0. U
(2,4)—(0,0) (@)
U ovom slucaju usporedivanje brojnika i nazivnika bilo je jednostavno jer
funkcija 22 + y? ima samo jednu nulu. Medutim za funkciju
53 — Ty?

T—Y

situacija je drugacija. Ova funkcija nije definirana na pravcu y = x, pa

g(z,y) =

pitanje limesa od ¢ kada se (z,y) priblizava tockama toga pravca je znatno
teze. To je opéenito slucaj kada se nastoji promatrati limes funkcije kada se

tocka iz otvorenog skuoa {2 priblizava "grani¢noj" tocki toga skupa.

3.4 JEDNOLIKO NEPREKIDNE FUNKCIJE

Napomenimo da je funkcija f : K — R je neprekidna na kvadru K =
[a1,b1] X -+« X [an,by] CR™, a; < b;, i =1,---,n, ako postoje otvoren skup
Q C R" i neprekidna funkcija f : © — R takvi da je K C Qi f(P) = f(P),
PeK.

TEOREM 3.15 Neka je f : K — R neprekidna funkcija na zatvorenom
kvadry K C R™. Tada je:

(1) Funkcija f omedena na K;

(2) Funkcija f dostize svoju najveéu i majmanju vrijednost na K, tj. pos-

toje totke A, B € K takve da je f(A) < f(P) < f(B), P € K
(3) Slika n-kvadra K je segment, tj. f(K) = [f(A), f(B)] C R.

DOKAZ. Dokaz tvrdnje (1) provodimo kontradikcijom.

Pretpostavimo da f nije omedena na K. Tada za svaki k € N postoji P, € K
takva da je |f(Pg)| > k. Ovako dobiven niz (Py)reny u K, po Teoremu
2.18, ima konvergentni podniz (Pp,))ken 1 neka je kli)n;o Py = Po. Tada
je Py € K (po Korolaru 2.19) i zbog neprekidnosti od f imamo da je
f(Py) = klln;of (Pp(k)). Konvergentan niz k — f (Pp(k)) je omeden, a to
je u protuslovlju sa ‘f(Pp(k))‘ > p(k) > k. Dakle, f mora biti omedena

funkcija na K.
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(2) Neka je M =sup{f(P) | Pe K} im=inf{f(P)| P € K}.
Po tvrdnji (1) slijedi da su M i m realni brojevi. Po definiciji supremuma

zakljucujemo da za svaki k € N postoji tocka Qi € K takva da je
1
M—%<f(Qk)SM-

Dolazimo do omedenog niza (Q)ken i on ima konvergentni podniz (Qpx))ken

i neka je Q, = klim Qpk)-1z Qo € K 1 neprekidnosti funkcije f dobivamo
f(Qo) = lim f(Qp)). Bududi je M — oy < F(Qpy) <M toje

. 1 .
dim (M = 255) < Jim S (@) = M

idalje M < f(Qo) < M, tj. f(Qo) = M. Dakle, f dostize u tocki B = Qo
svoj supremum. Buduéi je f(P) < f(B) za svaki P € K to funkcija f u
tocki B ima svoj maksimum.

Analogno se pokazuje da postoji tocka A za koju je f(A) = m.

(3) Neka je A = (a1,...,an), B=(b1,...,b,). Funkcija g : [0,1] — R

g(t) = flar 4+ (b1 — a1)t, ..., an + (by — ap)t)

je neprekidna i vrijedi g(0) = f(A), g(1) = f(B). No sad funkcija g poprima
sve meduvrijednosti izmedu f(A) i f(B), tj. za svaki a € [f(A), f(B)]
postoji 7 € [0,1] tako da je @ = g(7). Dakle, a = f(P;) gdje je P, € K

tocka s koordinatama Pr = (a1 + (b1 — a1)7,...,an + (by — an)7). u

DEFINICIJA 3.16 Neka je Q C R"™ otvoren skup. Za funkciju f : Q — R

kazemo da je jednoliko (uniformmno) neprekidna na skupu S C Q ako
(Ve >0)(F > 0)(VP,Q € S) d(P,Q) <d=|f(P)-f(Q)<e (1)

TEOREM 3.17 Ako je f : K — R neprekidna funkcija na zatvorenom

n-kvadru K onda je ona i jednoliko neprekidna na tom n-kvadru.

DOKAZ. Dokaz provodimo metodom suprotnoga. Pretpostavimo da f
nije jednoliko neprekidna na kvadru K. Tada postoji € > 0 takav da za
svaki ¢ > 0 mozemo naéi tocke Q5 i QF u K za koje je d(Q%, Q) < 0 ali je
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|£(Q%) — f(Q})| > e. Posebno za § = 1 (k € N) dobivamo totke P}, P! € K

za koje je
d(P, B) < 3, |f(P) = f(P{)| >e, keN

Omeden niz tocaka (P],)ren ima konvergentan podniz (P];(k)) i neka je Py =

lim Pp(k) . Tada

k—o0

d(Po, Pyiy)) < d(Po, Pyiy) + (P, Pyiry) < d(Po, Pyy) + 55

povlaci (P '(k)) — Py. Buduéi je f neprekidna funkcija to

p k—o0
(f(P];(k))) — f(Po) i (f( ,;/(k))) — f(Po),

a to je u protuslovlju sa |f(P;) — f(P})| > ¢ za svaki k € N. Dakle, f mora

biti uniformno neprekidna na K. ]

Teoremi 3.15 i 3.17 se mogu poop¢iti tako da umjesto kvadra uzmemo
kompaktan skup. U tu svrhu dajemo jednu novu karakterizaciju kompak-
tnog skupa K C R"™ na osnovu koje se pojam kompaktnosti skupa uvodi u
topoloskim prostorima. Pored toga i u slu¢aju prostora R" ta karakterizacija
kompaktnosti je vrlo korisna i pogodna za dokazivanje teorema vezanih uz

kompaktne skupove.

DEFINICIJA 3.18 Familija (Q;,j € J) nepraznih otvorenth skupova iz
R™ je otvoren pokrivaé skupa S C R", ako je skup S sadrian u uniji

skupova Qj, tj. S C UjeJ Q.

Ako je P € S, onda postoji bar jedan j € J takav da je P € ;. Buduéi
je ©; otvoren skup, postoji broj 6(P) > 0 takav da B(P,0(P)) lezi u Q;.
I tako dobivene kugle pokrivaju skup S. No radijusi tih kugala su razli¢iti;
za jednu tocku P € S je §(P) mali, za drugu tocku @ € S je 6(Q) veliki,
itd. Medutim za kompaktan skup K = S mozemo uzeti broj d > 0 neovisan
od pojedine tocke skupa K i takav da kugla B(P,¢) lezi u nekom ¢lanu Q;
pokrivaca. Ta "jednolikost" odabiranja kugle je od osnovne vaznosti kod

proucavanja kompaktnih skupova.

TEOREM 3.19 (H. Lebesque) Neka je K C R™ kompaktan skup i (2,5 €
J) otvoren pokrivat skupa K. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaku tocku
P € K postoji indeks j(P) = j € J takav da je B(P,0) C §;.
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DOKAZ. Dokaz provodimo svodenjem na protuslovlje.

Pretpostavimo suprotno, tj. da takav § > 0 ne postoji. To znaci da postoji
bar jedna tocka P € K za koju kugla B(P, ) nije sadrzana ni u jednom od
skupova €);, j € J. Posebno za broj 6 = % (k € N) postoji tocka P, € K
takva da kugla B(Pj, %) nije pokrivena niti jednim od skupova €2;, j €
J. Budu¢i je K kompaktan, niz (Py)ren ima konvergentan podniz (Fpy))
i limes Py tog podniza lezi u K. Iz Py € K slijedi da postoji bar jedan
indeks jo € J takav da je Py € €)j,. No tada postoji r > 0 takav da je

B(Py,r) C Qjy. Iz d(Po, Pyy) + ﬁ — 0 slijedi da postoji m € N takav
da je d(Po, Pym)) + ﬁ < r. Slijedi
B(Pp(m), Zﬁ) g B(P(),?") g Qjo‘ (a)

Zaista, P € B(Py(m), ﬁ) povlaci

d(P, Py) < d(Po, Pyim)) + d(Pyimy, P) < (1 = 525) + 5y <7

paje P € B(Py,r). Sada (a) pokazuje da je kugla B(Pp(m), Wln)) pokrivena
elementom €, pokrivaca (25,5 € J). S druge strane, tocka P}, je uzeta tako
da kugla B(P, 1) nije sadzana u nekom elementu pokrivaca. Za k = p(m)

imamo protuslovlje. u

Ako je Q; = € za svaki j € J imamo:

KOROLAR 3.20 Ako je kompaktan skup K C R™ sadrZan u otvorenom
skupu Q@ C R"™, onda postoji 6 > 0 rakav da je

(VP e K) B(P,5)CQ.

Tvrdnju prethodnog korolara mozemo iskazati i ovako: Ako otvoren skup
sadrzi kompaktan skup K onda on sadrzi i generaliziranu kuglu B(K,d) =
Upek B(P,6) radijusa 6 > 0 opisanu oko K.

TEOREM 3.21 (Borel-Lebesque)

(a) Neka je K C R™ kompaktan skup i (25,5 € J) otvoreni pokrivat za
K. Tada se pokrivac moZe reducirati na konacan pokrivac, tj. postoji
konacan podskup indeksa Jo = {j1,...,jin} C J tako da je (Q;,j € Jo)

opet pokrivac za K.
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(b) Ako skup K C R™ ima svojstvo da se svaki njegov otvoreni pokrivaé

moZze reducirati na konacan pokrivac, onda je K kompaktan skup.

DOKAZ. (a) Neka je K kompaktan skup. Po Teoremu 3.19 postoji § > 0
takav da za svaku tocku P € K kuglu B(P,¢) sadrzi neki od elemenata €;.
S druge strane, za ovaj ¢ skup K ima konac¢nu J-mrezu (Teorem 2.24), tj.
postoji m € N i tocke Pi, ..., P, € K takve da je K C |J;-; B(Py,9). Ako
je jr € J onaj indeks za koji je B(Py,d) C Q;, (k=1,...,m) dobivamo da
je (y,,k =1,...,m) trazeni konacan pokrivac.

(b) Pokazimo prvo da je K zatvoren, tj. da je R™\ K otvoren.

Neka je P € R™\ K bilo koja tocka. Za k € N stavimo Vj, = R" \ B(P, }).

Tu je B(P, 1) = {Q € R" | d(Q, P) < 1} zatvorena kugla, dakle zatvoren
skup, pa je Vi otvoren skup. Osim toga, vrijedi Vi C Vj41. Sada je

U Ve = U BB =R\, B ) =R"\{P} O K.

Dakle, (Vi, k € N) je otvoreni pokriva¢ za K i on se, po pretpostavci, dade
reducirati na konacan pokrivac¢ (Vi,,..., Vs, ). Ako je p najveci od indeksa

k1,...kp onda je K C V), pa je

B(P,2)C B(P,1) =R"\V, CR"\ K
i zaista je K zatvoren skup.

Dokazimo da je K omeden.

Familija (B(P,1), P € K) kugala radijusa 1 sa sredistima u K je pokrivaé¢
za, K. Po pretpostavci on se dade reducirati na konac¢an pokrivac. Dakle,
postoje kugle B(Py,1),...,B(Pg,1) koje pokrivaju K, Buduéi su te ku-
gle omedene, to je i K omeden (jer je sadrzan u kona¢noj uniji omedenih

skupova). ]

TEOREM 3.22 Neka je f : K — R neprekidna funkcija na kompaktnom
skupu K C R™. Tada je:

(1) Funkcija f je jednoliko neprekidna na K (Heineov teorem);

(2) Slika f[K] je kompaktan skup.
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(3) Funkcija f dostize svoju najvetu i majmanju vrijednost na K, tj. pos-

toje tocke A, B € K takve da je

f(A) < f(P)< f(B), PeK.

DOKAZ. (1) Neka je £ > 0. Funkcija f je neprekidna u tocki P € K pa pos-
toji 0(P) > 0 takav da f skup K NB(P,§(P)) preslikava u kuglu B(f(P), 5).
Sada je (B(P,d(P)), P € K) otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa K i prema
Teoremu 3.19, postoji 6 > 0 takav da za svaku tocku Py € K kugla B(FPp,0)
lezi u nekom ¢lanu B(P,§(P)) promatranog pokrivaca. Ako su P’ i P”
tocke iz K za koje je d(P’, P") < ¢, onda tocke P’ i P” leze u nekoj kugli
B(P,§(P)) pa je

d(f(P"), f(P")) < d(f(P'), f(P)) + d(f(P), f(P")) <5+ 5 =¢,

$to pokazuje da je f jednoliko neprekidna funkcija.
(2) Prema Teoremu 2.24 za svaki € > 0, dakle i za ovako odabrani 6 > 0
postoji konacan skup Ms C K koji je §-mreza za skup K. Drugim rije¢ima
postoji kona¢no mnogo tocaka Py, ..., P; € K takvih da je

K C B(P1,6)U---UB(FPj,0).
Odavde slijedi

fIK] C fIB(P,0)NK]U---U f[B(P;,6) N K] =

FIK] € B(f(P1),5)U---UB(f(P)), 5) = KL.
Buduéi je K. kona¢na unija zatvorenih kugala on je zatvoren i omeden,
dakle kompaktan. To daje da je skup f[K| omeden i da bi dokazali da je
on kompaktan treba jos dokazati da je on i zatvoren. Neka je ({;)ren niz
u f[K] koji konvergira tocki ty. Treba dokazati tg € f[K]. Neka je T, € K
tocka za koju je f(Ty) = tx. Niz (Tk)ken iz K ima konvergentni podniz
(Ty(k) ) ken koji konvergira prema tocki Tp € K (jer je K kompaktan). Sada
neprekidnost od f povlaci f(To) = lim f(T},) = lim ¢, = to, Sto pokazuje
da je to € fIK].
(3) Buduéi je f[K] C R kompaktan skup (po (2)), dakle zatvoren i omeden,
postoje m = inf (f[K]) € f[K] 1 M =sup (f[K]) € f[K]. Akosu A,B € K
tocke za koje je m = f(A), M = f(M), onda za njih vrijedi f(A) < f(P) <
f(B), PeK. |

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 3. SKALARNE FUNKCIJE 117

3.5 ZADACI ZA VJEZBU

1. Tocke T} = (—1,0,0),Ts = (v/3,1,4), T3 = (1,1,1)i Ty = (—v/2,1/2,0)
u Kartezijevom koordlnatnom sustavu (O; z,y, z) zapisite u cilin-
dri¢nom koordinatnom sustavu (O;p, p, 2).

2. Tocke Ty = (07071)7T2 = (0771—73) T5 = (6’ 6 )1T4 - (Za 3I72)
u sfernom koordinatnom sustavu (O; ¢, 4, r) prikazite u Kartezi-

jevom koordinatnom sustavu (O;z, y, 2).
3. Totke T1 = (—3,0,0), Ty = (v/3,0,1), T3 = (1,1,v/2) i Ty =
(=3, —3, —2) u sustavu (O7 x,y, z) zapisite u sustavu (O; , ¥, 7).

4. Nactrajte plohe koje u cilindri¢nom koordinatnom sustavu (O; ¢, p, 2)
imaju zapis:

(a) p=3; (b) p=V2
() o=—-7; (d) »=73;
(e) z=p% f) z=2=p%

(g) p=2cosy; h) p? + 2% = 25.

5. Nacrtajte plohe koje u sfernom koordinatnom sustavu (O; ¢, 9, r)
imaju zapis:

(a) r=3; (b) =g
(€ »=—% (d) =3
(e) V=7 (f) r=2cosv.

6. Nacrtajte plohe ¢ije su jednadzbe dane u Kartezijevom koordinat-
nom sustavu i potom odredite jednadzbe tih ploha u cilindri¢nom
i sfernom koordinatnom sustavu:
(a) 2% +9y? + 22 = 16;
(b) 22+ y? — 22 = 16;
(c) 2% +y? =2z

7. Nacrtajte u ravnini i prostoru:
(a) |z|+ |yl =1;
(b) 22+ 2=1;
(c) y? +22=1.

8. Nacrtajte tijelo odredeno nejednakostima 1 < 2 4+ y? + 22 <
4, z < 0 i potom ga opisite odgovaraju¢im nejednakostima u
cilindri¢nom i sfernom koordinatnom sustavu.

9. Nacrtajte tijela opisana nejednakostima:
(a) 22 +y?2 <2<2,y>0;
(b) 0<p<E, r<z<2
(c) P<z<2-—r%
d) 0<9< %, p<2

10. Neka je f(x,y) = /36 — 922 — 4y2.
(a) Izracunajte f(1,1), f(—2,0);
(b) Odredite definicijsko podrucje D;
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(c) Odredite sliku {f(z,y) | (z,y) € Ds};
(d) Skicirarajte graf funkcije.

Odredite definicijsko podruéje funkcije:
(a) flz,y) = Vy —2x;

(b) f(z,y) = zy/2? +y;

2 2
(©) flay) = L

(d) f(z,y) =22+ y? —1+1In(4— 22 —y?).

Skicirajte graf funkcije:

(a) flz,y)=1-z—y;
(b) f(z,y) = siny;

(¢) flz,y) =1—a%

(d) fly,2) = |zl;

(e) fly,2) = Vy>+2%

() fly.2) =2~ (y* +2%);
(8) flz,2) =—Va*+ 2%
(h) f(z,2) =2 — Va2 + 2%

() f(z,2) = —2? + 22
Odredite definicijsko podruéje funkcije:

(a) u=+/4—a2—y%—2%

(b) u=ln(z— 2% — y?);

w2+y2

() u=e"=7;

(d) u = arcsin(z? + y? + 22).

Skicirajte nivo-plohe funkcije u = f(z,y, 2):
(a) u=a%+1y%+ 2%

(b) u=2z—2%—9y?%

(c) u=a?+2y% + 322
Ako je Py € R", onda je funkcija f : R” — R, f(P) = d(P, P)
neprekidna. DokaZite!

U kojim tockama su funkcije f(z,y) = In(z? + v?), g(z,y) =
T o1 .
, h(z,y) = e T==vI neprekidne?

Odredite (najveéi) skup na kojem su funkcije neprekidne:
1

(a) flay) = 3
(b) f(x,y) = In(2z + 3y);

_ o mwE
(¢) flz,y,2) = pep g

2y

(d) flz,y)={ 2% 442 (2,9) #(0,0) .

L (2,9)=(0,0)

118
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18

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

ry
—_— (=, 0,0
(e) f(xvy)={ z? 4 xy + y? (@) # (0,0)
0, (z,9)=(0,0)
Ako je f: 2 — R neprekidna funkcija na otvorenom skupu Q C
R™, onda je skup {P € Q| f(P) < a} otvoren za svaki a € R.
Dokazite!

Funkcija f : 2 — R je neprekidna onda i samo onda ako je skup
{P €| a< f(P) < b} otvoren za svaki par realnih brojeva
a,b € R, a < b. Dokazite!

Neka je f : Q — R, Q C R? funkcija od tri varijable z,vy, z i
neka su u,v,w funkcije jedne varijable definirane na intervalu
(a,b) tako da je kompozicija F(t) = f(u(t),v(t),w(t)) defini-
rana na (a,b). Ako su funkcije f,u,v,w neprekidne onda je i
F neprekidna funkcija na {(a, b) . Dokazite!

Dokazite: ako su A,B € R", A # B i a,b € R onda postoji
neprekidna funkcija f : R™ — R takva da je f(A) = ai f(B) =b.

Uputa: f(P) = W_

Neka je @ C R”™ otvoren skup i f : £ — R neprekidna funkcija
u tocki Py € Q. Ako je f(Py) # 0, onda postoji § > 0 takav da
d(Py, P) <8 = |f(P)| > 1 |f(P)|. Dokazite!
Odredite limes, ako postoji, ili pokazite da limes ne postoji:

a lim 22y — 2zy*);

(), Jim @y )

(b)  lim  ev®ty;
(z,y)—(1,4)

8 2,2
(@ lim ¥
(z,y)—(0,0) T* + ¥y

Yy + y22 + 22
i ——
(2,9,2)—(0,0,0) 22 +y? + 2*
(z+y)?*.
(2.9)—(0,0) 22 + 32’

f I * +In(2z — y)].
) 0, g lee” + 2z —y)]

()

()

Koriste¢i polarne koordinate izrac¢unajte limese:
23 + 43
im0
(z,y)—(0,0) 2 + Y

b lim 22 + y?) In(2? + y?);
(b) (w,y)—»(0,0)( y°) In(z* 4+ 97)

sin(x? + y?)
im @ —
(@)—(00) 2% +y?

(a)

()

Neka je € C R™ otvoren skup i K kompaktan skup sadrzan u (2.
Tada postoji otvoren skup U C R" takav da je U kompaktan i
KcUcUcqQ.

Uputa: Za P € K uzmite §(P) > 0 takav da kugla B(P,2§(P))
lezi u . Buduéi da je K kompaktan skup, postoji kona¢no to¢aka
Py,...,P, € K takvihdaje K C B(Py,2(Py))U...UB(P,,5(Py)).
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26. Neka je f : K — R neprekidna funkcija na kompaktnom skupu
K C R™. Ako je f(P) > 0 za svaki P € K, onda postoji broj
e > 0 takav da je f(P) > € za svaki P € K. Dokazite!

27. Neka je f : © — R neprekidna funkcija na otvorenom skupu
Q C R" i neka je K C 2 kompaktan skup. Tada postoji otvoren
skup U C Q koji sadrzi K na kojemu je f omedena funkcija.
Dokazite!
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Poglavlje 4

DERIVABILNE FUNKCIJE

4.1 PARCIJALNA DERIVACIJA

Izravno i formalno poopéenje derivabilnosti (u tocki) s funkcija jedne vari-
jable na funkcije dviju varijabla nije moguce, jer je varijabla bitno promije-
nila karakter. Naime, umjesto realnog broja x sada se promatra T' = (z,y),

pa odgovarajuéi koli¢nik Ag(f) vise nema smisla. Medutim, uévrste li se

sve osim jedne koordinate, promatrana funkcija (suzenje) postaje, zapravo,
funkcijom jedne varijable pa se smije govoriti o njezinoj (ne)derivabilnosti.

To onda vodi k pojmu parcijalne derivacije po varijabli-koordinati.

Promatrajmo funkciju f : Q — R, Q C R? otvoren skup, i po volji odabranu
tocku Ty = (z0,y0) € 2. Neka je I, ravnina y = yo i oznacimo s €, =
II,, N D C D. O¢cito je y, # 0 jer sadrzi barem tocku Tp. Suzenje

f|Qy0 = fl : Qyo _>R7 fl(x) :f(aj?y[))

121
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smijemo smatrati funkcijom jedne varijable jer se mijenja samo koordinata

2 . Analogno imamo funkciju

flowy = fo i Qag = R, fa(y) = f(zo,9)

koju mozemo smatrati funkcijom varijable y.

DEFINICIJA 4.1 Reci ¢emo da funkcija f ima parcijalnu derivaciju
po varijabli x u tocki Ty = (xo,y0) ukoliko postoji derivacija funkcije fi u
tocki zg (€ Qy, C R). Derivaciju (broj) fi(xo) tada nazivamo parcijalnom
derivacijom funkcije f po varijabli x u tock:i Ty i oznacujemo s %
(¢ita se: "parcijalno ef po de iksu u te nula"). Dakle, po definiciji je

0f(To) ~ lim [ (zo + Az, y0) — f (z0,%0)
ox Az—0 Azx

. (1)

Analogno, derivaciju (broj) f5(yo) nazivamo parcijalnom derivacijom po

varijabli y funkcije f u tocki Ty i oznacujemo s of é;‘fo) (¢ita se: "parcijalno

ef po de ipsilonu u te nula"):

9f(To) _ lim f (zo,y0 + Ay) — f (w0, %0)
8y Ay—0 Ay

: (2)

Parcijalna derivacija % od f u tocki Ty oznacava se i sa 01 f(zo, o),
Or f(x0,90) ili D1 f(xo,y0),a2 parcijalna derivacija %50) od f u tocki Ty
oznacava se slitno sa 02 f(zo,y0), Oyf(x0,y0) ili Daf(xo,yo). Ovdje ¢emo
koristiti (uz oznake %, %ZO)) najcesée D1 f(xo,y0) 1 Daf(xo,y0) (radi

preglednijeg zapisa).

Analogno se definiraju parcijalne derivacije funkcija triju varijabli: sve vari-
jable fiksiramo osim one po kojoj trazimo parcijalnu derivaciju i potom de-

riviramo tu funkciju (jedne varijable):

8{9(:0) = D1 f(wo, Y0, 20),
8{;50) = Daf(z0, 0, 20),
af(Tp)

5, = D3 f(z0,y0, 20)-
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Ako funkcija f ima u tocki Ty parcijalnu derivaciju po svakoj varijabli onda
kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki 7y. Ako je f derivabilna u

svakoj tocki T' € €0, nazivamo ju derivabilnom funkcijom.

Analogno se difinira parcijalna derivacija skalarne funkcija f: Q — R, Q C

R™ otvoren skup, u tocki Ty = (m(l), ey $?, . ,mg) € Q) po varijabli z; :
8f(T0): lim f(a:(l),...,x?—l—Aa:i,...,mg)—f(x?,...,m?,...,x%) 3)
8%- Az;—0 sz '

U skladu s prethodnim oznakama pisat ¢emo

of (To)
Oazi

= D;f(To).

Po samoj definiciji, parcijalno deriviranje po odabranoj varijabli skalarne
funkcije f : Q@ — R, Q C R", u praksi se svodi na standardno deriviranje

drzeti konstantnima sve varijable osim one odabrane.
PRIMJER. Neka je funkcija f : R? — R zadana propisom

f(z,y) = sin(z + ).

Odredimo obje parcijalne derivacije funkcije f u bilo kojoj tocki (z,y).
Buducéi da je f po svojim varijablama kompozicija derivabilnih elementarnih
funkcija, to ona ima obje parcijalne derivacije u svakoj tocki, tj. f je deri-

vabilna funkcija. Pritom je
Dif(z,y) = cos(x +y?), Daf(x,y) = cos(z +y?) - 2y. O

PRIMJER. Neka je funkcija f: Q — R, Q C R? zadana propisom

f@,y,2) = 2+ In(zy + Vz).

Odredimo sve tri parcijalne derivacije funkcije f u svakoj tocki (z,y,2) u
kojoj one postoje.
Zbog istoga razloga kao i u prethodnom primjeru i zbog uvjeta (na Q) zy +
Vz > 01z >0, funkcija f jest derivabilna. Za parcijalne derivacije u bilo
kojoj tocki (x,y, z) € Q dobivamo:

Dif(xz,y,z) =1+

DZf(wv Y, Z) -

Y
xy + 7z

Xz
zy + V7'
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1
Dsf(x,y,z) = —————.
02 = 5 ey + A
Neka je 2, C Q skup svih tocaka T € € u kojima funkcija f : Q@ — R,

) C R? otvoren, ima parcijalnu derivaciju po varijabli . Tada je dobro

O

definirana funkcija
Dif:Qy =R, T Dy f(T),

koju nazivamo parcijalnom derivacijom funkcije f po varijabli z (na

podskupu Q, C Q). Sliéno tomu je
Dof :Qy — R, T Dy f(T),

parcijalna derivacija funkcije f po varijabli y (na skupu Q, C D svih tocaka
u kojima funkcija f ima parcijalnu derivaciju po varijabli y). Pritom ima
smisla istrazivati neprekidnost (u tocki) tih funkcija, pa se onda govori o
neprekidno parcijalno derivabilnoj funkciji f po varijabli 2 (odnosno
y) (u tocki). Ako je 0 # Q,NQy, = Q' C Q onda su na ' definirane obje
parcijalne derivacije D1f : Q' — R, Dof : Q" — R, tj. f je derivabilna na
skupu . Re¢i ¢emo da je funkcija f neprekidno derivabilna u tocki
To € ' (na skupu ') ¢im su funkcije Dy f, Dof, neprekidne u Ty (na
skupu ).

Sjetimo se da za realne funkcije jedne varijable derivabilnost povlaci nepre-
kidnost. Sada ¢emo pokazati da za funkcije vige varijabla to, opc¢enito, ne
vrijedi.

PRIMJER. Pokazali smo da je funkcija f : R> — R zadana propisom

flz,y) = x2$7+yy2’ (z,y) # (0,0)

0, (x,y) = (070)

prekidna u tocki (0,0). Ona je, medutim, derivabilna u tocki (0,0). Naime

(Az)-0 0
_ 1 / (0 + AZL‘,O) - f(oa 0) T (Az)? 402 - B
P00 = Jmg Aa R e
a sli¢no se pokaze da je i Dy f(0,0) = 0. O
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DEFINICLJA 4.2 Za funkciju f: Q — R, Q CR"™ otvoren, kazemo da je
klase C' na Q, i pisemo f € C1(Q), ako je ona neprekidna na Q i ako se

sve parcijalne derivacije D;f (i = 1,...n) neprekidne na <.

Svaku parcijalnu derivaciju drugoga reda skalarne funkcije definiramo, naj-
jednostavnije govoreci, kao neku parcijalnu derivaciju neke parcijalne deri-
vacije te funkcije, odnosno, rabe¢i rjecnik za funkcije jedne varijable, kao

derivaciju (neke) prve derivacije.

DEFINICIJA 4.3 Ako skalarna funkcija f : Q@ — R, Q C R™ otvoren
skup, ima parcijalnu derivaciju D;f : Q; — R, Q; CQ, i€ {1,--- ,n}, i ako
je D;f derivabilna po varijabli x; u tocki Ty, j € {1,--- ,n}, onda broj

D;j(Dif(To)) = D;Dif(To) (4)

nazivamo drugom parcijalnom derivacijom funkcije f po varijablama

x; i x; (redom) u totki Tj.

Napomenimo da se koriste i oznake

0% f(T,
D;D;f(To) = 85(8;1-)’

a ukoliko je 1 = j

DiD;if(Ty) = D} f(T) = 825(30)

L
Ako funkcija f ima sve druge parcijalne derivacije u tocki Ty, D;D; f(Tp),
i,7 = 1,--- ,n, onda kazemo da je f dvaput derivabilna u tocki Tj.
Neka je €2;; C € skup svih toc¢aka u kojima funkcija f ima drugu parcijalnu
derivaciju po varijablama z; i ; redom. Tada je dobro definirana funkcija

(druga parcijalna derivacija od f po x; i x; redom)
D;Dif : Qij — R, D;D;f(T) = D;j(D; f(T)).

m
Ako je skup @ = [ j; neprazan, onda su na njemu dobro definirane sve
ij=1
druge parcijalne derivacije od f. Pritom kazemo da je skalarna funkcija f
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dvaput derivabilna na skupu Q' C Q. U slucaju Q' = Q govorimo o
dvaput derivabilnoj funkciji f.

Nadalje, induktivno se definiraju i na jasan nac¢in oznacuju sve k-te parci-
jalne derivacije (po k odabranih varijabla redom - "s ponavljanjem") od
f u toeki T (na skupu Q' C Q), k € N, k > 3, kao i pojmovi "f je k-puta

derivabilna (u to&ki Tp; na skupu ). Na primjer,

83

D;D;Dy f(T) = Di Dy, f(T) = 896,(];%67

1

83

i0T;

(T
D;D;D;D;f(T) = DD f(T) = a;;éx% =

? J

PRIMJER. Odredimo sve druge parcijalne derivacije i trete parcijalne
derivacije po z,y,x i po z,x,y redom (ondje gdje postoje) za funkciju
f: X —-R, X CR?

f(z,y) =2’y + zlny.

Definicijsko podruéje X je otvorena poluravnina {(z,y) € R? | y > 0} i
funkcija f je derivabilna. Pritom je, u bilo kojoj tocki (z,y) € X,

Dif(x,y) =2zy +1Iny, Dof(z,y) =2+ g

Primijetimo da su i obje te parcijalne derivacije derivabilne funkcije, tj. da

je funkcija f dvaput derivabilna, i da je
1
D1D1f(a:,y) = 2y7 D2D1f(x,y) =2z + ;,

1 —z
D1D2f(x’y) =2z + ga D2D2f($,y) = ?

Napokon, ocito je da je f i triput (zapravo, po volji mnogo puta) derivabilna
ida je
D1DyD1f(x,y) =2 = D1D1D2f(2,y). O

Jednakosti drugih parcijalnih derivacija

DyDy f(T) = DDy f(T),
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te trecih parcijalnih derivacija
D1DyD: f(T) = DaD1 D1 f(T)

u ovom primjeru nisu slucajne. O tomu govori ovaj, tzv. Schwarzov teo-

rem:

TEOREM 4.4 Neka je f : Q — R, Q C R? otvoren, funkcija koja na
ima parcijalne derivacije D1f, Dof i drugu parcijalnu derivaciju Do D1 f po
x 1y (redom). Ako je funkcija DoD1f neprekidna u tocki Ty € 2 onda
postoji druga parcijalna derivacija D1Dof po y i x (redom) wu tocki Ty i

pritom je
D1D; f(To) = D2D1 f(To). (5)

DOKAZ. Neka je B(Tp,e) € Q bilo koja kugla. Za svaku tocku T =
(z,y) € B(Tp,e) ~{Tp} oznacimo Az = x —xo i Ay = y —yo. Tada je dobro
definirana funkcija (O = (0,0))

B(O,e) N {0} — R,

g(Az, Ay) = [f(zo + Az, yo + Ay) — f(wo + Az, y0) —

1
Ax - Ay
_f(:EanU + Ay) + f(moa yO)] .
Buduéi da je funkcija f derivabilna na B(Tp,¢), to postoje grani¢ne vrijed-

nosti

Aim g(Az, Ay) =

L( m f(zo + Az, yo + Ay) — f(@o,y0 + Ay)
Ay Az—0 Az
i (@0t Az yo) — f(l’o,yo)> _
Ax—0 Az

1

Ay (D1f(x0,y0 + Ay) — D1f(x0,%0))
i, sli¢no,

. 1

Alllfgog(ﬁxa Ay)=--= s (D2 f(xo + Az, y0) — D2 f(x0,90)) -
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Definirajmo, za svaki Ay, funkciju
Ppay = ¢ ¢ [To, 10 + Az] = R, Az >0,

pravilom

f(t,yo + Ay) — f(t,y0)

o(t) = x

(Kad je Az < 0 funkcija ¢ se istim pravilom definira na segmentu [z +
Az, zp]!) Primijetimo da je

d(wo + Az) — ¢(z0)
Az '

g(Az, Ay) =

Buduéi da postoji D;f na B(Tp,¢€), to je ¢ derivabilna funkcija pa po La-

grangeovu teoremu o srednjoj vrijednosti dobivamo:

B (ﬁ/(af() + N Az)Azx o
9(Ax, Ay) = Ay =

1
= Ay (D1 f(zo + Az, yo + Ay) — D1 f(xo + 41z, y0)), Y1 € (0,1).

Definirajmo, za svaki Az, funkciju
Uas =V [yo, 90 + Ayl — R, Ay >0,
pravilom
¥(s) = Dif(zo + V14w, s),
pa je
Y(yo + Ay) — ¥ (yo)

9(Az, Ay) = Ay :

(Kad je Ay < 0 funkcija ¢ se istim pravilom definira na segmentu [yo +
Ay, yo]!) Buduéi da na B(Ty, ) postoji DaD1 f, to je ¢ derivabilna funkcija

i pritom je
Y'(s) = D1Daf (zg + 1Az, ), s € [yo,yo + Ay].

Sada po Lagrangeovu teoremu o srednjoj vrijednosti dobivamo

Y (yo + D2 Ay) Ay

g(Az,Ay) = Ay

= Dy D1 f(xo+01 Az, yo+92Ay), ¥2 € (0,1).

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 4. DERIVABILNE FUNKCILJE 129

Po neprekidnosti funkcije Do D1 f u tocki Ty slijedi

. Az, Ay) = DyD _
(Ax,Alyr)IL(()’O)g( Z, y) 2 1f(fl?(],y0)

Prema tomu, dokazali smo da postoje ove grani¢ne vrijednosti:
(VAy) lim g(Az,Ay),
Az—0
(VAz) lim g(Ax,Ay),
Ay—0

lim Az, Ay).
(Az,Ay)—(0,0) al v)
To znaci da postoje tada i pripadne uzastopne grani¢ne vrijednosti, koje
su medusobno jednake i jednake grani¢noj vrijednosti funkcije g u tocki

0 = (0,0), tj.

Aim, (Jim (8. A9) = Jim,( fim, o(Ar. A9)) =

= li Az, Ay).
(B (0’0)9( z, Ay)

Buduéi da je

oy D1 f(x0,y0 + Ay) — D1 f(x0,9%0)
= lim =
Ay—0 Ay

i i Az, A
A;lfgo(mlgog( i y))

- D2D1f(x07 y0)7

. . o Daf(zo+ Az, y0) — Da2f(z0,90)
Aol dym o(ae 80)) = fim, Az -

= DIDQf(wOa y0)7

to smo Schwarzov teorem dokazali. ]

PRIMJER. Promatrajmo funkciju f : R> — R zadanu propisom

72 — y2
T 9 ) 07 0
0, (z,y) = (0,0)
Funkcija f je derivabilna na R? ~ {(0,0)} i pritom je
22— y2 4m2y2
le(x’y)_y(xQ—i—yQ + ($2+y2)2)’

22 — 2 A2y )

Do f(x,y) = x(wQ T2 - (:L,2 +y2)2
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Nadalje, obje ove parcijalne derivacije su derivabilne funkcije (na R? \
{(0,0)}) i
22 — 42 82242
DyDy f(,y) = (1 ) — DyDaf(z,y).
2 1f(.%' y) x2+y2 + (m2+y2)2 1 Qf(x y)

Pogledajmo sada $to je s derivabilnoséu u toc¢ki (0,0)!
Buduéi da je f(z,0) =0 za svaki x € R i f(0,y) = 0 za svaki y € R, to je f
derivabilna i u (0,0) i

D1£(0,0) = 0= D2f(0,0).

Primijetimo da je
le(ilT,O) = 07 D2f(m30) =, -le(oay) =Y DQf(an) = 07

pa za druge parcijalne derivacije od f u (0,0) dobivamo:

D2(0,0) = Aljgomf(o + Ax,Ao; — D1f(0,0) _ AlifoOA_xo _q,
DyD1f(0,0) = AlinLlOle(O’ 0+ AAy; = D1/(0.0) = A;LI;IBO_AAyy_ 0_ -1,
DiDaf(0.0) = Jim PHEESESRE — i S0 -1
D2£(0,0) = Alligosz(O, 0+ AAyy) — D2£(0,0) _ Algi;rEOOA_yO _o.

Dakle, funkcija f je dvaput derivabilna. Medutim, "mjesovite" druge parci-
jalne derivacije D2D1f(0,0) i D1D2f(0,0) su medusobno razlicite! Uzrok,
dakako, lezi u prekidnosti funkcije Do D1 f(x,y) u tocki (0,0).

DEFINICIJA 4.5 Za funkciju f : Q@ — R kaZemo da je klase CP? (p =
2,3,...) na otvorenom skupu Q C R™ ako je ona klase CP~' na Q i ako
sve parcijalne darivacije p-tog reda funkcije f postoje na 2 i one su na 2
neprekidne (oznaka f € CP(Q)).

Funkcuja f: Q — R je klase C* na Q) C R™ ako je ona klase CP na Q za
svaki p € N (oznaka f € C®(Q)).

Schwarzov teorem se lako poopéuje na skalarne funkcije od tri i vise varijabla,

kao i na parcijalne derivacije vigih redova. Odgovarajuéi teorem jest ovaj:

TEOREM 4.6 Neka funkcija f : Q@ — R, Q C R™ otvoren skup, ima
neprekidne sve parcijalne derivacije do ukljutivo k-tog reda. Ako f ima na

sve parcijalne derivacije (k + 1)-vog reda i ako su sve one neprekidne u
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tocki Ty, onda vrijednosti odgovarajuéih parcijalnih derivacija (k + 1)-vog
reda funkcije f u tocki Ty ne ovise o redosljedu deriviranja po pojedinim

varijablama.

4.2 DERIVACIJA KOMPOZICIJE FUNKCIJA

Sjetimo se derivacije slozene funkcije jedne varijable. Ako je y = f(z) i

x =g(t) i fig su diferencijabilne tada je i y diferencijabilna po varijabli ¢

i vrijedi
dy _dy do
dt  dx dt’

U ovom odjeljku dajemo poopcenje.
PRAVILO (a). Neka je f realna funkcija od tri varijable x, y i z neka su

u, v i w realne funkcije jedne varijable t. Pretpostavimo da je kompozicija

F(t) = fu(d),v(t), w(?)) (1)

definirana. Formula za derivaciju funkcije F' dana je sa

dF_@f‘du g‘dv 8f‘dw

— = — — 4+ = —. 2
dt  O0r dt 0Oy dt 0z dt 2)

Ova se formula obi¢no pise u manje razumljivom obliku koji se lako pamti
G _of de of dy o d: 5
dt  Ox dt Oy dt 0z dt’

To je tzv. lancano pravilo ili pravilo za deriviranje po parametru
funkcije f.

Ako je u(t) = t, F(t) = f(t,v(t),w(t)), onda kazemo da f eksplicitno ovisi
o t i naravno posredno preko funkcija v i w. Tada (3) prelazi u

df _of Of dy 9f dz

o Tay dt o @ (4)

PRIMJER. Neka je
flz,y,2) =e"(y — 2), u(t) =t, v(t) = asint, w(t) = cost.
Odredimo F'(t) za

F(t) = f(u(t),v(t),w(t)) = e*(asint — cost).
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Imamo
g _ aeax( —Z) g_eaa: g__eam
or Y A ’
d—u =1 @—acost d—w——sint
a7 dt Todt

i primjenom formule (2) dobivamo
F'(t) = ae™(asint — cost) + €% - acost + (—e) - (—sint) =

e®(1 + a?)sint. O]
PRIMJER. Odrediti f/(0) ako je
flz,y) = 22y +3zy? 1 z=sin2t, y = cost.

d
Vrijedi de; = (Qxy + 3y4) (2cos2t) + (:r2 + 121:y3) (—sint).
Kako je 2(0) =0, y(0) = 1 imamo da je

df(0)
dt

+ [(w2 + 12903/3)] (@)= (0.1) [(—sint)],_, = 6.

f(0) = = [(2%3} + 33/4)] (z,4)=(0,1) [(2cos2t)],_o +

(Racun provijerite deriviranjem funkcije f(t) = sin? 2t cos t+3 sin 2¢ cos* ¢!)0]

PRAVILO (b). Da je funkcija iz (a) ovisila samo o x i y imali bismo

0 B,

Uzmimo da postoji interval I C R takav da za svaki x € I vrijedi

f(z,v(x)) = 0. (6)
Sada u (5) (uzimamo u(z) = z) imamo F'(z) =0 za z € I, pa je

of Oofdv

oz + Oydxr 0
i dalje

dv . le

uz pretpostavku da je Ds f(x,v(z)) # 0. Derivacije D1 f i Dy f treba ra¢unati
u tocki (z,v(x)).
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Rezimirajmo prethodno.
Ako za funkciju f od dvije varijavle postoji interval I i funkcija v : 1 — R
klase C' na I takvi da vrijedi

onda kazemo da jednadzba f(x,y) = 0 implicitno definira funkciju v. Sa
dv _ Dif
dx N D2f

je dana derivacija implicitno zadane funkcije.

PRIMJER. Sa f(z,y) =y — y> — 2%y + 22y> = 0 definirana je implicitna
funkcija y kao funkcija u varijabli  u nekoj okolini tocke xzy = 1 (jer je
f(1,1) = 0ijer su Dy f(z,y) = 2xy> —2zy, Daf (z,y) = 322y> —3y? — 22 +1
neprekidne funkcije). Derivacija te funkcije je

dy Dif 2zy3 — 2xy

= — = — . U
dx Do f 3x2y? — 3?2 — 22+ 1

PRAVILO (c). Neka je f(z,y, z) funkcija od tri varijable z, y i z neka su

u, v, w funkcije od dvije varijable t i s. Stavimo = = u(t,s), y = v(t,s),

z = w(t,s). Pretpostavimo da je definirana kompozicija

F(s,t) = f(u(t,s),v(t,s),w(t,s)) (8)

Parcijalne derivacije kompozicije F' dane su sa

OF _of ou_of ov_ of ou

9t "o ot Toy ot Tos o
8F_87f.8u+87f.8v+g.8w

9)

ds Oz Os Oy Os 0z 0Os

Ove su formule posljedice formule tipa (2). Zaista, ako u (9) tretiramo s
kao konstantu, onda se radi o funkciji u — F'(t, s) pa primjenom formule (2)

dobivamo prvu formulu iz (9).

PRIMJER. Odredite g—;’j i % slozene funkcije

2(z,y) =a¥, ©=u? — 0% y=ev.
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0: 0z ox 0= oy
%_% % % @_ y=1l.(— Y U
90— 0z 90 Ty g0 ¥ (FR) et (ue). 0

=gyz¥ 1. (2u) + 2¥ Inx - (ve™),

Pravilo (9) lako se poopéuje.
Npr., ako je
w = f(z,y,21),
x=x(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v), t = t(u,v),

sluzeéi se dijagramom,

7S
/\/\/\/\

imamo da su trazene parcijalne derivacije:
o _dw 0r 0w By du 0= ow 0
Ou Ox Ou Oy Ou 0Oz Ou Ot Ou’
du_ow ox 0w oy dw 0: dw o .
ov Oxr Ov Oy Ov 0z Jdv Ot Ov
PRIMJER . Ako je

u:x4y+y223 z = rse’ y—r$2e t, z =r?ssint

izracunajte Z u tocki (r,s,t) = (2,1,0).

I

X y

AN

Pripadni dijagram je

u
pa je trazena derivacija

Ou Ou dr Ou Oy Ou 0Oz

g_%.ast@y 8s+$ 0s
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=423y - re! + (9:4 + 2yz3) 2rse”t + 3y%2% - r?sint.
Kako je z(r,s,t) = rse!, x(2,1,0) = 2, y(r,s,t) = rs2e™t, y(2,1,0) = 2,
z(r,s,t) = r’ssint, 2(2,1,0) = 0 imamo

ou(2,1,0)

0s :(4'23'2)'(2€O)+(24+2'2'03)'(2‘2'1'6_0)—{—

+(3-22-0%) - (22sin0) = 192. O

PRAVILO (d). Nekasu f, u, viwkaou (c). Ako postoji dvodimenzionalni
interval I C R? takav da je

fl@y,w(z,y) =0, (z,y) €1 (10)

onda kazemo da je funkcija w implicitno definirana jednadzbom
fz,y,2) =0. (11)

U ovom slucaju (9) prelazi u
of ofow _
oxr 0z 0x
oF ofow _
oy  0z0y
od kuda zbog u(z,y) = x i v(x,y) = y dobivamo

Ou_ Dy 0u__Df )
ox Dsf’ 0y Dsf

s tim da parcijalne derivacije Dif (k = 1,2,3) treba racunati u tocki
(z,y,w(z,y)) u kojoj funkcija Dsf ne iscezava.

Sa (12) su dane parcijalne derivacije funkcije w koja je implicitno definirana
jednadzbom (11).

Egzistenciju implicitnih funkcija, tj. uz koje uvjete (11) definira funkciju
w takvu da vrijedi (12) pokazat ¢emo kasnije. Navedimo samo toliko da
egzistencija i neprekidnost svih parcijalnih derivacija na otvorenom skupu € i
Ds f(xo0,y0,20) # 0 u tocki (xo, Yo, 20) €  daje dovoljan uvjet za egzistenciju
i jedinstvenost funkcije w za koju vrijede formule (11) i (12) u nekoj okolini

tocke (xo, Yo, 20)-
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PRIMJER. Odredite parcijalne derivacije %, g—z implicitno zadane funk-
cije F(z,y,2) = 2% + y3 + 23 + 6wyz — 1.
0z Dy(2® +y3 + 23 + 6ayz — 1) 6yz + 322  —2yz — a?

0r  Ds(x3+ 13 +28+6xyz—1)  bxy+322 2ay+ 22

%__Dg(m3+y3+z3+6myz—l)_—23:z—y2 0
oy  D3(x3+y3+ 23 +6xyz—1) 2wy + 22

PRAVILO (e). Nekasu f i g funkcije od tri varijable x, y, z. Pretpostavimo

da postoje funkcije u, v od t takve da je

f(u(t)v U(t), t) =0, (13)
g(u(t),v(t), ) =0

Stavimo li F(t) = f(u(t),v(t),t) onda po (2) imamo

_of , 9of , Of
7axu+8vv+8z'

Fuduéi je F' = 0, tim postupkom dobivamo:

FI

Dif v+ Dyf -v' = —Dsf,
Dig-u' + Dag-v' = —Dag,

(14)

Sa (14) je dan sustav od dvije algebarske jednadzbe za nepoznanice u' i v'.
Njegovim rjesavanjem dobivamo

o Dof - D3g — D3 f - Dag
Dif-Dsg— D1g-Dsyf

(15)
o — Dsf-Dig—Dif - Dsg
D1f-Dag—Dig-Daf
u onim tockama u kojima ne is¢ezava determinanta
of of
o(f.9) _|ox dy
or.y) |09 09 1o
or Oy

koja se zove Jacobijan funkcija f i g.

Da smo imali funkcije f i g od ¢etiri varijable x,y, z i t i funkcije u(x, y, 2),

v(z,y, z) takve da je

f(xay7u(x7y7 Z),U(x,y,z) =0 }

(17)
9(z,y,u(z,y,2),v(z,y,2) =0
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onda bismo uzimanjem parcijalnih derivacija po z i po y iz (17) dobili

Dif+Dsf - O pap -2 <0 )

D2f+D3f-gZ+D4f-gZ=0

Dlg—i-Dgg‘gZ—i—Dzlf-ggZ;:O "
Dgg+D3g-gZ+D4f-g::0

i iz ovog sustava odreduju se parcijalne derivacije funkcija u i v po x i po y.

Formule (2) i (9) za deriviranje kompozicije funkcija posljedica su sljedeceg

teorema.

TEOREM 4.7 Neka je Q C R? otvoren skup i f : Q — R funkcija koja
na £ ima neprekidne derivacije D1f i@ Dof. Neka je I C R otvoren interval
iu,v: I — R funkcije klase C* na I takve da je (u(t),v(t)) € Q za svaki
t € I, tako da je kompozicija

EF(t) = f(u(t),v(t), t €1 (19)

definirana na I. Tada je funkcija F klase C' na I i za tg € I vrijedi

9f(u(to), v(to))

o 3f(u(t0)?v(t0)) . ’Ul(to). (20)

' _
Fi{to) = ov

u,(t()) +

DOKAZ. Neka je to € I i ¢ > 0. Oznacimo sa
ug = u(to), vo =v(to), To = (vo,v0), f = fo, f1 = D1f, fo = Daf.

Buduéi je Q otvoren, postoji kugla B(Tp,r) C Q. Funkcije u i v su neprekidne
pa postoji n > 0 takav da je I' = (tg —n,to+n) C I iza svakit € I’ tocka
(u(t),v(t)) lezi u kugli B(Ty,r). Za t € I’ imamo:

B(t) = F(to) = f(u(t),v(t)) — f(ulto), v(to)) =
[f (u(t), v(t)) = f(u(t), vo)] + [ (u(t), v0) — f(uo,v0)] - (21)

U prvoj zagradi promijenila se samo druga varijabla, a u drugoj zagradi

samo prva varijabla. Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti daje
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(22)

gdje su 9¥; € (0,1), za ¢ = 1,2,3,4. Odavde i iz (21) dobivamo

F(t) = F(to)

o~ 1wt 9a(u(t) — uo), vo)] - [W/(to + Valt — t0))] +

+ [fa(u(t), vo + V1 (v(t) — vo)] - [0/ (to + V3(t — to))] (23)

Buducéi je po pretpostavci

TILH%D fi(T) = fi(To), Tliﬂ%o f2(T) = fo(To),

tli_{% u'(t) = u/(tp) 1 tlgg) V'(t) = ' (to)

F/(to) _ th_{% FW =
= Jim [£1(o + V2(u(t) = uo), vo)] - [w/(Fo + Dalt — o)) +

+ Jim [fa(u(t), v0 + 9 (0(0) — vo)] - [ (ro + 0s(t — 10))] =

= fi(uo, vo) - w'(to) + f2(uo,vo) - v'(t0)

§to daje trazenu formulu

) = 2 00).000)

8f(u(tgl7v(to)) o (to). -

u/(to) +

Dokazali smo tvrdnju za slu¢aj n = 2. Na isti nac¢in se dokazuje slucaj n > 2,
tj. tvrdnja:
Neka je © C R"™ otvoren skup, f : Q — R funkcija klase C? na Q i uy,...,u,

realne funkcije definirane na intervalu I C R i takve da je kompozicija

F(t) = f(ul(t)7 o 7un(t))

definirana na I. Ako su uy (k=1,...,n) funkcije klase CP na I, onda je
funkcija F klase CP na I. Nadalje, vrijedi

dF n Af(T) du(t
- f(T)  dui()

E 8351 dt
gdje parcijalne derivacije agg) treba racunati u tocki (uq(t), ..., un(t)).
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4.3 ZADACI ZA VJEZBU

af(1,2) . 9f(1,2)
oz ! dy

dajte geometrijsku interpretaciju rezultata.

1. Izracunajte

2. Odredite prve parcijalne derivacije funkcija:

T—y
a) f(z,y) = ot

1n(x + /22 + yQ);

() flz,y,2,t) = zy?2th.
3. Izracunajte parcijalnu derivaciju u naznacenoj tocki:

9/(1,0)

(a) or f( ) =xze Y + 3y;

o) L2, 0, = sinty - o)

(© afé Yty = v T
01(1.0)

(d)

, fla,y) = sin’(y — ).

4. Pokamte da vrijedi Schwarzov teorem, tj. da je D1Dsf = Do D4 f

ako je:

(a) f(z,y) = sin®z cosy;
(b) f(z,y) = 2%y* — 327y + 3a°.

5. Odredite tre¢e parcijalne derivacije D3 f, D3 Do f, D3 f funkcija:

(a) flz,y) =a® - 3z'y;
(b) flx,y,2) = 2° + aty*2® + y22.

6. Koja od funkcija jest rjesenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe

u  0%u
922 T2 Oy?
(a) u(z,y) = a? +y ;
(b) u(z,y) = 2> —y*
(¢) u(z,y) =In/2?+y%

(d) w(z,y) =2 + 3y,

=0:

U\,

ul\zx,

7. Koja od funkcija jest rjesenje valne diferencijalne jednadzbe

0?u 82

EEEr T

(a) u(zx,t) = sin(kz) sin(akt);

(b) u(x,t) = (v — at)® + (2 + at)b;
(¢) u(z,t) =sin(z — at) — In(z + at).
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dz . d
8. Odredited—j i d—ltb ako je:
(a) z=a+y* o=t y=1+1t%
(b) z=uzev, x = cost, y = e*;
(c) = :sin%, z=cl, y=1t
(d) uz%—f—%,m:\/ﬂyzsin2t,z:e_3t.
9. Neka je u(z,y,z) = [(z—2)*+¢* +z2]_2, T = cos2mt, y =
d
sinrt, z = t. Odredite ditL za t = 1.
0z . 0z
10. ite — 1 — ako je:
0. Odredite EM i e ako je
(a) z= 2?siny, v = u? 4+ v?, y = 2uv;
(b) z=sinzcosy, x = (u—v)?, y = u? —v?%
(c) z=2%—32%y% = ue’, y = ue™".
11. Neka je u = f(x,y), = rcosp, y = rsin . Dokazite da je
() = ()
or r\dp/  \Ox oy/
12. Neka je f funkcija od 7 i r = y/22 + y2 + 22. Dokazite da je :
0f\2 0f\2 0f\2 df \2
(5) + (5) + (o) = (&)
ox y 0z dr
13. Koristeci odgovarajuéi dijagram odredite sve parcijalne derivacije
funkcije:
(a) z=f(z,y), v =2(u,v,1), y = y(u,v,1);
(b) w= f(z,y,2), = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v);
(C) U= f(s»t)v §= s(w,x,y,z), = t(’U),(L‘,y,Z).
14. Ako je u = 2% 4+ y?2 + 22, x = st, y = scost, z = ssint odredite
Ou , 0
fTZ i 571; u tocki T = (s, 1) = (1,0).
. 0z . 0z 9 9 )
15. Odredite — i — za z = In(u® +v*), u = z cosy, v = ysin .
oxr  Jy
16. Odredite D1z i Dyz za z = arctg H’ u = xsiny, v = xcosy.
v
17. z = 9623:7_592, x =rcosp, y = rsinp. Nadite %, g—;
18. Nadite druge parcijalne derivacije funkeije z = f(u,v), u = x+y,
v=T—y.
19. Ako je z = g iz =re y=rse odredite %, %, % u toéki
T =(rs,t)=(1,2,0).
d
20. Odredite Y ako je funkcija y zadana implicitno:
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(a) 22 —zy+y> =0;
(b) e¥ —e* +ay =0;
(c) sin(xy) — e — 2%y = 0;
(d)
(e) zcosy+ycosz = 1.

sinx siny + cosx cosy = y;

21. Odredite % i % ako je funkcija z = f(z,y) zadana implicitno:
€z Y

(a) zy +yz — zax = 0;
(b) ze¥ +yz+ ze® =0.

2 2 2
22. Laplaceov operator A definiran je sa Af = ﬂ + ﬂ + ﬂ

0x?2 = Oy 022
Nadite izraz za Af

(a) u cilindricnom kordinatnom sustavu;
(b) u sfernom kordinatnom sustavu.

0z . 0
23. Odredite 8—; i a—; ako je z = f(x,y) implicitno zadana funkcija:

(a) zy+yz =zz;
(b) wyz = In(x +y+ 2);
(c) 2% +y? — 2% = 2x(y + 2).
24. Ako je u = f(x,y) gdje je x = e® cost, y = e®sint dokazite da je
@4_827“:6—25 [%_’_62”]
0x2 = Oy? 0s2  Ot?
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Poglavlje 5

DIFERENCIJABILNE
FUNKCIJE

5.1 TEOREM O SREDNJOJ VRIJEDNOSTI

TEOREM 5.1 Neka je Q C R? otvoren i neprazan skup i neka funkcija
f:Q — R na Q ima neprekidne parcijalne derivacije prvog reda. Neka su
A = (z0,y0) i B = (zo+h,yo+k) dvije tocke iz Q takve da njihova spojnica
AB lezi u Q. Tada postoji tocka C = (xg + Yh,yo + 9k), 9 € (0,1), na
spojnici AB tako da vrijedi

f(zo+h,yo + k) — f(x0,y0) = hf)!);(x(]) +hag;)- (1)

DOKAZ. Buduéi je 2 otvoren skup, postoji € > 0 takav da je (zg+th, yo+
tk) € Q za svaki t € J = (—e,e 4+ 1). Oznac¢imo sa T; = (xg + th,yo + tk).

Po Teoremu 4.7 je funkcija
F(t) = f(zo +th,yo +tk), t € J (2)

klase C! na J i vrijedi

_0(T) dwo+th) OF(T) dlwo+ek) _,0f(T) | 0F(T)
Oz dt oy dt N oz oy

S druge strane, Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti primjenjen na

F(t) (3)

funkciju F' i segment [0, 1] C J daje
F(1) — F(0) = F'(9), 9€(0,1).

142
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Buduéi je F(0) = f(zo,y0) 1 F(1) = f(zo + h,yo + k) za tocku C = (z¢ +

Yh, yo + Vk) = Ty dobivamo iz (3) tvrdnju teorema. ]
Formulu (1) ¢esto pisemo u obliku
af(C af(C
o) = o) = (2 = 205 4 (- g0) 5 )

koja se iz (1) dobiva stavljanjem x = z¢+h, y = yo+h. Formula (1), odnosno
(1) poznata je pod nazivom formula o konaénim prirastima funkcije
f. Ako je tocka T' = (z,y) blizu tocke Tp(zo,yo), onda zbog neprekidnosti
funkcija D1 f i Do f vrijednost tih funkcija u tockama spojnice 7Ty mozemo
zamijeniti njihovim vrijednostima u tocki 7y. Tim postupkom dobivamo
aproksimaciju

f(@,y) = f(xo,y0) + D1f (w0, y0) - (x — 20) + D2.f (w0, y0) - (¥ — yo)

koja je vrlo vazna i u izvjesnom smislu najpovoljnija.
PRIMJER. Funkcija f(z,y) = xe® ima parcijalne derivacije

Dif(z,y) = e + zye™, Dof(x,y) = 22
i u okolisu tocke Ty = (1,0) mozemo je aproksimirati sa

flxy) = 2= f(1,0)+ (z—1)-Di1f(1,0) + (y — 0) - D2f(1,0)

= f(LLO)+(z—1)-1+(y—0)-1=z+y

Npr., f(1.1,-0.1) = 1.1 — 0.1 = 1. (dok se uporabom kalkulatora dobiva
aproksimacija f(1.1,—0.1) = 1.1 - e D(=0-1) ~ 0.98542). O
PRIMJER. Pokazali smo da funkcija

Yy
5 . 9 z,y # 070
flagy = A DVTOD
0, (z,y) = (0,0)
ima parcijalne derivacije D1 f(0,0) = 0, D2f(0,0) = 0 pa bi mogli pisati
f(z,y) = £(0,0) + 0(z — 0) + 0(y — 0) = 0.

No ovom slu¢aju aproksimacija nije dobra (npr. f u tockama pravca y = z
poprima vrijednost % sto je daleko od vrijednosti f(z, z) = 0). Aproksimacija

nije dobra jer parcijalne derivacije nisu neprekidne funkcije. O

Teorem 5.1 je specijalni slucaj ovog teorema.

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 5. DIFERENCIJABILNE FUNKCIJE 144

TEOREM 5.2 Neka je Q C R™ otvoren i neprazan skup i neka funkcija
f Q2 — R na Q ima neprekidne sve prve parcijalne derivacije D;f (i =
1,...m). Neka su A = (a1,...,ay) @ B = (b1,...,b,) dvije tocke iz Q takve
da njihova spojnica AB = {(a1 +t(by —a1),...,an+t(bp—ay)) |0 <t < 1}
lezi u Q. Tada postoji totka C na spojnici AB tako da vrijedi

F(B) = f(A) = >"" (b= a) Dif(C). (1)
Dokaz ovog teorema provodi se na isti nac¢in kao i dokaz Teorema 5.1.

KOROLAR 5.3 Ako funkcija f : Q — R na otvorenom konveksnom skupu
Q C R" ima neprekidne parcijalne derivacije D;f (i = 1,...,n) i ako postoji
M > 0 takav da je za svaku tocku P € Q |D;f(P)| < M, i=1,...,n, onda
je

DOKAZ. Uzmimo da je n = 2. Za P = (z,y) i Q@ = (zo,yo) konveksnost
skupa i Teorem 5.1 daju

f(@,y) = f(zo,y0) = (x —20) D1 f + (y — yo) D2.f

gdje parcijalne derivacije Dif i Daof treba uzeti u nekoj tocki C' = (zg +
Yh, yo + k), ¥ € (0,1), spojnice AB. Odavde je

|f(z,y) = f(@o,y0)| < M(|z — xo| + |y — wol) <

V2M /(& — 20)? + (y — %0)® = V2Md(P, Q).

Na slican nac¢in se na osnovu Teorema 5.2 dobiva (4) za proizvoljni n.  m

KOROLAR 5.4 Ako funkcija f : Q — R na otvorenom konveksnom skupu
Q C R™ ima sve parcijalne derivacije koje na Q istezavaju, tj. D;f(T) =0,

TeN i=1,...,n, onda je f konstantna funkcije na 2.

DOKAZ. Opet provodimo dokaz za n = 2 (analogno se provodi dokaz za
n > 2). Neka su Ty = (z0,yo) 1 T1 = (o + h, yo + k) proizvoljne tocke iz €.
Tada je

f(xo+h,yo + k) — f(wo,y0) = h- D1f(T) + k- Do f(T),

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 5. DIFERENCIJABILNE FUNKCIJE 145

gdje parcijalne derivacije treba uzeti u nekoj tocki T na spojnici TyT.
Buduéi D1 f(T) = Daof(T) = 0 dobili smo f(Tp) = f(T1) i f je zaista

konstantna funkcija. [

KOROLAR 5.5 Ako funkcija f : Q@ — R na otvorenom skupu Q C R"
ima neprekidne parcijalne derivacije D;f (i = 1,...,n) na 2, onda je f

neprekidna funkcije na Q.

DOKAZ. Neka je Ty € Q proizvoljna tocka. Buduéi su D;f (i =1,...,n)
neprekidne funkcije u tocki Ty € €2, po Lemi 3.4 postoje brojevi n > 0 i
M > 0 takvi da je B(Tp,n) € Qi |D;f(T)| < M (i = 1,...,n) za svaki
T € B(Ty,n). Iz Korolara 5.3. slijedi |f(T) — f(To)| < /nMd(T,Ty) za
T € B(Tp,n). Odavde je Th—>H%0|f(T) — f(To)| = 0 sto pokazuje da je f
neprekidna funkcija u tocki Ty € Q. [

Napomenimo da iz Korolara 5.5 slijedi da funkcija f koja na otvorenom
skupu 2 C R" ima neprekidne sve prve parcijalne derivacije mora biti klase
C' na Q.

5.2 DIFERENCIJABILNOST FUNKCIJE

DEFINICIJA 5.6 Kazemo da je funkcija f : Q — R, Q C R? otvoren,

diferencijabilna u totki (xo,yo) € Q2 ako postoji polinom
(t,s) — At + Bs (A, B € R) (1)

takav da je

lim |f(zo + h,yo + k) — f(x0,y0) — Ah — BK| _
(h,k)—(0,0) vVh? + k2

TEOREM 5.7 Ako je f diferencijabilna u tocki (xo,yo) onda je ona i

neprekidna u toj tocki.

0. 2)

DOKAZ. Neka je € > 0. Iz (2) slijedi da postoji 6 > 0 takav da

R24k% < 6% = |f(xo + h,yo + k) — f(20,50) — Ah — Bk| < eV/h2 4+ k2. (3)
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Dobivamo

| (@0 + h,yo + k) = f(zo, yo)| < [Alh] + |B[ k] +eV'h? + k> <

V2([Al + |B]) Vh2 + k2 +evV/h? + k2 < (e + V2 (JA| + |B))) VA2 + k2.
Dakle
|f(zo + h,yo + k) — f(20,y0)| < MVh? + k2,
gdje smo stavili M = ¢ + /2 (|A| 4 |B|) . Sada je
li h k) — =0
L |f(zo+ h,yo + k) — f(zo,90)| =0,

$to dokazuje da je f neprekidna funkcija u tocki Tp. [

TEOREM 5.8 Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki (zg,y0) € €2, onda

parcijalne derivacije D1f i Daf postoje u tocki (xo,yo) i vrijedi
A= Dif(zo,y0), B = Daf(z0,y0) (4)

DOKAZ. Uzmemo li k=01 h # 0 u (3) dobivamo

f(zo + h,y0) — f(0,v0)

h<d§= - — Al <e|h]
od kuda slijedi
A — pi o (Z0+ o y0) — f(xo,yo)’
h—0 h
tj. A= D1 f(x0,y0). Analogno se dokazuje da je B = D f(x0,0)- u

Primijetimo da ako je f diferencijabilna funkcija u tocki (zg,yo) € 2 onda

je
f(xzo+h,yo+ k) =
f(wo,90) + D1f(zo0,v0) - h + D2f(x0,%0) - k + Ri(zo,yo; h, k) (5)

gdje ostatak R; ima svojstvo da je

. Rl(xO)yO;hu k)
lim —222 2 ), 6
(h,k)—(0,0)  h2 + k2 (6)

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 5. DIFERENCIJABILNE FUNKCIJE 147

Drugim rije¢ima funkcija
Ri(wo,yos hok) 5 | o
——————, h*+k°#0
w(h,k) = Vh? + k2 # (7)
0, h=k=0

je definirana u okolini tocke (0, 0), neprekidna je u toj tocki i vrijedi
f(zo+h,yo + k) =

F(z0,90) + D1f(x0,90) -+ Daf (0, y0) - k +w(h, k)v/h2 + k2 (8)

za sve h i k za koje je (zo + h,yo + k) € Q.

Egzistencija parcijalnih derivacija Dy f i Do f fukcije f u tocki (xq,yo) nije
dovoljna za neprekidnost, pa tim vige ni za diferencijabilnost funkcije f u

tocki (zg, yo).

TEOREM 5.9 Neka je f: Q CR2 Q otvoren i (x9,90) € Q. Ako su prve
parcijalne derivacije Dif i Dof neprekidne u nekoj okolini tocke (xq,yo)

onda je f diferencijabilna funkcija u tocki (xo,yo).

DOKAZ. Neka je ¢ > 0. Buduéi su Dy f i Daf neprekidne u tocki (zg, yo)
postoji 6 > 0 tako da vrijedi

2 + 5% < 6% = |D1f(zo+t,y0 + 5) — D1f(wo,90)| <

)

> + 5% < 6° = |Daf (z0 + t,y0 + 5) — Daf (20, y0)| <

N DN M

Primjenom teorema srednje vrijednosti za funkcije jedne varijable za h? +

k? < 6% dobivamo
|R1(x0, yo; h, k)| =

|f(@o + h,yo + k) = f(zo,50) — D1f (20, 50) - h — Daf(x0,y0) - k| =

|[f(zo + hyyo + k) — f(@o, yo + k)] + [f (zo, 0 + k) — f(zo,50)] —
—D1f(wo,90) - h — Daf (0, y0) - k| =

|D1f(xo + P1h,yo + k) - b+ Daf(xo,yo + V2k) - k

—D1 f(zo,y0) - h — Daf(xo,y0) - k| <
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|D1f(zo + V1h,y0 + k) — D1(wo, yo)| - | A
+ D2 f(z0,y0 + V2k) — Do f(x0,y0)| - |E| <
= Il + < Jk] < V2 + 2.

Dobili smo da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
Rl(xO) Yo, h7 k)

R4 k? < 6% = <e
Vh2+k2 T
i zaista je f diferencijabilna funkcija u tocki (xg,yo)- ]

NAPOMENA. (a) Teorem 5.9. je znatno jac¢i od Korolara 5.5. gdje se
pretpostavlja da parcijalne derivacije postoje i da su neprekidne na okolini
tocke (zg,yo). Dokaz Teorema 5.9. zasniva se na Lagrangeovom teoremu
srednje vrijednosti koji ne zahtijeva neprekidnost derivacije funkcije nego
samo njezinu egzistenciju.

(b) Diferencijabilnost funkcije f u tocki (z, yo) slijedi i iz ovih slabijih pret-

postavki:
1. Dy f postoji u okolini tocke (zg, yo);
2. D1 f je neprekidna funkcija u tocki (zo,yo);
3. D9 postoji u tocki (zg, yo).

Zaista, za ¢ > 0 neprekidnost funkcije D; u tocki (xg, yo) i diferencijabilnost
funkcije s — f(z0,y0 + s) za s = 0 povladi egzistenciju broja ¢ > 0 takvog
da

9
h% + k? < 6% = |Dyf(zo + h,yo + k) — D1f(z0,70)| < 2

k| <6 =|f(zo,50 + k) = f(@0,y0) — D2f(z0,y0) - k[ <

Tada h? + k% < 6% povlaci

|kl

| ™

|R1(z0,yo0; b, k)| < |D1f(xzo+91h,yo + k) - h — D1 f(xo,%0)| - |h| +

€ €
+|f(xo,y0 + k) — f(x0,y0) — Daf(z0,90)k| < B ’h\+§ k| <evVh?+ k2

odakle slijedi diferencijabilnost funkcije f u tocki (zo,yo).

Prethodno vrijedi i za skalane funkcije ako je n > 2.
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DEFINICIJA 5.10 Kazemo da je funkcija f : 2 — R diferencijabilna

u tocki Ty = (29,...,20) otvorenog skupa Q2 C R™ ako postoji polinom

rrn

(tl,...,tn)'—>A1t1+~-+Antn, (AkE]R)

takav da je
n
f@Y+t,..,20 +4,) — f(29,...,20) —Z; Ast;
lim =1 =0 (9)
i1 =0 t4 -+ 12

TEOREM 5.11 Neka je Q C R™ otvoren skup, To = (29,...,20) € Q i f

realna funkcija definirana na €.

1. Ako je f diferencijabilna funkcija u tocki Ty, tj. ako postoje realni
brojevi Ay, ..., A, takvi da vrijedi (9), onda je f neprekidna u Ty, f
ima prve parcijalne derivacije D;f u tocki Ty i vrijedi A; = D;f(Tp)
(t=1,...,n).

2. Ako prve parcijalne derivacije D;f (i = 1,...,n) funkcije f postoje u
okolini tockely i ako su one neprekidne u tocki Ty, onda je f diferen-

cijabilna v tocks Tp.

5.3 DIFERENCIJAL FUNKCIJE

DEFINICIJA 5.12 Neka je f : Q — R diferencijabilna funkcija u tocki
Ty otvorenog skupa Q@ C R™. Polinom

(t1, .. tn) = Dif(To) -t + -+ Dy f(Tp) -t (1)

nazivamo diferencijalom funkcije f u tocki Ty i oznacavamo da sa
df (To).

Ako je T' = (z1,...,zy) onda diferencijal k-te projekcije (z1,...,zy,) — xp

oznacavamo sa drg. Prema tomu je

(dibk)(tl, - ,tn) = tg,
odakle slijedi da su polinomi dxq, ..., dx, linearno nezavisni, tj.

Aydxy + -+ Apdz, =0= A1 =0,..., 4, =0.
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Sada (1), uz oznake Ty = (z1,...,2p), t = (t1,...,tn), prelazi u
) () = 3 Dif(T) 1 =
> DT - (dei)(§) = [ D Dif(To) - (dw)| (8) =
df (To) = Z;l Dif(To) - d; (1)
Ukoliko je n = 2 tada je
df (20, y0) = D1.f(20, o) - dz + D2 f (o, yo) - dy,
a ukoliko je n = 3 imamo
df (20, Yo, 20) = D1.f (20, Yo, 20)-dx+ D2 f (20, yo, 20)-dy~+ D3 f (w0, Yo, 20) - d=.

Sjetimo se da smo kod funkcije jedne varijable imali da je diferencijal df (z) =
f'(z)dz te da smo njega interpretirali kao prirast do tangente. Sli¢na ¢e
biti geometrijska interpretacija diferencijala df (zo,yo) funkcije f : Q@ — R,
Q CR2

Oznacimo sa IT tangencijalnu ravninu na plohu z = f(x, y) u tocki (xg, yo, 20 =
f(l'(), Z/O)) Neka je
II=z-—20=a(x— )+ bly — yo)

jednadzba tangencijalne ravnine. Presje¢nica tangencijalne ravnine II sa

ravninom y = yg je pravac
tyo =2 — 20 = a(x — x9), Y = Yo

Taj pravac je i tangenta na krivulju I'y = z = f(z,y), y = yo, a to znaci da

je koeficijent a jednak parcijalnoj derivaciji Dj f(zo,y0). Dakle, mora biti

tyo = 2 — 20 = D1.f(x0,y0)(z — x0), ¥ = yo.
A ty
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Sliéno se pokazuje da je presje¢nica tangencijalne ravnine Il i ravnine x = xq
pravac t;, = z — 20 = b(y — vo0), © = wp, koji je tangenta na krivulju
Ip=z2= f(xay)v T = xp, 1stoga je log = 2—20 = D2f($07y0)(y_y0)7 T = Ig.
Zakljuc¢imo: ako funkcija f(z,y) ima neprekidne parcijalne derivacije tada je

jednandzba tangencijalne ravnine na plohu z = f(x,y) u tocki (zg, yo, 20 =

f(zo,y0)) dana sa
II=2z— 2= Dif(x0,y0)(x — z0) + Daf(xo,y0)(y — vo)-

(Napomenimo da se sada parcijalnim derivacijama moze pridijeliti ranije
navedeno geometrijsko tumacenje: parcijalna derivacija D1 f(xo,yo) jednaka
je tangensu priklonog kuta tangente t,, presjecne krivulje I'y prema +x-
osi, a parcijalna derivacija Ds f(xg, o) jednaka je tangensu priklonog kuta

tangente t,, presjecne krivulje I's prema +y-osi.)
PRIMJER. Odredimo jednadzbu tangencijalne ravnine funkcije

fla,y) = —22° — ¢

u tocki Tp = (1,1, —3).

Kako je D;f(x,y) = —4z, Daf (z,y) = —2y, imamo da je Dy f(1,1) = —4 i
Dy f(1,1) = —2. Jednadzba tangencijalne ravnine glasi z4+3 = —4(z — 1) —
2(y — 1), odnosno z = —4x — 2y + 3. O

Formulu o konaénim prirastima

f(x,y) — f(20,40) = (x — 20)D1f (w0, %0) + (¥ — yo) D2f (x0, Yo)

uz dxr = x — xg, dy = y — Yo mozemo sada zapisati na nacin

f(xo + dz,yo + dy) — f(xo0,y0) = D1f(x0,y0) - dz + Daf(x0,%0) - dy

odnosno

f(zo + dz,yo + dy) — f(z0,%0) = df (z0, vo)-

Buduce je tangencijalna ravnina dana sa

z(z,y) = f(x0,y0) + D1f(w0,y0)(x — x0) + D2f(%0,y0)(y — Yo)
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to je

z(wo+dw, yo+dy) — f (20, y0) = D1.f(x0,y0)dx+Da f (20, y0)dy = df (x0, yo)-
Dakle, geometrijska interpretacija diferencijala funkcije df (z, y) biti ¢e sli¢na:

to je prirast do tangencijalne ravnine.
A
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Aproksimacija, priblizna vrijednost funkcije f u tocki (x,y) koja je dovoljno

blizu tocki (zg, yo) moze se izvrsiti sa
f(z.y) = f(@o,y0) + df (x0, yo)

tj. s vrijednostima na tangencijalnoj ravnini.

Iz definicije diferencijala neposredno slijedi teorem.
TEOREM 5.13 Ako je svaka od funkcija f,g : Q — R diferencijabilna
u tocki T otvorenog skupa Q C R™, onda su funkcije f +g, f-g i 5 (uz

pretpostavku g(T') # 0) diferencijabilne u tocki T i vrijedi:

(a) d(f +g)(T) = df(T') + dg(T);

(b) d(f - g)(T) = [df (T)] - g(T) + f(T) - [dg(T)];
[4f (1)) - 9(T) — F(T) - [dg(T)]

f
() a(2) (1) =
g [9(T))?
TEOREM 5.14 (diferencijal kompozicije) Neka su 2 C R™ ¢ Q; C R™
Uy, € CYH() takve funkeije da je na

otvoreni skupovi, f € C1(Q) i uy,

Q4 definirana kompozicija
F(xy,...,xm) = fur (1, o, Tm) 5oy U (T1, -+, T)) - (2)
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Tada je F € C1() i

dF = Z:’Zl Dif - du; (3)

s tim da u (3) diferencijale dF' i du; treba racunati u tocki T = (x1,...,Tm) €
Oy, a parcijalne derivacije D1f u odgovarajuéoj tocki (uy(T),...,un(T)) €
Q.

DOKAZ. Da je F € C'(£) slijedi iz Teorema 4.7 (odnosno njegovog
poopéenja). Nadalje, za T € Q1 i t = (t1,...,tm) € R™ po definiciji dife-
rencijala i derivaciji kompozicije imamo

m OF(T)
k=1 a’Ek

o

[dF(T)] (t) =

ZZ:l (ijl Dif (ui(T), ..., un(T)) - an(T)> =

oxy,
> Dif (D), (D) (D DiwslT) - ) =
> Dif (D), . (1)) [dui(T)]] (8)

odakle, zbog proizvoljnosti m-torke t = (t1,...,t,) € R™ slijedi (3). ]

Kao $to smo diferencijal (t1,...,t,) — D1f(To) - t1 + - + Dnf(To) - tn
zapisivali u obliku df (To) = Y.;=; D;f(To) - de; mozemo diferencijal (3)
zapisati u obliku

dF = Zéﬁl sz dui (31)

u kojoj u; mogu biti koordinate tocke iz €2, tada je F' = f, tako i funkcije

definirane na ;.

Napomenimo da linearna nezavisnost polinoma dz1, ..., dzr, u nekim sluc¢a-

jevima olaksava nalazenje parcijalnih derivacija funkcije.

PRIMJER. Funkcija f(x,y) se prijelazom na polarni koordinatni sustav

T =71cosy, y = rsiny, tansformira u funkciju

F(r,p) = f(rcosp,rsingp).
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Sada je

gdje su dr i dy polinomi od dvije varijable definirani sa
(dr)(t,s) =t, (de)(t,s) =s, t,s€R.
S druge strane iz (3') nalazimo

dF = D1 f dx + Dof dy = (z,y su funkcije od 7 i ¢)

— D\ f (—dr+g—xdgo)+D2f( ydr+§—d )

(le —+D2f —)d +<D1f Eerng f%)dgo
Dobili smo
OF OF Oz dy oy oy
P+ L o= (Dt L rp,r Y Dif Yar+ Dyt &Y
ar T g, = (Do ar D2/ ar>d’“+< 1f gpdrt Daf &p>d“’

ijer su dr i dy linearno nezavisni polinomi imamo da je

oF

8r_D1f —|—D2f = D1f-cosep+ Daf -sinp,
OF
8g0_D1f +D2f =Dif - (—rcosp)+ Daf - cosp.

U ovim formulama je vazno da se parcijalne derivacije D1 F i Do F racunaju
na mjestu (r, @), a parcijalne derivacije D1 f i Dy f na odgovarajué¢em mjestu

(rcosp,rsiny). O

PRIMJER. Neka je

Fz,y, f(z,y)) =0

za sve (z,y) iz pravokutnika K C R? i neka su F i f funkcije klase C?.

Uzmemo li diferencijal funkcije

g(z,y) = F(z,y, f(z,y)) =0
dobivamo

Dyg dx + Dag dy =
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Buduc¢i su polinomi dz i dy linearno nezavisni dobivamo

D\F+DsF-Dif = 0,
D2F+D3F-D2f = 0,

odakle se mogu izra¢unati parcijalne derivacije funkcije f u tockama P =
(xvya f(may)) u kojima je D3F(P) 7& 0. O

PRIMJER. Za funkciju
f(a.y) = arctg
T

odredimo Dy f, Daof i df(1,1).

Oznacimo sa

<

g(z,y) == 1 h(t) = arctgt.
T
Sada je
1 Y
df (z,y) = d[(hg) (z,y)] = dh(g(z,y)) - dg(z,y) = ————-d(5) =
1+ [g(z,y))* &)
1 dy-x—y-dov Y T

1+ () 22 = x2+y2dx+x2+y2dy.
Slijedi

of _ y of z

1
= ——F>% —_— = 1.1) = —(— .

Primjetimo da su tu obadvije parcijalne derivacije D1 f i Do f istovremeno
odredene. O

5.4 DIFERENCIJALNE FORME
DEFINICIJA 5.15 Funkciju
gZRnHR, g(t1,...,tn)=A1t1+~--—|—Antn, (4)

t=(t1,...,tn) €R" A, e R (i =1,...,n) nazivamo linearnom formom

od n varijabli.
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Sa P oznacavamo skup svih linearih formi od n varijabli i lako se vidi da
je P vektorski prostor.

Ako je Q C R” otvoren skup i f € C*(Q), onda je svakoj tocki T €
pridruzen diferencijal df (T') funkcije f u tocki 7. Buduéi je df (T) € P™ to
je sa T + df (T) definirana funkcija sa Q u P,

DEFINICIJA 5.16 Funkciju w : Q — P™ s otvorenog skupa Q u vek-
torski prostor P linearnih formi od m warijabli nazivamo diferencijal-

nom formom na §Q.
Ako sa A1(T),. .., An(T) oznacimo koeficijente polinoma w(7T), onda je
w(D)](t) = Ar(T)t1 + -+ Ap(T)tn, teR", T €Q, (5)
i dalje
w(T)=A(T)dxy + - + Ap(T)dxp, T €K (6)

Funkcije A : @ — R su potpuno odredene linearnom diferencijalnom for-
mom w i s druge strane svakih n funkcija Ay : @ — R preko formule (6)

definira potpuno odredenu diferencijalnu formu w.

DEFINICIJA 5.17 KaZemo da je diferencijalna forma (6) klase CP (p =
0,1,...,00) na otvorenom skupu 2 C R™, ako je svaka od funkcija Ay, ..., Ay
klase CP na SQ.

Diferencijalna forma (6) klase C' je egzaktna na Q , ako postoji funkcija
f € C%(Q) takva da je w(T) = df (T) za svaki T € .

Ako je forma

w(T) =A(T)dxy + - - + Ap(T)dzp, T € Q,
egzaktna, tj.

w(T) = df (T) = D1 f(T)xy + - + Dn f(T)dy,
onda mora biti
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Schwarzov teorem za funkciju f daje D;D;f = D;D; f paiz (7) dolazimo do

zakljucka:

Ako je forma w(T) = df(T) = D1f(T)x1 + -+ Dy f(T)dzy, egzaktna na €,

onda na € vrijede jednakosti

DiAj = Din, (2,] = 1,...,n). (8)

Uvjeti (8) nisu i dovoljni da forma w bude egzaktna. Pokazimo to na prim-

jeru.

PRIMJER. Sa

(2.1) xdy — ydz
w(z,y) = ——5—
Yy 22 + 42
definirana je diferencijalna forma klase C* na otvorenom skupu = R?\

{(0,0)}. Sada se (8) svodi na provjeru jednakosti

i( L) — i(L)
dx\ x2+y?)  Oy\z?+y?
na €. Iako je ta jednakost ispunjena, ipak ne postoji funkcija f : Q@ — R

takva da je w(z,y) = df (z,y) za sve (z,y) € Q. Zaista, kada bi takva funkcija

postojala imali bismo

of y of x

O 2242 87y:w2+y2'

No, tada je t — F(t) = f(cost,sint) funkcija klase C* na R i imamo da je

F'(t) = Dy f(cost,sint) - (cost)’ + Dy f(cost,sint)(sint) =

sint (—sint) + cost P
=—————5(—sin ——————— -cost =
cos?t + sin? ¢ cos? t + sin? ¢
gto je nemoguce. Naime F'(0) = F(2r) = f(1,0) i teorem srednje vrijednosti

povlaéi da se funkcija F’ ponistava u nekoj tocki izmedu 0 i 2. O

DEFINICIJA 5.18 Diferencijalna forma (6) je zatvorena na €, ako su

na ) ispunjeni uvjeti

DiAj :Din, (i,jz 1,...,n).
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U prethodnom primjeru je w(zx,y) = % zatvorena na ) = R2\ {(0,0)},
ali nije na Q egzaktna. Svostvo zatvorenosti (lokalno svojstvo) tek ¢e uz
neke geometrijske pretpostavke o skupu (2 dati egzaktnost diferencijalne

forme (globalno svojstvo).

DEFINICIJA 5.19 Skup Q@ C R" je zvjezdast ako postoji tocka Ty € §2

takva da je za svaku tocku T € Q spojnica ToT sadrzana u €.
Svaki konveksan skup je zvjezdast.

TEOREM 5.20 (Poincareova lema) Svaka zatvorena diferencijalna forma

na otvorenom zvjezdastom skupu @ C R" je egzaktna.

DOKAZZ. Dokaz provodimo za n = 3, za ostale n provodi se analogno. Bez
gubitka opéenitosti mozemo uzeti da je Ty = (0,0, 0) tocka obzirom na koju

je Q zvjezdast skup. Neka je forma w dana sa

Uvjet (8) prelazi u

oC 9B 0A 9C OB 0A

By 02 0: 0r or 0y 9)

Treba dokazati da postoji funkcija f € C%(Q) takva daje A = Dy f, B = Dof
iC=Dsf.

Neka je (z,y,x) proizvoljna tocka iz €. Spojnica te tocke s ishodistem je
dana sa {(tz,tx,tz) | 0 <t < 1} i ona lezi u Q. To znac¢i da su funkcije
t — A(tx,ty,tz), t — B(tx,ty,tz), t — C(tx,ty,tz), klase C! na intervalu

(—e,1+¢€) za neki € > 0. Sada f definiramo na nacin
1
flx,y,2) = / [A(tx, ty,tz)x + B(tz, ty, tz)y + C(tx, ty, tz)z] dt.
0

Pokazuje se da je f klase C! na €, pa deriviranje pod znakom integrala (v.

[1], str. 134) i uzimajuéi u obzir (9) dobivamo

le($7y7 Z) =

1
/ [A(tz, ty, tz) + D1 A(tx, ty, tz) - tv + D1B - ty + D1C - tz| dt =
0
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1 1
/ A(tz, ty, tz)dt + / [D1A(tz,ty,tz) - © + DA -y + DsA - 2] tdt =
0 0

1 1 B
/ Adt +/ [A(tx,ty,tz)] - tdt =

1 1 1
/ Adt + [t - A(tz, ty, tz)] | —/ Adt = D1 f(z,y,2) = Az, y, 2).
0 0 0

Na slican nagin se dobiva Daof = Bi Dsf = C. ]

5.5 ZADACI ZA VJEZBU

1. Pomocu diferencijala aproksimirajte funkciji f(x,y) = 3y
tocki Tp = (2, 1). Nadite greske te aproksimacije u tockama Ty
(1.9;0.9), To = (1,99;0,99).

2. Izracunajte priblizno a = (1.03)

u

3.001

in1.47 - arctg 0.07
3. Izracunajte s toc¢noscu 0,01 broj S 2211;0 &

4. Priblizno izracunajte brojeve
(0,97)302)(1.004)>97, /(6.03)2 + (7.02)2.

5. Nadite diferencijal funkcije f(z,y) = In(z + /22 + 3y?) u toé-
kama (2,-1)1 (2,1).

6. Funkcija f(z,y) = x? 4+ y?’ ima parcijalne
0, (0,0)

derivacije D1f i Dof na R? ali u tocki (0,0) nije neprekidna.
Zapravo vrijedi da je Di(f(z,0) = D5(0,2) za sve z,y € R. Da

li je restrikcija funkcije D; f na pravac y = a # 0 neprekidna?

{ . . 224+ #0

L Y I T e T |
7. Neka je f : R = R, f(z,y) = 0, 24?1
Dokazite da je f € CO(R?), f & C'(R?).
, 24240 ,
8. Neka je f(z,y) = 2 + 92 . Dokazite da
0, (0,0)

je funkcija f neprekidna u okolini tocke (0,0), da su Dy f i Dy
omedene funkcije u okolini te tocke, ali da funkcija f nije difer-
encijabilna u toj tocki.
Y : 1 2,2
9. Funkcija f(z,y) = V2 +y2 o \/5102+yz7 vy #0
0, (0,0)
ima parcijalne derivacije Dy f i Dof na R2. Za proizvoljnu tocku
(w0,90) € R? sve éetiri funkcije z — D1 f(x,90),  — Daf(z,y0) i
y — D1 f(xo,y), y — Daf(z0,y) su neprekidne na R, ali funkcija
f nije diferencijabilna u tocki (0, 0).
10. Neka je Q C R™ otvoren. Dokazite da skup svih diferencijabilnih
funkcija f : Q — R u tocki (xg,yo) tvori vektorski prostor.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Funkcija f : @ — R je diferencijabilna u toc¢ki (z¢, yo) ako i samo
ako postoje funkcije A, B : 2 — R takve da je

(a) f(z,y) = f(zo,50) + Alz,y) - (x — z0) + B(z,9) - (y — v0),
(b) A i B su neprekidne u tocki (zo, yo).

Dokazite da je funkcija f : © — R je diferencijabilna u tocki
(z0,y0) ako i samo ako postoje brojevi A, B i C takvi da je

. |f(zo+h,yo+k)—C—A-h— Bk
lim =

0.
(h,k)—(0,0) |h| + [K]

Dokazite da je tada A = Dif(zo,%0), B = Daf(xo,90) 1 C =
f(xo, y0)-
Koja je od formi
xydz + yzdx + xzdy,
xyz(de + dy + dz),
xdx + ydy + zdz,
zatvorena?

Forma
—ydx + xdy
je zatvorena na ) = R?\ {(0,0)}, nije egzaktna na (, ali je
egzaktna u poluravnini Q; = {(x,y) | y > 1}. Nadite funkciju f
na €y takvu da je df = w na €. Da li je forma w egzaktna na
skupu @ U {(z,y) |y < —1}.
Da li su forme

xdxr + ydy,

ydx + xdy,
egzaktne?

w(z,y) =

Forma w = ydx —xdy nije zatvorena, ali je forma, y—2

osim za y = 0.

Za formu w = Adz + Bdy klase C' na Q C R? postoji funkcija
A Q — R takva da je forma Aw egzaktna. Funkcija A naziva
se integracioni multiplikator. Analogna tvrdnja nije toéna za
diferencijalne forme od tri i vise varijabli.

w zatvorena,

Provjerite da forma w = —ydx + xdy nije egzaktna ali jest

w
2 + y2 ’
integracioni multiplikatori za formu w.

d (arctg

<
—
Il

z
pa su z%, y—12, @
Nadite integracione multiplikatore za forme:
(a) e*T¥dx + e®dy;

(b) zdy;

160
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(c) sinx - dx + cosy - dy.
19. Dokazite formule za prijelaz u sferni koordinatni sustav

O O of o
o —Cosgosmﬁax —&-smgpcosﬁay —i—cosﬁaz,
igi:—simpsinﬁgi—l—coswsinﬁgg,
1of _ ‘ﬂaif_‘in ‘ﬂaif_‘imgg
S 59 = cospceosdor —sinpcos By sind o

20. Diferencijal funkcije f(z,y,2) = e*yz prikazite u cilindriénom i
sfernom koordinatnom sustavu.
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Poglavlje 6

IMPLICITNO ZADANE
FUNKCIJE

6.1 TEOREM O IMPLICITNIM FUNKCIJAMA

O implicitno zadanim funkcijama ve¢ je bilo rijec¢i. Tako smo s jednadzbom
F(z,y) = 0 implicitno zadali funkciju y = f(z) i ako je jednadzba F(z,y) =
0 rjesiva po y lako je do¢i do funkcije y = f(z) i do njene derivacije f'(x).
Ukoliko jednadzba nije rjesiva po y postavlja se pitanje pod kojim uvjetima
postoji funkcija f, i ako su ti uvjeti ispunjeni da je njezina derivacija zaista
dana sa f'(z) = —giigizg

Isto tako smo govorili da je s jednadzbom F(z,y,z) = 0 implicitno zadana

funkcija z = f(z,y) i ukoliko je jednadzba F(zx,y,z) = 0 lako rjesiva po z,
jasan je nacin kako do¢i do funkcije z = f(x,y). Ukoliko to nije moguce,
sljedeci teorem govori pod kojim uvjetima postoji funkcija f, te kako izracu-

nati njezine prve parcijalne derivacije.

TEOREM 6.1 Neka je F : Q — R funkcija klase C' na otvorenom skupu
Q CR3 i Ty = (20,90, 20) totka iz Q za koju je

F(x0,y0,20) =0, (1)

D3 F(xo,%0,20) # 0. (2)

Tada postoje otvoreni pravokutnik (interval)
I'= (o —a,z0 +a) x (yo —b,yo +b) C R’
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oko totke (xo,yo) @ interval
I'={(x—c,z0+c)CR

oko tocke zy takvi da za svaki par (x,y) € I jednadzba F(z,y,z) = 0 ima

jedinstveno rjesenje z u intervalu I'. Funkcija
f:I—-R

koja svakom uredenom paru (z,y) € I pridruZuje jedinstveno rjeSenje z
jednadzbe F(z,y,z) = 0 iz intervala I' je klase C* na I i vrijedi

_DlF(x>y) f(m,y))

Bl o, ®

_DgF(Iﬁ,y, f(x,y))7

Uocimo da uvjet DsF(xo,y0,20) # 0 vodi na moguénost rjesavanja jed-

le(!E, y) -

Dgf(CC, y) =

nadzbe F(x,y,z) =0 po z i u vezi s tim izbor intervala
I=(zo—a,zo+a)x(yo—byo+b) CR* I'=(20—¢c,20+¢) CR (4)

takvihdaje IxI' C Qi f(I)CI'.

Istaknimo jos ova tri svojstva funkcije f :

L. f(zo0,%0) = 20;

2. F(x,y, f(z,y)) =0 za svaki (z,y) € [;

3. (F(z,y,2) =0, (z,y) €I, zel')= z= f(z,y).
Najprije dokazimo jednu lemu.

LEMA 6.2 Neka je o < i ¢ : [a, 5] — [a, B] funkcija sa svojstvom da
postoji pozitivan broj q < 1 takav da je

() —p(s) < qlt —s|, ts€lap] (5)

(takvu funkciju nazivamo kontrakcija na segmentu [o, B]). Tada postoji

jedinstvena tocka t* € [, B] takva da je
p(t7) =t

(broj t* je fiksna tocka funkcije ¢).

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 6. IMPLICITNO ZADANE FUNKCIJE 164

DOKAZ. Dokazimo da ¢ ima najvise jednu fiksnu tocku. Zaista, ukoliko

je pored t* i s* fiksna tocka imali bi
(") —@(s")| = [t =" [ < qt* = s" [ = (1 =g t" = s" <0 =
|tf —s*|=0=t"=s".

Ako je neki od rubova «, 3 fiksna tocka lema je dokazana pa pretpostavimo
da nije. Tada je p(a) > a i ¢(B) < B. Uvjet (5) daje da je kontrakcija
¢ neprekidna. To znaci i da je funkcija ¥(t) = t — ¢(t) neprekidna na
segmentu [«, 5] i buduéi je () < 019 (B) > 0 postoji t* € [a, ] takav da
je ¥(t*) = 0. Dakle, ¢(t*) = t* i lema je dokazana. ]

DOKAZ TEOREMA 6.1. Stavimo

Y= [D3F(9U0ay0,2’0)]_1 .

1
Funkcije D1 F, Do F i DiF
brojevin > 01 M >0 (v. Lemu 3.4) takvi da

su neprekidne u tocki Ty = (zo, Yo, 20) pa postoje

|D1F(z,y,2)| < M
(@ —20)” + (y—y0)* + (2 —20) <> = { |D2F(z,y,2)| <M (6)
[D3F(z,y,2)] ' < M
Buduéi da
lim yDsF(z,y,z) =1
(z,y,2)—(z0,50,20)

to postoji otvoreni kvadar J' sa sredistem u (z,yo, 20) sadrzan u kugli
B(Tp,n) takav da

(x,y,z) EJ,:> ‘1_7'D3F(xayvz)’ <

el

Uzmimo sada brojeve a, b, ¢ > 0 takve da je otvoreni kvadar J = (xy — a, zg + a) X
(yo — b,y0 + b) X (20 — ¢, 20 + ¢) sadrzan u kvadru J' i da je svaka od stran-

ica a i b manja od Za tako odabrane brojeve a,b, c promotrimo I i I’

C
CRI
iz (4), tj. I = (xo—a,zo+a) X (yo—b,yo+b) i I' = (20 — ¢, 20+ ¢). Za

fiksno (z,y) € I definirajmo funkciju

F(z,y,t)

_SWHY e 7
D3F($an0,2’0) ( )

o(t) =t —yF(2,y,t) =t —
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Primjenom teorema o srednjoj vrijednosti i ocjene (6) imamo:
p(t) — 20 =t — 20 — v [F(2,y,t) — F(w0, 90, 20)] =
t—z20—7v[(x —20)DiF + (y — yo) D2 F' + (t — 20) D3 F'] =
[6(t) = 20l < [t = 2011 = YDsF I+ 3]-[}2 = o] - [D1F| + |y = wol - D2 ] <
¢t 41y [aM +bM] < 3c.
Prema tome
tel'=(z0—c20+c)= o(t) € [20— 3c,20+ 3c] =TI". (9)

S druge strane primjenom teorema o srednjoj vrijednosti za t,s € I' nalaz-

imo:
pt)—p(s) =t —s—7[F(z,y,t) - Fz,y,8)] =t —s = (t—s)y- D3 F" =
o(t) = p(s)] = [t = |- |L =~ D3F].
Dobili smo da
tisel” = |pt) —p(s)| S g lt—sl 1 @), ¢(s)el”

pa je o kontrakcija segmenta I”. Po prethodnoj lemi postoji jedinstveni broj

t* € I" takav da je t* = ¢(t*), tj. t* =t* — vF(z,y,t*), i imamo
F(z,y,t*) =0. (9)

To znadi da za svaki (x,y) € I postoji jedinstveni broj t* € I” C I’ takav
da vrijedi (9). Dakle, sa (z,y) — t* definirana je funkcija f sa I u R takva
da je

F(z,y, f(z,y)) =0, i f(z,y) el za (z,y) €l (10)

Ako je (z,y,2) € I x I'i F(z,y,2) = 0 onda iz (7) za t = z nalazimo
©(z) = z. Buduéi da z € I' = ¢(z) € I" to je z € I", zbog Cega je
z = f(z,y). Posebno je zo = f(zo,yo)-

Ostaje nam dokazati neprekidnost funkcije f i formule (3).
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Neka su tocke (z,y,2),(X,Y,Z) € I x I'. Primjenom teorema o srednoj

vrijednosti imamo
F(z,y,2)— F(X,Y,Z) = (x— X)D1F + (y— Y)DsF + (2 — Z)DsF (11)
Uzmemo li z = f(z,y) 1 Z = f(X,Y) lijeva strana u (11) is¢ezava pa imamo
(z = X)D1F + (y = Y) Do F + (f(,y) — f(X,Y)) D3 F = 0. (12)

Odavde slijedi (primjenom ocjena (6))

(v~ X)DiF + (y = Y)DoF _
DsF
|z — X|- |D1F|+ |y — Y| |D2F)| <
| D3 F| B

fla,y) = f(X,Y) = -

[f(z,y) = (X, Y)] <
le = X|+ |y - Y- M.

Odavde je vidljivo da (z,y) — (X,Y) povlaci f(z,y) — f(X,Y). Dakle,
funkcija f je neprekidna u svakoj tocki (X,Y) € I.
Iz (12) za y = Y dobivamo

f(w,y:z:i(X,y) _ _g;? v # X, (13)

gdje parcijalne derivacije treba racunati u tocki koja se nalazi na spojnici
tocaka (z,y, f(z,v)), (X,y, f(X,y)). Iz (13) i neprekidnosti funkcije f do-

bivamo:

lim f(m,y)—f(X,y) DlF(Xayaf(X7y))

z—X z—X __D3F(X’y7f(X7y))

i time je dokazana prva formula iz (3). Analogno se dokazuje i druga formula
u (3).
Iz formula (3) i neprekidnosti funkcije f slijedi da su Dy f i Dsf neprekidne

na I. []

NAPOMENA. (a) Da smo u pretpostavci prethodnog teorema pretpostavili
da je funkcija F' klase CP (p > 1) na §2 dobili bismo na osnovi formule (3)
da je i funkcija f klase CP na pravokutniku I.

(b) Prethodnim teoremom je dokazano da uvjet D3 F(xo, 3o, 20) # 0 omoguéava

rjesavanje jednadzbe F(z,y,z) = 0 po z u tockama bliskim tocki (xg,yo)-
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Analogno D;F(xg,¥0,20) # 0 omoguéava rjesavanje je jednadzbe po z u
okolini tocke (yo,z0), a D2F(x0,y0,20) # 0 rjesavanje jednadzbe po y u

okolini tocke (zg, zp)-

Prethodni teorem je specijalni sluc¢aj ovog teorema:

TEOREM 6.3 Neka je Q otvoren skup u R = R"xR i (:L’(l), oo, 20 20) €

) n

Q. Pretpostavimo da je F : Q — R funkcija klase CP (p > 1) na Q i da je

F? .. .,2% 20) =0 i Dy F(al,...,29 ) #0.

»no »n)

Tada postoje otvorent kvadar I C R™ oko tocke (:c(f, .., x0) iinterval I' C R

rn

oko broja zy takvi da za svaki element (z1,...,z,) € I jednadzba
F(z1,...,2p,2) =0

ima jedinstveno rjesenje z w intervalu I'. Sa (z1,...,z,) — 2z dana je
funkcija f sa I w I'. Funkcija f je klase CP na I 1 vrijedi

D;F(z1,...,xpn,2)
Dpi1F(x1,...,20,2)

D,-f(a:l,...,a:n):— (i:1,...,n)

gdje je z = f(x1,...,2p) 1 (21,...,2,) € L.

6.2 SUSTAVI JEDNADZBI

Teorem 6.3 omogucava da se opravda postupak o rjesevanju sistema dviju

i vise jednadzbi koji je dan na str. 105 (Pravilo (e)). Promotrimo sustav

jednadzbi
F ? b b = 0
G(x7 y? u’ v) = O

Treba ga rijesiti po u i v tako da se dobiju funkcije u = f(z,y), v = g(x,y)
takve da je

{ F(z,y, f(z,y),9(z,y)) =0 (2)

G(:Evy) f(%y)vg(m,y)) =0
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za sve (x,y) iz nekog otvorenog pravokutnika (dvodimnzionalnog intervala).
Da bismo dosli do uvjeta koji omoguéavaju rjesenje sustava (1) promotrimo

slucaj da je

{ F(z,y,u,0) = Ay (z,y)u + Bi(z,9)v + Ci(z,y)

3
G(x,y,u,v) :A2($7y)u+B2($7y)v+62($7y) ( )

Sada sustav (1) prelazi u

Aju+ Biv=-C;
Asu + Bov = —Cy

i on ima jedinstveno rjeSenje onda i samo onda ako za determinantu sustava
vrijedi
A1 By

o (4)

Iz (3) dobivamo

oF oF oG oG
Al_%a Bl_%a AQ_%a B2_7

pa uvjet (4) prelazi u

oF OF
OFG) _|ou ov
= 0. 5
owv) |06 0G|7 ®)
ou  Ov
Determinantu %((if)) nazivamo Jacobijan funkcija F' i G po varijablama
uiwv.
Jacobijan n-tog reda odnosi se na n funkcija Fi,..., F, koje zavise od n

varijabli u1, ... u, i ima oblik

oF, OF, OF;
o0Fy 0@y OF,
OFy - Fo) _\Guy Buy 7 Bun|.
8(ula ,Un) . . .
oF, OF, OF,,
ouy  Ouy o ouy,

Jacobijan igra vaznu ulogu pri rjesavanju sustava (1), pa i opéenitijih sus-

tava.
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TEOREM 6.4 Neka je Q C R?* otvoren skup, F, G : Q — R funkcije klase
C! na Qi Ty = (20, Y0, uo, vo) tocka iz Q. Neka je vrijedi

F(x0,y0,u0,v0) =0, G(x0, Yo, uo,v0) = 0; (6)

O(F.G)

3@&)#0 (7)
u tocki Tg.

Tada postoje otvoreni pravokutnik I C R? oko totke (xg,%0) i otvoreni pra-
vokutnik I' C R? oko totke (ug,vo) takvi da za svaki element (x,y) € I

sustav (1) ima jedinstveno rjesenje (u,v) u I'. Time su definirane funkcije

(z,y)—u=f(z,y), (z,y)—v=g(zy)
koje su klase C' na I.

DOKAZ. Uvjet (7) daje da ne mogu obadvije parcijalne derivacije DyF
i D4G istezavati u tocki Tp. Recimo da je DyF(Tp) # 0. Iz F(Tp) = 0 i
DyF(Ty) # 0 na osnovi Teorema 6.3 (n = 3) slijedi da postoji otvoreni
kvadar I; C R? oko tocke (x0, Yo, up) 1 interval I1 C R oko tocke vy takvi da
je I x If C Qi da za svaki element (x,y,u) € I; jednadzba F(z,z,u,v) =0
ima jedinstveno rjesenje v = ¢(x,y,u) u I]. Pri tome ¢ : [; — R funkcija
klase C' na I;. Nadalje je

dp  DyF
Ou  DyF’
Stavimo
H($7y7u) = G($7y7ua@(aj7y7u))7 (x7y7u) S Il' (8)

Funkcija H je klase C' na I i vrijedi

oOH B 0G  0G Oy _ DsF
Ou  Ou + ov Ou _D3G+D4G( D4F) =
87H__ 1 .8(F,G) (9)
ou  D4F O(u,v)’
Odavde dobivamo
H($07y07u0) = 07 DgH(ﬂfo,yo,UO) 7& 0 (10)
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jer je vo = ¢(xo, Yo, 20). Opet, prema Teoremu 6.3, postoje otvoreni kvadar
I C R? oko tocke (zg, o) i interval I C R oko tocke ug takvi da je I x I} C
I i da za (z,y) € I jednadzba H(x,y,u) = 0 ima jedinstveno rjesenje
u = f(z,y) u Ij. Pri tome je funkcija f : I — R klase C! na I.

Stavimo:
g(xﬂy) = @($7y7 f(xay))) (-Tyy) el (11)
I'=1) x I.
Ako je (z,y,u,v) € I x I’ rjesenje sustava (1) onda
F ) ) b = 0
(x,y,u) e I x I, C I
Sada
H(CB,y,U) = G(ﬂ:,y,u,v) =0
(z,y,u) € I x I

No tada je

g(a:,y) = go(x,y,f(a:,y)) = (10(:1773/7“) =,

dakle

u=f(z,y) i v=g(zy).

Time je dokazano da za (z,y) € I sustav (1) ima najvise jedno rjesenje
(u,v) € I' i da je to rjesenje dano sa u = f(x,y), v = g(z,y). S druge strane
(z,y) € I = (2,9, f(z,y),9(z,y) €L x [ CQ =
N { Gz,y, f(2.9),9(x,9)) =0
F(z,y, f(z,y),9(x,y)) =0

6.3 ZADACI ZA VJEZBU

1. Neke je F(z,y,2) = x + y + z + sinzyz = 0. Odredite tocku
Ty € R3 za koju je F(Tp) = 0 i ispitajte da li su tada ispunjeni
uvjeti Teorema 6.1.

2. Neka je F funkcija klase C'! u okolini tocke T = (¢, yo, 20) i neka
je F(z0,y0,20) =01

(D1F(Tp))? + (D2F(Ty))* + (D3 F(Tp))* > 0.

Dokazite da se jednadzba F(z,y,z) = 0 moZe rijesiti po = =
A(y, z) ili po y = B(z, 2) ili po z = C(x,y) u okolini tocke Tp.
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3. Formulirajte i dokazite Teorem 6.3 za sluc¢aj n = 1. Uz koje uvjete
funkcija f ima drugu derivaciju?
Dokazite da je

DYF +2D\DoF - f' + D3F - (f')? + DoF - f" =0

i odatle izracunajte f”.
4. Formulirajte i dokazite Teorem 6.3 za slu¢aj n = 3.

5. Polazeti od formula (3) dokazite da je
?f  —D3}F-(D3F)’+2D,D3F - D\F - D3F — D3F - (D, F)°

Oa? (D3F)? 7
?f  —DiDoF - (D3F)? + DiD3F - DoF - D3F
oxdy (DsF)? *
DoD3F - D\F - FsF — D3F - Dy F - DyF
(DsF)’ ’
82f  —D3D-(D3F)? +2DyDsF - DoF - Dy3F — D3F - (Do F)°
oy (DsF)’

Uputa: uzmite diferencijal od D1 F + D1 f - D3F = 0 itd.

6. Postoje li funkcije f i g klase C! u okolini tocke (0,1) takve da
je f(0,1) =—1, ¢g(0,1) = —1 i za koje je

[f(2,y)]” + zg(z,y) —y =0,

[9(z, y)]3 +yf(z,y) —xz=0.

7. Dan sustav

{ F(x7y’ Z7u7v) = O

G(x7 y? Z? u’ ,U) = 0

kojemu je Ty = (o, Yo, 20, Uo, Vo) jedno rjesenje. Neka je %((57’7%) +
0 u tocki Tp. Dokazite da postoje otvoreni kvadri I C R? oko
toeke (z0,v0,20) i I’ C R? oko tocke (ug,vg) takvi da za svaki
element (x,y,z) € I navedeni sustav ima jedinstveno rjesenje
(u,v) € I'. Time su definirane funkcije f,g : I' — R takve da je
(f(@,y,2),9(x,y,2)) € I' za svaki (z,y,2) € I.

8. Formulirajte i dokazite analogon Teorema 6.4 za slucaj od tri
jednadzbe F;(z,y,z,u,v,w) =0 (i = 1,2, 3).

9. Pretpostavimo da tocka Ty = (zo, Yo, 20, Uo, Vo, wo) zadovoljava

jednadzbe
w0 +w? =1,
w2 02 w?

Koji su dovoljni uvjeti da se te jednadzbe mogu rijesiti po vaijabli
u 1 u tockama bliskim tocki Ty?
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10. Formulirajte uvjete uz koje je sustav

11.

12.

13.

14.

{ F(z,y,2) =0
G(z,y,2) =0

rjesiv po z (odnosno y, odnosno z) i dajte geometrijsku inter-
pretaciju.

Odredite Jacobijan za sustave:
2 2

r=u’—v
(a){y:2uv ’

b :L’:au“ctgE
(b) y

y:u2+v

Odredite Jacobijan za sustave:

TrT=1u
U+ v
(a) Y7 ;
uiv+w

B U+ v
T =T cospcost
(b) y = rsin g cos v

z =rsin
Neka je
| S
E+n2+ % & 42+ ¢ &4+
etz 1T i W2+ 02 12
Provjerite da li je
0w,,2) &m0
(& n, Q) O(u,v,t)
et L 2uv = 1
Dokazite da sustav w—v uwo % odreduje diferen-

ye _1+v_

cijabilne funkcije u = u(z,y), v = v(x,y) takve da je u(1,2) =0
iv(1,2) = 0.

172
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TAYLOROVA FORMULA

7.1 TAYLOROVA FORMULA

Za funkciju ¢ : I — R klase CP*! na otorenom intervalu I C Ri xg € I

pokazano je da vrijedi Taylorova formula

(z — zo)PH!
(p+1)!

> o)z |
o(@) = (o) + 30 EI @ o)+ 04

gdje je & neki broj izmedu zg i x.
Ovdje se dokazuje da analogna formula vrijedi za funkciju f klase CP*! na

otvorenom skupu 2 C R™. Radi jednostavnijeg zapisa razmatranja provodimo

zan=2.
Za funkciju f € C%(Q) i tocku Ty(xo,y0) € Q C R? polinom
*f(To) o ,0*f(To) ?f(To)
(t,s) — 52 tT+ 2 920y ts + gz (1)

nazivamo drugim diferencijalom funkcije f u tocki Ty i oznacavamo sa d? f(Tp).

Prethodni polinom ¢esto se zapisuje u obliku

(ta% + sﬁy)zf(To).

. 3 L 2 2 .
(Izvrsimo naznaceno kvadriranje i nakon toga (%) , 8% . 8%, (6%) zamijen-

. 92 & 92 . . .
imo redom sa 9227 Dad’ 8—312.) Analogno tumacenje ima i p-ta potencija
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DEFINICIJA 7.1 Neka je Q C R? otvoren skup i Ty = (z0,y0) € Q. Za
funkciju f € CP(Q) polinom
0 0 \P p\ OPf(Fo) o
t,8) — (t— + s— Ty) = ) t's’ 2
00 (15 +og,) 1T ig;pm (9)' (9 ?
nazivamo p-ti diferencijal funkcije f u tocki Ty i oznatavamo dP) f (To).-

Analogno, za f € CP(Q), Q C R"™ otvoren, Ty = (29, ...,20) € Q, polinom

rrn

0 \P
o) _
(tl,...,tn) — (tlaxl'i‘...-l-tnaxn) f(TO)_

s OIT) e ()

i1l i (Ox)" - (D)™ "

7/1++Zn:p

nazivamo p-ti diferencijal funkcije f u tocki Ty i oznacavamo sa dP f(Tp).

TEOREM 7.2 Neka je Q C R? otvoren skup i f : Q — R funkcija klase
CP* na Q. Ako su (z0,y0) i (xo + h,yo + k) dvije tocke iz Q i ako njihova
spojnica lezi u 2, onda vrijedi Taylorova formula:

dlf(xO) 3/0)
1!

d® f(zo,yo)

(bt =

(h,k)+R,
(4)

f(zo+h,yo+k) = f(x0,y0)+

gdje je
dPHD) f(zq + 9h, yo + Ok)
(p+1)!

ostatak Taylorove formule u Lagrangeovom obliku.

(hyk), 0<v¥<1 (5)

Rp(l’o, Yo; hv k) =

DOKAZ. Buduéi je 2 otvoren skup, postoji € > 0 takav da je (zg+th, yo+
tk) € Q za svaki t € (—e,1 +¢) = I. Promotrimo funkciju

F(t) = f(zo+th,yo +tk), tel (6)
Po Teoremu 4.7 (generalizirana verzija) funkcija F' je klase CP*! na I. Tay-

lorova formula za funkcije jedne varijable daje

jod F® P+ (9t
O, FP0), FrOw .,
1! p! (p+1)!

za neki ¥ € (0,1). Iz (6) dobivamo

F(t) = F(0) +

(7)

F'(t)=D1f -h+ Dof - k=
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0 AN 1
(hi + k—) f(zo +th,yo + tk) = d' f(xo + th,yo + tk)

oz ox
F/(t) = L (Dif b Daf k)= 5 (Dif )+ 5 (Daf - ) =
Tdt ! 2 Tda ! dt 7 ? B
D?f-h2 42D Dyf - hk + D3f - k? =
]”Lg + k‘g 2f(:L‘0 +th,yo + tk) = d2f(l'0 +th,yo + tk).
ox ox
Induktivno dolazimo da je
. 0 0 \J i
@D = (p 2 - — )
FO(t) = (ho—+ k) fzo+th,yo+tk) = d9 f (w0 +th, yo +th). (8)
Odavde je
; 0 0 \J
D) = (h— il
FO(0) = (hog- + k=) f(w0.0),
0 0 \ptl
(p+1) — (2 il
FE+D) () (hax + kax) F(@o + Oh, yo + Ok).
Iz (7)1 (8) za t = 1 dobivamo formule (4) i (5). |

Teorem 7.2 upuéuje na to da u okolini tocke Ty = (xg, yo) funkciju f mozemo

aproksimirati Taylorovim polinomom indeksa p

d' f(z0,10) d®) f (w0, 0)
1! p!

Odredimo pogresku te aproksimacije. Prvo primijetimo da su funkcije

+1
o0 = 250 oy g+ ), 1€ 0,1 (10)

f(zo0,y0)+ (r—20,y—y0)+- -+ (x—20,y—%0)- (9)

neprekidne na segmentu [0, 1] za svako i = 0,1,...,p,p+ 1. One su dakle i
omedene i neka je My > 0 takav broj da je

o, (1) < My, t€[0,1], i=0,1,...,p+1.

Sada za t € [0, 1] dobivamo:
p+l/p+1
e

‘(h@l + kaz)p+1 flxo+th,yo + tk‘)| = Z )‘Pi(t) Bi gpH1—i <

7

1 i —
2 S (P B R = 2 () < A (VaVRE T R
Slijedi da je
P+ £ (30 + Oh, yo + Ok)
(p+ 1)

|Rp (0,0 h, k)| = }d( (h, k)’ <
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(p]fll)! (\@)IHI( B2 + k2)pT+1 — M( B2 —i—kQ)%l (11)
gdje je
- (p]\fl)! (V)" (2

Time je dokazan sljedeci korolar.

KOROLAR 7.3 Neka je Q C R? otvoren skup, f € CPTH(Q), (zo,y0) € Q
i K konveksan skup u Q koji sadrzi tocku (xo,yo). Ako postoji My > 0 takav
da je

or+1

Wf(%y)| < M, (13)

zai=1,...,p+ 11 za svaku tocku (z,y) € K, onda za (x,y) € K vrijedi

procjena
2 21241
| Rp(0, yo; & — x0,y — yo)| < M [(z — x0)* + (y — v0)?] 2 (14)
o My p+l
dje je M = 2 .
gdje j TES (V2)

Prema tomu ocjena (13) parcijalnih derivacija (p + 1)-og reda funkcije f
omogucava ocjenu pogreske prilikom zamjene funkcije f polinomom (9) na
konveksnom skupu K koji sadrzi tocku (xo,y0). Po Teoremu 3.4 iz f €
CPFL(Q) slijedi egzistencija brojeva e > 0 i M; > 0 takvih da vrijedi (13) za
svaku toc¢ku (z,y) iz kugle radijusa € sa sredistem u tocki (xg,yo). Uzevsi

to u obzir i prethodni korolar dobivamo
KOROLAR 7.4 Neka je Q C R? otvoren skup, f € CPTH(Q) i (z0,y0) € Q.
Tada je

Y Ry (20, x05 7 — %0,y — Y0)
im D
(z,y)—(z0,y0) [(g} — 3;'0)2 + (y — y0)2] 2

= 0. (15)

Analogne tvrdnje vrijede i za funkcije od tri i opéenito od n-varijabla.

Na koncu navedimo i ovu posljedicu Teorema 7.2.
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KOROLAR 7.5 Neka jeQ C R? otvoren skup, f € C°(2), Ty = (x0,%0) €
Q ie >0 takav da je B(Tp,e) C Q. Ako postoje mg € N i realan broj M > 0

takvi da je
g )| <M, (@) € BTae) (16)
za sve m > myg i sve i =0,1,...,m tada za (x,y) € B(Ty,¢) vrijedi
lim Ry (20, yo; © — 20,y — yo) = 0, (17)
fo) = gl - a5+ -5 fanw). (8)

(to je razvoj funkcije f u Taylorov red u okolisu tocke Tp).

7.2 LOKALNI EKSTREMI FUNKCIJE

Neka je f : © — R, 2 C R" otvoren skup. Kazemo da funkcija f ima
lokalni minimum f(7p) u tocki Ty € €2 ako postoji € > 0 takav da za za

svaku tocku T vrijedi
d(T,Ty) <e= f(To) < f(T). (1)

Ako za T # Ty vrijedi stroga nejednakost f(Tp) < f(T') onda kazemo da f u
A ima strogi minimum. Analogno se definira lokalni (strogi) maksimum.
Ako u (1) za T # Ty stoji stroga nejednakost kazemo da f u Tj ima strogi
lokalni minimum.

Analogno se definira lokalni maksimum i strogi lokalni maksimum.

Lokalni ekstrem funkcije je bilo lokalni minimum bilo lokalni maksimum.
Neka je f € C1(Q), Q C R, i neka funkcija f u Ty = (w0, y0) € Q ima lokalni
ekstrem. To znaci da funkcije jedne varijable z — f(z,y0) 1 y — f(x0,y)

imaju lokalni ekstrem za xq i 3o (redom). Slijedi, ako funkcija f € C1(Q) u

tocki Tp = (xo, y0) € © ima lokalni ekstrem onda je

D1 f(zo,90) =0, Daf(x0,y0) = 0. (2)

U sluéaju funkcije f od n-varijabli, ako funkcija f u Tp = (29,...,2%) ima

lokalni ekstrem onda vrijedi

le(To) = 0, 1= 1, ey T (2/)
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Formulama (2), odnosno (2') dan je nuzan uvjet lokalnog ekstrema.
Tocke Ty za koje vrijedi (2) odnosno (2') nazivaju se stacionarne tocke
funkcije f. Stacionarne tocke su one tocke T za koje je df (Tp) = 0. Funkcija

u stacionarnoj toc¢ki ne mora imati lokalni ekstrem,

PRIMJER. Za funkciju f(z,z) = 22 + 32 je

le(ﬂj,y) = 21‘, DQf(‘Tvy) = 2y

paje Ty = (0,0) stacionarna tocka. Budué¢i je f(z,y) > 0 za svaki (z,y) € R?
funkcija f u toc¢ki Ty poprima lokalni minimum i taj je f(0,0) = 0. O

PRIMJER. Funkcija f(z,y) = 1 — 2% ima parcijalne derivacije

le($,y) = —2z, D2f(x7y) =0

pa su sve tocke T' = (0,y), y € R (y-os) stacionarne. U tim tockama je

f(0,y) =11 funkcija f u svakoj tocki (0,y) ima lokalni maksimum. O
PRIMJER. Funkcija f(z,y) = xy ima

le($,y) =Y, DZf(:C)y) =T

pa je Top = (0,0) jedina stacionarna tocka. No f(0,0) = 0, f(z,y) > 0 za
(z,y) iz prvog i treteg kvadranta, odnosno f(z,y) < 0 za (x,y) iz drugog i

cetvrtog kvadranta pokazuje da f u (0,0) nema lokalni ekstrem. O

Svaka tocka Tp za koju vrijedi (2) odnosno (2), a koja je takva da za svaki
e > 0 postoje tocke 11,75 € B(Tp,¢c) sa svojstvom da je f(11) < f(Tp) i
f(T2) > f(Tp) naziva se sedlasta tocka funkcije f (te tocke su analogne

tockama infleksije funkcija jedne varijable).

Neka je sada Q C R? otvoren skup i f € C3(Q). Ako f ima lokalni ekstrem
u tocki Ty iz Taylorove formule
d' f(To)

1!
=0

(5.1) d® f(xo + Vs, yo + V1)
2! ’ 3! ’

f(zot+s,yo+t) = f(zo0,y0)+
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gdje je 0 < # < 1, dobivamo da je

2
f(zo+ 8,90 +t) — f(wo,y0) = d'};(!PO)(Sat) =

= [ Df(To) + 25t DyDof(To) + - D3f(Ty)].

To znaci da se funkcija
T — f(T) - f(To)
u okolini to¢ke Tp ponaga kao drugi diferencijal d?(Tp), tj. kao polinom
q(s,t) = a115% 4 2a125t + agt? (3)
oko ishodista. Ovdje je
ain = Dif(z0,50), 12 = DiDaf (x0,50), az2 = D3f(zo,50).  (4)

Da smo radili s funkcijom od n-varijabla dosli bismo do polinoma

n
— . /
q(t1, ... ty) = E iy a;jtit; (3"

gdje je
aij = aji = DZDJ f(.’E(l), .. xg), ’L,] = 1, N (4/)

i do zakljucka da se funkcija

T~ f(T) = f(To)

u okolini stacionarne tocke Ty ponasa kao polinom (3') u okolini nule ¢; & 0
(it=1,...,n).

Polinomi (3) i (3’) su drugog stupnja i homogeni, tj. vrijedi
q(\s, Mt) = N2q(s,t), A s,teR. (5)
Takve nazivamo kvadratnim formama.

DEFINICIJA 7.6 Kvadratna forma

n
q(tl, .. ,tn) = Zij aijtitj

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 7. TAYLOROVA FORMULA 180
je pozitivno semidefinitna ako je
q(tlw"atn) > Oa t; € R. (6)

Pozitivno semidefinitna forma je pozitivno definitna ako je q(t1,...,t,) >

0, t; € R, i vrigeds

24 12 £0=q(t,. .. tn) > 0. (7)
Nadalje, q(t1, ... ,t,) je negativno semidefinitna (negativno definitna)
forma ako je —q(ti,...,t,) pozitivno semidefinitna (pozitivno definitna)
forma.

Forma (3)' je definitna ako je pozitivno ili negativno definitna, semi-
definitna ako je pozitivno ili negativno semidefinitna, a u ostalim

slucajevima kazemo da je forma indefinitna.

LEMA 7.7 Kvadratna forma q(s,t) = a115% + 2a128t + agat? je pozitivno

definitna ako i samo ako je

ail a2

ay; > 0, > 0. (8)

a2 a2

Ako je q(s,t) = a115%+2a195t +aget? pozitivno definitna forma, onda postoji

e > 0 takav da je
q(s,t) > (s +t?), s,teR. (9)

DOKAZ. Buduéi je

)
a11a22 a12t2 (10)

a 2
q(s,t) = a115> + 2a125t + agt® = ayy (S + £15) + o
11

aii
pozitivna definitnost forme ¢ je dokazana. S druge strane, ako je ¢ pozitivno

definitna forma, onda je

q(1,0) = a1 >0,

2

ai2 aio
Q(—f,l) =ag — — >0,

ail ail

i (8) vrijedi. Nadalje je ¢(0,1) = a2 > 01 iz (10) dobivamo

2
ajla —a
q(s,t) 2 11422 12t2
ail
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1 na slican nacin

2
a11a22 — Gyg 82

q(s,t) =
(s,t) =

Zbrajanjem dobivamo

1 1
q(s,t) > 7<a711 + CL722) (a11a22 — CL%2) (t2 + 82)

; siedi 1(1 4 1 _ 2
i (9) vrijedi ako za € uzmemo 3 (au + a22) (a11a22 a12) . [

TEOREM 7.8 Neka je Q CR™ otvoren skup , f € C3(Q), Tp = (29,...22)

stactonarna tocka funkcije f i
n
q(ty, ... ty) = Zu aijtit;
gdje je
R -~:D-D<f(0 0) =1
a;j = aj; iDjif(xl,...xp,), 4] N O

kvadratna forma, tj. drugi diferencijal funkcije f. Tada vrijedi:

1° Ako je df(Tp) pozitivno definitna forma, tj. d*f(Tp) > 0, onda f ima

u Ty strogi lokalni minimum;

2° Ako je d?f(Ty) negativno definitna forma, tj. d?f(Ty) < 0, onda f

ima u Ty strogi lokalni maksimum;

3° Ako je d’f(Tp) indefinitna forma, onda f u Ty nema lokalnog ek-

strema.

DOKAZ. Dokaz provodimo za sluc¢aj n = 2. Bududi je

d? (T, .

f(xay)_f(xmyO) = f2(| 0> (1'—350;y_y0)+R2($0>y0;93—$073/‘2/0): tJ
1

f(x,y) = f(zo,90) = §Q(w—$o,y—yo) + Ro(x0, yo; £ — 0,y — Yo), (10)

lim Ro(xo, Y05 — 20,y — 3/0). (11)

=Ty (2 —20)* + (y — y0)?
Odaberemo li € > 0 za koji vrijedi (8) postoji § > 0 takav da

d(T, Tp) < 6 = |Ra(xo, yo; © — x0,y — yo)| < — - [d(T, Tp)]”.

=1 ™
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No sada (8) i (10) za T # Ty i d(T,Tp) < ¢ povlace

1
fl@y) = flzo,y0) > sa(@ —mo,y — yo) + |Ra(wo, yo; & — w0,y — yo))|

2
> Celd(T T~ &[T o) > 0.

Buduéi da 0 < d(T,Tp) < § = f(To) < f(T) to funkcija f u tocki Tp ima
lokalni minimum. Time je 1° dokazano.

Promatranjem funkcije —f umjesto f dobivamo 2°.

U slucaju 3° forma g u ololini nule poptima kako strogo pozitivne, tako i
strogo negativne vrijednosti zaklju¢ujemo da i funkcija f u svakoj okolini
tolke Ty poprima kako strogo pozitivne, tako i strogo negativne vrijednosti.
|

Analogno se provodi dokaz teorema za slucaj n > 2.

Iz prethodnog teorema slijedi da u slu¢aju n = 2 treba promatrati broj

D} f(xo,50)  D1Daf(20,0)
DDy f(x0,50) D3 f(x0,0)

i ako je on strogo pozitivan, onda f u stacionarnoj tocki Ty = (zo,yo) ima

lokalni ekstrem i to
e u slucaju D?f(zo,yo) > 0 poprima lokalni minimum;
e u slucaju D?f(zo,yo) < 0 poprima lokalni maksimum.
PRIMJER. Funkcija
[iR? =R, fz,y) =2 -7,

ima za stacionarnu tocku (0,0), jer se parcijalne derivacije D;(z,y) = 2x i
Dy(z,y) = —2y u (0,0) ponistavaju. Medutim, buduéi da je D?f(x,y) = 2,
DyDsf(,y) = 01 D3f(2,y) = ~2, to je, za svaki (z,y) € R?,

D%f(%,y) DlDQf(xay) o 2 0 —_4<0
DiDaf(z,y)  Difwy) | |0 -2 |
pa funkcija f nema lokalnog ekstrema u tocki (0,0). O

PRIMJER Funkciji

f:]R2 — R, f(x,y) = 7$2—y2+2x,
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su parcijalne derivacije Dif(x,y) = —2z + 2 i Daf(z,y) = —2y. Slijedi
da joj je (1,0) stacionarna tocka. Njezine druge parcijalne derivacije jesu
D?f(z,y) = =2, D1Daf (x,y) = 0i D3f(z,y) = —2. Dakle, za svaki (x,y) €
R2,

D?f(z,y)  Di1Daf(z,y)

=4>0,
DDy f(x,y)  D3f(x,y)

-2 0
0 -2

pa funkcija f ima u tocki (1,0) lokalni maksimum (D3?f(x,y) = —2 < 0),
£(1,0) = 1. O

PRIMJER. Funkeiji
iR =R, f(z,y) =2® + 2zy + 17,

su parcijalne derivacije D1 f(x,y) = 2z + 2y = Daf(z,y). Slijedi da je,
za svaki x € R, tocka (x, —z) stacionarna za f. Njezine druge parcijalne
derivacije jesu D?f(z,y) = 2 = D1Daf(x,y) = D3f(z,y), pa je, za svaki
(z,y) € R?,

2 2
2 2

Dif(z,y)  DiDaf(z,y)
DiDyf(z,y)  D3f(z,y)

Ne mozemo zakljuéiti ima li funkcija f u tockama (z, —z) lokalne ekstreme.
No, buduéi da je f(z,y) = (z +y)? > 0 za svaki (x,7) € R2, to ni jedna
tocka (z, —z) nema okolinu (e-kuglu) na kojoj bi f bila pozitivna - svuda
osim u (z, —x). Prema tomu, funkcija f nema lokalnog ekstrema ni u jednoj

od tocaka (x, —x). O

PRIMJER. Odrediti ekstreme funkcije f(z,y) = z* +y* — 4oy + 1.
Vrijedi:

Dif(z,y) = 42 —dy =4 (2 —y) =0 =2’ =y,
Dof(x,y) =4y’ —dx =4(y° —2) = 0=y’ =z,
Slijedi

2 —r=x(-1)(z+1) (2 +1) (a* +1) =0,

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 7. TAYLOROVA FORMULA 184

ix; =0, z2 =1, xz3 = —1 su nultocke. Stacionarne tocke su 71 = (0,0),
Ty = (1,1), Ty = (1, —1). Buduéi da je

D?f(x,y) = 1222, D1Daf (v,y) = —4, D3f(z,y) = 127,

1222 —4
—4 1242

D(.’L‘,y) - D%f(x’y) DlDQf(CU,y)

= , = 14422y? — 16
DiDsyf(z,y)  Dif(z,y)

imamo:

e D(0,0) = (14427y* — 16)| —16 i funkcija f u Ty nema

(29)=(00) —
ekstrem;
e D(1,1) = (1442?y* — 16)\(90 =1y = 128, fex(1,1) =121 funkcija f
u 75 ima lokalni minimum zgyy, = —1;

e D(—1,-1) = (1442%y* — 16)\(%”:(_17_1) =128, fur(—1,-1) = 121

funkcija f u T3 ima lokalni minimum zp;, = —1. O

PRIMJER. U skupu svih kvadratastih kutija (kvadri bez gornje stranice)
jednakog oplogja O (12m?) odredite onaj s najve¢om volumenom.

Zadano je (uz oznake z-8irina.; y-duzina.; z-visina.)
zy + 222 4+ 2yz = 12
i treba na¢i maksimum funkcije

Vix,y,z) = zyz.

. . 12 —zy . ce e L.
Iz polaznog uvjeta je z = ——=, pa problem mozemo rijesiti trazeci
2(x +y)
maksimum funkcije
12 — 2y
Viz,y) =acy——=.
(=,y) Yo Ty
Vrijedi
2 2 2 2
12 — 2zy — x (12 — 22y —
D1V (z.y) =7 ( 2 ), DaV(z,y) = ( LA ),

2z + y)2 2(x + y)?

i za naci stacionarne tocke dovoljno je rijesiti sustav

12 — 22y — 22 =0,

PMF - Split, Branko Cervar, DIFERNCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2, predavanja, 2012./2013.



POGLAVLJE 7. TAYLOROVA FORMULA 185

12 — 2zy — 4% = 0.

Mora biti 22 = 2, a to daje z = y (ostale mogu¢nosti otpadaju). Slijedi
da je 12 — 322 = 0, i © = 2. Dakle, (2,2) je stacionarna tocka. Dovoljne
uvjete nije potrebno ispitivati zbog prirode zadatka. Dobili smo (z = 1) da

je Vimax = 4 za kutiju dimenzija (2,2, 1). O

7.3 VEZANI EKSTREMI

U prakti¢nim problemima postavlja se pitanje da se nadu ekstremi ne funkcije
f:Q — R na otvorenom skupu € nego njezine restrikcije f | S na podskup
S od €). Najceste se poskup S od 2 dobiva kao skup zajednickih nula u 2

realnih funkcija g1, ..., gm (veze ogranicenja):
S=A{T € Q| q(T) =" =gm(T) =0} (1)

Ekstrem funkcije f | S nazivamo vezanim ekstremom funkcije f u odnosu

na skup (1).

TEOREM 7.9 Neka su f,g1,...,gm realne funkcije klase C* na otvorenom
skupu Q@ C R™. Neka je Ty € Q takva tocka da je

91(To) = -+ = gm(To) =0
1 da su polinomi
dg1(Tp), - - . dgm(To)
linearno nezavisni. Neka je
S={T € Q| g(T) =--- = gu(T) = O}.

Nuzan wvjet da funkcija f ima vezani ekstrem u tocki Ty, tj. da f | S ima

lokalni ekstrem w tocki Ty, jest da postoje realni brojevi \i,..., A\, takvi da
je

df(Tg) = )ngl(To) + -+ /\mdgm(To).
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Brojevi \; nazivaju se Lagrangeovi multiplikatori.

Postupak za pronalazenje vezanog ekstrema funkcije f uz uvjete g1 =0, ...
gm = 0 je sljededi.

Promatra se funkcija
F=f4+XMg+ 4+ Anugm

i za nju se traze uvjeti ekstrema. Napise se n +m jednadzbi za nepoznanice

1 .
Alyevy Ay gy v o5 T

Dif+XMDigi+ -+ AnD1gm =0

Dynf 4+ MDpgi + -+ ApnDpgm =0
g1 (mé,...,x{)”) =0

gm (24, .. 2f) =0
Ako je (m?,...,x%,)\l,...,)\m) rjeSenje sustava (2), onda funkcija f ima
eventualno vezani ekstrem f (33(1’, ey m%) u tocki (33(1’, ey JJ?L) .

Pronalazenje dovoljnih uvjeta bazira se na Taylorovoj formuli i nesto je
kompliciraniji i netemo ga promatrati.

Prethodni primjer:

o U skupu svih kvadratastih kutija (kvadri bez gornje stranice) jednakog

oplogja O (12m?) odredite onaj s najvecom volumenom.
mozemo interpretirati na nacin:

e Odrediti ekstrem funkcije V(z,y,z) = xyz uz wvjet da je g(x,y,z) =
zy 4+ 2xz 4+ 2yz — 12 = 0.

Formirajmo pripadnu Lagrangeovu funkciju:
F(z,y,z,\) = zyz + A (zy + 22z + 2yz — 12)
i odredimo njezine stacionarne tocke. Rijesimo sustav

DiF(x,y,z,\) =yz +yA+2zA =0,
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DyF(z,y,2,\) =z +xA+ 222 =0,
DsF(x,y,z,\) = xy + 2xA + 2y\ = 0,
DyF(z,y,2z,A\) = zy + 2xz + 2yz — 12 = 0.

Rjesenja su [:U:2,y:2,z:1,)\:—%]i[x:—Q,y:—Q,z:—l,)\:%].

Zaklju¢ujemo da je trazeni vezani maksimum z = 1 i on se postize za

r=2,y=2. U
PRIMJER. Odrediti ekstrem funkcije
f(a,y) = 2® + 247

uz uvjet 22 + 3% = 1.

Pripadna Lagrangeova funkcija je
F(z,y,\) =22 + 2y + A (2% + 3% — 1)
pa imamo sustav
DiF(x,y,\) =2z + 22\ =0,
DyF(z,y,\) =4y + 2yA =0,
D3F(z,y,\) =22 +¢y*> -1 =0,
¢ija su rjesenja
[zt=1Ly=0A=-1], [r=-1,y=0,A=—1],
[=0,y=1,A==-2], [zr=0,y=—-1,A=-2].

Imamo f(1,0) =1, f(—1,0) =1 - to su minimumi, f(0,1) =2, f(0,—1) =

2 - to su maksimumi. O

7.4 ZADACI ZA VJEZBU

1. Odredite naznacene diferencijale za dane funkcije:
(a) dzf’ f(xay) = xS + y3 — 3.’£2y —+ 3:1,’y2’
(b) dev f(xvy) = x?, + y3 — 3$2y + 31’y2’
(c) d*f, f(z,y) =sinzcosy.
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10.

11.

12.

. Polinom f(z,y) = xy® — y® — y? + y + 2 prikazite kao polinom u

varijablama x — 11y — 2.

Odredite Taylorov red za f(z,y) = 2%y + xy? — 1 u okolini tocke
(1,1).

Napisite prva tri ¢lana Taylorovog reda funkcije f(x,y) = e~ 2wy
u okolini tocke (0,0).

. Odredite Taylorovu formulu za funkciju f(z,y) = In(e® + y),

m():la y0:O7p:3

Odredite prva tri €lana Taylorovog reda funkcije f(z,y) = In(1+
x + y) u okolini tocke (0,0).

Razvijte u Taylorov red funkcije

(a) f(z,y) = e*TY oko totke Py = (—1,1);

— r=Y
(b) f(ay) = srctg 2

(©) f(z,y) =In

Funkcija f : R?> — R je homogena stupnja homogenosti a ako
vrijedi

oko ishodista;

l-z—-y+uzy
l—z—y

fltx,ty) =t"j(z,y), t,z,ycR.

Ukoliko prethodno vrijedi samo za ¢ > 0, onda je funkcija f
pozitivno homogena stupnja a.

Odredite stupanj homogenosti funkcija
2 _ .2
2 2 2 rorr—y
In = 2 2
x—i—y,xyny, 25y 4 +y

Ako je funkcija f : R?> — R pozitivno homogena stupnja ho-
mogenosti a onda je

zDif +yDaf =af

tamo gdje f ima neprekidne parcijalne derivacije (Eulerov teo-
rem).
Uz adekvatne pretpostavke je

(@D1f +yDof)" =ala—1)(a—2)---(a—m+1)f.

Neka je f : R? — R pozitivno homogena stupnja homogenosti a
iu=r"f(z,y), gdje je r? = x? + y2. Dokazite da je
Au=r"Af +m(m + 2a)r™ 2 f.

Odredite stacionarne tocke funkcija:
(a) f(z,y) =e*(z+y* +2y);
(b) f(z,y,2) =3Inz+2Iny+5lnz+1n22 —z—y— 2).

Odredite lokalne ekstreme funkcija:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

(a) f(z,y) =2+ 8y* — 6xy + 5;

(b) f(z,y) = M,aERkonstanta;
$2+y2+1

(c) flz,y) =2y —a® —y + 6z +3;

(d) f(z,y) = (2> +y)VeY;

(e) f(iF,y):31H%+21ny+ln(12f:z:fy);

(f) f(z,y) =z —2y+1In/2% +y? + 3arctg

(8) f(z,y) =yyz —y* —x + 6y;

(h) f(x,y) = e cosy;

(1) f(z,y) = 2? + y? + 4o — 6y;

() flzy) ==a*+y* —day +1;

k v o2 0,y>0,2>0

()f(xvyaz)—$+@+g+;(l'> ,y>0,2 > )

Odredite vezene ekstreme funkcije:

) (m y)—ax—i-byuquJetx +y =1;
,y) = 2% — y? uz uvjet 22 + y? = 1;

(c

(a
(b
x, )—xyuquJeth +y? = 4;
( x,y) =xy uz uvjet  +y = 1;
T,y,2) = — 2y + 2z uz uvjet 2 + 9% + 22 = 1;
2 2 2
T,y z):x2+y2+22uzuvjet2—2+y z

(

E‘f’*:l;

~— \r_D/\_/\_/\./
—~~ /\/\/—\/—\

(g z,y,2) =22 +y? + 22 uz uvjet 2t + ¢yt + 21 = 1;

(h) f(x,y,2) =x+2y uz uvjete v +y + 2 =1, y? + 2% = 1;

Odredite maksimum i minimum funkcije:

(a) f(z,y) = 32 + 422 + y? — 22y na podrucju omedemom
krivuljama y = 22, y = 4;

(b) flx,y,2) =23 +y> — 92y +22,akoje 0 <z < 4,0 <y < 4.

U trokutu ABC, A =0,0), B=(1,0), C = (0,1) odredite totku

za koju je zbroj udaljenosti od njegovih vrhova najveci.

U polusferu polumjera R upisite kvadar najveteg obujma.
2
Na elipsoidu 3—6 + 92 + 2% = 1 odredite toc¢ku koja je najmanje

(najvise) udaljena od ravnine 3z + 4y + 12z = 288.

Odredite najkracu udaljenost tocke Tp = (1,0, —2) od ravnine
r+2y+z=4.

U sferu polumjera R upisite kvadar najveteg obujma.

Odredite:

(a) pravokutnik najveée povrsine s danim opsegom o;
(b) kvadar najmanjeg oplogja s danim obujmom O;
(¢c) trokut najveée povrsine s danim opsegom 2s.
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Poglavlje 8

DIFERENCIRANJE POD
ZNAKOM INTEGRALA

8.1 DIFERENCIRANJE POD ZNAKOM INTE-
GRALA

Neka je I = [a,b] x [c,d] pravokutnik i k& : I — R zadana funkcija. Ovdje
razmatramo sljede¢e probleme koji su vazni u teoriji integralnih transforma-

cija:
1. Uz koje uvjete na funkciju k i f : [¢,d] — R postoji integral
d
F(o) = [ KWy, o € 0.0 (1)

2. Uz koje uvjete je funkcija F' neprekidna na [a, b]?

3. Uz koje uvjete je funkcija F' diferencijabilna na [a, ] i kada vrijedi

d X
P = [ D )y 2

tj. kada se "smije" diferencirati pod znakom integrala.

TEOREM 8.1 Neka je k : I — R neprekidna funkcija na pravokutniku
I =la,b] x [c,d]. Za svaku neprekidnu funkciju f : [c,d] — R postoji integral

(1) i tako definirana funkcija F' je neprekidna na segmentu [a, b].
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DOKAZ. Po Teoremu 3.17 je neprekidna funkcija k na zatvorenom pra-
vokutniku [ i jednoliko neprekidna. Dakle, za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako
da za svake dvije tocke (x,y), (X,Y) € I vrijedi

(- X2+ @y—-Y)? <= |k(z,y) —k(X,Y) <e (3)

Buduéi je funkcija y — k(z,y) f(y) neprekidna ona je i integrabilna (Teorem
1.14) to je sa (1) definirana funkcija F' : [a,b] — R. Sada (3) zay = Y i

|z — X| < ¢ imamo

d
F(X) - F(z)| = / (X, 5) — k()] f(9)dy| <

d
[ 1kCe) — kw150
i dalje

lr — X|<d=|F(X \<€/ |f(v)|dy. (4)

Iz (4) i proizvoljnosti broja & dobivamo jednoliku neprekidnost (dakle i

neprekidnost) funkcije F' na segmentu [a, b]. n

TEOREM 8.2 (Leibnitzovo pravilo za deriviranje pod znakom integrala)
Neka je k : I — R funkcija koja na pravokutniku I = [a,b] X [c,d] ima
neprekidnu parcijalnu derivaciju %. Za svaku neprekidnu funkciju f : [c,d] —
R funkcija (1) je diferencijabilna na [a,b] i vrijedi formula (2). Pored tog
funkcija F' je neprekidna na [a, b].

DOKAZ. U dokazu koristimo Fubinijev teorem (dokaz je slozen, v. [2],
Teorem 25, str. 129): Ako je f : I — R neprekidna funkcija na pravokutniku
I =[a,b] X [c,d] onda vrijedi

/ /fxydydx—/ /fa:ydx

Po prethodnom teoremu funkcija

d
H(w)= [ 5ty
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je neprekidna na segmentu [a, b]. Za t € [a.b] primjenom Fubinijevog teorema

na prevokutnik [a, t] X [¢, d] i neprekidnu funkciju (z,y) — % f(y) dobivamo

/a H(a)de = / | / dgf;f(y)dy}dx: / i :gg’j (9)da] dy =

LTa@?“ﬁwﬂy=[ﬂwuw—kmﬂwwwyzpw_me

Dobili smo
t
F(t)— F(a) = / H(z)dx (5)

i buduéi je desna strana od (5) diferencijabilna, to je i F' diferencijabilna.
Nadalje je, po Teoremu 1.18, derivacija desne strane od (5) u tocki ¢ jednaka

vrijednosti podintegralne funkcije za x =t (H je neprekidnal!) pa imamo

d x
P =10 = [P )y (©

sto i jest formula (2). Kona¢no, neprekidnost funkcije H i (6) pokazuju da

je F' neprekidna funkcija na [a, b]. ]

TEOREM 8.3 Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu parcijalnu derivaciju
D1 f na pravokutniku I = [a,b] X [c,d] i neka su x — a(x),b(zx) funkcije klase
C* na [a,b] takve da je a(z),b(x) € [c,d]. Tada je funkcija

b(x)

F(z) = " f(z,y)dy (7)

klase C na [a,b] i vrijedi formula

d [ : : "o f(z,y)
— z,y)dy =b(x) f(z,b(x))—a (x)- f(z,a(x dy.
i vy = V) f@ )~ @) [ )+ [ y

(8)
DOKAZZ. Neka je funkcija G definairana na nac¢in
v
G(x,u,v) = / f(z,y)dy. (9)
Funkcija F' je kompozicija funkcije G sa funkcijama a i b pa je
dF _ 0G| 0Gdu  0Gdv o)
de  O0r Oudx Ovdx
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Vrijedi:
B = / fawdy = ~fe0), 52 = (),
Tt

Sada uvrstavanjem u (10) imamo

dF 8G 0G du 496G 0G dv
Oudr  Ovdr

dr
/ 3f d — f(z,a(x)) -d'(x) + f(z,b(x)) - ¥ (z)

$to se i tvrdilo. [
PRIMJER. Treba izracunati integral
I(r) :/ In(1 —2rcosz + r?)dz, |r| <1
0

(Poissonov integral). Deriviranjem pod znakom integrala dobivamo

I’(r)—/w —2cosx + 2r
~Jo 1=2rcosx 412

Supstitucija ¢t = tg § omogucava izracunavanje toga integrala i daje I'(r) =
0. Odavde naalazimo I(r) = C' (konstanta). Buduéi je I(0) = 0 imamo da
jeI(r)y=0zare(-1,1). O

PRIMJER. Treba izracunati integral

2
I(a) = / In(a? — sin?9)d9, a > 1.
0

Deriviranjem pod znakom integrala dobivamo

I’(@:/Q CL Y
0

a2 — sin® ¢ a2 -1

Odavde integracijom po a dobivamo

I(a) =7ln(a+ Va? - 1)+ C
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Ostaje odrediti konstantu C. Buduéi je In(a? — sin?9) = Ina? {1 - M}

a2
imamo
fud D) T fud .. 92
I(a) = /2 na?[1- szﬁ}dﬁz /22lnad19+/2 In(1- Sm;?)cw
0 a 0 0 a
i dalje
3 in2 2 _
C= /2 In(1- szﬁ)dﬁ S Pl At}
0 a a
Bududi je

(157 < 1 3)

nalazimo da je

s | [ (s = )] < i o1 )| o

Dakle,

21
C =—7 lim lnﬁia = —7mln2
a—00 a

i konag¢no je

VaZ—1
I(a) =7ln(a+ Va? - 1) —771n2:7rlna++.

Napomenimo da smo ovdje deriviranjem funkcije I(a) dobili integral I'(a)
koji se dao integrati i u rezultatu dobivamo funkciju I’(a) za koju onda
odredimo primitivnu funkciju. Pri tome se pojavila konstanta C' koju treba
odrediti. Opcenito, pri izracunavanju integrala navedenom metodom odredi-

vanje konstante C' nije jednostavno $to pokazuje i ovaj primjer. O

8.2 ZADACI ZA VJEZBU

1. Nadite F’ za funkciju:

<@F@zzjuﬁ+fwx

(b) F(y) :/‘.e V14 z?da;
(c) F(z) = /0 xe*t%th;
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2

(d) F(z) = / ’ e~ dy.

2. Odredite:
1+m dx
li —_—
O A e e

m
2

(b) lim [ a2 cosmzdr;

m—0 Jq
1
(¢) lim Va? + m2dx;
m—0 1

1
. dz
(d) "7%1_111100‘/0 1 + (1 + %)TYL .
3. Odredite I(a) ako je:

Cos

(a) I(a) = A

b+
(b) I(e) :/ smowcdx;

a+a x

1

arctg ax

c) I(a) = ——=—dx (a>0);
© 1) = [ s (a2 0)

1

x
I = —_— N
(d) I(m) /Oarctg dx;

(e) I(m)/odex;

1+ 22
2 arctg(at
() Ia) = [ UUEED g,
0 tgx
2 1In(1 + mcosz
R
0 cos T
b
dx
h) I = —_—
) 1) = [ s
x+ct
4. Ako je u(zx,t) = / ©(s)ds, gdje je ¢ klase C! i ¢ konstanta,
x—ct
onda je
ou_1on
0z 2 o2

5. Dokazite da su funkcije
Ul(’/‘) — / em&cosw&de7
0

ug(r) = / et s In(rsin?0)dd  (n cijeli broj)
0

d? 1d
rjeSenja diferencijalne jednadzbe ¢u + S 2y —o.
dr?2 ~ rdr
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DIR2 - 2011./12. 1. kolokvij, 19. prosinca 2011.

1. 2. 3. 4. ukupno
ime i prezime /30

1. (7) Izracunajte neodredeni integral

(3 sin? z + 7) CcoS T

dx.
\/sin2x 4+ 4sinx 4+ 20

2. (8) Definirajte rastav D segmenta [a,b] i integralnu sumu Se(f; D). Definirajte
odredeni integral funkcije J = f[a ] f(z)dz i dokazite da je on jednoznacéno odreden.

Izracunajte volumen tijela nastalog rotacijom jednog luka cikloide

{ z(t) = R(t — sint)
y(t) = R(1 — cost), te0,2n]

oko z-osi.

3. (7) Definirajte otvoreni skup U u R? i gomiliste skupa U.
Dokazite da je definicijsko podrucje €2 funkcije

x
— 1 2 2
f@.9) = g e+ o)
otvoren skup i da je tocka O = (0,0) njegovo gomiliste.
Dokazite da je f neprekidna funkcija na Q2. Moze li se funkcija f neprekidno prosiriti
na QU{0}?
4. (8) Neka je 2 C R™. Definirajte jednoliko neprekidnu funkciju na €.
Definirajte kompaktan skup u R".

Dokazite: ako je f : K — R neprekidna funkcija na kompaktnom skupu K C R"”
onda je f i uniformno neprekidna na K.



DIR2 - 2011./12. 2. kolokvij, 30. sije¢nja 2012.

1. 2. 3. 4. 5. ukupno

ime i prezime /30

1. (5) Zadana je funkcija

.
u = Insin —,

.. - 2 . . du(0)
gdje je © = 3t%, y = Vt? + 1. Odredite =5

2. (8) Teorem o srednjoj vrijednosti. Iskaz i dokaz.

3. (b) Provjerite da forma
w = —ydx + zdy
nije egzaktna i nadite integracioni multiplikator te forme.

4. (7) Definirajte pozitivno definitnu kvadratnu formu.
Dokazite tvrdnju:
Kvadratna forma ¢(s,t) = a115% + 2a195t + agat? je pozitivno definitna ako i samo

ako je

ai;p a2
a2 a2

ayr >0, > 0.

5. (5) Odredite lokalne ekstreme funkcije

f:DHRv D:{(:Cay) |33>0,y>0}, f($,y):$2y3(6*y*$)
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