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Uvod

Predlozené skripta vznikla na zakladé prednasek, které autotri po dobu vice
nez 20 let vedli pro posluchace pfedev§im numerické a vypoctové matematiky
MFF UK. Jsou urcena jak pro studenty magisterského tak i doktorského stu-
dia matematickych, fyzikalnich i informatickych obora a také pro doktorandy
z jinych vysokych skol a tstavi. Navazuji na pfednasky z linedrni funkcionalni
anlyzy. Od ¢tenafe se vyzaduji zakladni znalosti z klasické a linearni funkcio-
nélni analyzy, teorie integralu a z teorie diferencidlnich a integralnich rovnic.

Skripta jsou pfedevSim zaméfena na teorii monoténnich a potencialnich
operatort. Probirana latka je rozloZzena do péti kapitol. Ohvézdickované ¢ésti
v jednotlivych kapitolach predstavuji doplitkky, pfehledy nejnovéjsich vysledki
a zajimavosti.

V prvni kapitole nejprve pfipomeneme definice nékterych pojmu a uve-
deme véty z matematické a z funkciondalni analyzy, které budeme pottebovat
v dalsich kapitolach. Pak bude néasledovat kratké pojednani o fesitelnosti neli-
nearnich rovnic v jedné a vice proménnych, jejichz vybér pfimo souvisi s teorii
monoténnich operatorti. V této kapitole budou uvedeny zékladni véty o pev-
ném bodu. Bude také provedeno zobecnéni pojmu monoténnosti funkce jedné
proménné na funkce vice proménnych, zaveden pojem koercitivity a dokazana
néktera tvrzeni o existenci feSeni rovnic s vice proménnymi. Dale budou de-
finovany potfebné pojmy z diferencidlniho po¢tu v normovanych prostorech
a studovany jejich vlastnosti. Struéné pojedndme o operatorech typu Némyc-
kého a o problémech minimalizace nelinedrnich funkcionali. Uvedend teorie
minimalizace bude vyuzita ke studiu fesitelnosti operatorovych rovnic s poten-
cidlnimi operatory. Na zavér této kapitoly budou uvedeny definice a vlastnosti
Sobolevovych prostort, a to predevsim ty, které budou zapottebi ve ¢tvrté ka-
pitole pojednévajici o slabém feSeni diferencialnich okrajovych tloh.

V druhé kapitole bude pojednano o abstraktni teorii monoténnich operatori
se zameérenim k FeSeni operatorovych rovnic v Hilbertovych a obecné v reflexiv-
nich Banachovych prostorech. Je zde uveden piehled rtiznych druht spojitosti,
monoténnosti, koercivity a dalSich pojmi a jejich vzajemny vztah. Také zde
budou dokéazany specialni véty z teorie monoténnich operatort v Hilbertovych
prostorech. Tato teorie je podrobné vylozena v ptipadé reflexivnich Banacho-
vych prostort. Také kratce pojedname o nékterych zobecnénich a numerickych
metodach FeSeni operatorovych rovnic s monoténnimi operatory.
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Teorie potencialnich operatorii bude vylozena ve tfeti kapitole. Budou do-
kédzany zakladni véty o feSitelnosti operatorovych rovnic s témito typy ope-
ratort a studovana problematika duality. Také kratce pojedname o nékterych
numerickych metodach feseni téchto rovnic, mezi které patii predevsim metoda
Ritzova.

Ve c¢tvrté kapitole ve strucnosti uvedeme aplikaci teorie monoténnich a po-
tencidlnich operatori k problematice feSeni nelinearnich diferencialnich rovnic
eliptického typu.

V posledni paté kapitole struéné pojedndme o (topologickém) stupni spo-
jitych zobrazeni a jeho vlastnostech jak v prostoru R, tak i v Banachovych
prostorech. Na zdkladé téchto vlastnosti dokadzeme Brouwerovu vétu a také
Schauderovu vétu o pevném bodu.

V Praze 31. fijna 2010 Vit Dolejsi a Karel Najzar



Kapitola 1
Zakladni pojmy a véty

V této kapitole pfipomeneme definice nékterych pojmu a vét z matematické
a z fukcionalni analyzy, které budeme potiebovat v dalSich kapitolach. Line-
arni vektorové prostory, pokud nebude feceno jinak, budou obecné komplexni
a funkciondly v realnych prostorech jsou vzdy realné. Nejprve kratce pojed-
name o TeSitelnosti nelinedrnich rovnicv jedné a vice proménnych, jejichz vy-
bér pfimo souvisi s teorii monoténnich operatorti. V druhém odstavci se bude
jednat o feSitelnost nelinedrni rovnice jedné redlné proménné, ve tfetim od-
stavci budou uvedeny véty o pevném bodu a ve ¢tvrtém odstavci zobecnime
pojem monotonnost funkce z jedné proménné na funkce vice proménnych. Bude
zde také definovana koercivita a dokazano nékolik tvrzeni, keré zobeciiuji véty
z prvniho odstavce pro funkce vice proménnych. V patém odstavci uvedeme
potiebné pojmy a jejich nékteré vlastnosti z diferencialniho poctu v normova-
nych prostorech. V Sestém odstavci bude uveden stru¢ny prehled o operatorech
Némyckého typu a uvedeme zakladni véty tykajici se minimalizace nelinearnich
funkcionalti. Uvedend teorie minimalizace bude vyuzita ke studiu fesitelnosti
operatorovych rovnic s potencialnimi operatory. Na zavér v poslednim sedmém
odstavci budou uvedeny definice a vlastnosti Sobolevovych prostort, a to pre-
devsim ty, které budou zapotiebi ve ¢tvrté kapitole pojednavajici o slabém
feSeni diferencialnich okrajovych tloh.

1.1 Oznaceni, definice a zakladni véty

Nejprve pripomenme nékteré definice pojmu, se kterymi se budeme setkavat.
Omezime se pouze na pojmy v normovanych linedrnich prostorech. Pozname-
nejme, ze tyto pojmy lze podobné definovat v metrickych prostorech a né€které
také v topologickych prostorech.

Definice 1.1.1

Necht X a'Y jsou linedrni normované prostory a A je obecné nelinedrni ope-
rator s definicnim oborem D(A) C X a s oborem hodnot R(A) CY.

7



8 KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VETY

1. PodmnoZinu K C X nazveme kompaktni (sekvencidlné ) v prostoru X,
jestlize je uzaviend a z libovolné posloupnosti {un} C K lze vybrat kon-
vergentni podposloupnost v X .

Ekvivalentni definice: Podmozinu K C X nazveme kompaktni, jestlize
z kazdého otevreného pokryti lze vybrat konecné podpokryti.

2. PodmnozZinu K C X nazveme prekompakini, jestlize jeji uzdvér je mmno-
zina kompaktni v X .

3. Rekneme, Ze operdtor A : X — Y je na mnoziné D(A) kompaktni,
jestlize jeji kaZdou omezenou podmnozinu K C D(A) zobrazuje na mno-
zZinu prekompakitni v prostoru'Y , tzn. na mnozZinu, jejiz uzdver je mnozina
kompaktni vY .

Ekvivalentni definice: operdtor A : X — Y je na mnoziné D(A) kom-
paktni, jestlize z kaZdé ohranicené posloupnosti {u,} C D(A) lze vybrat
podposloupnost {uy, } takovou, Ze { Auy, } je konvergentni s limitou v'Y .

4. Rekneme, Ze operdtor A: X — Y je na mnoziné D(A) totdlné spojity,
jestlize je na D(A) spojity a kompaktni.

Kvli zjednoduseni zapisu budeme symbolem ||w|| oznacovat normu prvku
w € X v normovaném prostoru X. Pfipomeme, Ze je-li operator A: X — Y
kompaktni a linearni, pak je spojity. Mnozinu spojitych linedrnich operatora
z normovaného prostoru X do normovaného prostoru Y budeme oznacovat
symbolem L£(X,Y) a mnoZinu linedrnich kompaktnich operatorii symbolem
Co(X,Y). Pfipometime, Ze v linedrnim vektorovém prostoru £(X,Y") se zavadi
norma pomoci normy operatoru. Je-li prostor Y tplny, pak i prostor £(X,Y)
s touto normou je tplny.

Oznaceni: Necht X je normovany (obecné komplexni) linedrni prostor. Pak
mnozina vSech linedrnich a spojitych funkcionald na X tvoii vektorovy prostor,
pro ktery budeme pouZivat oznadeni X *, pfi¢emz (-,-) je dudlni vztah mezi
obéma prostory, tzn. (z*,z) je hodnota funkciondlu z* € X* v bodé z € X.
V nékterych publikacich se pouziva pro tento dualni vztah opac¢né ,joznaceni“:
(z,2*), nebo z*(z). Pfipomenme, Ze dudlni prostor je Gplny. Prostor vSech
spojitych funkcionalt nad prostorem X * - druhy normovany dualni prostor -
budeme oznacovat symbolem X **.

Definice 1.1.2 Rekneme, Ze Banachiiv prostor X je reflexivni, jestlize obor
hodnot kanonického zobrazeni J : X — X** (vnoteni prostoru X do X **)
definovaného predpisem

(Jr,z*) =(z™,z) Vz* e X",z € X,
je cely prostor X **.

V piipadé reflexivniho Banachova prostoru X je kanonické zobrazeni J linearni,
izomorfni a izometrické zobrazeni prostoru X na X **. Snadno lze dokazat, ze
je-li prostor X reflexivni, pak také jeho dudl X * je reflexivni. A naopak, je-li
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prostor X uplny a X * je reflexivni, pak také prostor X je reflexivni. Ptipo-
menme, ze Hilbertav prostor je reflexivni.

Definice 1.1.3 Necht X je normovany linedrni prostor. Rekneme, Ze posloup-
nost {u,} € X konverguje slabé (X *-slabé; posloupnost {u,} w-konverguje)
k proku u € X, jestliZe pro kazdé x* € X* plati (x*,u,) — {(x*,u). Slabou
konvergenci budeme zapisovat takto: u, — u.

Rekneme, Ze posloupnost {x}} C X* w*-konverguje k prvku z* € X*
(také X -slabé), jestlize pro kazdé x € X plati (x),x) — (z*,z). Tuto slabou

. . 10 . w ™
konvergenci funkciondli budeme zapisovat takto: x — x*.

Na prostoru X * jsou definovany dvé slabé konvergence - w a w™ konver-
gence. Je-li prostor X reflexivni, pak obé slabé konvergence na X * splyvaji (viz
véta 3.5 v [10]). Z tohoto diivodu budeme v reflexivnich prostorech pouzivat
misto w *- konvergence pojem slabé konvergence se zapisem z, — x*. Z prin-
cipu stejnomérné omezenosti plyne, ze kazda slabé konvergentni posloupnost
je omezena. Plati nasledujici véta znama v literatufe pod nazvem Eberlainova-
Smuljanova , ktera charakterizuje ti¥idu reflexivnich Banachovych prostort (viz
(10)).

Véta 1.1.1 Normovany prostor X je reflexivni prdvé tehdy, jestlize kazdd ome-
zend posloupnost obsahugje slabée konvergentni podposloupnost.

V dalsim vykladu uvedeme bez dikazu nékterd tvrzeni z linearni funkci-
ondlni analyzy, kterd budeme potiebovat v nasledujicich kapitolach (viz [10],
[12] aj.).

Tvrzeni 1.1.1 Plati:

1. Posloupnost {u,} C X konverguje slabé (X *-slabé) k prvku u € X prdvé
tehdy, kdyZ posloupnost {u,} je ohranidend a lim, (x*, u,) = (x*, u)
pro kazdy spojity linedrni funkciondl x* z néjaké husté podmnoziny M
v prostoru X *.

2. Jestlize posloupnost {u,} v Banachové prostoru X konverguje slabé k prv-
ku u, pak
Ju| < liminf ||u,]. (1.1)

3. Konvezxni, uzaviend podmnozina K Banachova prostoru X je slabé uza-
vrend , tj. plati implikace

{upn} CK, u,—~u = uekK. (1.2)

4. 'V reflexivnim Banachové prostoru kaZdd uzaviend koule je slabé kom-
paktni, tzn. kaZdd posloupnost prvki z této koule obsahuje slabé konver-
gentni podposloupnost s limitou v této kouli. Jinak Teceno: kaZda ohrani-
cend posloupnost obsahuje slabée konvergujici podposloupnost.
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. Necht {u,} je omezend posloupnost v reflexivnim Banachové prostoru X

a necht viechny slabé konvergugici podposloupnosti magi za limitu (slabou)
prvek u, pak celd tato posloupnost u, konverguje slabé k prvku u.

. Jestlize uzaviend koule v reflexivnim Banachové prostoru lezi ve sjedno-

ceni néjaké soustavy slabé otevienych mnozin, pak tato koule lezi v néja-
kém konecném podsystému téchto slabé otevienych mnoZin.

. Necht K je konvexni, ohranicend a uzaviend mnoZina v reflexivnim Ba-

nachové prostoru X, pak je tato mnozina slabé kompaktni.

. Necht K je neprdzdnd, uzaviend a konverni mnoZina v Hilbertové pro-

storu H s normou || - || a skaldrnim soucinem (-,-). Pak pro libovolné
x € H existuje jedinyg prvek u € K takovy, Ze plati

lz = ull = min flz - v
Tento prvek u lze charakterizovat takto
u€e K, (x —u,v—u) <0 prokazdé vekK. (1.3)
Navic, oznaé¢me u = Pxx, pak
|Pkx1 — Prao| < ||lz1 — 22| Va1, 20 € H.

(Pk je projekce na mnoZinu K).

Je-li K uzavieny linedrni podprostor v prostoru H, pak Py je linedrni
spojity operdtor. Prvek u lze charakterizovat takto:

u€ K, (x —u,v—u)=0 prokazdé veK.

(Oddélovact véta.) Necht K je konvezni uzaviend podmnoZina Banachova
prostoru X . Pak pro kaZdé v ¢ K existuje funkciondl x* € X* tak, Ze
plati
(x*,x) > sup (z*,y). (1.4)
yeK

(Princip stejnomérné omezenosti.) Necht G C L(X,Y), kde X je Bana-
chiv prostor a 'Y je mormovany linedrni prostor. Ndsledujici vyjroky jsou
ekvivalentni:

(7) sup{||4]|: A€ G} < +oo.
(@) sup{||Az|: A€ G} < +oo pro kazdé v € X.
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1.1.1 Zdola a shora polospojité funkce, konvexita

V tomto odstavci uvedeme nékteré pojmy z teorie topologickych prostort, které
budeme potiebovat v dalsich kapitolach. Budeme definovat funkci zdola a shora
polospojitou (resp. semispojitou) a vétu o centrovanych systémech (viz [10]
a [15]). Tato véta hraje dilezitou roli diikazu surjektivity monoténnich operé-
tord v neseparabilnich, reflexivnich Banachovych prostorech. Nejprve uvedeme
definici vlastnosti kone¢ného pruniku.

Definice 1.1.4 Systém mnozin F md vlastnost konecného pruniku, jestliZe
prunik libovolného konecéného podsystému md neprdazdny prunik.

Véta 1.1.2 (Véta o centrovanych systémech) Necht {U;, i € I} je libovolny
systém uzavienych podmnozin kompaktniho topologického prostoru T s vlast-
nosti koneéného pruniku. Pak je meprdzdny i prunik vsech mnozin tohoto sys-
tému, t.j.

ﬂ U; # 0.

i€l

d

Definice 1.1.5 Nechtf X je topologicky prostor. Rekneme, Ze funkce ¢ je zdola
polospojita na prostoru X, jestlize pro libovolné xo € X plati

¢(x0) < liminf (z)

T—TQ

a shora polospojitd na prostoru X, jestlize pro libovolné xg € X plati

p(x0) > limsup p(z).

r—Xo

V pfipadé normovaného prostoru X lze definovat pojem zdola (resp. shora)
polospojité funkce na oteviené mnoziné U C X a slabé zdola (resp. shora)
polospojité funkce na prostoru X. Tyto definice jsou specialnim ptipadem de-
finice 1.1.5, ve které topologie v U je generovana normou, resp. v prostoru
X slabou konvergenci v prostoru. Diikazy vSech niZze uvedenych lemmat a vét
tohoto odstavce 1ze najit v knihach [13], [4] a [6].

Definice 1.1.6 Necht X je normovany linedrni vektorovy prostor a U C X
oteviend mnoZina. Rekneme, Ze redlnd funkce f (funkciondl) je zdola polospo-
jitd na U, jestlize pro libovolné xo € U a kaZdou posloupnost {x,} C U, kterd
silné (v normé) konverguje k xo, plati

f(zo) < liminf f(z,),

n—oo

resp. shora polospojitd, jestlize

F(z0) = limsup f(z,):

n—oo
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Rekneme, %e redind funkce f je slabé zdola polospojitd na prostoru X, jestlize
pro libovolné xy a kazZdou slabé konvergujici posloupnost x, se slabou limitou
T, plati

f(zo) < liminf f(z,),

n—oo

resp. slabé shora polospojitd , jestlize

f(zo) > limsup f(z,).
n—oo
V dalsim vykladu se omezime pouze na redlné funkce (funkcionaly), které jsou
(slabé) zdola polospojité a které jsou kone¢né, tzn. v kazdém bodé normovaného
prostoru nabyvaji koneéné hodnoty. Z definice je patrné, ze kazda slabé zdola
polospojita funkce je zdola polospojita. Opac¢na implikace obecné neplati a tim
je slaba polospojitost silnéjsi nez polospojitost. Je vSak splnéna pro pomérné
sirokou mnozinu tzv. konvexnich funkcionalu.

Definice 1.1.7 Necht X je linedrni vektorovy prostor a K je néjakd neprdzdnd
konvexni podmnoZina. Rekneme, Ze rediny funkciondl f definovany na mnoziné
K je konvezni, jestlize pro libovolné x,y € K a A € (0,1) plat?

fQz+ (1 =Ny) < Af(x) + 1= Nf(y).

Jestlize rovnost nastdvd pouze v pripadé x =y, pak Tekneme, Ze funkciondl je
striktné (ryze) konvernt.

Pfed tim nez dokdzeme vétu o opa¢né implikaci (viz napf. [4], [13]) uvedeme t¥i
pomocna lemmata. V prvnim lemmatu je uvedeno kritérium slabé zdola polo-
spojitosti konecného funkcionalu definovaného na slabé uzaviené podmnoziné
Banachova prostoru.

Lemma 1.1.1 K tomu, aby redlny funkciondl f definovany na slabé uzaviené
podmnoziné M Banachova prostoru X byl slabé zdola polospojity je nutné
a stact, aby pro libovolné redlné cislo ¢ byla mnozZina

E.:={ze M, f(z)<c}
slabé uzavrend .

Dukaz. Necht funkcional f je slabé zdola polospojity na M. Zvolme redlné ¢islo
¢ a necht posloupnost {z,,} C E. slabé konverguje k prvku zy. JelikoZ mnozina
M je slabé uzaviend, je zo € M. Z definice zdola polospojitosti obdrzime
f(zo) < liminf f(x,) < ¢,
n—oo
a tedy zo € E., tj. mnozina F, je slabé uzaviena.

Naopak, necht mnoZina E. je pro libovolné redlné ¢islo ¢ slabé uzaviena.
Predpokladejme, ze funkcional f neni na M slabé zdola polospojity. Pak exis-
tuje g € M a posloupnost {z,,} prvka mnoziny M tak, Ze x, — zo a plati

liminf f(z,) < f(xo).

n—oo
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Zvolme c € R tak, ze plati nerovnost

liminf f(z,) <c < f(zo).

n—oo

Existuje tedy posloupnost {x,, } vybrana z posloupnosti {z, } takova, Ze plati:
{zn,} C E.. Jelikoz x,, — xo, E. je slabé uzaviend, je xg € E.. Tedy

f(wo) < ¢ < f(wo),
coz je spor a tim funkciondl f je na mnoziné M slabé zdola polospojity.
O

Poznamka. Podobné 1ze pomérné snadno dokézat kritérium slabé zdola
polospojitosti funkcionalu definovaného na normovaném prostoru (viz [13]):
K tomu, aby redlny funkcional f definovany na normovaném prostoru X byl
slabé zdola polospojity je nutné a staci, aby pro libovolné realné ¢islo ¢ byla
mnozina

E..={zeX, f(x)<c}

slabé uzavfena .
Na druhé strané pro zdola polospojité funkcionaly plati

Lemma 1.1.2 Je-li redlny funkciondl f definovany na normovaném prostoru
X zdola polospojity, pak pro libovolné rediné cislo ¢ je mnoZina

E.:={reX, f(x)<c}
uzavrend .
Dukaz. Zvolme posloupnost {z,} C E. tak, aby x,, — x¢. Pfedpokladdejme, ze
xo ¢ E., tzn. je f(xg) > c. Pak existuje e > 0 takové, ze plati f(xo) > c+e.
Z definice zdola polospojitosti f v bodé xy plyne existence pfirozeného ¢isla
ng = no(e) takového, Ze pro n < ng je

flxn) > flzo) —€/2 > c+¢€/2,

coz je ve sporu s piedpokladem {z,} C E..

Pro konvexni funkcionaly plati:

Lemma 1.1.3 Jestlize redlny funkciondl f definovany na Banachové prostoru
X je konvexnt a polospojity zdola, pak pro libovolné redlné cislo ¢ je mnoZina

E..={z€ X, f(z)<c}

slabé uzavrend.
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Dukaz. Z konvexity funkcionalu f ihned plyne konvexita mnoziny E. pro li-
bovolné realné cislo c. Jelikoz f je polospojity zdola, je podle lemmatu 1.1.2
mnozina E. uzaviena . Tvrzeni lemmatu plyne z vlastnosti, Zze kazda konvexni
a uzaviend podmnozina Banachova prostoru je slabé uzaviena (viz (1.2)).

O

7 téchto pomocnych lemmat jiz snadno plyne nasledujici véta, jelikoz kazda
konvexni a uzaviend mnozina v Banachové prostoru je slabé uzaviend (viz

(1.2)).

Véta 1.1.8 Necht X je Banachiv prostor. Pak kazdy konvexni a zdola polo-
spojity funkciondl na prostoru X je slabé zdola polospojity.

Poznamka. Tvrzeni véty 1.1.3 plati i pro tzv. kvazikonvexni zdola po-
lospojité funkcionaly (viz [13]). Redlny kvazikonvexni funkciondl je definovan
takto:

Necht K je konvexni mnozina v linedrnim prostoru X. Redlny funkcional
f definovany na K se nazyva kvazikonvexni, jestlize pro libovolné x1, zo € K
a libovolné \ € (0,1) je splnéna nerovnost

fQz1 + (1= AN)x2) < max(f(z1), f(z2)]-

Jestlize pro x; # x2 je tato nerovnost ostra, pak se funkcionél f nazyva ryze
kvazikonvexni.

Poznamenejme, ze v predpokladech tohoto zobecnéni je podminka zdola
polospojitosti nutnd, nelze ji odstranit (viz [13]).

Poznamka. Necht mnozina M Banachova prostoru X je uzaviend a kon-
vexni. Pak je slabé uzaviena. Pfedpokladejme, Zze funkcional f je na M spojity,
pak pro libovolné realné ¢islo ¢ je mnozina

E..={ze M, f(z)<c}

ziejmé uzaviend. Je-li navic funkcional f konvexni, pak FE. je konvexni pro
libovolné redlné ¢islo ¢ a tim podle (1.2) je E. slabé uzaviend pro kazdé redlné
¢islo c¢. Pouzitim lemmatu 1.1.1 obdrzime jednoduchou postacujici podminku
pro slabé zdola polospojitost funkcionélu:

Véta 1.1.4 Spojity konvexni funkciondl f definovany na uzaviené konvexni
podmmnozine M Banachova prostoru X je slabé zdola polospojity.

Obecné spojity funkcional nemusi byt slabé zdola polospojity. Prikladem spo-
jitého funkciondlu, ktery neni slabé zdola polospojity, je na prostoru Lo (0,1)
funkcional (viz [4]):

1
f(u)zl—/o u?(z) d.

Konvexitu a slabou polospojitost zdola lze definovat pomoci konvexity a sla-
bé uzavienosti nadgrafu (epigrafu) funkciondlu.
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Definice 1.1.8 Necht X je linedrni redlny vektorovy prostor a necht funkciondl
f je definovany na prostoru X. Pak mnozinu

epi f:= {{z,c} e X xR: f(z) <c}
nazveme nadgrafem (epigrafem) funkciondlu f.

Lemma 1.1.4 Redlny funkciondl f definovany na linedrnim vektorovém pro-
storu X je konvexni prdvé tehdy, kdyZ jeho nadgraf epi f je mnozina konvexnt
v prostoru X x R. Je-li navic prostor X normovany, pak redlny funkciondl f je
slabé zdola polospojity, pravée kdyz jeho nadgraf epi f je mnoZina slabé uzaviend
v prostoru X X R.

Cviéeni 1.1.1 Dokazte lemma 1.1.4.

&

Konvexita realného funkcionalu souvisi s pojmem opérného funkcionalu.

Definice 1.1.9 Necht X je normovany prostor a X * je k nému prislusny du-
dlni prostor. Necht U C X je oteviend mmnozina, na které je definovdn redinjy
funkciondl f. Linedrni funkciondl x5 € X* nazveme opérnym funkciondlem
k zadanému funkciondlu f v bodé xo € U, jestliZe plati

f(x) = f(wo) > (x5, 2 —mo) Va €U.

Nyni jiz lze zformulovat vétu pojednavajici o vztahu mezi konvexitou a opér-
nym funkcionédlem .

Véta 1.1.5 Necht K je oteviend a konvexni podmnoZina normovaného pro-
storu X a f je konvexni funkciondl definovany na mnoziné K. Pak v kaZdém
bodée x € K existuje k f opérny funkciondl. Naopak, existuje-li k funkciondlu
g, ktery je definovdn na oteviené konvexni mnoziné K, v kaZdém jejim bodé
operny funkciondl, pak g je konverni a slabé zdola polospojity funkciondl na
mnoziné K.

Dukaz. Zvolme x € K a h € X . Protoze mnozina K je oteviena a konvexni,
existuje € > 0 tak, Ze pro libovolné t € (—e,¢) je 4+ th € K. Na intervalu
(—¢,¢) definujme realnou funkci ¢ pfedpisem

o(t) = f(z +th), te(—e,e).

Jelikoz f je konvexni, je také funkce ¢ konvexni. A tim pro o > 0, 5 > 0,
a+ =1 apro libovolné t1, ty € (—¢,¢) je

platy + Bta) = flo(z +tah) + Bz + t2h)] < ap(ty) + Be(ts).

Z matematické analyzy je znamo, ze existuje derivace konvexni funkce ¢ v bodé
t zprava, ¢'(t + 0), i zleva, ¢'(t — 0), a plati: ¢'(t — 0) < ¢'(t + 0) a tim pro
t =0 je ¢'(0—) < ¢'(0+). Definujme pro h € X

. fl@+Th)— f(x)
V+f((E, h) - Tli%l-l— -

=¢'(0+)
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a
V_f(l',h) — Tli%li f(.]? + T:l—) — f(.]?) — (,0/(0—)
Tedy
V,f(.’t, h) < V+f(.’£, h)
a

V_f(x,h) = =Vif(x,—h).

Ziejmé pro a > 0 je Vi f(z,ah) = oVi f(z,h). Pro hy, he € X plyne z kon-
vexity f nerovnost

V+f($,h1 + hz) = Tl_i,%l_i_ f (.13 + %(hl + h‘2)) - f(.f) _

T/2
z+T1h, x+Tho\ _
- g M) 2 HE@)
T—0+ T
<l JEATh) Zf@) g St The) — fl2)
T—0+ T T—0+ T

= Vi f(2,h1) + Vi f(z, h2).
Tudiz Vi f(x,h) je konvexni (sublinedrni) funkciondl v proménné h € X.
Zvolme pevné hg € X, hg # 0, a na podprostoru Xo = {\rg : A € (—o0,+00)}
definujme spojity linearni funkciondl = tak, aby

(5. ho) = Vi f(z, ho).

Pak pro A > 0 je

<JZS,/\]’L0> = A <$S,h0> = )\V_;,_f(.]f,ho) = V_;,_f(a?,/\ho)
Jelikoz —Vy f(x, ho) = V_ f(z,—ho) < Vi f(x,—ho), je pro A <0

(25, \ho) = A (wh,ho) = AVif(w,ho) = —|A| Vi f e, ho) <
< N Vi S (2, —ho) = Vi £ (&~ Mlho) = Vi f(a, Aro).

Odtud plyne pro z € X nerovnost
<JZ‘S,Z> < V.t,.f(l‘,Z)

JelikoZz V, f(x,h) je konvexni (sublinedrni) funkcional v proménné h na pro-
storu X, existuje podle algebraické Hahnovy-Banachovy véty (viz [10]) line4rni
spojity funkciondl z* € X * takovy, Ze plati

(x*,2) = (x§,2) Yz € X a (z",h) < Vif(z,h) VhelX.
Odtud plyne Vh € X

<'T*7h> = = <Jf*,—h> > —V+f(l‘,—h) = V_f(l‘,h)
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Shrnutim obdrzime pro libovolné h € X nerovnost

Protoze funkce ¢(t) = f(z + th) je konvexni, plati
¢'(0+) <

a proto (1) —¢(0) > ¢'(04), coz znamena f(z+h)— f(x) > Vi f(x, h). Odtud
a z nerovnosti (1.5) obdrzime

fl@+h)=f(z) = (" h),

tzn. x* je opérny funkcional k f v bodé z.
Nyni dokézeme druhou ¢ast véty. Zvolme z1, 22 € K, t € (0,1) a polozme
xg = tay + (1 — t)za. Z definice opérného funkciondlu plyne existence zj§ € X *
tak, ze plati
g(x) — g(xo) > (x5, x —x0) VrekK. (1.6)

Pak po jednoduché tpravé (dosazenim do této nerovnosti za x postupné x;
resp. o2 a vynasobenim obdrzenych nerovnosti éislem ¢ resp. 1 — t) obdrzime

tg(z1) + (1 —t)g(x2) > g(xo) + (20, tz1 + (1 — t)a2 — 70 ) = g(20),

coz znamena, Ze g je konvexni funkcional na mnoziné K.

DokéZeme, Ze g je funkcional na mnoziné K slabé zdola polospojity. Zvolme
posloupnost {z,} C K tak, aby z, — z¢ a ©9 € K. Jako vySe sestrojme
x§ € X * tak, aby platila nerovnost (1.6). Dosazenim x := x,, do této nerovnosti
dostaneme

9(zn) — g(wo) = (2g,2n — @0) -

Odtud limitnim pfechodem n — oo obdrzime

liminf g(x,) > g(zo)

n—oo

a odtud plyne slabé zdola polospojitost funkcionalu g na mnoziné K.

Z této véty 1.1.5 okamzité obdrzime nasledujici dvé tvrzeni.

Véta 1.1.6 Necht K je oteviend a konverni podmnoZina normovaného pro-
storu X. Pak funkciondl f definovany na mnoziné K je konvexni tehdy a jen
tehdy, kdyz v kazdém bodé x € K ezistuje k f opérny funkciondl.

Véta 1.1.7 Kazdy konvexni funkciondl definovany na oteviené konvexni pod-
mnoziné normovanécho linedrniho prostoru je slabé zdola polospojity.

Pro zajimavost uvedeme jesté jedno tvrzeni, dikaz kterého ponechdme ¢tenafi.
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Lemma 1.1.5 Necht rediny funkciondl f definovany na Banachové prostoru
X je konvexni. Zvolme xo € X. Pak pro libovolné kladné cislo d > 0 existuje
spojity linedrni funkciondl x§ € X * takovy, Ze plati

flx) = f(xo) > (z§, x—2x0) —d VzelX.

Cviceni 1.1.2 Dokazte lemmu 1.1.5.
Navod. Podle véty 1.1.7 je funkcional f slabé zdola polospojity a tim podle
lemmatu 1.1.4 je epi f mnozina konvexni a slabé uzaviena (a tim také uzaviend)
v prostoru X xR. Zfejmé {z, f(z) —d} ¢ epi f. Pouzijte vétu o oddélovani bodu
a uzaviené konvexni mnoziny ([10]):

Necht M je konvexni a uzaviend podmnozina Banachova prostoru Y. Pak
ke kazdému bodu y ¢ M existuje spojity linedrni funkciondl y* € Y * takovy,
Ze plati

(y*,y) > sup (y*,m).
meM

Podle této véty, aplikované s y := {z, f(z) —d} a M := epi f, existuje z* € X *
a a1 € R tak, ze plati

(x*, 2y +a1(f(x) —d) > sup . [(z*,2) +a1q]. (1.7)
{z,a}€epi f

Odtud a z inkluze {z, f(x)} € epi f ukaZte, Ze a; < 0. Volbou a3 = —1 v ne-
rovnosti (1.7) obdrzite tvrzeni lemmatu.

&

Na konci této kapitoly se vratime k této tématice a také kratce pojedname
o lokélnim minimu slabé zdola polospojitych funkcionélu.

1.2 Véty o existenci FeSeni nelinearnich rovnic
jedné proménné
Jako prvni uvedeme vétu zndmou ze zakladniho kurzu matematické anlyzy.

Pfipomenime, ze zadand funkce g : R — R je na intervalu [a,b] monotdénni,
jestlize je na tomto intervalu neklesajici, resp. nerostouci, tzn.

g(x) < g(y) resp. g(x) >g(y) pro =<y, x,y€]lab.

Jestlize pro vSechna x < y, z,y € [a,b] jsou vySe uvedené nerovnosti mezi
funkénimi hodnotami funkce g ostré, pak rikame, ze je funkce g na uvedeném
intervalu ryze monotdénni (rostouci resp. klesajici).

Véta 1.2.1 Necht g je monotdnni a spojitd funkce definovand na intervalu
[a,b], —00 < a <b < +oo. Pak rovnice g(z) = ¢ md feSeni x € R pro kazdé
c € (A, B), kde

A = min{ lim g(x), liril g(z)}, B = max{ lim g(z), hril g(x)}.

T—aq T—aq

Je-li g ryze monotonni a spojitd , pak toto Teseni je jediné.
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Dikaz. Plyne ze zndmé véty, Zze spojita funkce na zadaném intervalu I nabyva
v8ech hodnot z intervalu (C, D), kde

C = inf g(z), D = supg(x).
zel zel
O
7 této véty plyne nasledujici dasledek, ktery souvisi s nize zavedenym po-
jmem koercivity operatoru.

Dusledek 1.2.1 Necht g : R — R je neklesajici, spojitd funkce takovd, Ze plati

lim g¢(z) = +o0, lim g(z) = —o0,
r——+00 T——00
pak rovnice g(x) = b md Teseni pro kazdé b € R. Je-li navic funkce g rostouct
(ryze monotdnni), pak toto TeSenti je jediné.

1.3 Véty o pevném bodu
Nejprve si pfipometime pojem pevného resp. fixniho bodu.

Definice 1.3.1 Necht X je néjaky prostor (linedrni, normovany, metricky, to-
pologicky ) a K je jeho podmnoZina. Predpoklidejme, Ze zobrazeni A (obecné
mnohoznaéné) je definované na mnoziné K s oborem hodnot v prostoru X , tzn.
A: K CX — X. Pak bod x € K nazveme pevnym bodem tohoto zobrazent,
jestlize plati Ax = x.

V dalsim budeme uvazovat pouze pfipad jednozna¢ného zobrazeni definovaného
na néjaké vhodné pomnoziné normovaného linearniho vektorového prostoru.

Véty o pevném bodu lze zhruba rozdélit do dvou skupin. Do prvni skupiny
patfi ta tvrzeni, ktera zarucuji existenci a jednoznacnost pevného bodu, ale ob-
vykle i jeho konstrukei (resp. aproximaci pevného bodu). Do této skupiny patii
véta Banachova o pevném bodu kontrahujiciho zobrazeni a jeji riizné zobecnéni.
Neéktefi autori pouzivaji pro tento typ vét termin konstruktivni resp. véty geo-
metrického charakteru. Do druhé skupiny patii véty topologického charakteru,
ve kterych je zarucena pouze existence pevného bodu. Typickym ptikladem
je nize uvedena véta Brouwerova o pevném bodu. K jeji formulaci si zavedme
nasledujici oznaceni. Zvolme r > 0 a symbolem B, ozna¢me otevienou kouli
v realném Euklidové prostoru R,,, n € N, se stfedem v pocatku, tzn.

B, :={z R, : |z| < r},
kde ||z|| je norma x v prostoru R,,.

Véta 1.3.1 (Véta Brouwerova ) Necht f je spojité zobrazeni definované na
uzaviené kouli B, C R,, a zobrazujici tuto kouli do sebe, tzn. f(x) € B, pro
kazdé x € B,.. Pak v kouli B, existuje pevny bod tohoto zobrazeni, tzn. existuje
xo € B, tak, Ze plati f(zo) = 0.
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Dtikaz této véty (pomoci stupné zobrazeni) bude uveden na konci téchto
skript. Diikazy této véty naleznete napf. v knihdch [2], [14], [7]. Tvrzeni Brou-
werovy véty lze zobecnit pro libovolnou konvexni uzavienou a omezenou mno-
zinu K C R,,. V literatufe je tato zobecnéna véta znama také jako véta Brou-
werova. Néktefi autofi ji cituji jako zobecnénou vétu Brouwerovou .

Véta 1.3.2 Necht f je spojité zobrazeni definované na uzavvené, konvexni
a omezené mnoziné K C R,, a zobrazujici tuto mnoZinu do sebe, tzn. f(x) € K
pro kazdé v € K. Pak existuje pevny bod tohoto zobrazeni na mnoziné K, tzn.
existuje xg € K tak, Ze plati f(xo) = xo.

Dutikaz. Vétu dokazeme pomoci Brouwerovy véty a Minkowského funkcionalu.
Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze 0 je vnitinim bodem mnoziny K.
Skuteéné: necht z je vnitini bod mnoZiny K. Sestrojme mnozinu Kj,

Ki={-z24+z:2€eK}=—-2+K,

kterd je zfejmé uzaviena, konvexni a omezend. Translace T' definovand predpi-
sem

Te=—z2+4+z,z€X,

pfevadi mnozinu K na K, pficemz bod z mnoziny K je pieveden na bod 0
mnoziny Ki. Je to spojité zobrazeni, které jednoznac¢né zobrazuje prostor X
na sebe a 0 je vnitfnim bodem K;. Funkce f; definovana predpisem

fir=TofoT 'z, ze K,

je spojita a zobrazuje mnozinu K; na sebe. Je-li y9 pevnym bodem funkce f;
na mnoziné K1, pak zfejmé xo = T~y je pevnym bodem funkce f na mnoziné
K. Staci tudiz dokazat, ze funkce f; ma pevny bod na Kj.

Sestrojme Minkowského funkciondl pg, (viz [12]):

pry () =inf{A>0: z € \K 1}, z€X,

kde AK7; = {A\z : = € K;}. Jelikoz mnozina K; je pohlcujici, uzaviena a 0 je
vnitfnim bodem mnoziny K, je

Ky ={z e X: pk,(x) <1}, pi, () <1 = z € int K3

a pg, je spojity sublinedrni funkciondl (je homogenni vzhledem k ndsobeni
nezdpornymi ¢isly a splituje trojahelnikovou nerovnost na prostoru X) a navic
plati px, () = 0 & z = 0. Symbol int K je vnitfek mnoziny K;. Definujme
zobrazeni h : K7 — Bi:

h(z) = pk, (z) H7$|| pro z#0 a h(0)=0.

Z vyse uvedenych vlastnosti Minkowského funkcionalu plyne, ze h : Ky — B je
spojité zobrazeni konvexni mnoziny K7 na jednotkovou kouli By, které hranici
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mnoZiny K; zobrazuje na hranici jednotkové koule By, tzn. ||h(x)| = 1 pro
x € Ky — int K; = 0K;. Dokazme, Ze zobrazeni je prosté. JelikoZ

p(z)=0< =0,
je
h(z) =0 < z=0.

Necht h(z) = h(y),z,y € K1 a z,y # 0. Pak z definice h obdrZime existenci
A > 0 tak, ze y = Ax. JelikoZ pk, (y) = Apk, (x), je

h(z) = h(y) = pm(x)”“’?” =pK1<y>”—§” :Apm(x)”%” A=,

a proto = y. Tim existuje inverzni zobrazeni h~!, které zobrazuje kouli B;
na mnozinu K1, které je zfejmé také spojité, tzn. h je homeomorfismus K1 na
B;. Polozme

g=hofioh™t.

Pak g : By — B je spojité a podle Brouwerovy véty 1.3.1 existuje yo € By
tak, ze plati

Yo = g(yo) = (ho froh™")(yo) = (o) = f1 (B (w0)) ,
coz znamena, ze h~!(yo) € K1 je pevny bod funkce f; na Kj.

O

Vétu o pevném bodu lze snadno zobecnit pro kone¢né dimenzionalni normované
linearni prostory.

Véta 1.3.3 Necht X je konecné dimenziondlni normovany linedrni prostor a f
je spojit€ zobrazeni definovan€ na uzaviené, konverni a omezené podmnozZine
K C X a zobrazujici tuto mnoZinu do sebe, tzn. f(x) € K pro kazdé © € K.
Pak existuje pevny bod tohoto zobrazeni na mnoziné K, tzn. existuje xg € K
tak, ze plati f(xo) = xo.

Cviceni 1.3.1 Dokazte vétu 1.3.3.

Navod. Necht dimenze prostoru X je n. Prostor X nad télesem redlnych éisel
je topologicky izomorfni prostoru R, a pouzitim pfedchézejici véty obdrZite
tvrzeni.

Podrobnéji: Zvolte bazi xy,---,x, v prostoru X, pak kazdy prvek x € X lze
vyjadrit ve tvaru

n
T = Zaq; i, a={a}, €R,.

i=1
Definujme operator T : X — R,, pfedpisem Tx = «. Ziejmé je tento operator
linedrni, spojity a zobrazuje X na prostor R,,. Inverzni operator T-! : R,, — X
existuje a je také spojity. Oznac¢me K7 = T'(K) a definujme funkci g,
g(a) = T(f(T'a)). Ukaizte, ze K je konvexni, uzaviena a ohrani¢end mnozina
v R,, a funkce g je spojita a zobrazuje K1 do sebe. PouZitim piedchazejici véty
obdrzite existenci pevného bodu «g funkce g na mnoziné K; a odtud jiz snadno
dokaZete, ze T 1oy je pevny bod zobrazeni f na mnoziné K. &
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Poznamenejme, ze uvedené tvrzeni neplati obecné pro mnoziny, které nejsou
konvexni.

Cviceni 1.3.2 Ozna¢me jednotkovou sféru v prostoru R,, symbolem S, tzn.
S ={z € R, : ||z|| = 1}. Sestrojte spojité zobrazeni f definované na mnoziné
S takové, ze zobrazuje tuto jednotkovou sféru na sebe, pficemz neexistuje na
mnoziné S jeji pevny bod.

&

Obecné v nekoneéné rozmérnych Banachovych (resp. v metrickych) prostorech
podobné véta plati pouze v pripadé spojitého zobrazeni definovaného na kon-
vexni a kompaktni mnoziné (viz kniha [1]).

Véta 1.3.4 (* Véta Schauderova-Tichonovova) Necht K je neprizdnd konvexni
a kompakini mnoZina v metrickém prostoru X. Pak kaZdé spojité zobrazeni
mnoziny K do sebe md alespon jeden pevny bod.

V pripadé normovaného prostoru je toto tvrzeni znamo jako véta Schauderova,
kterou lze v literatufe najit také v nédsledujicim znéni (viz napf. knihy [14]

a [7]).

Véta 1.3.5 (Véta Schauderova) Necht K je omezend, uzaviend a konverni
mnozina v Banachové prostoru X . Pak kazdy totdIné spojity operdtor A zobra-
zujict mnozinu K do sebe md alespon jeden pevny bod.

Dikaz. Zvolme € > 0 a sestrojme e-aproximaci operatoru A.

JelikoZ mnozina K je omezend a operator A je totdlné spojity, je mnozina
A(K) prekompaktni (viz definice 1.1.1 a skripta [10]), a proto existuje kone¢na
e-sit Mz mnoziny A(K),

Ne ={yi}iZs € A(K),
tzn. k libovolnému y € A(K) existuje y5 € N tak, Ze plati
ly — 5l <e.
Na mnoziné A(K) definujme operator P. pfedpisem

Py = UL

kde
vi(y) =e—lly—vill, je—1l |ly—will <e, jinak O.

7Z této konstrukce ihned plyne, ze
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Jelikoz v§ (y) je spojitd funkce proménné y € A(K), je operator P. spojity na
mnoziné A(K) a navic

P.(K)cC L{y;}’sNK=X.NK,

kde X. je koneCné rozmérny podprostor v prostoru X. Tudiz operator P. :
K — X. N K je totalné spojity. Sestrojme operator A.:

A.x = P. Az, x€ K.

Ziejmé A. : K — X. N K je také totalné spojity. Pro y € A(K) a x € K
obdrzime z definice P. a A, odhady

ly—Fll<e = [lAz - Az <,

coZz znamend, ze A.x konverguje k Ax stejnomérné pro ¢ — 0 na mnoziné
K. Mnozina K. = K N X, je konvexni, ohraniCend a uzavienda. VySetfujme
operator A, : K. — K.. Podle zobecnéné Brouwerovy véty 1.3.3 existuje pevny
bod z. € K. tohoto operatoru, tzn. plati

Acre =2, 7. € K..

Jelikoz A je totélné spojity, mnoZina {x.} = {Acz}, € > 0, obsahuje Cauchy-
ovskou podposloupnost {z,} C K, n € N. Bod z,, je pevnym bodem néjakého
operatoru A, € {A.}. Jelikoz X je plny a mnozina K je uzaviend, posloup-
nost {z,} konverguje k néjakému prvku zy € K. A, konverguje stejnomérné
k A pro n — oo na K, tzn. k libovolnému § > 0 existuje ng € N tak, Ze pro
n > ng plati

|Apz — Az|| < § Vre K.

Operéator A je spojity a tim
Ax, — Axg jakmile n — oo.
Avsak
|zn—Axo|| = ||Anxn — Azl < ||Anxn— Az, ||+ Az, — Azg|| — 0 pron — oo

a souasné x,, — xg jakmile n — oco. Proto xg = Az coZ znamena, 7e xo € K
je pevny bod operatoru A na mnozZiné K.

O

Nasledujici Hartmanova-Stampacchiova véta je ekvivalentni zobecnéné vété
Brouwerové o pevném bodu.

Véta 1.3.6 (* Véta Hartmanova-Stampacchiova ) Necht K C R,, je kompaktni
a konverni mnoZina a operdtor A : K — R,, je spojity. Pak ezistuje x € K
tak, Ze plati

(Az,y —x) >0 Vye€ K.
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Dukaz. Vétu dokazeme pomoci zobecnéné Brouwerovy véty 1.3.2. Sestrojme
projekci Pk (viz (1.3)) na mnozinu K a definujme funkci f na mnoziné K
predpisem

f(v) = Pg(—Av +v).

Z predpokladu plyne, Ze tato funkce f je spojitd a zobrazuje mnoZinu K do
sebe. Podle véty 1.3.2 existuje u € K tak, ze

u = Pg(—Au+u).
TudiZ z nerovnosti (1.3) (z := —Au + u) plyne
(FAu+u) —u,v—u) <0 YwekK = (Au,v—u) >0 YWwekK
a tim je véta dokézana.
O

Cviceni 1.3.3 *Dokazte Brouwerovu vétu 1.3.1 pomoci Hartmanovy-Stam-
pacchiovy véty. Tim bude dokazana ekvivalentnost obou vét.

Navod. Brouwerovu vétu (viz vétu 1.3.1) sta¢i dokdzat pro » = 1 . Necht
f je spojité zobrazeni definované na uzaviené kouli B; C R,, a zobrazujici tuto
kouli do sebe. Polozme K := B; a definujme operator A : K — R,, piedpisem
A =1 — f. Ovéite, ze predpoklady Hartmanovy-Stampacchiovy véty 1.3.6 jsou
splnény. Pak podle této véty existuje prvek v € K tak, ze plati

(u—f(u),v—u)>0 YveK.

Je-li u € int K (tzn. lezi uvniti jednotkové koule K = Bj), pak pro n&jaké
r > 0 existuje oteviend koule C) = {z : ||z|| < r} takova, Ze

CrCc{v—u:veK}

a tim

(u—f(u),w)=0 YweC,.

Pro pevné z € R,,,z # 0, (a jinak libovolné ) existuje p > 0 tak, ze px € C,.
Odtud ukazte, Ze (u — f(u),r) =0atimu= f(u).
Jeli u € Sy (tzn. u lezi na hranici jednotkové koule By, |lu|| = 1), polozme

u— f(u) =a.
Ukazte, ze pro w € W := int K — u je
0 < (a,w) =lal cosd, 0<0< g
atim u — f(u) = a =\ <0 pro néjaké A < 0. Avsak
fu) =1 =NueK,

a proto A > 0. Tim A = 0, coZ znamen4, Ze f(u) = u. &
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Na zaveér tohoto odstavce uvedeme Banachovu vétu o kontrahujicim zobra-
zeni reprezentujici skupinu vét o pevném bodu majici konstruktivni charakter
(viz [14]).

Véta 1.3.7 Necht X je Banachiv prostor. Predpoklddejme, Ze operdtoru A
zobrazuje mnoZinu V C X do sebe a je na této mnoziné kontrahujici s parame-
trem o, tzn. plati

|Au — Av[| < allu —v||, kde a€(0,1), wu,veV.

Pak na mnoziné V existuje jeding pevny bod z operdtoru A a plati

n—1

[un = 2| < lur = woll,

l1—«

kde uqg je libovolné zvoleny bod mnoZiny V a upy1 = Ay, n=0,1,---.

Poznamka 1.3.1 Z této véty je patrné, Ze posloupnost postupnych aproxi-
maci u, konverguje k pevnému bodu z operdtoru A s rychlosti geometrické
posloupnosti s kvocientem «. Je-li tento parametr roven 1, pak tato posloup-
nost nemusi konvergovat. V literatufe existuje fada zobecnéni pro metrické,
pseudometrické prostory a také zobecnéni, ve kterych je parametr o vhodné
zvoleny linearni a spojity operator.

1.4 Monotonie a koercivita funkce a operatoru

Nejprve uvedeme zobecnéni pojmu neklesajici funkce redlné proménné pro
funkce vice proménnych a obecné pro operatory v Hilbertové a Banachové
prostoru. Na zavér pojedname o koercivité operatoru.

Predpokladejme, Ze g je funkce jedné proménné, g : R — R. Pak zfejmé
plati ekvivalence:

{z <y =g() <g(y)} — (9(z) —g(y)) (x —y) = 0.

Na zakladé této ekvivalence zobecnime pojem neklesajici funkce (monotdénni)
pro funkce v n-rozmérném Euklidové prostoru R,, a soucasné pro operatory
v realném Hilbertové a Banachové prostoru.

Definice 1.4.1 Necht X je redlng Hilbertiv resp. Banachiv prostor.

1. Punkci g : R, — Ry, g = {g:}}-, nazveme monotonni, jestlize pro kazdé
z,y € R, plati

kde v = {zi}7_y, y = {yi}i1-



26 KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY A VETY

2. Operdtor A: X — X, kde X je redlny Hilbertiv prostor, nazveme mono-
tonnim, jestlize pro kazZdé x,y € X plati

(A.’E —Ay,x _y) > 07
kde (-,-) je skaldrni soucin v prostoru X.

3. Operdtor A : X — X*, kde X je redlny Banachiv prostor, nazveme
monotonnim, jestlize pro kazdé x,y € X plati

(Az — Ay,z—y) > 0,

kde X * je dudini prostor k prostoru X a (Ax,z) je hodnota funkciondlu
Ax € X* v bodé z € X.

4. Ryze monotonni funkce resp. operdtory se definuji podobné s tim rozdi-
lem, Ze nerovnosti v uvedenych definicich jsou ostré pro x # y.

Predpoklady

lim g(x) = +oo, lim g(z) = -

T— 00 T——00

z disledku 1.2.1 lze zapsat ve tvaru

lim w = 4o00.
|z]|—+o00 ‘Jf‘

Dale se vénujme pojmu koercivity, kterd souvisi s timto predpokladem.
Definice 1.4.2 Necht X je redlny Hilbertiv resp. Banachiiv prostor.
1. Funkci g : R,, — R, nazveme koercivni, jestliZe plati

(9(z), z)

= +OO,
loll—+o0 ||z

kde || - || je Fuklidovskd norma v prostoru R,,.

2. Operdtor A : X — X, kde X je redlny Hilbertuv prostor, nazveme koer-
civnim, jestlize plati
(Az, x)

lim
lell—+oo [l

= —"—007

kde (-,-) je skaldrni soucin v prostoru X.

3. Operdtor A : X — X*, kde X je redlny Banachiv prostor, nazveme
koercivnim, jestliZe
) (Az, )
lim —— = 400,
lzll—+oo ||
kde X * je dudlni prostor k prostoru X a (Az,z) je hodnota funkciondlu
Ar e X* v bodé z € X.
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1.4.1 Resitelnost nelinearnich rovnic vice proménnjch

V tomto odstavci dokdzeme dvé tvrzeni, kterd budeme potiebovat v dalsim
vykladu. Obé dvé plynou z Brouwerovy véty o pevném bodu. Symbolem .S,
oznaéme mnozinu {x : ||| = r}, tzn. je to hranice uzaviené koule B,. v prostoru
R,, se stfedem v pocatku a s polomérem r.

Véta 1.4.1 Necht g : B, — R, je spojité zobrazeni takové, Ze pro viechna
x € S, plati
(9(z),z) = K,

kde K je nezdpornd konstanta. Pak rovnice g(z) =0 md v kouli B, vesen.

Duikaz. Nejprve predpokladejme, ze K je kladna konstanta. Zvolme ¢ > 0
a sestrojme funkci f.

fe(z) =z —eg(x), x€B,.

Ziejmé je funkce f. : B, — R, spojita. Ukazeme, Ze existuje ¢ tak, aby funkce

Jeo zobrazovala kouli B, do sebe. Pak podle Brouwerovy véty 1.3.1 existuje
v kouli B, jeji pevny bod x¢ € B,., coZ znamena

To = fso(xO) <~ g(l’o) =0

a tim je véta dokadzana. K sestrojeni 9 budeme potfebovat nékolik odhad.
Jelikoz funkce g je spojita na uzaviené mnoziné B, existuje konstanta L > 0
tak, ze plati

lg(z)|| <L pro z € B,.

Z predpokladu véty plyne, ze pro = € S, plati odhad:
K < (g(x),2) < L.

Ze spojitosti funkce g plyne existence takového ¢isla p > 0, ze plati:
K
p<r a (g9(x),z) > 5 Pro z€ Sr\ S,

Pak pro z € S;\ S, je
11 < llzl]* + e2lg(@)]1? — 2e(g9(x),z) < r* 4 *L* —¢eK.

Proxz € S, je
fll? < p* + €2 L% + 2epL

Zvolime-li € > 0 tak, aby
4+ 21?7 —eK < r? a > + 2 L? + 2epL < 12,

pak || f-||* < 72 pro vSechna z € B, a tim funkce f. zobrazuje kouli B, do sebe.
7 téchto nerovnosti jiz snadno plyne volba g9 > 0:

0<eo <mindl Loy
g0 < miny 75, #(r—p) -
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Je-li K = 0, pak zvolme posloupnost {A}, A, > 0, tak aby A,, — 0 a definujme
gn : B, — R, takto:

gn(z) = g(z) + AT pro z € B,.
Pak g, je spojité zobrazeni takové, Ze pro vSechna x € S, plati
(gn(l')7l') > An T2 > 0.

Pak podle dokazané této véty pro ptripad, kdy K je kladné konstanta, mé rov-
nice g, (x) = 0 v kouli B, né&jaké feseni u,,. Z kompaktnosti koule B, plyne exis-
tence konvergentni podposloupnosti {u,, } s limitou u € B,.. Odtud a ze spoji-
tosti funkce g obdrzime limitnim pfechodem dokazované tvrzeni:

0=gn, (u”k) = g(u”k) + Ang Uny,  — g(u) - g(u) =0.

d

Véta 1.4.2 (Surjektivita) Necht g : R,, — R, je spojité a koercivni zobra-
zeni. Pak rovnice g(x) = b md feseni pro kaZdé b € R,,, tzn. g je surjektivni.

Dukaz. Zvolme b € R,, a K > 0. Pak z koercivity plyne existence r > 0
tak, Ze pro x € S, plati

(9(z) = b,z) = (9(x),z) — (b,x) > K.

Tvrzeni jiz dostavame ihned z predchazejici véty 1.4.1.

1.5 Diferencialni pocet v normovanych
prostorech

V tomto odstavci uvedeme potifebné pojmy diferencovatelnosti nelinearnich
operatort a funkcionald v normovanych prostorech a kratce pojedname o jejich
nékterych vlastnostech. Pfi zpracovani této tématiky jsme vyuzili pfedevsim
knihu [13].

Gateaxuv diferencidl a G-derivace (Gateauxova, slabda) v bodé
x € X operatoru A definovaného na prostoru X s hodnotami v Y.

Necht X a Y jsou normované linearni prostory a A : X — Y je obecné ne-
linearni operator, o kterém kvili zjednoduseni vykladu budeme predpokladat,
Ze je definovan na celém prostoru X s hodnotami v Y. Zvolme x € X. Jestlize
existuje

1
}in(l) 7 [A(z 4+ th) — Az] = VA(z,h) Vhe X,
fekneme, Ze operator A je slabé (Gateauxovsky) diferencovatelny v bodé z.

V tomto ptipadé operator V A(z, h) se nazyva variaci resp. Gateauxovym di-
ferencidlem operatoru A v bodé z ve sméru h. Z této definice ihned plyne,
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ze VA(xz,h) je homogenni vzhledem k h, tzn. plati VA(z,ah) = aV A(x, h).
Obecné vsak nemusi byt variace additivni. V pripadé, Zze je additivni, pak se
v literatufe pro variaci pouzivd oznaceni DA(x, h). Je-li navic tento operator
spojity v h, pak se nazyva slabou derivaci (G-derivaci, Gateauxovou derivaci)
operatoru A v bodé x ve sméru h. V literatufe se pro tuto derivaci pouziva

oznaceni A’ resp. ,21 Odtud je patrné, ze
A X - L(X,Y).

Je-1i f funkcional na normovaném linearnim prostoru X a ma G-derivaci v kaz-
dém bodé x € X, pak f,(x) € X *. Variaci resp. G-derivaci lze stejnym zpu-
sobem definovat i pro pfipad operatoru definovaného na néjaké husté mnoziné
D(A) obecné neuplného normovaného prostoru. V tomto ptipadé G-derivace
A'(z)h = DA(z,h) je pro kazdé pevné = € D(A) definovéna pouze pro
h € D(A). Tento linedrni a spojity operdtor v h linedrné a spojité rozsifime se
zachovanim normy na cely prostor X a symbol A predstavuje tento rozsiteny
operator.

Z diferencialniho poctu nelinearnich funkcionalt budeme v dalsim vykladu
potfebovat Lagrangeovu formuli, ktera zobecnuje zndmou formuli platnou pro
diferencovatelné funkce jedné proménné.

Véta 1.5.1 Predpoklddejme, Ze funkciondl f je G-diferencovatelny v kaZdém
bodé konvexni podmnoziny Q linedrniho prostoru X. Pak pro libovolné body
x,x+ h € Q existuje T € (0,1) tak, Ze plati

f@+h)— f(x) =Df(xz+ 7h,h).
Dukaz. Polozme ¢(t) := f(z +th), 0 <t < 1. Pak
¢'(t) = Df(x+th,h) = f(z+h)—f(z) = ¢(1)=¢(0) = ¢'(7) = Df(z+7h, h),
kde 0 <7 < 1.

O

Dutisledek 1.5.1 Necht X je normovany prostor a funkciondl f md v kaZdém
bodé x € X G-deriwaci f'(x) € X *. Pak plati

flx+h)— f(z) = (f'(x+7h),h) Va,heX,
kde 0 <7 < 1.

Fréchetuv diferencial a silnd (F-derivace, Fréchetova derivace)
v bodé z € X operatoru A definovaného na prostoru X s hodnotami
vY.
Jestlize existuje operator u(x, h) : X x X — Y, ktery je linedrni v proménné
h € X tak, ze plati
w(zx,h)

A(x+h) — Az =u(z,h) + w(xz,h) a lim =0,
( ()
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pak se tento operator nazyva Fréchetovym diferencidlem operatoru A v bodé
x € X a oznauje se symbolem dA(z,h). Je-li navic tento operdtor spojity
vzhledem k h, pak se nazyva silnou derivaci (F-derivaci, Fréchetovou derivaci)
operatoru A v bodé x. V literatufe se pro tuto derivaci pouziva také stejného
oznaceni A’ jako v ptipadé slabé derivace. Podobné jako u slabé derivace je

A X = L(X,Y).

Stejnym zptsobem jako v pripadé slabé derivace lze definovat silnou derivaci
(resp. F-diferencial operatoru), ktery je definovan pouze na husté mnoziné néja-
kého obecné netplného prostoru. Z definice G-derivace a F-derivace ptimo plyne
existence G-derivace v néjakém bodé, pokud existuje v tomto bodé F-derivace.
Opacné tvrzeni neplati. Existuji operatory (napf. operatory Némyckého v pro-
storech LP(R2), viz [13]), které jsou ve v8ech bodech G-diferencovatelné, avsak
v zaddném bodé nejsou F-diferencovatelné. Existuje-li G-derivace v néjakém
okoli bodu zg a je spojitd v tomto bodé ve smyslu topologie prostoru L(z,y),
pak jiz existuje F-derivace a obé tyto derivace zifejmé se sobé rovnaji. Toto
tvrzeni zobectiuje vétu z diferencidlniho poctu funkei vice proménnych: jsou-li
vSechny parcialni derivace v néjakém bodé spojité, pak v tomto bodé je funkce
diferencovatelna.

Kratce jesté pojedname o derivacich vyssiho fadu. Kviili zjednoduseni vy-
kladu opét predpokladejme, ze A : X — Y je obecné nelinedrni operator
definovany na celém normovaném linedrnim prostoru X s hodnotami v nor-
movaném linedrnim prostoru Y. Zvolme zy € X. Predpokladejme, Ze existuje
G-derivace A’ (z) v n&akém okoli tohoto bodu U(zy) C X a tento operétor
uvaZovany jako zobrazeni U(z¢) — L£(X,Y) ma v bodé zy G-derivaci, pak bu-
deme fikat, Ze operator A ma druhou derivaci v bodé zg a budeme ji znacit

1 ! 4
symbolem A (zg) := (A (1’0)) . To znamena, %e pro kazdé pevné h mé zob-

razeni A'(mo) h : X — Y G-derivaci, coz je pro fixované xg spojity linearni
operator. Z této definice obdrzime pro h,g € X rovnost

" "

, !
(4"@o)h) g=[A"@o)h] g=A"(w0) hg.
Zobrazeni A" (x0) hg je bilineérni forma na prostoru X. Jestlize existuje druhé
F-derivace operatoru A v bodé xg, pak jiz bilinedrni forma A (x) hg je syme-
trickd, tzn. pro libovolné h, g € X plati rovnost

" "

A (wo)hg=A (w0)gh.

Analogicky lze definovat derivace vyssiho fadu a také F-derivace a tvrzeni o sy-
metrii plati i pro vyssi derivace.

Necht f je nelinearni funkcionél definovany na normovaném linedrnim pro-
storu X. Jestlize existuje G-derivace f’ v bodé z, pak se pro tuto derivaci
obvykle pouziva nazev gradient funkciondlu f, tzn. grad f(z) = f/(z). P¥ipo-
menme, Ze gradient je spojity linearni funkcional nad prostorem X: f'(x) € X *.
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Predpokladejme, Ze v kazdém bodé x € X existuje G-derivace funkcionalu
f, tzn. plati

fla+th) — f(z)

('), 1) = {grad f(x), ) = T (o4 th) oo = lim LEED

Pro pevné h ozna¢me o(z;h) = (f'(z), h) a pfedpoklddejme, Ze funkcionél
©(x; h) ma v kazdém bodé x € X G-derivaci, tzn. plati
p(x +tg; h) — p(x; h)

d | .
7 ¥ (@ +tg;h) |e=o = lim : :

(¢ (w3 1), g) =
Pak podle definice ma funkcional f druhou G-derivaci a budeme psat
f(@)hg := (¢ (x;h), 9), g heX.
Aplikaci dtsledku 1.5.1 obdrzime pro libovolné h,g € X

fll@+gh—f(x)h  =p(@+g;h)—@(z;h) = (¢ (x+7g;h), g) =

= ["(x +719)hg, (1.8)
kde 0 <7 <1la f'(z)h = (f'(x),h).

Cviceni 1.5.1 Necht X je redlny Hilbertiiv prostor a operator A € L(X).
Spoctéte prvni a druhou G-derivaci funkcionala f; a fy zadanych predpisem

fi(z) = (Azx,x) a fo(x) = (Ax — 2, Ax — 2), z€ X.
Ukazte, ze plati
@) = (A+AT)@),  fla) = A+A®,  fia) = A*(Az—2), fl(x) = AA",
kde A* je dudlni operator, tzn.

fi@h = (A+A%)(x),h),  fl(@)hg = ((A+ A")h,g) = f{'(x)gh;
fal@)h = (A*(Az —2),h), fi(x)hg = (AA"h,g) = f3 (z)gh.

Uvedeme bez podrobného odtvodnéni (viz [13]) nékolik prikladi.
Priklady 1.1 Gradient normy.
1. Necht X je realny Hilberttv prostor se skaldrnim sou¢inem (-,-) a s nor-
mou | - ||. Pak

grad ||z|® = 2=, a grad ||z| = ﬁ pro xz # 0,
x

pricemz prvky na pravé strané téchto rovnosti reprezentuji spojity line-
arni funkciondl grad f(x) pro f(x) = ||z||? resp. f(x) = ||z| (Rieszova
véta o obecném tvaru spojitého linedrniho funkcionalu).
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2. Necht X = LP(Q), kde Q C R,, je méfitelnd mnoZina konecéné miry.
Zvolme p € (1,00). Pak pro x # 0 je

grad |l = [l]|'77 [a(r)[""* 2(r) = 2(r), T € ©,

kde funkce z(7) je prvkem prostoru L?(2), ¢ = p/(p — 1), reprezentujici
spojity linedrni funkciondl grad||z|| € X * = LI(Q).

3. Necht X = 1P, kde p € (1,00). Pak pro z # 0, = {z;} € I, je
grad ]| = 2" Pu =2, w={|lzlf"P 2} €1, ¢=p/(p-1),
kde z € 17 reprezentuje spojity funkciondl grad||z| € X * = 1% [ )

Cviceni 1.5.2 Dokazte tvrzeni v piikladech 1.1.
Navod. Stac¢i uvést navod k tvrzeni v bodé 2. Analogicky lze dokazat bod 3.
Pro 1 < p < 2 definujme funkci f redlné proménné ¢ :

fW) = (1 + 9P =1 —py) [ 7.

Dokazte, Ze tato funkce je ohraniCena. Za tim ucelem ukazte, ze plati

lm f()=1  lm f(w)=0.

Pp—Foco

Z ohranicenosti této funkce, plyne existence dvou konstant C, Cy takovych,
ze plati

Gy [P < [T+ 9P =1 —pp < Coly[P.
Dosazenim ¢ = th(u)/z(u), kde h,x € LP(Q), z(u) # 0, a integraci obdrzite

Crl[th||” < [z + th||” — ||$||”—pt/ h(w)la(u)P~" signa(u) du < Col|thl|”.
Q
Vydélenim t a limitnim pfechodem ¢ — 0 dostanete
(gradg, ) = p [ [ou)P signio(u) h(u) du
Q

kde g(x) = ||z||’. Pro p > 2 obdrzite stejny vysledek, pouzijete-li funkci f
definovanou takto:

@) = (14 9P =1 —py) (|[9F + %)~

Jelikoz
(gradg, h) = pllz|P~" (grad |||, n) ,
je
(grad ||z]|, h) = ||96||17p/Q |2 (w) P2 2(u) h(u) du,
tzn.

grad [z = |2|' 77 |2 (u)[P7* 2(u), x#0. &
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Necht X je Banachuv prostor. V knize [13] je dokdzano, Ze norma v tomto
prostoru je G-diferencovatelna v kazdém nenulovém bodé, pravé kdyz jednot-
kova sféra S = {z : ||z|| = 1} je hladkd, tzn. v kazdém jejim bodé existuje
jediné opérna nadrovina k jednotkové kouli. Jinak feceno, pro libovolné o € S
existuje linearni funkciondl f € X * (zavisly na tomto bodé&) takovy, zZe plati

f(@o) = llzoll =1 a f(z) < |lzf| Vo € K ={x: |z <1}

Je-li funkcional grad ||z|| (tzn. G-derivace normy) spojity vzhledem k proménné
x v normeé prostoru X, pak je jiz také F-derivaci normy a naopak. Ve vSech vyse
uvedenych piikladech je grad ||x|| F-derivaci normy. Dalsi vlastnosti G-derivace
normy shrneme do lemmatu.

Lemma 1.5.1 Predpokldidejme, Ze norma v redlném normovaném prostoru X
je G-diferencovatelnd v kazZdém nenulovém bodé x € X a D(|| - ||, h) je pouze
linedrni funkciondl v proménné h pro kaZdé x # 0. Pak plati
1. G-diferencidl D(]|-||, h) je spojity linedrni funkciondl vzhledem k proménné
h a tim je G-derivact (gradientem normy), tzn. D(||z||, h) = grad||z| pro
x #0.
2. Pro kazdé x #0 a a # 0 je

lgrad|lz] | = 1, (grad|z[, z) = |[z[l, grad|laz| = signa grad|z||

1.5.1 Konvexita Banachova prostoru a dualiza¢ni
zobrazeni

Nejprve uvedeme definici striktné (ryze, ostfe) a stejnomérné konvexniho nor-
movaného prostoru a bez dikaz pojedname o nékterych vlastnostech téchto
prostorti. Podrobnéjsi vyklad véetné diikazi lze najit ve skriptech [10]. Ome-
zime se na Banachovy prostory.

Definice 1.5.1 Necht'Y je libovolnyj Banachiv prostor. Pak

1.'Y se nazyvd striktné konvexni (resp. norma v prostoru 'Y je striktné kon-
vexni ), jestlize plati implikace

Jull =1, o] =1, u#v = [utv] <2
2. Y se nazgvd stejnomérné konverni (resp. norma v prostoru Y je stejno-
mérné konvexnd ), jestlize plati implikace
Ve > 0 existuje () > 0 tak, Ze pro |ul| <1, |lv|| <1, |lu—v|| > € je
lu+wvll <2(1—46(e)) .

Prostory [P a LP(12), kde © je ohrani¢end mnoZina v R,,, pro libovolné p € (1, c0)
jsou ostte konvexni. Prostory I a L2(£2) jsou Hilbertovy a tim jsou stejnomérné
konvexni. Prostor /1 (n) (n-dimenzionalni s normou rovnou souc¢tu absolutnich
hodnot slozek n-rozmérného vektoru) neni striktné konvexni. Uvedeme bez dii-
kazi (viz napi.[13], [10]) nekolik dalezitych vlastnosti téchto prostort.
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Véta 1.5.2 1. Necht Y * je strikiné konvexni . Pak pro libovolné x € Y
ezistuje jediny prvek x* € Y * tak, Ze plati

(@*,2) = ||lz|* = [l=~|.
2. Necht'Y je striktné konvexni. Pak rovnost
lz+yll = llzll + llyll, =yeX
plati pouze, jsou-li prvky r a y linedrné zdvisle.
3. Necht'Y je strikiné konvexni. Pak rovnost

r+y
2

H el = ll, wyex

plati pouze, je-li x = y. Odtud plyne, Ze jednotkovd sféra S,
S:={z e X: |z|| =1}, neobsahuje Zddnou usecku, tzn. plati implikace

ryeS, v#y = tr+(1—-ty ¢S pro 0<t<l1.

4. Necht'Y je striktné konvexni. Pak pro libovolné x* € Y * existuje jeding
prvek z € S tak, Ze plati

|l *|| =sup (x*,2) = (x*,2), tzn. |{(z™,w)| < (x*,2) Yw € S, w # z.
€S

5. Je-li prostor 'Y stejnomérné konvexni, pak je reflexivni a plati ndsledujici
implikace
{zn = 2, lzall = [l2} = 20—

6. Je-li prostor Y reflexivni, pak lze na prostoru'Y zavést ekvivalentni strik-
tné€ konverni normu, pricemz dudlni prostor Y * s jeho dudlni normou je
striktné konvexni a tim po tomto re-normovdnt plati

Y je striktné konvexni <= Y * je strikiné konverni <=
< Y ** je striktné konvexni.

7. Hilbertiv prostor je stejnomérné konvexrnt.

Poznamenejme, ze stejnomérné konvexni prostor je podle definice ziejmé
striktné konvexni. Reflexivni prostor nemusi byt striktné konvexni , napf. ko-
ne¢né rozmérny prostor /1 (n) je reflexivni, ale nenf striktné konvexni. P¥ejdéme
nyni k pojmu dualiza¢niho zobrazeni.

Definice 1.5.2 Zobrazeni U : X — X *, kde X je Banachiv (nebo normo-
vany) prostor se nazyvd dualizaéni, jestlize pro libovolny prvek x € X plati

@) = llzll,  U@), 2) = U@)] 2] = ]



1.6. NEMYCKEHO OPERATOR A JEHO VLASTNOSTI 35

Jestlize norma v Banachové prostoru X je G-diferencovatelné, pak podle lem-
matu 1.5.1 je zobrazeni i : X — X * definované predpisem

U(x) = ||| [ grad ] |, « # 0;  U(0) =0

dualizaéni. Je-li toto zobrazeni jednoznac¢né funkce, pak budeme pouzivat ter-
minu dualizacni operator. Odtud a z vyse uvedenych piikladt 1.1 obdrzime
explicitni tvar dualiza¢niho operdtoru pro prostor X = LP(Q2), kde @ C R,, je
méfitelnd mnozina koneéné miry a p € (1, 00):

Uz) = |lz*77 |2(r)|"~* z(r)

z(1), x#0, U(0)=0,

kde funkce z(7) je prvkem prostoru L?(Q2), ¢ = p/(p— 1), reprezentujici spojity
linedrni funkcional grad ||z| € X * = L1(Q).

Pro prostor X =[P, kde p € (1,00) a ¢ = p/(p — 1), je dualiza¢ni operator
definovan predpisem

U(x) = Hx||2_puzz; r={x;} €lP, x#0, u= {\xi\p_in} eld,

kde prvek z € 19 reprezentuje spojity linearni funkcional grad ||z|| € X * = ¢
a U(0) = 0.

V libovolném Banachové prostoru X lze zkonstruovat dualiza¢ni zobrazeni
U nésledujicim zpisobem. Podle Hahnovy-Banachovy véty existuje ke kazdému
x € X alesponi jeden spojity linedrni funkcional yf € X * tak, zZe plati

lyzll =1 a  (y;, z) = |
Definujme U takto:
Ux) = llzlly; a U(-z) = — =]y,

Pak
U@ = ll=ll, Uz, z) = U] [lz]| = [l=|?

a tim zobrazeni U je dualiza¢ni. Obecné mnozina
Uy ={z" e X" (%, o) =|lzl”, [l="] = [}

nemusi byt jednoobodové, coz znamena, ze také dualizacni zobrazeni & nemusi
byt jednoznacné. Lze snadno dokazat, ze tato mnozina je konvexni. Je-li prostor
X * striktné konvexni, pak z této konstrukce ihned plyne, Ze mnozina U, je
jednobodova a tim dualiza¢ni zobrazeni je jednoznacéné.

1.6 Némyckého operator a jeho vlastnosti

V aplikacich teorie monoténnich a potencialnich operatortt budeme potfebovat
vlastnosti superpozice funkci, tzv. operator Némyckého a jeho zékladni vlast-
nosti. Podrobné s témito operatory v souvislosti s aplikacemi k diferencidlnim
a integralnim rovnicim se lze seznamit v knihach [11] a [4].
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Definice 1.6.1 Necht Q je oblast koneéné miry v R,, a m je prirozené &islo.
Predpokladejme, Ze funkce f: Q x R, — R spliuje Caratheodorovy podminky

(4) f(-, r) je méFitelnd pro vsechna pevnd r € Ry, ;

(%) f(z, -) je spojitd pro skoro vSechna x € §).
Na mnoziné funkciu : Q — Ry, u(z) = (u1(x), -+, um(z)) definugme operdtor
Némyckého N predpisem

Nu(z) = f(z, u(x)).
Zakladni vlastnosti Némyckého operatoru lze shrnout do nasledujici véty.
Véta 1.6.1 Necht N je Némyckého operdtor spliugici podminky (4) a (ii). Pak
plati
1. Operdtor N zobrazuje méritelné funkce na funkce méritelné.

2. Necht1 < p, q < oo. Jsou-li splnény ndsledujici ristové podminky

m

@, w)] < gi(@) +c(@) Y w7,

i=1

kde gi1(z) € LYN) a c je nezdpornd L™-funkce, pak Némyckého ope-
rdtor N je dobre definovany, spojity a ohraniceny operdtor z prostoru
[LP(Q)]™ = LP(Q) x -+ x LP(Q) (m-krdt) do prostoru L().

3. Zvolme p = 2 a m = 1. Predpoklddejme, Ze funkce f(x,r) a jeji parci-
d@lni derivace podle proménné r, tzn. f,. (x,r), spliuji podminky (i) a (ii).
Necht existuje konstanta C > 0 takovd, Ze plati

1fi(z,r)] < C pro z€Q a reR,
pak Némyckého operdtor N : L?(Q) — L%(Q) je G-diferencovatelny a je
DN (u,v) = f, (x,u(z))v(z) Vu,ve L*Q).
Navic linedrni zobrazeni DN (u,-) je ohranicené a plati odhad

IDN ()] < o]

4. Nechtp > 2 am = 1. Pfedpoklddejme, Ze funkce f(x,r) splriuje podminky
(i) a () a a jeji parcidlni derivace podle proménné r, tzn. f, (x,r), spl-
nuje nerovnost

1fi(z,u)] < g(z) + blulP~? pro 2€Q a uckR, (1.9)
kde )
g€ Lr—2(Q) a b>0.
Pak Némyckého operdtor N : LP(Q) — L”/(Q), kde p' = p%l,

je F-diferencovatelny a plati

AN (u,0) = £ (u()v(-) Yu, ve LE(Q).
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Dukaz. Uvedeme pouze zakladni myslenky dikazi vyse uvedenych tvrzeni
a to pro pfipad m =1. V tomto p¥ipadé Nu(z) = f(z,u(z)), kde u: Q2 — R
a Caratheodorovy podminky jsou tvaru

(1) f(-, r) je méfitelna pro vSechna pevné r € R;
(ii) f(z, -) je spojita pro skoro vSechna x € Q.

1. Z teorie méfitelnych funkei je zndmo, Ze funkce f(z,r) : @ xR — R
je méfitelnd, jestlize funkce f(z,r) je spojitd v proménné r pro skoro
vSechna x € ) a méfitelnd jako funkce proménné x € Q pro vSechna
r € R. Odtud plyne tvrzeni: operdtor N zobrazuje mé&fitelnou funkci na
funkci méritelnou.

2. Necht 1 < p, ¢ < co. Ristové podminky jsou tvaru

@, w)| < g1(x) + e(w) [u]?,

kde g1(x) € LI(Q) a ¢ je nezdpornd L*>°-funkce. Pouzitim Minkowského
nerovnosti obdrzime

1
INullq < [/9(91(%%%(%) ul )| < llgallg + llello ull3,

kde || - [ls = || - ll=(e) a s == p,q a analogicky || - [lc = [| - [z=(0)-
Z této nerovnost plyne, Ze N je ohranideny operator z prostoru LP(f2) do
prostoru L7(€2).

Spojitost operatoru N : LP(Q) — L(Q) lze dokdzat pomoci Vitaliho
véty (z teorie Lebesgeuova integrdlu o konvergenci). Pfedpoklddejme, Ze
posloupnost funkci {u,} konverguje v normé prostoru LP(Q2) k funkci
u € LP(Q). Pak existuje vybrand podposloupnost {u;} C {uy}, kterd
k této funkci konverguje skoro vSude. Jelikoz funkce f(z,u) je spojita
v proménné u, konverguje posloupnost Nuy(x) = f(z,ur(x)) skoro vsude
k funkei Nu(x) = f(x,u(z)). Nyni budeme k posloupnosti N uy, aplikovat
Vitaliho vétu. Jelikoz uy(x) — u(x) skoro vSude, existuje pro kazdé e > 0
podoblast Q. C Q s mirou p(2:) < oo a redlné ¢islo § > 0 takové, ze pro
vSechna A C © s mirou p(A) < ¢ plati:

/ lug(z)Pde <e a / |ug(z)|P dz < € stejnomérné pro k € N.
A Q-Q.

Pouzitim Minkowského nerovnosti a rustovych podminek obdrzime odhad

(/A |J\/uk(x)|1’dx>% - (/A |gl(m)|qu>% 4 el ek,

Podobny odhad plati i pro integraly pfes oblast €. a tim posloupnost
Nuy, splituje podminky Vitaliho véty (viz kniha [11], str. 16). Z této véty
jiz plyne konvergence posloupnosti Nug v normé prostoru L4(Q) k Nu.
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3. Podle véty o stiedni hodnoté existuje s € (0,1) tak, Ze plati

| =

W (u+tv) = N(u)] = DN (u,v) = [f{(-,u+ stv) — f'(,u)] v.
Jestlize t — 0, pak stv(z) — 0 a tim
fr(x,u+ stv) — fl(x,u) skoro viude pro x € .

Tudiz pro viechna u, v € L?(Q) plati

lim W+ 1) = N )] = DN(u,0) = £, (2, u(@)) o(a).

Odtud a z pfedpokladu véty o derivaci funkce f obdrzime odhad
[DN (u, v)| < Clvl|,

a proto linedrn{ zobrazeni DN (u, -) je ohrani¢ené.

. Integraci (1.9) obdrzime

[f(z,w)] < g(@)|ul + by ful"~2,

kde by > 0, coz implikuje, Zze f(-,u(-)) € L? () pro vSechna u € LP(Q).
Pro libovolné u,v € LP(QQ) definujme funkci H pfedpisem

H(u,v) = [N (u+v) = N(u) = £ w)ollp,

kde N(u+v)(z) = f(z,u(z)+v(x)). Podle véty o stfedni hodnoté existuje
s € (0,1) tak, ze plati

flr,u+v) — f(z,u) = fl(z,u+ sv)v

a proto
1

(o) = [ @) )

kde w(z) = fl(z,u(z) + sv(z)) — fl(x,u(z)). Pouzitim Holderovy nerov-
nosti obdrzime

p 1 1 1

H(u,v) < ||ullp |wllg, ¢=——=, -
(u,v) < [Jullp [Jwllq Py L

7.

Podle tvrzeni této véty v bodé 1., Némyckého operator generovany funkci
1l je spojity z prostoru LP(Q) do prostoru L%(f2) a proto plati

[wllg = [£r( utsv) = fr(u)lly  — 0 jakmile |lv|[, — 0.
Odtud dostaneme

1
o H0) < lwlly =0 jakmile o, — 0.
p
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O

V dalsim vykladu uvedeme bez dikazu zobecnéni této véty 1.6.1. Pro Lebe-
sguetv prostor L7(2) se v nékterych publikacich pouziva oznaceni L,(2) (napf.
kniha [4]).

Véta 1.6.2 Nechf p1,p2,- -+, pm a7 jsou redlnd éisla, p; > 1 proi=1,---,m,
r>1am € N. Necht f = f(x,€) je funkce definovdna pro x € Q a £ € Ry,
takovd, Ze splriuje Caratheodorovy podminky (i) a (ii). Oznaéme N (u1, -+, Um,)
Némyckého operdtor uréeny funkci f:

N, um)(x) = f(z,ur(x),uz(z), -, um(z)), =x€Q,
kde u; = u;(z), i = 1,-- -, m, jsou méritelné funkce na Q. Pak plat{
1. Pro libovolnou m-tici funkci u; € LPi(Q),i=1,---,m, je
N(uy, -+ um) € L7()

praveé tehdy, je-li splnéna tato ristovd podminka:

existuje funkce g € L"(Q?) a ¢islo ¢ > 0 tak, Ze pro skoro vsechna x €
a pro vSechna & € R,, je

|f(z, &1, Em)] < +cZ &l (1.10)

2. Je-li tato ristovd podminka splnéna, je Némyckého operdtor N dobfe
definovany, spojity a ohraniceny z kartézského soucinu

LPY(Q) x LP*(Q)--- x LP™ ()
do prostoru L™ (Q).

Poznamenejme, Ze z této véty plyne tato vyjimecna vlastnost Némyckého ope-
ratoru:

Zobrazuje-li Némyckého operator N kartézsky soudin m prostorii
LPr(Q) x LP2(Q)--- x LPm(Q) do prostoru L"(Q), pak je jiz spojity. Dikaz
spojitosti lze najit v knize [13].

Cviceni 1.6.1 Dokazte ve vété 1.6.2 postacitelnost rustovych podminek, tzn.
je-li splnéna podminka (1.10), pak Némyckého operdtor N zobrazuje kartézsky
soucin LP1(Q) x LP2(Q)--- x LPm(Q) do prostoru L"(f2) a je ohraniceny.
Navod. S vyuzitim nerovnosti

(di+dy+-+dy)" <n" " Ndi +ds+---+d},), di>0Vi, n,reN,

ukazte, ze plati

pi/r (1.11)

I (- )l < c1+c22||uz

kde ¢; = (m + 1) Y/" gl a ca = (m +1)"=D/7 ¢,
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1.7 Minimum nelinearniho funkcionalu

V tomto odstavci uvedeme nékolik vét o existenci minima nelinedrnich funk-
cionall, které pouzijeme ve treti kapitole ke studiu resitelnosti operatorové
Jejich dtikazy lze najit v fadé knih, napt. [4], [13] aj. Nejprve zavedeme pojem
minimalizujici posloupnosti.

Definice 1.7.1 Necht X je linedrni vektorovy prostor a f je rediny funkciondl
definovany na prostoru X. Necht Q C X a

d = inf f(x).

€N

Pak kazdd posloupnost {x,} C Q, pro kterou plati

lim f(z,) =d

n—oo
se nazyvd minimalizugjic.

Véta 1.7.1 Necht X je reflexivni Banachiv prostor a F je rediny, slabé zdola
polospojity funkciondl na prostoru X. Pak F nabyvd svého minima na kaZdé
neprdzdné, omezené, uzaviené a konvexni mnozZiné K.

Dukaz. Necht {y,} C K je minimalizujici posloupnost pro funkcional F' na K,
tzn.
lim F(y,) = inf F(y) =d. (1.12)
n—oo yeK
Jelikoz mnozina K je ohranicend a prostor X je reflexivni, existuje slabé kon-
vergentni podposloupnost {x,} C {y,} s limitou x. Mnozina K je uzaviend
a konvexni a proto je slabé uzaviena a tim x € K. Ze slabé polospojitosti zdola
funkciondlu F a z (1.12) plyne F(x) < d. Tudiz F(z) = inf.cx F(2). O

Véta 1.7.2 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a F je redlny slabé zdola
polospojity a rostouct (slabé koercivni) funkciondl na prostoru X, tzn. plati

lim F(z) = +oc.
[|lz]|—o00
Pak F nabyvd svého minima na kaZdé neprdzdné, uzaviené a konverni mmno-
ziné K. Kazdd minimalizujici posloupnost obsahuje podposloupnost, kterd slabé
konverguje k jednomu z bodu, ve kterych funkciondal F nabyvd absolutniho mi-
nima.

Dukaz. Necht y je libovolny prvek z mnoziny K. Z piedpokladu véty plyne
existence ¢isla R takového, Ze pro vSechna x € X, |z|| > R, je F(z) > F(y)
a souCasné K N Br # (), kde Bp = {z € X : |z|| < R}.

Nyni stac¢i aplikovat vétu 1.7.1 pro ohrani¢enou, uzavienou a konvexni mno-
zinu {u € K, ||u| < R} = K N Bgr. Podle této véty na této mnoziné nabyva
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funkciondl F' svého minima v néjakém bodé xy € K. Z konstrukce je zfejmé,
Ze v tomto bodé funkcional F' nabyva svého minima a to na celé mnoziné K.

Prejdeme k dikazu posledni ¢asti tvrzeni véty. Nejprve sporem dokazeme, ze
kazd4 minimalizujici posloupnost {x,} je ohrani¢ena. Necht tato posloupnost
neni ohranicend, tzn. plati

lim F(z,) =d= inf F(z) a limsup ||z, || = +oo.

n— o0 reK
Pak existuje vybrand podposloupnost {y.,} C {z,} takovi, Ze

[ym| >m ¥meN —a  lim F(y,) =d.

n—oo

Zvolme mgy > d. Jelikoz F' je rostouci, existuje mi € N, my > mg tak, ze pro
m > my je F(my1) > F(mg). Tim pro m > my > myg je

F(ym) > F(ymo) > mg
a odtud obdrzime spor:

d= lim F(y,) >mo > d.

n—oo

Jelikoz X je reflexivni Banachiiv prostor, posloupnost {z,} obsahuje podpo-
sloupnost {y,}, kterd slabé konverguje k néjakému prvku yo. Ze slabé zdola
polospojitosti obdrzime

F(yo) <liminf F(y,,) = lim F(ym) = F(xo) = inf F(z).
m— oo m— o0 rEK

Jelikoz K je slabé uzaviena , je yo € K a tim F(yo) = F(xo), tzn. yo je bodem
absolutniho minima funkciondlu F' na mnoziné K.

O

V néasledujicim cviceni dokazte znamou, vyse citovanou vétu o projekci na
konvexni mnozinu Hilbertova prostoru pomoci véty 1.7.2.

Cvideni 1.7.1 Nechf K je neprdzdnd, uzaviena a konvexni mnozina v Hilber-
tové prostoru H. Pak pro libovolné « € H existuje jediny prvek u € K takovy,
Ze plati
|z —u|| = min ||z — v].
vEK

Tento prvek u lze charakterizovat takto

u € K, (r —u,v—u) <0 prokazdé veK. (1.13)
Navod. Funkciondl F': K — R definujte predpisem

F(v) = |l — Yv e K.
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UkaZte, Ze F' je konvexni a spojity, tzn. ze pro t € [0, 1], v,w € K plati
F(1-tv+tw) < (1—-t)F(v) +tF(w) a |F'(v) — F(w)] <|lv—wl.
Navic

lim F(z)=o0.

llzl|—o0

Aplikujte vétu 1.7.2. K dtikazu nerovnosti (1.13): ukazte, Ze pro libovolné v € K
a0 <t<1plati

lz = ull® < flo = ul|® - 2tz — u, v — ) + t*]|Jv — u]?

kde pro prvek u je
|2 —ul| = min [lz —v]|.
veEK

Po tpravé limitnim pfechodem ¢ — 0 obdrzite nerovnost (1.13).

&

Konvexita hladkého funkcionéalu souvisi s vlastnostmi jeho prvni resp. druhé
G-derivace. Z matematické analyzy je znamo nasledujici tvrzeni.

Véta 1.7.3 Necht f : (a,b) — R je tridy C%. Pak f je konverni na inter-
valu (a,b) prdvé tehdy, kdyz f"(x) > 0 pro x € (a,b). Toto tvrzeni je ekvi-
valentni podmince, aby funkce f’ byla na intervalu (a,b) neklesajici, coZ lze
zapsat ve tvaru

(f'(@) = f'(y)(@—y) =0 Va,y € (a,b).
Jinak, veceno f' je monotdnni na intervalu (a,b).
V Hilbertové prostoru plati analogicka véta.

Véta 1.7.4 Necht H je redlny Hilbertiv prostor, Q C H je oteviend konvexni
mnozina a [ je hladky funkciondl (coZ znamend, Ze v kaZdém bodé x mnoZiny
O exzistuje G-derivace f'(x) = grad f(x) € X * funkciondlu f), tzn. pro kaZdé
x € Q existuje z(x) € H tak, Ze plati

['(@)y = (grad f(x),y) = (v, 2(x)) Vy € H.
Pak f je konvexni na mnoziné 2, prave kdyz

(ug —u1, 2(u1) — z(ug2)) >0 Yug, ug € Q,
t.g. f'(z) je monotdnni na Q.
Dukaz. Zvolme u,v € H a 0 < A\; < A2 a poloZme

)\:ﬁe(o,l) a  w=u+ Av.
A2
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Pak
flut+ ) = f((1=Nu+dw) < (1 =) f(u) + Af(w).

Takto )\gf(u + /\11}) < /\gf(u) — )qf(u) + /\1f(u + /\21}) a tim

U+ M) — F)] — [+ dow) — F(w)] <0,
1 2

coz znamena, ze funkce
1
C[f (ot v0) — f ()]

je rostouci funkce proménné v. AvSak

lim < [f(u+ ) — F)] = f (o,

v—0+ v

a proto pro v > 0 je

F(u) < S (F(u+ o) — Fu)].

v

Odtud dosazenim v =1 a w = u + v obdrzime
flw) = fu) = f(u)(w - u) = (w—u,2(u))

atim f(w) > f(u)+(w—u,z(u)). Polozme v = u1 € Qaw = uy € Q, obdrzime

fur) + (ug —uy, 2(u1)) < f(uz)-
Odtud zadménou u; a us dostaneme

fuz) + (w1 — u2, 2(uz)) < f(u1).
Soucet obou nerovnosti ddvd monoténnost funkce z(z) = f’(z) na Q:

(ug — ug, z(uz) — z(u1)) > 0.

Nyni dokdZzeme opac¢nou implikaci. Pfedpokladejme, ze f’'(z) je monotonni na
Q. Pro pevné u,v € Q definujme funkci ¢ : [0,1] — R takto:

e(A) = flu+ v —u)).
Pak
' (A) = flut Ao —w)(v—u)=(v-uzutAv-u)).
Je-li 0 < A < Ao, pak

) —¢'(M) = (v—u, z(u+ X0 —w) = 2(ut+ (v —u))) =

1
el vew (we — w1, z(we) —z(w1)) >0,
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kde w1 = v+ A (v —u) a we = u+ Az2(v — u). Odtud plyne , Ze funkce ¢ je
neklesajici a tim konvexni na intervalu [0, 1]. Specidlné pro 0 < A < 1 je

() = (1 = A0+ A1) < (1= X2)p(0) + Ap(1),
coz znamena, ze funkce f je konvexni:

flu+Av—u) < (1 =A)f(u) +Af(v).

Tuto vétu lze zobecnit i pro normované prostory .

Véta 1.7.5 Necht X je redlny normovany linedrni vektorovy prostor prostor
a f je hladky funkciondl (v kazdém bodé x € X existuje G-derivace f'(x) € X *
funkciondlu f). Pak ndsledugici turzeni jsou ekvivalentnd.

a) Funkciondl f je konverni;
b) Operdtor A= f': X — X* je monotonni, tzn.

(Az — Ay, z —y) = (f'(2) = f'(y),2 —y) 20 Vz,y € X;
¢) Pro libovolné x,y € X plati

fly) > f(@) + (Az,y — x);

d) Pro libovolné z,y € X je funkce f(x + sy) = (s) konveznd.
Dukaz. Implikace a)=>d): Pro libovolné ¢ € [0,1] a s1, s2 € R je
Bb(s1) + (1 — E)ib(s2) — Bltsy + (1 — t)ss) =
= tfx+siy)+ (1 =) f(z+s29) = f(t(z + 519) + (1 =)z + 529) 2 0.
Implikace d) = b): Jelikoz funkce f(z + sy) = ¥(s) je konvexni, je jeji derivace

9" neklesajici. Z definice G-derivace a definice fukce 1) obdrzime

9ot ty)) = W (6) = lim LEFED =D

dt T—0 T

Proto pro ¢1 < t2 je 0 < ¢'(t2) — ¢/ (t1) a

= (f'(z +ty),y) .

V' (ta) — ' (t1) = (f'(x+tay) — fx+t1y), (z +tay) — (z + t1y)) .

to — 11
Zvolme libovolné u,v € X. Pak z této nerovnosti dosazenim

1
to — 11

[u =]

T . vV — 11U :
tz tl 2 1Uf, )

dostaneme monotonnost operdtoru A = f': X — X *:

(Au — Av,u —v) > 0.
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Implikace b) = c¢): V dtikaze pfedchdzejici implikace jsme spodetli derivaci ¢,
ze které ihned obdrzime formuli pro derivaci funkce ¢(t) := f(x + t(y — z)):

(1) =(Alx+tly—=)),y—x).

Podle predpokladu je operator A monoténni a snadno lze dokazat, ze funkce
' (t) je neklesajici. Protoze je tato funkce konec¢né pro kazdé ¢t € R, je

F(0) — F(z) = o(1) — 9(0) = / Sy dt > ¢'(0) = (Az,y — ).

Implikace ¢)= a): Zvolme t € [0,1] a poloZme x; := tx + (1 — t)y, =,y € X.
Pak z c¢) dostaneme

f(@) = f(xe) + (Azg, x — a4) a fy) > f(@e) + (Aze,y — a)

Prvni nerovnost nasobme c¢islem ¢, druhou ¢islem 1 — ¢t a setenim obdrzime
konvexitu funkcionalu f:

tf(z) + A =1)f(y) = f(x:) = f{tz+ (1 = t)y).

O

Poznamenejme, Ze ekvivalentnost tvrzeni v bodé a) a v bodé d) plati obecné

bez predpokladu diferencovatelnosti funkcionalu f. Z této véty také plyne slabé
zdola polospojitost konvexnich funkcionalt, které jsou G-diferencovatelné.

Dusledek 1.7.1 Kazdy konvexni funkciondl, ktery je spojité G-diferencovatel-
ny (existuje G-derivace), je slabé polospojity zdola.

Duikaz. Necht f je konvexni funkcional spojité G-diferencovatelny a necht po-
sloupnost {z,} konverguje slabé k prvku = € X. Pak podle tvrzeni v bodé ¢)
predchazejici véty 1.7.5 plati

f((E) < f(mn) + <A£L’,£L’ - l'n>

a tudiz
f(z) <liminf [f(z,) + (Az, 2 — x,)] = liminf f(x,),

coz podle definice znamena, ze funkcional f je slabé zdola polospojity.

O

Poznamenejme, ze predpoklad G-diferencovatelnosti je podstatny. Existuji
konvexni funkciondly, které nejsou slabé zdola polospojité.

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, Ze v knize [13] jsou zformulovény
a dokazany dalsi véty o existenci lokalniho a globalniho minima nelinedrniho
funkcionélu a véty o korektnosti minimalizace funkcionalu. Pod korektnosti se
rozumi, Ze existuje jediny bod minima funkcionélu a k tomuto bodu konverguje
v normé libovolnd minimalizujici posloupnost.

Z knihy [13] uvedeme dvé véty o minimalizujicich posloupnostech a korekt-
nosti tlohy minima funkcionalu. K jejich diikazu budeme potfebovat vlastnosti
G-derivace v bodé lokalniho minima funkcionélu.
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Definice 1.7.2 Necht X je normovany linedrni prostor, zo € Q C X je vnitini
bod Q a f je redlny funkciondl definovans na mnoziné Q. Rekneme, Ze bod xq je
bodem lokdlniho minima funkciondlu f, jestlize existuje okoli U(xg) C Q bodu
o tak, Ze plati

f(x) > f(zo) Va € U(xo).

Lemma 1.7.1 Necht X je normovany linedrni prostor a f je redlny funkciondl
definovany na mnoziné Q0 C X. Predpoklddejme, Ze existuje vnitini bod xg
mnoziny ), ktery je bodem lokdlniho minima funkciondlu f a takovy, Ze existuje
G-derivace f'(xg). Pak f'(x¢) = 0.

Naopak, jestlize funkciondl f je konverni a md ve vnitinim bodé xoy mno-
Ziny Q G-derivaci, pro kterou plati f'(x9) = 0, pak bod zo je bodem lokdlniho
minima funkciondlu f.

Dukaz. Necht existuje vnitini bod xg mnoziny , ktery je bodem lokalniho
minima funkciondlu f, pfiéemz existuje G-derivace f’(zg). Odtud plyne exis-
tence oteviené koule U(xg) := {z € X, ||l — zo|| < &} takové, ze U(xg) C Q
a souCasné f(x) > f(xo) Vo € U(zo). Zvolme libovolné h € X. Pak ziejmé
existuje € > 0 tak, ze pro t € (—¢,¢) je g + th € U(xp). Sestrojme realnou
funkci ¢ definovanou na intervalu (—e, €) takto:

o(t) = f(zo +th), t € (—¢,¢).

Funkce ¢ ma derivaci v bodé ¢t = 0:

¢'(0) = lim 1[@(T) —#(0)] = lim 1[f(fﬂo +7h) = f(z0)] = (f'(z0), 1) .

T—=0 T T—0 T
Jelikoz pro vSechna ¢ € (—¢,¢) je ©(0) < ¢(¢), je ¢'(0) = 0, coz znamend, Ze
(f'(z0), h) = 0.

JelikoZ h je libovolny prvek prostoru X, je f’(xo) = 0.
Naopak, necht f’'(z¢) = 0. Sestrojme funkcionél g takto:

9(2) = f(z+z0) — f(w0), |lzll <.

Za uvedenych predpokladt funkciondl g je ziejmé konvexni. Abychom dokazali,
Ze xo je bodem lokdlniho minima funkciondlu f, staéi ukazat, ze g(z) > 0
pro ||z]| < 6. Tuto vlastnost dokéZeme sporem. Pfedpoklddejme existenci z1,
llz1]| < 0, tak, Ze plati g(z1) < 0. Z konvexity G pro t € (0,1) dostaneme

1
g(tzr+(1-)0) < tg(z1) +(1-1)g(0) = tg(21) — ~lg(tz1) —g(0)] < g(z1) <0.
Limitnim pfechodem ¢ — 04 obdrzime

(9'(0),21) < g(=1) <0,

coz je ve sporu s predpokladem ¢'(0) = f/(zo) = 0.
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O

Véta 1.7.6 Necht X je reflexivni Banachiv prostor. Predpoklddejme, Ze re-
dlng funkciondl f definovany na prostoru X mda G-derivaci f'(x), kterd md
ndsledugici vlastnosti:

1. Pro libovolné h, y € X je <f/(y +th), h> jako funkce proménné t inte-
grovatelnd na [0, 1].

2. Ezistuje nezdpornd funkce v(r) definovand pro r > 0 takovd, Ze plati

(F'G+m—=f'@), ) = Ihlv(il) vy.hex

a funkce c(r) definovand predpisem

e(r) = / v(t)dt, r >0, (1.14)
0
je rostouct a

r—00 T

lim 1/ v(r)dr = +o0. (1.15)
0

Pak iloha minimalizace funkciondlu f je korekini, tzn. existuje jediny bod ab-
solutniho minima tohoto funkciondlu a k tomuto bodu konverguje v normé li-
bovolnd minimalizujici posloupnost.

Dukaz. Z 2. piedpokladu plyne, Ze f’ je monotonni a tim podle véty 1.7.5
je funkciondl f konvexni a podle dusledku 1.7.1 je slabé zdola polospojity.
DokéZeme, ze funkcional f je slabé koercivni, tzn. plati

lim f(z) = +o0.
llzl|—o0
Pak podle véty 1.7.2 f nabyva svého minima na kazdé neprazdné, uzaviené
a konvexni mnoziné K. Zvolime-li K := X, obdrzime existenci z¢y € X tak, ze
plati f(zo) < f(z)Vx € X.

Dokazme nyni slabou koercivitu. Analogicky jako ve vété 1.7.5 definujme

o(t) = f(tz), t € [0,1]. Pak z 1. pfedpokladu dostaneme

J(t) = (f(tx).x) a flz)— F(0) = @(1) — p(0) = / (f(t), z) dt.

Odtud dostaneme po upravach s vyuzitim 2. predpokladu véty nésledujici od-
had

f(x) = £(0)

/O (' (t) — /(0),2) dt + (f'(0), ) >

v

/O el v (Ellxll) At = [l [ £ (0)]] =
(Nl = £ )| -

|
=

|

o
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Odtud a z vlastnosti (1.15) plyne

fw) = +oo.

llzl|—o0

Prejdeme k dikazu posledniho tvrzeni véty.
Z lemmatu 1.7.1 plyne, Ze f'(x0) = 0 a s vyuzitim 2. pfedpokladu véty obdrzime

1
f(@) — flwo) = / (' (0 + t(z — 20)) — f'(z0),x — x0) dt >

v

1
/0 [l = o[ w(tllx = xo|) dt = ¢([|lz — wol]).

JelikoZ funkce ¢ je spojitd, rostouci a ¢(0) = 0 (viz (1.14)), existuje spojitéd
inverzni funkce ¢! k funkci ¢, ¢ 71 (¢) — 0 jakmile t — 0+. A tim plati implikace

f(an) = f(xo) = |l#n — 2ol = 0.
O

Predpoklad (1.15) 1ze zeslabit. Staéi pozadovat, aby existovalo ¢islo ro > 0 tak,
aby byla splnéna nerovnost

c(ro) > 7ol £(0)]]
a tvrzeni véty zastava v platnosti.

Véta 1.7.7 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor. Predpoklddejme, Ze redinj
funkciondl f definovany na prostoru X md druhou G-derivaci

£ @r]g=r"@hg 1 @hi= (F@r) . whgeX,

majict ndsledujici vlastnosti:

1. Pro libovolné x, y € X je f” (y + tx) xx jako funkce proménné t integro-
vatelnd na intervalu [0, 1].

2. Egxistuje spojitd a nezdpornd funkce v(r) definovand pro r > 0 takovd, Ze

plati
fo@)hh = ([p]|v(|l=l])  Vz,h e X
a
N S o
lim —/ v(r)ydr = +o0.
r—oo T 0

Pak iloha minimalizace funkciondlu f je korekint, tzn. existuje jeding bod ab-
solutntho minima tohoto funkciondlu a k tomuto bodu konverguje v norme li-
bovolnd minimalizujici posloupnost.
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Dukaz. Z Lagrangeovy formule (1.8) pro prvni derivaci a z pfedpokladu plyne
f@+h)h— f(@)h = f"(x+7g)hh = |hllv([R]), 0<7<1

a tim f/ je monotonni.

Zcela podobné jako v predchéazejici vété existuje x¢p € X tak, ze plati
f(zo) < f(x)Vx € X, pokud dokézeme, ze funkciondl f je rostouci. Tuto
vlastnost obdrzime s pouzitim Lagrangeovy formule (1.8) a pfedpokladu 1.
Prox e X, x#£0, je

fx) = £(0)

1
/0 (' (t2) — £(0),2) dt + (£(0),2) =

/0 £ (rtz)(tx)z dt + (£(0),2)

vV

1
[ el a - 11 177 0)) =
= e [ﬁdnxn) “ o,

kde funkce ¢(r) je definovana vzorcem (1.14). Odtud dostaneme

I Hm flz) = oo

Podobneé jako v predchazejici vété se dokaze posledni ¢ast tvrzeni véty. V tomto
piipadé musime pouzit Lagrangeovy formule (1.8) pro prvni derivaci. Obdr-
Zime:

1
@) — flzo) = / (' (o + t(x — 20)) — f'(z0), 7 — o) dt =

_ /0 F(z0 + tr(x — 70))(tH(x — 70)) (& — ) dt >

v

1
/O [z = zol| v(tllz — xoll) dt = ¢([la — xol|)

a zaveér je zcela stejny jako v dikaze predchazejici véty. m]
Dikaz nasledujici véty ponechame ¢tenari.

Véta 1.7.8 Necht rediny funkciondl f definovany na reflexivnim Banachové
prostoru X je slabé zdola polospojity a v kazdém bodé md G-derivaci. Predpo-
kladejme, Ze pro néjaké R > 0 je splnéna podminka

(f'(x),z) >0 pro zeSgp={zreX: |z| =R}

Pak existuje bod xg, ||zo|| < R, kterg je bodem lokdlntho minima f a tim

f/(il’o) = 0

Cviéeni 1.7.2 Dokazte vétu 1.7.8.
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Na zavér uvedeme vétu z knihy [14] o ekvivalentnosti minima konvexnich
funkcionalti a vlastnosti jejich G-derivaci.

Véta 1.7.9 Necht H je Hilbertiv prostor a Q C H je uzavrend konvexni mno-
Zina . Predpoklddejme, Ze funkcional f : Q@ — R je konvexni a v kaZdém bodé
mnoziny Q existuje G-derivace. Pak ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni.

1. f(u) = minyeq f(l));
2. (f'(w),v—u) >0 Yve;
3. (f'(v),v—u)>0 Vove.

Dukaz. Implikace 1. = 2.: JelikoZ f(u) = min,ecq f(v),jeprov € Qa X € (0,0)
Jw) < F(L=Nu+ ) = fu+ Av —u)).

Limitnim pfechodem obdrzime

.1
Jim £/ Mo =) = f(w)] 20,

a proto
(f(w)yv — u) > 0,
Implikace 2. = 1.: Pfedpokladejme, Ze plati

(f'(u),v—u) >0 Vove.
Pak pro A € (0,1) s vyuzitim konvexity funkciondl f obdrzime

1

~ (= Nu+ o) = f(u)] <

3 (1 =X f(w) + Af(v) = f(u)] = f(v) = f(w).

> =

Limitnim pfechodem A — 0+ dostaneme
0< (f(wv-—u) < flv)=flu) = flu)<flo) e
a proto
f(u) = min f(v).
Implikace 2. = 3.: Pfedpokladejme, ze plati
(f'(u),v—u) >0 Yovel.
Protoze f’ je monotonni, je
(f'(v) = f(u),v—u) >0 YveQ.

Sectenim obou nerovnosti obdrzime tvrzeni v bodé 3.:

(f'(v),v —u) >0 Yoc.
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Implikace 3.= 2.: Pfedpokladejme, ze plati
(f(v),v—u)>0 Yve.
Zvolme w € Q a polozme v = (1 — AN)u + Aw, kde A € (0,1). Pak
0< (f'(v),v—u) = A(f((L=Nu+Iw),w - u)

atim (f/((1 — \)u 4 Aw), w — u) > 0. Limitnim pfechodem A — 0 dostaneme
tvrzeni v bodé 2.:
(f'(u),w —u) >0 Yuw e Q.

1.8 Sobolevovy prostory

V tomto odstavci budou uvedeny pouze ty definice a vlastnosti (bez diikazii)
Sobolevovych prostort, které budou zapotiebi ve ¢tvrté kapitole pojednavajici
o slabém feSeni okrajovych diferencidlnich tloh. Pro hlubsi studium véetné
dikazi existuje fada knih a ucebnich texti. Vzhledem ke studované tématice
doporucujeme publikace [9], [4] a [14].

V celém odstavci budeme predpokladat, ze 2 C Ry je souvislé, ohranicena
oblast s Lipschitzovskou hranici, tzn. je t¥idy C%!, kde N € N.
Vektor a = (a1, -+, an), jehoZ slozky jsou nezaporna celd ¢isla «;, se nazyva
multiindexem (N-rozmérny multiindex) a éislo

ol = ay

=1

délkou (velikosti) tohoto multiindexu. Necht £ € N, p > 1, a = (a1, -+, an)
N-rozmérny multiindex a u € C¥(Q). Oznaéime symbolem D%u parcialni deri-
vaci

alel gy

Pro u € C*¥(Q) definujme normu funkce u piedpisem

llly = 32 [ / |Dﬁu<x>|pdxr/p= S ID%ull,

18Ik 1B1<k
kde [| - ||, je norma v prostoru LP(£2).
Provedme ztplnéni prostoru C*¥(Q) vzhledem k normé || - || . Zvolme po-

sloupnost {u,},u, € C*(Q), kterd je Cauchyovskd vzhledem k této normé,
a libovolny multiindex 3, |5| < k. Jelikoz {uy} je Cauchyovska v L?(2) a pro-
toZe prostor LP(Q2) je Gplny, existuje prvek w € LP(Q)) jednozna¢né uréeny
posloupnosti {u,} a takovy, Ze je

w= lim u, v LP(Q).

n—oo
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Posloupnost {D"u,} je také Cauchyovska v prostoru LP(f2) a proto existuje
jednoznacné urceny prvek wg takovy, ze
wg = lim DPu,,.
n—oo
Snadno lze dokazat, ze prvek wg € LP(§2) nezavisi na volb& posloupnosti majici
za limitu v normé || -||x,p prvek w. Odtud plyne, Ze wg je urcen jednozna¢né prv-

kem w. Prvek wg se nazyva zobecnénou derivaci fadu || funkce w a oznacime
ho symbolem D”w. Zobecnénou derivaci D?w lze charakterizovat téz vztahem

/QDﬂw(x)v(x)dxz (—1)W|/Qw(x)D%(x) do (1.16)

platnym pro kazdou funkci v € C§°(Q2). Dosud byla definovina zobecnéna
derivace D?w pro funkci w € LP(f), ktera je limitou Cauchyovské posloupnosti
funkei {uy,},u, € C*(Q) vzhledem k normé || - || . Pomoci vztahu (1.16) lze
definovat zobecnénou derivaci D”w libovolné funkce w € LP(Q).

Definice 1.8.1 Necht w € LP(Q), p > 1 a 3 je N-rozmérny multiindez. Rek-
neme, Ze funkce wg je zobecnénou derivact funkce w Fddu |5|, a oznacime ji
symbolem DPw, jestlize pro viechna v € C§° () je splnéna rovnost

/ng(x)v(x) dx:(—l)‘ﬁl/w(az)Dﬁv(x) dz.

Q

Poznamenejme, Zze pojem zobecnéné derivace méa rozumny smysl, zobecnuje
pojem klasické derivace a ma stejné vlastnosti. Funkce wg je tzv. derivaci funkce
w ve smyslu distribuci.

Soboleviiv prostor W*?((Q).
Necht k € N a p > 1. Symbolem W#P(Q) oznaé¢me mnozinu vsech funkci
u € LP(Q), jejichz viechny zobecnéné derivace D?u fadu nejvyse k-tého existuji
a patii do prostoru LP(2), tzn.

WEP(Q) = {u e LP(Q): DPuc LP(Q) V|G| <k}

Na prostoru W*? () definujeme normu ||u||x, predpisem

el =D I1D%ullp.

1BI<k

Tento prostor s touto normou je uplny. Je-li p € (1,00), pak je separabilni.
Ekvivalentni norma na prostoru WP () :

ulll = llully + > 1Dull,. (1.17)
|8l=k
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Jina ekvivalentni norma na prostoru W*?(€2) je ddna formuli

1/p

> IDPullp

|B]<k
Specialni pripad pro k € Na a,b € R:
WEP(a,b) = {ue C* Va,b] : u*V je absolutné spojita, u™ e LP(a,b)},

kde u®*~1 resp. ul® je (k — 1)-t4 derivace resp. k-t4 derivace funkce w.
Ziejmé pro 1 < p < r < oo plati

Wk (Q) c Whr(Q).

Soboleviv prostor W7 (Q).
Mnozina nekonecné diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosi¢em v €2, ozna-
¢end symbolem C5°(€2), je podprostor Sobolevova prostoru W*?(Q). Prostor
WP (Q) je uzévér této mnoziny v normé ||-|| . Na tomto prostoru lze definovat
ekvivalentni normu || - ||,p,0 pFedpisem

lullkpo =D 11D ullp.

|Bl=Fk
Specidlni pitpad Wy *(a, b):
{u € C°a,b] : u je absolutné spojitd, wu(a)=u(b) =0, u € LP(a,b)}.

Stopa funkce z prostoru W#?(Q) na hranici 9.
Tento pojem zobectiuje pojem restrikce hodnot spojité funkce na hranici. Plati
tato véta:

Véta 1.8.1 Necht p € [1,00). Pak existuje prdvé jeding spojity linedrni operd-
tor T, ktery kazdé funkci w € WHP(Q) prifazuje funkei Tu € LP(9Q) tak, Ze
plati: pro u € C*(Q) je Tu = u|sq.

Funkce T'u, definovana na 02, se nazyvé stopa funkce v € W1 () na hranici
0. V literatufe se stopa obvykle oznac¢uje symbolem u|sq.
Necht funkce ¢ = ¢(z) je definovana na hranici 99Q2. Pak vyrokem

u=¢ mna 0 vesmyslustop

se vyjadiuje rovnost Tu = .

Je-li u € W2P(Q), pak DPu € WHP(Q) pro |3| = 1. Stopa prvni zobecnéné
derivace funkce u se definuje jako T'(D%u), kde T je operator z véty 1.8.1.
Obdobné se definuji stopy vSech derivaci fadu |8 < k — 1 funkce u € W*P(Q).
Stopu k-té deriace nelze definovat. V tomto pripadé neexistuje spojité zobrazeni
T z LP(2) do LP(99) takové, Ze pro u € CO(Q) je Tu = ulsq.
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Stopa funkce z prostoru W} () na hranici 9.
Plati

WEP(Q) = {u € W*P(Q) : D°u =0 na Q ve smyslu stop pro |3] < k —1}.

Proto se prostory Wéc "P(Q) nazjvaji prostory funkci s nulovymi stopami.

Greenova véta.

Véta 1.8.2 Necht u € WHP(Q) , v e WH4(Q), kde p € (1,00), 1/p+1/q=1.
Pak plati

ou v
xvxdx:—/uaz xdx—l—/uvuids,
[ @) [ ) eyde + [

kde Ou/0x; a Ov/0x; jsou zobecnéné derivace, v; je i-td slozka vektoru vnéjsi
normdly k hranici OQ a funkce u, v v plosném integrdlu jsou stopy funkci u, v
na 0N2.

Greenovu vétu lze zobecnit i na derivace vyssich fada. Pro ilustraci uvedeme
jedno z nejjednodussich tvrzeni:

Véta 1.8.3 Nechtu € WkP(Q) , v € W(f’q(Q), kdep e (1,00), 1/p+1/q=1.
Pak pro || < k plat?
/Dﬁu(x)v(x) dz = (— D) /u(x)Dﬁv(x) dz,
Q Q

kde DPu(z) resp. DPv(z) jsou zobecnéné derivace vddu |3| funkce u resp. v.

Véty o vnoreni.
Vlastnosti funkci ze Sobolevova prostoru popisuji tzv. véty o vnofeni. Vyse jiz
byla uvedena véta o vnoifeni v pfipadé, kdy oblast 2 je tsecka v jednorozmeér-
ném prostoru:
WhP(a,b) € C°a,b], a,b€R.

V tomto pfipadé toto vnoreni je spojité
WtP(a,b) — C°a,b], a,b€R,
coZ znamena, Ze existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze pro vSechna u € WP (a,b) je
[ullip < cllullcogay-

Jinak fe¢eno, operator vnoreni I : WP (a,b) — C°[a, b], definovany piedpisem
Iu = wu, je spojity. Tento operator je dokonce kompaktni. Nasledujici véta
shrnuje dilezita tvrzeni o vnoreni Sobolevovych prostort.
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Véta 1.8.4 Necht Q € C%! je oblast v Ry, k prirozené ¢islo, N € N ap > 1.
Pak

(i) Je-li kp < N, pak pro libovolné q takové, ze 1 < q < (Np/N — kp), plati

WEP(Q) — LY(RQ).

(ii) Je-li kp = N, pak pro libovolné r takové, Ze 1 < r < oo, plati

WEP(Q) — L7(Q).

(iii) Je-li kp > N, pak plati
WhP(Q) — C°(9).
Pomoci této véty lze odvodit dalsi, lepsi vlastnosti funkce u € W*P(Q) a jejich
zobecnénych derivaci DPu.

Véta 1.8.5 Necht 2 € C%! je oblast v Ry, k prirozené ¢islo, N € N a p > 1.
Zvolme multiindex 3, |3| < k a u € W*P(Q). Pak plati

(i) Je-li |B] > k — N/p, pak

Dy e L19(Q), kde q(B)= %.

(ii) Je-li |8| =k — N/p, pak

DPue LP)(Q), kde q(8)>1 je libovolné.

(iii) Je-li |B] <k — N/p, pak
DPu e C°(Q).
Navic existuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro vsechna u € W*P(Q) plati
1D%ullx < ellulli,p,
kde X = L9B)(Q) v pripadé (i), (i) a X = C°(Q) v piipadé (iii).

Dalsi dtlezité véty, napf. o kompaktnim vnofeni, 1ze nalézt v publikaci [9].

Spojité linearni funkcionaly nad prostorem W*?((Q).
V tomto piehledu teorie Sobolevovych prostori se nebudeme zabyvat charakte-
rizaci viech spojitych linedrnich funkcional nad prostorem W*?(€2). Uvedeme
pouze dva dulezité priklady, se kterymi se setkdme ve ¢tvrté kapitole.
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1. Necht v € L1(2), 1/p+1/q =1, p € (1,00). Zvolme k € N. Funkcional

x* definujme predpisem
(x*,u) = / u(z)v(z) de, u e WhEP(Q).
Q

Pak z* € (WkP(Q))*,

. Necht vg € LI(Q), |8] < k,1/p+1/¢ =1, p € (1,00). Zvolme k € N.

Funkcional z* definujme predpisem

(x*,u) = Z /QDﬁu(x)vg(x) dz, u € WhP(Q).

|BI<k

Pak z* € (WkP(Q))*.

Soboleviiv prostor W*2(Q).
Prostor Wk:2(2) je Hilberttiv se skaldrnim sou¢inem

(u,v) = DPu(z) DPu(x)dz, wu,ve WH2(Q).
Zh

Budeme jej oznacovat symbolem H*((2).



Kapitola 2

Teorie monotonnich
operatoru

V této kapitole bude pojednéno o abstraktni teorii monoténnich operatori
se zaméfenim k feSeni operatorovych rovnic v redlnych Hilberovych a obecné
v reflexivnich realnych Banachovych prostorech. Pro aplikace této teorie k fe-
Seni nelinearnich diferencidlnich, integralnich a také variacnich nerovnosti je
nejen vhodné, ale je také zapotiebi uvést prehled riznych druhti spojitosti,
monotonnosti, koercivity a dalsich pojmi a jejich vzadjemny vztah. Tomuto
prehledu budou vénovany prvni dva odstavce. V prvnim odstavci jsou zave-
deny zakladni pojmy této teorie a uvedeny nékteré duilezité vztahy mezi nimi.
V druhém odstavci budou uvedena néktera zobecnéni zakladnich pojmit véetné
vzajemnych vztaht. Ve tfetim odstavci budou dokazany specidlni véty z te-
orie monoténnich operatoru v Hilbertovych prostorech. Tato teorie pak bude
ve ¢tvrtém odstavci podrobné vyloZena v pripadé reflexivnich Banachovych
prostori. O nékterych dalsich zobecnénich bude kritce pojednino v patém
odstavci. Posledni Sesty odstavec je vénovan nékterym numerickym metodam
feSeni operatorovych rovnic s monoténnimi operatory. V celé této kapitole bu-
deme pod oznacenim X rozumét redlny Hilberttv prostor nebo reflexivni redlny
Banachiiv prostor s dudlnim prostorem X *, pfi¢emz (-,-) je dudlni vztah mezi
obéma prostory. V reflexivnim prostoru lze z kazdé ohrani¢ené posloupnosti
vybrat podposloupnost, kterd konverguje slabé (Eberlainova-Smuljanova véta),
coz obecné neplati v nereflexivnich prostorech. Tato vlastnost je podstatna pro
celou teorii monoténnich operatort. Poznamenejme, ze v této kapitole fada de-
finic uvedenych pojmiu a jejich vlastnosti nezévisi na reflexivité a nékteré i na
aplnosti prostoru X a v literature jsou tyto monoténni operatory studovany
nejen v normovanych, obecné komplexnich, ale i v topologickych linedrnich pro-
storech. Navic nemusi byt definoviany na néjaké husté podmnoziné v prostoru
X . Podrobnéji viz kniha [11].

o7
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2.1 Zakladni pojmy, oznaceni a vztahy

V literatufe se lze setkat s riznymi formulacemi vét z teorie monoténnich ope-
ratort a také s nejednotnou terminologii. Napt. nékteri autori nazyvaji zesilené
Spojity operator totalné spojitym, nebo také totalné spojity operator kompakt-
nim. Na nékteré nejednotnosti v dalsich odstavcich upozornime. V ¢lancich
a publikacich se lze setkat s riznymi vesmés ekvivalentnimi definicemi pojmu.
V aplikacich k feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic a nelinearnich integral-
nich rovnic se setkavame nékdy se slabsimi, jindy pomérné silnymi pozadavky
na vlastnosti studovanych operatord s cilem dokézat existenci, jednoznacnost
feSeni operatorovych rovnic, popfipadé konvergenci numerickych metod a jejich
rychlost, stabilitu a pod. Mezi zédkladni pojmy, se kterymi se budeme setkavat,
je kromé& monoténnosti a koercivity také spojitost a tzv. vlastnosti (S) a (M)
a jejich zeslabeni. Ke studiu fesitelnosti tlohy Au = b, kde A : X — X*
a b€ X*, bude v pfipadé separabilniho prostoru X pouzita Galerkinova me-
toda, ktera spociva v aproximaci tlohy soustavou Galerkinovych aproximaci
tvaru Apu, = by, kde 4, = Alx, : Xp, —» Xp,n € N, b, = blx, € X}
a X, C X je kone¢nérozmérny prostor. K existenci feSeni tlohy A,u, = b,
bude pouzita Browerova véta o pevném bodé resp. néktera jina z této véty od-
vozend. K jeji aplikaci je zapotiebi spojitost a koercivita operatoru A,. Proto
budeme pozadovat, aby operator A byl spojity na konecnérozmérnych prosto-
rech a byl koercivni. Z koercivity navic obdrzime, ze mnozina Galerkinovych
aproxmaci {u,} bude ohranic¢end a z reflexivity plyne existence slabé konver-
gujici posloupnosti s néjakou limitou w. Jestlize posloupnost { Au,,} bude také
ohrani¢end, pak jiz bude snadné ukézat, ze v posloupnosti {u,, } existuje podpo-
sloupnost u,, , kterd jednak slabé konverguje k prvku u a souc¢asné posloupnost
Apuy, konverguje slabé k néjakénu prvku f. Tuto ohraniCenost lze napt. za-
jistit pozadavkem ohraniCenosti operatoru A. Posledni, avsak ne jednoduchy
problém, je najit podminky na operator A takové, aby f = b, coZ znamend
provést limitni pfechod v dualité slabé konvergentnich posloupnosti. Ukazuje
se, Ze tento prechod lze provést, jestlize operator A splituje nékterou z nize
definovanych podminek typu (M). Na druhé strané podminky typu (S) jiz za-
ruéuji silnou konvergenci Galerkinovych aproximaci {u,} k FeSeni studované
tlohy. V literatufe lze najit fadu dalsich podminek, slabsich nebo silnéjsich,
pomoci kterych 1ze dokézat existenci feseni tlohy Au = b na zakladé Galerki-
novych aproximaci. V pfipadé neseparabilniho prostoru a monoténniho operé-
toru A lze dokézat existence FeSeni tllohy Au = b a to za urditych podminek
pomoci vlastnosti konvexnich mnozin v reflexivnich prostorech, aniz by byla
pouzita Galerkinova aproximace. Vsechny tyto postupy vyzaduji zavést nejen
fadu pojmi, ale také studovat jejich vlastnosti a vztahy mezi nimi. A toto bude
naplni nasledujiciho vykladu.

Definice 2.1.1 Operdtor A: X — X * se nazgvd
1. monotonni, jestlize pro kazdé u,v € X plati

(Au — Av,u —v) > 0.
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10.

ryze (striktné, angl. strictly) monotonni, jestlize pro kaZdé u,v € X,
u # v, plati
(Au — Av,u —v) > 0.

silné (strongly) monotdnni, jestlize existuje kladné ¢islo M > 0 takové,
Ze pro kazdé u,v € X plati

(Au — Av,u —v) > M ||u— vl

. stejnomérné (uniformly) monotonni, jestlize existuje rostouct funkce a :

R+t — R takovd, Ze a(0) = 0 a pro kazdé u,v € X plati

(Au = Av,u —v) > a(fu—=vl) [[u—v].

a-monotonni (resp. d-monotonni), jestlize existuje ryze rostouct funkce
a:RY — R takovd, Ze pro kaZdé u,v € X plati

{(Au = Av,u —v) > (a([[uf]) = a((lvl) (lull = vl

koercivni, jestlize plati

Ekvivalentni definice:
Ezistuje funkce v: Rt — RT takovd, Ze plati

lim v(r) =400 a (Au,u) > v(||ul)|u]] Yue X.

r——+o00o -
slabé koercivni, jestlize plati

lim || Aul| = +oo.
llull =00

spliiuje podminku (S), jestlize plati ndsledujici implikace
{un, = u, (Au, — Au,up —u) — 0} = up — u.

splriuge podminku (M), jestlize plati ndsledugici implikace

{unéu, Auy, — b, limsup (Aup,u,) < (b,u)} = Au=0b, be X™.

n—oo

splriuge podminku (Mg, jestliZe je splnéna ndsledugici implikace

{un — u, Aup — b, limsup (Auy, un) = (b, u>} = Au=0b, be X".

n—oo
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Poznamka 2.1.1 Zvlastni podminka (M )¢ umoziiuje limitni pfechod v dualité
slabé konvergentnich posloupnosti:

Up — U, by =Aup, b — <bn, Un> - <b7 u>7

ktery obecné neplati. P¥ikladem v prostoru X = L?(0,7) = X * jsou posloup-
nosti
un(t) = sin nt, by (t) = sin nt.

Snadno lze ovérit, ze plati u,, =~ 0=u, b, =~ 0=1>5, ale
i
<bn’ un> = 5 7é <b’ u> .

Obvykle se misto podminky (M) pfedpoklada trochu silnéjsi podminka (M),
ktera se pouziva pri dukazu existenéni véty pro varia¢ni nerovnice.

Podminka () zarucéuje silnou konvergenci Galerkinovych aproximaci feSeni
operatorovych rovnic a spolu s demispojitosti umoznuji limitni prechod

Up —u —  Au, — Au=0b.

Poznamka 2.1.2 Pojem monoténniho operatoru lze bezprostiedné rozsirit
pro operatory T : X — Y, kde prostor Y je lineadrné izometricky izomorfni pro-
storu X *. Oznac¢me tento izometricky izomorfismus symbolem Iy € £L(X *,Y)
a definujme operator A : X — X * pfedpisem A = I;;)'T : X — X *. Rek-
neme, ze operator 7' : X — Y je monotonni, jestlize je operator A: X — X *
monotdénni. S timto rozsifenim se 1ze setkat v pfipadé, kdy prvky prostoru Y re-
prezentuji spojité linedrni funkcionély z prostoru X *. Analogicky lze definovat
vSechny vyse zavedené pojmy.

V nésledujicim lemmatu uvedeme vztahy mezi vyse uvedenymi pojmy.

Lemma 2.1.1 Plati ndsledujict implikace:

‘ silné monotdnni ‘ = ‘ a-monotonni, a(s) = M s ‘ .
‘ silné monoto’nm" = ‘ stejn. monotonni ‘ .

‘ stejn. monoto’nm/‘ = | ryze monotonni

‘ stejn. monoto’nm/‘ = ‘ koercivni ‘ .

‘ stejn. monoto’nm/‘ = ‘ vlastnost (S) ‘ .
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ryze monotonni = | monotdnni| -
a-monotonni, lim «s) = +oo .,
7 sS54too (s) = koercivni | -
a-monotonni = | monoténni| -

Jestlize prostor X je striktné konvexnt, pak plati implikace

a-monotonni = ‘ ryze monotonni ‘ )

Jestlize prostor X je stejnomérné konvexnt, pak plati implikace

a-monotonni = ‘ vlastnost (S) a ryze monotonni

Dukaz. Implikace ,,silné monoténni = a-monoténni* plyne z defi-
nice téchto pojmi s vyuzitim nerovnosti

lu = ol = [ull = o]l [, u,v e X.

Z této nerovnosti ihned dostavame a(s) = Ms, s > 0, kde M je konstanta
v definici silné monotdénnosti.

Implikace ,silné monoténni = stejnomérné monoténni“ plyne
piimo z definic, pfi¢emz funkce a(r) v definici stejnomérné monoténniho ope-
ratoru je dana predpisem a(r) = Mr, r > 0, kde M je konstanta v definici silné
monoténniho operatoru.

Dokézeme implikaci ,,stejnomérné monoténni = koercivni®, tzn.
z predpokladu existence rostouci funkce a : R™ — R™T takové, ze a(0) = 0
a takové, ze pro kazdé u,v € X plati

(Au— Av, u—v) > a(llu—v|) [lu—vl,
je zapotiebi ukazat, Ze existuje funkce v : Rt — R takova, ze plati

lirf v(r) =400 a (Au, u) > v(||luDlul] Yue X.

T

Zvolme v € X. Pak

(Av, v) = (Av = A0, v = 0) + (A0, v) > a([o[) lv]| = [lo[[[AO]. ~ (2.1)
Z definice stejnomérné monoténnosti (indukei) dostaneme pro n € N:

(A(20) = Av, 0) = a([o]]) [l
(ABv) = A(20), v) = a(|v]) ol = (ABv) = A(v), v) = 2a(|v]) o]

{(A(nv) = A(v), v)

v

(n =D a(|ol) lv]l-
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Odtud s pouzitim nerovnosti (2.1) obdrzime
(A(n), v) = na((lol]) vl = o]l [|AO]. (2.2)

K libovolnému v € X, ||u|| > 1, sestrojme v = u/||u|| a definujme &islo
n € N jako celou ¢éast ¢&isla ||ul|. Pak n € N a ||Ju]| > n > |Ju|| — 1. Dosazenim
do nerovnosti (2.2) a po tGpravé obdrzime

(A(nw), w) = (lull = 1) a(1) [Ju] — [lul [|AO.
Jelikoz

(Au — A(nv), u) (1 - ﬁ n) = (Au— A(mw), u—nv) >

Y

a(flu=nvl]) lu=nol| >0,
je

(Au, u) = (Au = A(nv), u) + (A(nv), w) > (|Jul] = 1) a(1) [lu] — [[ul| [[AO]
a tim je operator A koercivni, pfi¢emz v(s) = (s — 1)a(1) — || A0]|.

Implikace ,,a-monoténni a liT a(s) = +o0o= koercivni“ plyne
S— 100

z definice a-monotonie, ve které za prvek v zvolime nulovy prvek prostoru X:

(Au— 40, u) > (a(lul) = a(0)) [[ul| atim

(Au, w) > (A0, u) + (e ([lu]]) = a(0)) [lu] =

= a([lull) llull = (140] + «(0)) [Jull -
Pak v(s) = a(s) — ||A0|| — «(0) v definici koercivity.
Implikaci ,,stejnomérné monoténni = vlastnost (S)“ dokdzeme spo-

rem. Predpokladejme, Ze A je stejnomérné monoténni a existuje posloupnost
{un} takova, ze plati

[, = u, (Aup — Au, up —u) — 0],  u, 4 u.
Pak existuje € > 0 a vybrana podposloupnost uy, , pro kterou je
lttn, —ul > e>0.
Z definice stejnomérné monoténnosti dostaneme
(At — Aty tn, =) > a(fltn, —ull) funy —ull > a(e)e >0,
coz je ve sporu s predpokladem, ze
(Aup, — Au, uy, —u) — 0.

Jestlize prostor X je striktné konvexni, dokdzeme, ze plati implikace
,a-monoténni = ryze monoténni“.
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Pfedpoklddejme, ze pro néjaké u,v € X je (Au — Av, u —v) = 0. Pak

0= (Au—Av,u—v}:2<Au—A<u+v>,u—u+v>+

2 2

+ 2<AU—A(U+U),U—U+U>>
2 2

> (atup- o 552]) (a-]=52]) +
+ (aton-a(|552))) (r1-|552)) = o

Funkce o : Rt — R je ryze rostouci, a proto

U+ v

l[ull = = vl

Prostor X je striktné konvexni a tim u = v a operator A je ryze monoténni.
Jestlize prostor X je stejnomérné konvexni, dokdzeme, ze plati implikace
a-monoténni = vlastnost (S) a ryze monoténni.
Predpokladejme, ze

Uy, — U a (Auy, — Au, uy — u) — 0.
Pak z a-monotonnosti plyne
(Aup — Au, up —u) = [a (unll) = e ([[ulD] (lunll = llull) =0 = flual — [ul-
Jelikoz prostor X je stejnomérné konvexni, plati implikace
un =, |Jun| = Jul] = wn —u

a tim je splnéna vlastnost (5). Stejnomérné konvexni prostor je striktné kon-
vexni a proto z pfedchazejici implikace je operator A ryze monotdénni.
Zbyvajici implikace jsou pfimym disledkem definic pfislusnych pojma. O

Poznamka 2.1.3 Mnozina M vSech monoténnich resp. silné monotdénnich
resp. stejnomérné monoténnich resp. ryze monoténnich resp. a-monotdénnich
resp. koercivnich operatori je kuzel, tzn. je-li A1, Ay € M pak A; + Ay € M
atA; € M prot > 0. Navic soucet dvou monoténnich operatort z ruznych
vyse uvedenych mnozin je operator ,majici siln€jsi monotoénii“, napf. soucet
monoténniho a ryze monoténniho operatoru je ryze monoténni. Navic soucet
koercivniho a monoténniho resp. ryze monoténniho operatoru je opét opera-
tor koercivni. Tyto vlastnosti plynou bezprostifedné z definic a jsou ponechény
¢tenaii k samostatnému ovéreni. Poznamenejme, ze tzv. re-normovanim, tzn.
zavedenim ekvivalentni normy do Banachova prostoru se uvedené vlastnosti
neméni.

Je-li operdtor A stejnomérné monoténni, tak je splnéna vlastnost (S), ale
plati i implikace

(Au,, — Auyuy —u) -0 = uy — u.
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Definice 2.1.2 Operdtor A: X — X *

1. je ohraniceny (omezeny), jestlize existuje funkce My : Rt — R ™ tak, Ze
pro vsechna u € X plati

[ Aull < My (fJul]) -

2. je lokdlné ohraniceny, jestlize pro kaZdé u € X existuje € = e(u) > 0
a ¢islo M = M(u) tak, Ze plati

|Av|| < M pro vSechna wv: ||lu—v| <e.

3. je spojity, jestlize je splnéna implikace

Uy — U = Au, — Au, up,u € X.

4. je zesilené spojity, jestlize je splnena implikace
Uy = U = Au, — Au, uy,u € X.

Neékteri autori pouZivaji pro tyto operdtory ndzev uplné spojity resp. to-
talne spojity.

5. je slabé spojity (weakly continuous), jestlize je splnéna implikace

Uy — U — Au, — Au, uy,u € X.

6. je totdlné spojity (completely continuous), jestlize
A je spojity a (M — ohrani¢end = A(M) je kompaktni).

Neékteri autori pozadugi misto kompaktnosti mnoziny A(M) prekompakt-
nost (relativni kompaktnost).

7. je hemispojity (slabé spojity na piimkdch, hemicontinuous), jestliZe
t,eR t, -0 = Alu+t,w) = AuVu,ve X.

Ekvivalentni definice:
funkce @y (1) == (A(u + tv), w) spojitd na intervalu [0,1] Vu,v,w € X.

8. je radidlné spojity (slabsi pojem neZ je hemispojitost)

funkce @, (t) ;== (A(u + tv), v) je spojita na intervalu [0, 1] Vu,v € X.

9. je demispojity (zeslabené spojity, demicontinuous), jestliZe

Uy — U = Au, — Au, up,uc X.
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10. je stejnomérné spojity, jestlize existuje spojitd funkce M : RT™ — R,
M(0) = 0, tak, Ze plati

|[Au — Av|| < M (Jlu—v]|) Yu,v € X.
11. Lipschitzouvsky spojity, jestliZe existuje L > 0 tak, Ze plati
|Au — Av|| < L|lu—v|| Vu,v € X.
12. spojity na primkdch, jestlize plati
th, R, t, -0 = Alu+t,w) — AuVu,ve X.

13. spojity na konecné rozmérnych podprostorech, jestliZe

X, C X,dimX, < +o0o = Alx, : X, — X, je spojity,

kde A|x, je zuZeni operdtoru A na podprostor X,,. Fkvivalentni definice:
X, C X,dimX, < +o0, {u;} CXp, uj —u = Au; — Au.

14. ohranicené Lipschitzovsky spojity, jestliZe existuje rostouci funkce M :
RT — R tak, Ze plati

[Au — Av|| < M(R) [lu—vf|, R=max([ul], [v]) Vu,veX.

Lemma 2.1.2 Necht A: X — X *. Pak plati ndsledujici implikace:

‘ Lipschitz. spojity" ‘ zesilené spojity ‘ = | slabé spojity

\ ! \’

‘ stejnom. spojity ‘ totdlné spojity demispojity
Y N\ 4 / Y
fr 4 / )

‘ohr. Lipschitz. spoj,‘ ‘ spoj. na primkdch ‘ = | hemispojity
/

\
‘ lokdlné ohraniceny ‘ <= demispojity = |radidlné spoj.

X, je konecné rozmérny podprostor a symboly , , \, znamenaji impli-
kace.
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Duikaz. Nejprve dokazeme, ze kazdy demispojity operator je lokané ohra-
ni¢eny. Tuto vlastnost dokéZzeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje u € X
a posloupnost {u, } takova, ze u, — u v prostoru X a soucasné || Au, | — +oo.
7 definice demispojitosti obdrzime Au,, — Au, tzn.

lim (Au, —Au,v) =0 YveX.
n—oo
Podle principu stejnomérné omezenosti, je kazda slabé konvergentni posloup-
nost ohranifend a tudiz existuje konstanta C' > 0 tak, ze ||Au,| < C, coz je
ve sporu s predpokladem.
Nyni dokézeme, ze kazdy demispojity operator je hemispojity a tim
také radidlné spojity. Necht operator A je demispojity. Pak

Zn — 2 = Az, — Az = (Az, — Az, y) — 0Vy e X.

Zvolme ¢isla s, s € [0,1] tak, aby s, — s a polozme z, = u + s,v. Z vyse
uvedené ekvivalence obdrzime

lim (A(u+ spv), y) = (A(u+ sv), y) Yy € X.

n—oo
Odtud jiz snadno plyne hemispojitost, jelikoz plati: funkce (A(u + tv), y) je
spojita pro t € [0, 1], pravé kdyz

T (Au+5,0). y) = (At s0), ).
Volbou y := v obdrzime, Ze operator A je radidlné spojity.

Implikace ,,ohrani¢ené Lipschitzovsky spojity = ohraniceny* ply-
ne z definic obou pojmu volbou v := 0 v definici operatoru, ktery je ohranicené
Lipschitzovsky spojity. Pak M (r) = ||AO|| + M (r) r pro r > 0, pti¢emz M (r)
resp. M (r) jsou funkce v definicich ohranicenosti resp. ohranic¢ené Lipschitzov-
ské spojitosti.

Podobné lze dokazat implikaci ,,stejnomérné spojity = ohraniceny*.
V tomto ptipadé opét volbou v := 0 v definici operatoru, ktery je stejnomérné
spojity, obdrzime M (r) = ||AO|| + M (r) pro r > 0, kde M (r) resp. M(r) jsou
funkce v definicich ohranicenosti resp. stejnomérné spojitosti.

Predpokladejme, ze operator je totalné spojity. Zvolme r > 0 a oznacme
B.={ueX: |ul|<r}.

Z definice totalné spojitého operdtoru plyne, ze mnozina A(B,;) je kompaktni.

JelikoZ norma je spojita funkce, nabyva funkce || z|| maximalni hodnoty na mno-

7iné A(B,). Pomoci této maximalni hodnoty definujme funkci M(r) v definici
ohranic¢eného operatoru predpisem

M(r) = max | Awl|.



2.1. ZAKLADNI POJMY, OZNACENI A VZTAHY 67

Z této definice ihned plyne, Ze funkce M (r) je neklesajici a zfejmé je pro kazdé
u € X splnéna nerovnost
[Aull < M ([[ul])

a tim je operdtor A ohraniceny. Poznamenejme, Ze k dikazu ohranic¢enosti
nebylo zapotiebi, aby tento operdtor byl spojity. Ze spojitosti operatoru A
plyne spojitost vyse definované funkce M (r). Zvolme konvergentni posloupnost
rn € RT, r,, — 7. Nejprve dokaZeme implikaci

Tn /T = M(Tn) - M(T)

Z definice funkce M(r) plyne, ze M(r,) je ohraniend shora, je neklesajici
(M(rp) < M(r)) a tim jen konvergentni. Ozna¢me jeji limitu C' := lim M (r,).
Ziejmé C' < M (r). Staéi ukazat, ze C = M (r). Zvolme u € X tak, aby |lu| =r
a ||Au|| = M (r). Takovy prvek u € X existuje, protoze z definice funkce M (r)
plyne nasledujici:

Necht M (r) = ||Av|| a ||v|]| = s < r. Pak v € B, a pro vSechna u takovd, Ze
s < |lu|| < r plati

M(s) < [|Aul| < M(r) = [|Av]| < M(s) = [[Aul| = M(r).

Definujme posloupnost {u,, }:

Pak ||un|| = 7 & up — u.
Ze spojitosti operatoru A plyne konvergence Au,, — Au a tim také konvergence
|Au, || — ||Aul|. Protoze ||Au,|| < M(ry), je

C =lm M(r,) > lim ||Au,| = ||Au| = M(r).
n n

Jelikoz C' < M (r), je C = M(r).

Implikaci r, \, r = M(r,) — M(r) lze dokazat zcela podobné
a odtud jiz snadno plyne spojitost funkce M (r).

Implikace ,,spojity na kone¢né rozmérnych podprostorech = spo-
jity na pfimkach* a implikace ,, spojity na kone¢né rozmérnych pod-
prostorech = hemispojity* lze ovérit snadno. Pfedpokladejme, ze opera-
tor A je spojity na konecné rozmérnych podprostorech. Zvolme ¢,, € R, t,, — 0
apevné u,v € X. Pak u+t,v € Xy, kde X5 je nejvyse dvoudimenzionélni pro-
stor. A tim A(u + t,v) — Au, coZ znamend, %e operator A je spojity na piim-
kach. Z této konvergence jiz snadno obdrzime také druhou implikaci, jelikoz
pro libovolné y € X plati

(A(u + tpv) — Au, y) — 0.

Ostatni dosud nedokazané implikace plynou bezprostiedné z definic pfislus-
nych pojmi a jejich ovéreni je ponechano ¢tenari.
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vvvvvv

Lemma 2.1.3 Necht operdtor A: X — X * je monotonni. Pak :

1.
2.

A je lokadlné ohraniceny.
Necht K C X takovd, Ze pro kazdé u € K plati
lu|| < M a (Au, u) < Mo,
kde My a Ms jsou konstanty. Pak existuje konstanta M takovd, Ze plati

|Au| <M VYue K.

. Funkce @y (t) == (A(u + tv), v) je neklesajici funkce na intervalu [0, 1]

pro vSechna u,v € X. Naopak: je-li funkce 1, ,(t) = (B(u+tv), v)
neklesagici na intervalu [0,1] Vu,v € X, pak operdtor B : X — X*
je monotonni.

Nasledugjict vlastnosti jsou ekvivalentni:

a
b
c
d) Operdtor A je demispojity.
e) K je hustai v X, (b—Av,u—v) >0Vwe K = Au=0bbec X*.
f) Operdtor A je hemispojity.

Operdtor A je radidlné spojity.
b—Av,u—v) >0VWweX = Au=bbeX™
Operdtor A md vlastnost (M).

= =

=

(Minty) Je-li operdtor A hemispojity (nebo radidlné spojity nebo demis-
pojity) au € X, pak

(Au,v—u) >0WeX <— (Av,o—u) >0W e X.

Necht existuje G-derivace operdtoru A, tzn. existuje spojity linedrni ope-
rator A : X — L(X, X *) takovy, Ze pro vSechna u,v,h € X plati

t—0

lim % (A(u+ th) — Au,v) = <A/(u)h,v> .

Predpoklddejme, Ze funkce <A/ (u + tv)v, v> je spojitd v promeénné t
na intervalu < 0,1 > pro kazdé u,v € X. Pak <A/(u)v,v> > 0.

Naopak, existuje-li G-derivace operdatoru B : X — X * a soucasné funkce
<B/(u + tv)v, U> je spojitd v proménné t na intervalu [0,1] Vu,v € X

a <B/(u)v, v> > 0VYu,v € X, pak operdtor B je monotonni.
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7. Je-li operdtor A linedrni, pak je spojity.
8. Necht K je ohranicend podmnoZina v prostoru X, pro kterou plati
(Au, uy < M; pro vSechna u € K,
kde M; > 0 je konstanta. Pak existuje konstanta M > 0 tak, Ze

|[Aul] < M pro vSechna u € K.

Dukaz. Necht operdtor A: X — X * je monotdnni.

1. Lokaln{ ohrani¢enost dokdzeme sporem. Nechf operator A neni lokalné
ohraniceny. Pak existuje posloupnost {u,} takovd, Ze plati

up, —u a |JAu,l — +oo.

Oznadéme
ap =1 + ||Aup || ||un — ul|-

7 monoténnosti dokazeme, ze pro kazdé v € X je

1 (Aup, v)

. 2.3
o < 400 (2.3)

lim sup
n—-+00

Tim podle principu stejnomérné ohrani¢enosti (viz 10. bod v odstavci
1.1) existuje konstanta M > 0 tak, ze

1
S lAull <M = fAua|| < MQ + [[Aunl| lun = ul])
n
a tim pro dostatecné velka n > ng, je

| < — < M < +ox,

coz je ve sporu s predpokladem.

Dokazme nerovnost (2.3). Zvolme libovolné v € X. Pak z monotonnosti
operatoru A postupné dostavame:

0 < (Aup,—A(u+v),u, — (u+v)) =
= (Aup, up —u) — (Auy, v) + (Alu+v), u+v —u,) =
= (Aup, v) < (Aup, up —u) + (Alu+0), u+v —uy) .

Odtud plyne nerovnost

(Aun, v) (| At || [t — ] 1
< + —|A(u+v v|| + Jun —u|]) < C
e S T T T+ an A+l (ol + flun = ul) < €.
a proto
1
an

A odtud obdrzime nerovnost (2.3).
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2. Podle vyse dokézaného tvrzeni, je operator A lokalné ohraniceny. Z defi-

nice tohoto pojmu plyne existence ¢isla ¢ > 0 a konstanty M3 > 0 tak,
Ze plati
[Ayl < M5 pro [y <e.

7 monotonnosti operatoru A jiz obdrzime tvrzeni. Pro u € K je

sup (Au, y) _ sup ((Au, y) + (Au — Ay, u —y))

[ Au] <
lylse € lyli<e €

1
= sup - ((Au, u) + (Ay, y) — (Ay, u)) < M,
lyll<e €

kde

M =

1
E(Mz + Mse + MsMy).

. Zvolme u,v € X atg > ty, ta, t1 €< 0,1 >. Pak

(Pu,v(tZ) - @u,v(tl) =
= <A(u +tav) — A(u + tyv),

— [(u+ tav) — (u — tlv)]> >0

a tim je dokazano, ze funkce ¢, ,(t) je neklesajici.

Dokazeme opac¢né tvrzeni. Z predpokladu plyne 0 < )y, (1) — 14,5 (0),
Yuu(1) = Yu0(0) = (B(u+v) — Bu, (u+v) —u) = (Bw — Bu, w —u),

kde w := u + v a u jsou libovolné prvky prostoru X a tim je operator B
monoténni.

. Ovéfeni ekvivalentnosti uvedenych vlastnosti provedeme tim, ze doka-

zeme nasledujici implikace:
a) = b) = ¢) = d) = f) = a), d) = e) = b).

Implikace a) = b):

Zvolme u,v € X a t > 0 a definujme v; := u — tv. Z pfedpokladu v b)
obdrzime

0< (b—Av, u—we) =t (b— A(u — tv), v).
Odtud a z definice radidlni spojitosti operatoru A plyne:

0<(b—Alu—1tv),v) = tlir&_ (b— A(u —tv), v) = (b— Au, v) > 0.

Jelikoz v € X je libovolné, dosazenim v := —v obrzime rovnost

(b— Au, vy =0 Yo
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a tim Au = b. Poznamenejme, Ze k dikazu této implikace nebyla pouzita
monotonnost operatoru A.

Implikace b)) — ¢):
Necht je splnén pfedpoklad v podmince (M), tzn. plati

Up — u, Au, — b, limsup (Auy,, u,) < (b, u).

Odtud a za ptfedpokladu, Ze je splnéna implikace v bodé b), méme do-
kazat rovnost Au = b. Tudiz staéi dokdzat, ze pro libovolné v € X
je (b— Av, u —v) > 0. Pak jiz Au = b. PiSme

(b— Av, u—v) = (b, u) — (b, v) — (Av, u —v) >

> limsup [(Aup, un) — (b, v) — (Av, u —v)] =

= limsup [(Aun, un) — (Auy, v) — (Av, u, —v)] =
= limsup (Au, — Av, u, —v) > 0.

Posledni nerovnost plyne z monotonnosti operatoru A. Tim z implikace
v bodé b) plyne Au = b.

Implikace ¢) = d):

Nechf u,, — u v prostoru X. Za predpokladu, Ze je splnéna implikace
v bodé ¢), je zapotiebi dokédzat, ze Au, — Au. JelikoZ A je monotdnni,
je podle 1. tvrzeni tohoto lemmatu A lokalné ohraniceny. Z definice lokalni
ohranicenosti plyne existence konstanty C tak, ze plati || Au,|| < C. A tim
diky reflexivité prostoru X existuje podposloupnost Au,,, kterd slabé
konverguje k néjakému prvku b € X *,

Aup, = b = (Aup,,v) — (b, v) Yv e X.
Pisme

(Atp,, Un,) = (Atn,, =t +Up, ) + (Aty,, u).
Odtud obdrzime

(Aup,, upy) — (b, u),
jelikoz
[(Atn,,, —u+ un,)| < [|Aun, [ lu = up, || < Cllu—un, | —0.

Z vlastnosti (M) operdtoru A obdrzime rovnost Au = b, tzn. plati:
Aup, — Au. Z dikazu je patrné, ze prvek Au je slabou limitou libovolné
slabé konvergujici posloupnosti {Av,, } C {Au,} a tedy podle tvrzeni 5.

uvedeného v prehledu v odstavci 1.1 v prvni kapitole plati Au,, — Au,
coZ znamena, Ze operator A je demispojity.

Poznamenejme, ze dokazana implikace plati i za predpokladu, Ze operator
A splituje podminku (M)g.
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Implikace d) = f) =— a):

Tyto implikace byly dokazany obecné nejen pro monoténni operatory
v lemmatu 2.1.2.

Implikace d) =—> e):

Necht A je demispojity operator. Z vyse dokdzanych implikaci

d) = a), a) = b) obdrzime implikaci uvedenou v b):
(b—Av,u—v) >0WweX = Au=bbeX".

Piedpoklddejme, Ze plati (b — Av,u —v) > 0 Vo € K. Tudiz staci dok4-
zat implikaci:

(b—Av,u—v) >0YVWwe K = (b—Av,u—v) >0V e X.

Zvolme v € X. Jelikoz K je husta v X, existuje x,, € K tak, ze x,, — v.
Pak

0< lim (b—Azxp,u—zp) =

n—oo

= lim (b — Azp,u—v) + lim (b— Ax,,v—x,) =

n—oo n—oo

= (b— Av,u —v),

kde v posledni rovnosti byla vyuzita definice demispojitosti a lokalni ohra-
nicenosti (viz lemma 2.1.3) operatoru A:

[(b— Az, v —zp)| < Cllv—a,|| =0, lim (Az,,z) = (Av,2z) Vz € X.

Implikace e) —> b):

Tato implikace je zfejma, jelikoz staci zvolit K := X.

. Implikace zleva doprava (=) plyne pfimo z definice monoténnosti:

0<(Av—Au,v—u) Yve X =, (Au,v—u) < (Av,v —u) Yv € X.

Opacné implikace (<=):
Necht (Av,v —u) > 0 Vv € X. Polozme v = u + t(v — u) pro ¢t > 0. Pak

t{(Alu+tlv—u)),v—u) >0 = (Au,v—u) >0Yv € X.

Pravou stranu této implikace snadno dostaneme vydélenim vyrazu na levé
strané implikace ¢islem ¢ a limitnim pfechodem ¢t — 0+ diky hemispoji-
tosti.

. Pfedpokladejme, ze funkce <A/(u+tv)v,v> je spojitd v proménné t

na intervalu [0, 1] pro kazdé u,v € X. Definujme funkci 1y, ,(t), u,v € X
pro t € [0, 1] pfedpisem

Yuw(t) = (A(u + tv)v,v) .
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Z definice G-derivace se da océekavat, ze tato funkce je spojité diferenco-
vatelna a pro jeji derivaci plati

’

bault) = (A (w+ to)o,0).

Skutecéné,
’ T '@Z]u,v (t + T) - ¢u,v(t) _
wu,v(t) = }_E% - -
= lim Al ¥ tv +70),0) = At i), 0) _ <A/(u + tv)v v>
7—0 T ’ .

Z monoténnosti operatoru A a s vyuzitim véty o stiedni hodnoté obdrzime

0 < (A(u+sv)—Au, (u+sv) —u) = sy () — sy (0) =

= / wuv dt_s/ <A/(u—§—tv)v7 v> dt =

= 2 <A (u + tov)v, v>, to € (0,s),

= (s—0) <A,(u)v,v> >0 (2.4)
a tim je dokdzana prvni implikace. Pfedpokladejme, Ze existuje G-deriva-
ce operatoru B : X — X * a soucasné funkce <B,(u + tv)v, v> je spojita

v proménné ¢ na intervalu [0, 1] Vu,v € X a <B,(u)v, v> > 0Vu,veX.

Polozme ¢y, ,(t) := (B(u + tv)v, v). Pak z (2.4) (postupujeme opaénym
smérem) obdrZime

(B(u+ sv) — Bu, (u+ sv) —u) = s@uwu(s) — spuu(0) =

= 8/ 901/1‘ v(t) dt = S/ <B/(u+t1})v; 'U> dt =
0 7 0

s <B/(u+t0v)v, v> > 0.

Odtud dostaneme (Bw — Bu, w — u) > 0 Yu,w € X, a tim je operator B
monotdénni.
7. Predpoklddejme, Ze operator A je linedrni. Necht u,, — u v X. Definujme
% 5 je — 1 Un 7é u
Up =
0 , je—1l Up = U

Pak v, — 0 v prostoru X a podle 1. (lokdlni ohrani¢enost operdtoru A)
existuje konstanta M > 0 takova, ze || Av, || < M. Pak

[Aun — Aull = [[A(un = w)|| = [lun = ]|/ | Avp || < M [Jun —ul|? — 0,

a proto operator A je spojity.
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8. Mnozina K je ohranicend, tzn. existuje konstanta My takova, ze
pro vSechna u € K je |lu]| < Ma. Jelikoz operator A je lokalné ohraniceny
(viz 1. tvrzeni tohoto lemmatu), existuje € > 0 a ¢islo M3 tak, Ze plati

|[Av|| < M pro vSechna wv: ||v|| <e.

(v definici lokalni ohrani¢enosti sta¢i polozit u = 0). Podobné jako v du-
kazu vlastnosti v bodé 2., z monotonnosti operatoru A,

0 < (Au — Av, u—v) = (Au, u) + (Av, v) — (Au, v) — (Av, u),

dostaneme
(Au, v) < (Au, u) + (Av, v) — (Av, u).

Odtud a z vySe uvedenych nerovnosti obdrzime odhad || Au|| pro libovolné
uc K:

1 1
| Aull = sup = (Au,v) = sup -

(Ml +€M3+M2M3) =M
lvll<e € lvll<e €

a tim je posledni tvrzeni tohoto lemmatu dokézano.

O

Z tohoto lemmatu 2.1.3 plyne, Ze pro monoténni operatory jsou pojmy
radialni spojitost, demispojitost a hemispojitost ekvivalentni. Navic lze tohoto
lemmatu vyuzit k ovéfovani monotonnosti studovaného operatoru a nékterych
jeho dalsich vlastnosti.

V nésledujicich dvou prikladech ukazeme, Ze vlastnosti nelinedrniho ope-
ratoru nejsou stejné jako v pripadé linearniho operatoru. V prvnim prikladé
bude uveden operator, ktery je spojity, ale neni ohranic¢eny a v druhém pti-
kladu operator, ktery je totalné spojity, ale neni zesilené spojity. Pfipomeiime,
ze v linedarnim pripadé je kazdy spojity lineadrni operator ohraniceny a totalné
spojity linedrni operator (z kompaktnosti plyne jeho spojitost) je zesilené spo-
jity (néktefi autofi pouzivaji termin tplné spojity).

P¥iklad 2.1 V prostoru X := [? definujme operdtor A : X — X pfedpisem

Aw:y, T = {517"',516,"'}, y:{(gl)lv”'v(fk)k"”}'
Operator A je spojity, avSak neni ohraniceny.

Duikaz Nejprve dokdZeme spojitost. Zvolme z(™ = {fz(")} € X tak, aby
™ - g = {&;}. Posloupnost (") je ohrani¢end, tzn. existuje C' > 0 tak, ze
plati ||| < C a ||z]| < C. Z této konvergence a z definice normy v prostoru
X ihned plyne, Ze existuji Ny a ng tak, ze pro vSechna i > Ny a n > ng je
|§i(n)| < 1/2 a |&| < 1/2. Pak pro n > ng je

1 A42™ — Ag? :g(i <<£§n>)z‘_€;>2 n f: <(§§">)i _g;>2 <
=1 i=No+1

X (o) )2 () (n) _
Sclg(g &) +e Y (87-6) <ca —a)? —o,

1=Nop+1
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kde

o= P GO = e (AT, o= maxa,c)

Pro odvozeni vyse uvedenych odhadi jsme pouzili tuto zndmou nerovnost:
(ai _ bi)2 < (a o b)zirifl
platnou proa > 0, b > 0, i € N, » = max(a, b) a snadno ovéFitelné konvergence

lim (i (1/2)"1) — 0.

11— 00
Diukaz, ze operator neni ohraniceny, je jednodussi. Staci zvolit
d™ =™y, =2 a =0 pro i#n.

Pak
2™ =2, Az = 2"

Odtud je zfejmé, Ze neexistuje funkce M; : RT — R takova, Ze pro viechna
u € X plati
[Aul] < My (f[ul]) -

V piipadé existence takové funkce by muselo platit
1Az = 2" < M(|«"™) = M(2) Vn €N,

coZ neni mozné.

Piiklad 2.2 Nechf X := 2. Definujme operator A : X — X piedpisem

AJ}:y, xz{fb"'vﬁkv"'h y:{lll‘H,O,}

Operator A je ziejmé totdlné spojity (norma je spojitd funkce a obor hod-
not je jednorozmérny prostor), avSak neni zesilené spojity. Skute¢né: uvazujme
posloupnost {u"},

u” :={0,---,1(n— taslozka)O,---}.

Tato posloupnost, jak je znamo z prednasky ,,Uvod do funkcionalni analjzy*
(viz skripta [10]), slabé konverguje k nulovému prvku prostoru X, tzn. u™ — 0,
aviak Au™ = u!, a proto posloupnost { Au"} nekonverguje k nulovému prvku.

[ )

V dalsim vykladu uvedeme nékolik ptikladit monoténnich operatort, se kte-
rymi se setkdme v nasledujicich kapitolach.
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Priiklad 2.3 Predpokladejme, Ze Banachiv reflexivni prostor X a dudlni X *
jsou striktné konvexnimi prostory (sta¢i tyto prostory re-normovat tak, aby
byly striktné konvexnimi, viz véta 1.5.2, vlastnost 6.). Pak dualiza¢ni zobrazeni
U: X — X* je ryze monoténni, koercivni a demispojité a tim také radialné
spojité a hemispojité. Navic je a-monotdénni s funkci a(s) = s. Je-li X redlny
Hilbertiv prostor, pak dualizacni zobrazeni & : X — X * je navic linearni,
spojité, silné monotdénni a tim na zakladé vyse uvedenych implikaci v lemmatu
2.1.2 také splituje vlastnost (S).
Dikaz. Koercivita operatoru U plyne primo z identity

Uz, z) = |z|?, = € X.
a proto v(s) = s. Monoténnost dostaneme snadno z nerovnosti

o =ty =) = e, )+ ) = W ) = W, ) 2 (ol = )
jelikoz :

Uz, x) = ||z, Uy, y) =lyl?,  Uu, v) < |lull o] Yu,0 € X.

Odtud je patrné, ze zobrazeni U je a-monoténni s funkci a(s) = s. Dokdzeme,
7ze U je ryze monoténni. Za tim tucelem predpokladejme, Ze pro néjaké = a y
plati rovnost (Ux — Uy, x —y) = 0.

Z nerovnosti (2.5 ) dostavame rovnost ||z| = ||y||. Nechf = # y. Jelikoz
prostor X * je striktné konvexni, existuje jediny prvek z € S takovy, ze
prow # z, |lw|| =1 ax € X plati

Uz, w) < Uz, z) = |[Uz|| = ||2|.

Odtud a z jednoznac¢nosti dostdvame rovnost z = z/||z|| pro z # 0. Protoze
U(ax) = al(x) pro a > 0, je

x T

<u (HT) ’ m> <1 = Uzy <lzllyl (2.6)

Zcela podobné jako pii odvozeni (2.5) (s vyuzitim nerovnosti (2.6)) obdrzime
ostrou nerovnost

Uz —Uy, z—y) > (2] - yl)* = 0

a tim je ryzi monoténnost operatoru i dokazana. Poznamenejme, ze jsme v di-
kazu kromé pozadavku striktni konvexity prostoru X vyuzili homogennosti
operatoru U v oblasti nezapornych realnych cisel.

Staci jesté dokazat, Ze dualizaéni zobrazeni je demispojité. Necht x, — xg
pro k — oo. Vzhledem k vyse uvedené homogenité operatoru U lze bez Gjmy
na obecnosti predpoklddat, Ze ||zx|| =1 a tim takeé |zo|| = 1. Jelikoz
lUzk|| = ||zx|| = 1, existuje (prostor X je reflexivni) vybrand podposloupnost
Uxy, , pro kterou plati Uz, —v,v e X* a

[v

| < liminf U, | = 1. (2.7)
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A tim |lv|| < 1. Spo¢teme normu ||v|| takto:

<U7 x0> = khm <uxn1m l’o) = khm [<uxnk7 To — xnk> + <umnl~:7 x’ﬂk>] =

= lim Uzn,, 2n,) = lim ||z, ]2 =1 = v >1.
k—o0 k—oo

Odtud a z nerovnosti (2.7) plyne rovnost ||v| = 1.

Ze striktni konvexity prostoru X * a z definice ¢ ihned obdrzime rovnost
Uxry = v a tim Uz, — Uz pro k — oo. Ziejmé kazda slabé konvergentni
podposloupnost vybrana z posloupnosti Uz, mé za slabou limitu prvek Uz,
coz znamena, ze je splnéna implikace

T — 9 — Uz, — Uz

a podle definice demispojitosti je dualizac¢ni operator demispojity.

Ryzi monoténnost, koercivita i demispojitost plynou z lemmat 2.1.1, 2.1.2
a z vySe dokdzané a-monoténnosti s funkci a(s) = s. Je patrné, 7Ze diikazy
uvedenych vlastnosti jsou jednodussi ve srovnani s dikazy jednotlivych impli-
kaci v téchto lemmatech, jelikoz byly vyuzity konkrétni vlastnosti dualiza¢niho
zobrazeni.

V piipadé Hilbertova prostoru X, pro dualiza¢ni zobrazeni U je
U= R kde R: X* — X je Rieszovo zobrazeni z Rieszovy-Frechétovy
véty o obecném tvaru spojitého linearniho operatoru v Hilbertové prostoru.
Pripomenme si tuto vétu.

»,Ke kazdému linedrnimu, spojitému funkcionalu x* € X * existuje jediny
prvek u z prostoru X tak, ze plati (z*, ) = (z,u) Va2 € X, kde symbol
(v, ) znamena skaldrni souéin v prostoru X. Pro tento prvek u plati rovnost
[l = [lull.*

Tim je jednozna¢né definovano tzv. Rieszovo zobrazeni R pfedpisem
Rz * = u. Je-li prostor X realny, je toto zobrazeni linearni, spojité a izometricky
aizomorfné zobrazuje prostor X * na prostor X . Z uvedené Rieszovy-Frechétovy
véty plyne

|Rz*|| = llz*|] a (z*, z)=(z, Rz™)=(x,u)= <R_1u, x>
Odtud a z definice dualiza¢niho zobrazeni U je patrné, ze R~! = 4. Jelikoz
Uz —Uv, u —v) = Uz —v), u—v) = |lu—v]|>
je dualizacni zobrazeni U silné monoténni s konstantou M = 1. Z vyse uvede-
nych lemmat ihned obdrzime popsané vlastnosti tohoto zobrazeni. Pozname-

nejme, ze tyto vlastnosti lze také pomérné snadno odvodit bez pouziti implikaci
v téchto lemmatech.
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2.2 *“Pseudomonoténni operatory

Pseudomonoténni operator zahrnuje v sobé spojitost i monotonii. Nejprve uve-
deme definici tohoto operatoru a néktera dalsi zeslabeni resp. zesileni vlastnosti
(S) a podminky (M)o.

Definice 2.2.1 Operdtor A: X — X *

1. nazveme pseudomonotonnim, jestlize je splnéna ndsledujici implikace pro
vSechna v € X

{un — u, limsup (Auy,, u, —u) < 0} =
n—oo
= liminf (Au,, up, —v) > (Au, u—v).

n— oo

2. spliiuje podminku (S) 1, jestlize plati nasledugici implikace

{un — u, limsup (Au, — Au,u, —u) < 0} = U, — u.

n—oo
3. spliiuje podminku (S)o, jestlize plati ndsledujict implikace
{un = u, Auy = b, (Aup, up) — (b, )} =  u, — u.

Lemma 2.2.1 Necht operdtor A : X — X * je definovdn na reflexivnim Ba-
nachové prostoru X. Pak plati ndsledujict implikace

| monotonni a hemispojity | = | pseudomonotonni |
| demispojityj a (S); | = | pseudomonotonni |
| pseudomonotonni | =
| demispojity a (S)o | = | (M)
(M) = | (M)o
| zesilené spojity | = | pseudomonotonni |

‘ pseudomonotonni a ohraniceny ‘ =
=
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(S) = | (9o
(M) = | (M)o
Dukaz.

1. Implikace ,, monoténni a hemispojity = pseudomonoténni.*

Necht
Up, = u a limsup (Auy, up —u) < 0. (2.8)
n—oo
Jestlize operator A je monoténni a hemispojity, je zapotfebi dokézat, ze
plati
liminf (Auy, up —v) > (Au, u—v) Vo€ X. (2.9)

Pisme
(Atp, up —v) = (Atp, up —u) + (A, u—v).

Nejprve ukazeme, ze prvni ¢len v této identité konverguje k nule
pro n — oo a pak odhadneme druhy ¢len. Z monoténnosti A obdrzime

(Auy, — Au, up —u) >0 = (Aup, up —u) > (Au, up — u) .

Odtud a z pfedpokladu slabé konvergence posloupnosti {u,} (viz (2.8))
dostavame

liminf (Aup, un —u) > 0.

n—oo
Tato nerovnost spolu s druhou ¢asti pfedpokladu (2.8) dava konvergenci
prvniho ¢lenu k nule.

vvvvvv

tosti zavedeme realny parametr ¢ € R nésledujicim zpasobem. Polozme
w = u — t(u — v). Z monotonie operatoru A plyne implikace

(Aup, — Aw, U, — w) 0 = (Aup, up —u) + t (Auy, u—v)

(Aw, up —u) + t (Aw, u—v).

v v

Na levou a pravou stranu aplikujme operaci lim inf,,. Za tim tcelem pii-
pomefime z matematické analyzy nasledujici vlastnost: Necht {a,} a {b,}
jsou posloupnosti redlnych ¢isel takovych, ze lima,, = 0. Pak plati

liminf b, = liminf(a, + by). (2.10)
Nyni polozme

ap = (Alp, Up —u) a by =t (Auy, u—v)
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a dosadme do vztahu (2.10). Obdrzime

t liminf (Au,, v —v) > liminf {{(Aw, u, —u) + t (Aw, u—v)} =
= liminf (Aw, u, —u) + t (Aw, u—v) = t (Aw, u—v).

V posledni rovnosti jsme vyuzili slabé konvergence posloupnosti {uy }
k prvku u, tzn.

liminf (Aw, u, —u) = lim (Aw, u, —u) = 0.

7Z odvozené nerovnosti vydélenim ¢ > 0 a s vyuzitim hemispojitosti
pro t — 0+ dostaneme nerovnost platnou pro druhy ¢len

liminf (Auy,, v —v) > (Au, u —v).

Spolu s konvergenci prvniho ¢lenu k nule plyne pozadovany odhad (2.9)
a tim je implikace dokazana.

. Implikace ,,demispojity a (S)+ = pseudomonoténni.*

Necht
Up, = u a limsup (Au,, u, —u) < 0. (2.11)

n— o0

Pak z vlastnosti (S) 4 plyne konvergence u,, — u a z demispojitosti slaba
konvergence Au, — Au. Ze slabé konvergence plyne, Ze posloupnost
{Au,} je ohranicend a tim

[{(Atn, un —v) | < [|Aun| [|un — ul| — 0.

Pak  liminf (Au,, u, —v) =
= lim (Aup, up — u) + (Auy,, u—v) = (Au, u—v).

Odtud plyne pseudomonotonnost operatoru A.

. Implikace ,,zesilené spojity = pseudomonoténni.*

Necht
Up, = u a limsup (Au,, u, —u) < 0. (2.12)

n— o0

Ze slabé konvergence u,, — u a z definice zesilené spojitosti
plyne Au,, — Au. Proto

liminf (Au,, u, —v) =
= lim (Au, — Au, up, —u) + lim (Au, u, —v) = (Au, u —v)

a tim je operator A pseudomonotdénni.
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4. Implikace ,,demispojity a (S)o = (M)o.*
Necht
Up = u, Aup, —=b a (Aup, u,) — (byu), be X*. (2.13)

Je zapotiebi dokazat, ze Au = b. Z pfedpokladu (2.13) a z vlastnosti
(S)o plyne konvergence u,, — u a z demispojitosti pak slaba konvergence
Auy, — Au. Soucasné podle predpokladu (2.13) tato posloupnost { Au,}
slabé& konverguje k b a proto z jednoznac¢nosti slabé limity je Au = b.

5. Implikace ,,pseudomonoténni = (M).“
Necht

Up = u, Au, =b a limsup (Aug,, u,) < (b,u), be X*. (2.14)
Je zapotfebi dokézat, ze Au = b. Z pfedpokladu (2.14) plyne
limsup (Aun, u, —u) = limsup (Au,, u,) — lim (Au,, u) <
< (b,u) — (b, u) = 0.
Odtud s vyuzitim pseudomonotonnosti obdrzime pro kazdé v € X

(Au, u — v) liminf (Aup, u, —v) < limsup (Auy,, u, — v)

<

< limsup (Aup, up) — lim (Au,, v) < (b, u—v).
Obdrzeli jsme nerovnost

(Au, u—v) < (bu—v) YvelX.

Dosazenim v := 2u—w, kde w je libovolny prvek z prostoru X, dostavame
opafnou nerovnost

(Au, u —w) > (b, u —w) YweX.

Proto
(Au, u—v) = (byu—v)y YveX
a tim Au = b.
6. Implikace ,,pseudomonoténni a ohrani¢eny = demispojity.«

Necht u,, — u. Je zapotiebi dokdzat, ze Au,, — Au. ProtoZe konvergentni
posloupnost je ohrani¢end, a operator A je ohraniceny, je také posloupnost
{Au,,} ohranicena. A tim

[(Atn, up —u) | < [JAup| lun —ul] < Cllup —ul| =0 =
= lim (Aup, uy, —u) = 0.

Jelikoz operator A je pseudomonoténni, je pro pevné, libovolné v € X

C(v) := liminf (Auy, u, —v) > (Au, u—v).
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Prostor X * je také reflexivni a proto existuje vybranad podposloupnost
Auy, , ktera konverguje slabé k néjakému prvku b € X *. Pak
(Au, u — v) < C(v) < liminf (Auy,, up, —v) =

= lim (Auy,, , Uy, —u) + lim (Auy,,, u—v) = (b, u —v).
Tudiz
(Au, u—v) < (byu—v) YvelX = Au =b.

Jelikoz slaba limita vybrané posloupnosti Auy, ( Aun, — Au) je uréena
jednozna¢né, nezavisle na vybrané podposloupnosti Au,,, celd posloup-
nost Au, konverguje slabé k prvku Au (Au, — Au, viz Tvrzeni 1.1.1,
bod 5.) a tim je operdtor A demispojity.

7. Implikace ,,(M) = (M)o*, ,,(S)+ = (S)“ aimplikace
2 (S) = (S)U “.

Tyto implikace plynou piimo z definic.
O

V dalsim vykladu kratce pojedname o souctu monoténnich resp. pseudo-
monoténnich operatoria. Nasledujici lemma je pfimym dusledkem definice mo-
notonnosti a jeho ovéreni ponechdme ¢tenafi.

Lemma 2.2.2 Necht X a X;, i =1,---,n, jsou Banachovy prostory. Pak plati:

1. Zvolme a; € X ax] € X*,i=1,---,n. Jsou-li operdtory A;,
A X — X*, i =1,---,n, monotdnni, pak operdtor A : X — X*
definovany predpisem

n

Au :Z[Ai(u—i—ai) +z], uwelX,

i=1
je také monotonni.

2. Necht A; : X; — X pro i = 1,---,n jsou monotdnni operdtory. Pak
operdtor A : Z — Z*, kde Z = X1 x Xo x -+ x X, (kartézsky soucin
prostort X;) definovany predpisem

A{’U/l,’UQ,"',un} - {AUl,A’UQ,"',Aun}, Uq eXia 1= 1,"',”
je také monotonni.

vvvvvv

Lemma 2.2.3 Necht X je rediny reflexivni Banachiiv prostor a operdtory A;,
A X — X* 1 =1,2, jsou pseudomonotonni. Pak jejich soucet je pseudo-
monotonni operdtor.
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Dukaz. Zvolme {u,} C X tak, aby u, — u a soucasné
limsup (Aju, + Agtin, uy, —u) < 0. (2.15)
Sporem ukézeme, Ze plati
limsup (A;up, up —u) <0 pro i=1,2. (2.16)

Necht napft.
limsup (Asuy, up, —u) > § > 0.

Pak existuje u,, tak, ze plati
lim (Agtn,, tn, —u) = 6 > 0.
Pak z pfedpokladu (2.15) a ze zndmé rovnosti
lim sup(a, + b,) = limsup a,, + lim b,,,

kde posloupnost ¢isel {b,,} je konvergentni, dostaneme

0 > limsup (Ajun, + Agtn,, Un, —u) =
= limsup (Ajtn,, Un, —w) + lUm (Asun,, tn, —u) = (2.17)
= limsup (AjtUn,, Un, —u) + 6 =
= limsup (Ajun,, Un, —u) < —06 <0. (2.18)

Jelikoz A; je pseudomonoténni a u,, — u, plati pro kazdé v € X nerovnost
liminf (Ayup,, un, —v) > (Aju, u—v).
Dosazenim v := u obdrzime
liminf (Ayup,, un, —u) >0,

coz je ve sporu s nerovnosti (2.18). Z definice pseudomonotonnosti a z dokaza-
nych nerovnosti (2.16) nyni jiz dostaneme

liminf (Ajup, up, —v) > (Aju, u—v) WweX, i=12 =
= liminf ((A1 + A2)up, up —v) > (A1 + A2)u, u—v),
coZ znamena, ze soucet A; + As je pseudomonoténni operétor.

O

Z tohoto lemmatu a z lemmatu 2.2.1 obdrZime snadno dalsi tvrzeni o pseu-
domonotonnosti sou¢tu dvou operatora. V nasledujicim disledku uvedeme dva
takové pripady.
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Dusledek 2.2.1 Nechf X je redlny reflexivni Banachtiv prostor. Pak plati:

1. Je-li operator A; : X — X * monoténni a hemispojity a operator As,
As ¢ X — X* je zesilené spojity, pak soucet A7 + A2 : X — X*
je pseudomonoténni.

2. Je-li operator A; : X — X * demispojity a ma vlastnost (S) ;+ a operator
As : X — X* je pseudomonoténni, pak soucet Ay + Ay : X — X~
je pseudomonoténni.

Poznamenejme, Ze soucet dvou operatort spliiujici podminku (M), nemusi
tuto podminku spliiovat. Pfiklad téchto operatort sestrojil H. Brézis (viz [11]):

Priklad 2.4 Necht X je separabilni Hilberttv prostor s Giplnou ortonormalni
bazi {e,} a se skalarnim souéinem (-, ). Definujme operatory A;, As,
A, Ay X — X = X *, predpisem

Aju = —u, uwelX

u, pro Jull <1
A2'U, =

T Pro lufl =1

Tl

Pfipomertime, Ze operator A : X — X * spliiuje podminku (M), jestlize plati
implikace

[, = u, Aup — Au, limsup (Aup,u,) < (byu)] = Au=0bbec X"

Lze snadno ovéfit, Ze oba operdtory A; a Az tuto podminku (M) spliiuji.
Ukazme, Ze operator Ay + Ay podminku (M) nespliiuje. Zvolme u,, = e1 + ey,.
Pak zfejmé u,, — e; =: u a plati

(Al + A2)un = (61 + en) (? — 1> — €1 (? — 1> =:b,

limsup ((41 + A2)uy, u,) = limsup (? — 1> (e1 + en,e1+epn) =

= 2—2§§—1 = (u,b).

JelikoZ (A1 + A2)u = (A1 + Az)er = e1 —e1x = 0 # b, soucet operatorti
A; + A podminku (M) nespliiuje.

)

Cviceni 2.2.1 Sestrojte operator, ktery je totdlné spojity, ale nespliiuje pod-
minku (M)o.
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Navod. Za prostor X zvolte separabilni Hilbertuv prostor s iplnou orto-
normdlni bazi {e,} a se skalarnim soucinem (-, ). Definujte operéator A,
A: X —- X = X*, predpisem

Au=ei[jul], weX.
Ukazte, Ze tento operator je totalné spojity, ale nesplituje podminku (M )o.
)

V dalsim vykladu uvedeme priklad pseudomonoténniho operatoru, ktery je
dilezity mimo jiné také pro studium feSitelnosti eliptickych okrajovych tloh
resp. jejich varia¢nich formulaci. Opét budeme predpokladat, ze X je redlny
reflexivni Banachav prostor.

Definice 2.2.2 Operdtor A: X — X * nazveme semi-monotonnim (nebo také
variacéniho typu), jestlize Au = ¢(u,u), kde zobrazeni ¢ : X x X — X * spliiuje
ndsledugici podminky:

1. Pro libovolné zvolené w € X je operdtor A, : X — X* definovany
predpisem Ayu = ¢(u, w), hemispojity a monotonni v tomto smyslu:

Pro vSechna z € X plati:

Ap(u+tp2) = ou+thz,w) = Ayu = ¢(u,w), jestlize t, — 0;
pro vSechna y € X plati :

(Aww = Ay, w —y) = (P(w, w) — ¢(y,w), w—y) = 0.

2. Pro libovolné zvolen€ y € X je operator B, : X — X * definovany pred-
pisem Byu = ¢(y, u), ohraniceny a hemispogity.

8. Pro kazdé y € X je splnéna implikace
{u” — U, <¢(un’ un) - ¢(u7un)7 Un — u> - 0} = ¢(y7un) - ¢(y7u)

4. Je splnéna implikace

*

{Un —u (b(yvun) - x*} = ((b(y,un), Up) — (7, u).

Véta 2.2.1 Necht X je rediny reflexivni Banachiv prostor. Pak semi-mono-
tonni operdtor A: X — X * je pseudomonotonni.

Dukaz. Zvolme {u,} C X tak, aby u, — u a aby platilo
limsup (Auy, up —u) = limsup (p(un, up), un —u) < 0. (2.19)

Méme dokazat (viz definice pseudomonotonnosti), Ze pro kazdé v € X plati
nerovnost
liminf (Auy, un, —v) > (Au, u —v).
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Jelikoz posloupnost {u,} konverguje slabg, je ohrani¢end a tim podle 2. pod-
minky z definice semi-monotonnosti, je také posloupnost {¢(u, u,)} ohrani¢end
v prostoru X *. Tento prostor X * je také reflexivni a tim existuje vybrana pod-
posloupnost {uy,, } takova, ze

o(u,up,) — x* v prostoru X*.

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat slabou konvergenci celé posloupnosti
{¢(U, un)}, tzn.
(O(w,un), y) — (%, y) VyeX. (2:20)

Ze 4. podminky v definici semi-monotonnosti dosazenim y = u dostaneme

*

(P(uytn), up) — (™, u).

Odtud a z konvergence (2.20) pro y = u dostavame konvergenci
(Pp(u,tn), up —u) — 0. (2.21)

Dosazenim w = u, do 1. podminky v definici semi-monotonnosti dostaneme
z (2.21) nerovnost

(@(tn, un) = ¢y, un), un —y) 2 0 VyeX.
Do této nerovnosti dosadme y = u, obdrzime
(P(tn, up) — AUy up), up —u) >0 = liminf (¢(un,vn), un —u) > 0.
Odtud a z nerovnosti (2.19) plyne konvergence
lm (¢(un, ), up —u) =0 = lim (Aup un, —u) = 0. (2.22)
Proto (viz konvergence (2.21))
(P(tn, up) — d(u, Up), U —u) — 0 (2.23)

a tim jsou splnény pfedpoklady v 3. podmince v definici semi-monotonnosti.
Proto plati implikace

(Y, un) = d(y,u)Vy € X = (d(y,un), v) = (d(y, u), v) Vy,v € X.
(2.24)
Aplikaci 4. podminky v definici semi-monotonnosti dostaneme konvergenci

(" = ¢(y,u))
(@(y, un); un) — (O(y,u), u)

a kone¢né s pouzitim (2.24) obdrZzime
<¢(y?un)? Up — ’LL> = <¢(yau")’ u7l> - <¢(y’u")’ u> - 0 VQ € X (225)

7Z této konvergence po dosazeni y = u a s vyuzitim podminky 1. s w = u,
v definici semi-monotonnosti plyne

(Aup, up, —u) = (P(u, ty), up —u) — 0.
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Tato konvergence spolu s konvergenci (2.23) dava
(Aup, up, —u) — 0 jakmile n — oo. (2.26)
V podmince monotonnosti,
(Auy — (2, up), up — z) > 0,
(viz podminka 1. v definici semi-monotonnosti) dosadme
z:=(1-tu+ty, te(0,1], ye X,
obdrzime

t (Aup, u—1y) > — (Aup, up —u) + (d(2,un), un —u) + t {(P(z,u,), u—y).
(2.27)

Prvni ¢len na pravé strané v nerovnosti (2.27) konverguje k nule (viz (2.26)),
druhy ¢len také k nule (viz (2.25)). Z konvergence (2.24)

po dosazeni y := z, v := u — y dostaneme
<¢(zaun)a u—y) - <¢(Z,U), u—y>

S vyuzitim téchto konvergenci a limitnim pfechodem n — oo v (2.27) dosta-
neme ekvivalenci

tliminf (Au,, u—y) > t{d(z,u), u—y) <
<= liminf (Aup,, v —y) > (p(z,u), u—vy).

Jelikoz
<Auna Un — Z/> = <Aunv Un — 7.L> + <Auna u— y>

a prvni ¢len (Auy,, u, — u) konverguje pro n — oo k nule (viz (2.26)), ob-
drzime s vyuZzitim hemispojitosti (2. podminka v definici semi-monotonnosti)
dokazovanou nerovnost. Skutec¢né

liminf (Auy,, uy, —y) = liminf (Au,, u—y) > (d(z,u), u—y)

(p(z,u),u—y) -0 pro t—0.
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Poznamky.

1. V literatufe o monotdnnich operatorech neni terminologie jednotné. Tak
napi. H. Brezis ve svych publikacich pozaduje v definici pseudomonotén-
niho operatoru navic, aby tento operator byl ohranic¢eny. Jinou definici
pseudomonoténnich operatorti 1ze najit napi. v knize [13], ve které pseu-
domonotdénni operator je definovan takto:

Operator A: D(A) C X — X *, kde D(A) je defini¢ni obor operatoru A,
X je redlny nebo komplexni Banachtiv prostor, se nazyva pseudomonotén-
nim, jestlize existuje rostouci funkce v takova, ze v(0) = 0, v(t) — +oo
pro t — +oo a pro v8echna z, y € D(A) plati nerovnost

[(Az — Ay, 2 —y)| = [lz —yllv(lz—y]).

2. S konkrétnimi piiklady pseudomonoténnich operatort se lze setkat v pii-
padé energetického rozsifeni eliptického diferencidlniho operéatoru, ve kte-
rém podminku monoténnosti spliiuje pouze ta ¢ast tohoto operatoru,
ktera odpovida nejvyssim derivacim zatimco zbyvajici ¢ast spliiuje jiné
podminky. V tomto pfipadé nelze na takovou tlohu pouzit teorii o Fesi-
telnosti operatorovych rovnic s monoténnimi operatory.

3. Teorii monotdénnich operatori lze rozsitit i na operatory v komplexnich
Banachovych (nebo pouze normovanych) prostorech. V definicich mo-
notonnosti (véetné ryzi, silné, stejnomérné a dalsich pojmu) se uvazuje
pouze redlna ¢ast hodnot funkcionalu. Operdtor A : D(A) C X — X*,
kde D(A) je definiéni obor operdtoru A, X je komplexni Banachtv pro-
stor, se nazyvd monoténnim, jestlize pro vSechna z, y € D(A) plati ne-
rovnost

Re (Az — Ay, z —y) >0,
kde Re znamena realnou slozku komplexniho ¢isla. Pfipomenme, ze v pii-
padé spojitého linearniho funkcionalu v komplexnim normovaném pro-
storu, je imaginarni ¢ast hodnoty tohoto funkcionalu jednozna¢né urcena
pomoci jeji realné ¢asti.
4. Monotonnost operatoru A : D(A) C X — X * lze také definovat pomoci
pojmu monotonni mnoZziny a grafu operatoru.

Rekneme, 7e mnozina F C X x X * je monoténni, jestlize pro libovolné
dva body (z1,y;") a (x2,ys) z mnoziny E je splnéna nerovnost

<y1* — Yo, T1 — 332> > 0.

Pak budeme fikat, ze operdtor A je monoténni, jestlize jeho graf G(A),
G(A) := {(z, Ax), x € D(A)}, je monoténni mnozina.

Mnozina je maximéalné monoténni, jestlize neni vlastni podmnozinou né-
jaké monoténni mnoziny. Je-li graf operatoru maximalné monoténni mno-
zinou, pak fekneme, Ze operator je maximalné monoténni operator. Po-
moci téchto definic 1ze definovat i monotonnost pro mnohoznacna zobra-
zeni, viz [11].
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5. V fadé publikaci lze najit dalsi zobecnéni pojmu monotonnosti a jinych
vyse uvedenych pojmu. Tato zobecnéni vétsinou vychézeji z pozadavku
dokéazat existenci, jednoznac¢nost, konvergenci numerickych metod pro fe-
eni konkrétnich t¥id nelinedrnich problému (v€etné varia¢nich nerovnic),
ziskanych z fyzikélnich modelt. Hloubéji se témito zobecnénimi v téchto
skriptech zabyvat nebudeme.

6. Nechf X je reflexivni Banachtiv prostor. Pak v8echny vyse definované po-
jmy jako jsou rdzné druhy monotonnosti, spojitosti, koercivity a j., lze
zavést 1 pro operatory typu B : X * — X pomoci kanonického zobrazeni
J: X — X** které je linearni, izomorfni a izometrické a zobrazuje pro-
stor X na X ** (viz 1. kapitola). Operator B : X * — X ma4 jednu z uve-
denych vlastnosti, jestlize ma tuto vlastnost operator JB : X * — X **.
Tak napt. operator B : X * — X je monotdénni, jestlize je monoténni ope-
rator JB : X* — X **, coz znamend, Ze pro kazdé = * a y* z prostoru
X * plati:

(y*—az*, By —Bx*)=(JBy* — JBx*,y*—a*) >0.

Cviceni 2.2.2 Necht A: X — X*, kde Xje rediny reflexivni Banachiv pro-
stor. Predpokldadejme, Ze plati rozklad A= B+T, kde B: X — X * je radidlné
spojity, monotonni a ohraniceny operdtor a operdtor T : X — X * je zesilené
spojity. Ukazte, Ze operdtor A je pseudomonotonni a ohraniceny ve smyslu vyse
uvedené definice 2.2.1.

&

Na zavér kratce pojedname o akreditivnich (také tzv. H-monoténnich) ope-
ratorech, kde U je dualiza¢ni zobrazeni (podrobnosti a dalsi zobecnéni viz napt.
kniha [13]). Tento pojem je zaveden pro operatory 7' : D(T) C X — X, kde
X je redlny i komplexni reflexivni Banachiv prostor a D(T') je podprostor
X (defini¢ni obor operdtoru T'). Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze
prostory X a X * jsou striktné konvexni. Pak existuje jednozna¢né dualizacni
zobrazeni U (viz 1. a 2. kapitola), které je demispojité, koercivni, ryze mono-
ténni (dokonce a-monoténni) a zobrazuje cely prostor X na k nému dudlni
prostor X * (viz [13] a nésledujici odstavec). Na prostoru X lze zavést formu
[u, z], u,z € X, kterd je v prvni slozce linedrni a aditivni, zatimco v druhé
slozce pouze homogenni v oboru nezapornych redlnych ¢isel a navic spliuje
Schwarzovu nerovnost. Pro tuto formu, které pfipominé skaldrni soucin, se po-
uziva ndzvu semi-skalarni sou¢in (sub-skaldrni nebo také polo-skalarni souéin).
Poznamenejme, Ze na rozdil od tohoto pojmu pseudoskalarni soucin je linearni
i v druhé slozce, avsak pseudoskalarni souc¢in dvou nenulovych stejnych prvki
mize byt nulovy. Semi-skalarni souéin [u, z], u, z € X definujme takto:

[u,z] = Uz, u) pro u,z€ X.
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Vlastnosti semi-skalarniho souéinu [u, z]:
1. Au, 2] = Au,z]pro N €eRawu,z € X.
2. [u+wv,2] = [u,z]+ [v, 2] pro u,v,z € X.

3. | [u, 2]

IN

[[ul| [|2]| pro u,z € X.
4. [’U,, )\Z] = )\[’U,,Z] PYO)\ZOau,zeX,

Definice 2.2.3 Necht T : D(T) C X — X, kde X je redlny reflexivni Bana-
chiv prostor a D(T) je podprostor X (definicéni obor operatoru T). Pak tek-
neme, Ze operdtor T je akreditivni (U-monotdnni), praveé kdyz plati implikace

z,e+heDT) = [T(x+h)—Txz, h] >0.
JestliZe plati opacnd nerovnost,

z,x+heDT) = [T(x+h)—Tz, h] <0,
pak se operdtor T nazyvd disipativni (také antimonotonni).

Podobné jako v pfipadé monoténnich operatori lze definovat pojem ryze,
silné, stejnomérné akreditivni operator. Tyto definice lze rozsifit i na komplexni
Banachovy prostory. V tomto pripadé v definici vystupuje realna ¢ast obecné
komplexniho éisla [T'(z + h) — Tz, h].

Jestlize prostor X je redlny Hilbertiv, pak
[u,2] = Uz, u) = (u,v) pro u,z € X,

kde v je podle Rieszovy-Frechétovy véty reprezentant spojitého linearniho funk-
cionalu Uz (pfipominame, Ze dualizaéni operator U je inverzni k Rieszovu ope-
ratoru a je tim spojity, linedrni a izometricky) a (-, -) je skaldrni souéin v pro-
storu X. V tomto pfipadé akreditivni (ryze, silné a j.) operédtor je monoténni
(ryze, silné a j.) a naopak. V nékterych publikacich se misto monoténnosti
pouzivé termin nezapornost (kladny, pozitivné definitni a pod.)

Obecnéjsi pojem nez akreditivni operdtor je tzv. J-monoténni operétor.
Predpokladejme, ze X a Y jsou normované prostory (redlné nebo komplexni)
a J a T jsou obecné nelinearni operatory takové, ze

DJ)=X, R(J)CY, DT)C X, R(T)CY™
Pak operator T' nazveme J-monoténnim, jestlize pro kazdé z,y € D(T') plati
Re (Tx — Ty, Jr — Jy) >0.

Ziejmé, je-li X =Y a J je identicky operator, pak termin J-monoténni operator
je totozny s vyse uvedenym pojmem monoténni operator. V piipadé, kdy X je
reflexivni Banachiv prostor, Y = X *, X * je striktné konvexni a je J dualiza¢ni
zobrazeni, pak J-monotonnost a akreditivita jsou totozné pojmy.
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2.3 Existencni véty

V tomto odstavci uvedeme véty o existenci feSeni operatorové rovnice Au = f,
kde A: X — X* f € X a X je reflexivni Banachiv prostor. Budeme ptfedpo-
kladat, ze operator A je monoténni resp. pseudomonoténni. Nejprve uvedeme
nékteré zakladni véty o existenci feSeni v Hilbertovych prostorech a pak obecné
v reflexivnich Banachovych prostorech.

2.3.1 Existenc¢ni véty v Hilbertovych prostorech

V piipadé Hilbertova prostoru X se skaldrnim soucinem (-, -) budeme vyset-
fovat feSitelnost rovnice Au = f, kde A : X — X, f € X. Podle Rieszovy-
Fréchetovy véty o obecném tvaru spojitého linedrniho funkcionalu lze vSechny
vySe uvedené pojmy pienést i na tento specidlni piipad Banachovych reflexiv-
nich prostort, pfi ¢emz misto dualniho vztahu vystupuje skalarni soucin. Tak
napt. operator A : X — X je silné monoténni, jestlize existuje konstanta ¢ > 0
takova, ze pro kazdé =,y € X plati

(Az — Ay, z —y) > cllz — y|*.

Nasledujici véta pojednava o existenci a jednoznacnosti feseni operatorové rov-
nice Au = f v ptipadé silné monoténniho operatoru A a zobectiuje Laxovu-
Milgramovu vétu pro pfipad nelinearnich operatori. Pfipomenme pojem ope-
ratoru, ktery je Lipschitzovsky spojity:

Definice 2.3.1 Operdtor A: X — X je Lipschitzovsky spojity, jestliZe existuje
konstanta M > 0 takovd, Ze pro kaZdé x,y € X plati

[Az — Ayl| < M ||z —y]|.

Véta 2.3.1 Necht operdtor A : X — X je silné monotonni a Lipschitzovsky
spojity. Pak pro kaZdé f € X md rovnice Au = f jediné teseni.

Dukaz. Zvolme € > 0 a definujme operator T, pfedpisem
T.(u) = u—c(Au—f), uweX.
Pak pro libovolné u; a ug s vyuzitim predpokladt obdrzime

1T (ur) — Te(ug)||* =
|uy — ug|® — 2e(uy — ug, Auy — Aug) + 2| Aug — Aus|* <
< (14 2M? - 2ec) |Jug — ugl?.

Vyberme ¢ tak, aby e M < 2c¢. Pak
1+e*M? —2ec <1

a tim je operator T, kontrahujici. Tvrzeni véty jiz plyne ihned z Banachovy
véty o pevném bodu (viz véta 1.3.7). O
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Véta 2.3.2 (Lax-Milgram) Necht H je rediny Hilbertiv prostor a a(u,v) je
spojita a koercivni bilinedrni forma definovand ma prostoru H, tzn. existuji
konstanty c1 > 0 a co > 0 tak, Ze pro vsechna u,v € H plati

la(u,v)| < el o] a a(u,u) > eafful®.
Pak pro libovolné F' € H* existuje jediné u € H takové, Ze
a(u,v) = F(v) prokazdé v e H. (2.28)

Navic, jestlize bilinedrni forma a(u,v) je symetrickd, pak pro u spliugici (2.28)
plati:

%a(u,u) —Fu) = gélg {%a(v,v) — F(v)} . (2.29)

Dukaz. Dukaz této véty spociva ve studiu FeSitelnosti operdtorové rovnice
Au=f.

Z ptedpokladu spojitosti bilinedrni formy a(u,v) plyne, Ze pro pevné u € H
je zobrazeni v — a(u,v) spojity linedrni funkciondl a tim podle Rieszovy-
Fréchetovy véty existuje jediny prvek zavisly na prvku u - ozna¢me jej symbo-
lem Au - tak, Ze plati

a(u,v) = (Au,v) prokazdé v e H.
Ztejmé A je linearni a z predpokladi 1ze snadno ovéfit, ze plati
[Au] < arllull a (Au,u) > eoflul®.

Z prvni nerovnosti plyne spojitost linedrniho operatoru A a druha nerovnost
reprezentuje jeho silnou monotonnost. Tudiz tloha najit u € H tak, aby platilo
(2.28), je ekvivalentni feSeni operdtorové rovnice Au = f, kde f je reprezentant
spojitého linedrniho funkciondlu F' € H*, tzn. F(v) = (v, f)Vv € H. Odtud je
ziejmé, ze véta 2.3.1 je zobecnénim Laxovy-Milgramovy véty.
Poznamenejme, ze dokazat tuto vétu lze také jinak a to s vyuzitim linearity ope-
ratoru A: z predpokladi Laxovy-Milgramovy véty pomérné snadno lze dokazat,
Ze obor hodnot operatoru A je uzaviend mnozina a navic hustd v prostoru H
(z koercivity plyne, Ze neexistuje nenulovy prvek ortogonalni na obor hodnot)
a tim obor hodnot je cely prostor H. Ze silné monoténnosti (pozitivni definit-
nosti) pak plyne existence spojitého inverzniho operatoru k operatoru A a tim
je dikaz Laxovy-Milgramovy véty dokoncen.

Jestlize bilinedrni forma a(u,v) je symetrickd, pak a(u,v) splituje axiomy
skalarniho soucinu a

afuy )2 = [ul,

je normou na prostoru H. Z predpokladd plyne ekvivalentnost této normy
s normou puvodni:

callull® < a(u,u) = Jlully < erflul®
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Jelikoz F' € H*, je tento funkcional spojity i vzhledem k normé ||ul|,, a proto
podle Rieszovy-Fréchetovy véty existuje jediny prvek g € H tak, Ze plati

F(v) =a(g,v) YveH.

Pak
a(u,v) = F(v) = a(g,v) Yo € H = u=g

a proto F(v) = a(u,v), v € H, specidlné F(u) = a(u,u). Odtud plyne nasledu-
jici identita
1 1 1
—a(v—u,v—u) = |=a(v,v) — F(v)| — |za(u,u) — F(u)
2 2 2
a také rovnost (2.29), jelikoz podle pfedpokladu plati
a(v —u,v —u) > caflv —ul*.
O

Jiné zobecnéni Laxovy-Milgramovy véty je uvedeno v nésledujici vété (di-
kaz viz ndsl. cviceni a [14]).

Véta 2.3.3 (*Stampacchia) Necht H je rediny Hilbertiv prostor a a(u,v) je
spojita a koercivni bilinedrni forma definovand na prostoru H a K je neprazdnd
uzavrend konverni mnoZina v H. Pak pro libovolné F' € H™* existuje jediné
u € K takové, Ze

a(u,v —u) > F(v—u) prokazdé veK. (2.30)

Navie, jestlize bilinearni forma a(u,v) je symetrickd, pak pro u plati:

veEH

%a(mu) — F(u) = min{%a(v, v) — F(v)} . (2.31)

Cviceni 2.3.1 *Dokazte Laxovu-Milgramovu vétu pomoci véty 2.3.3.
Navod. Zvolte K := H a v nerovnosti (2.30) v = w + u resp. v = —w + u,
kde w € H. Odtud dostanete rovnost a(u,w) = F(w) pro w € H.

&

Cviceni 2.3.2 *Dokazte vétu 2.3.3.
Navod. Podobné jako v ditkazu Laxovy-Milgramovy véty nejprve sestrojte
linedrni spojity operator A : H — H tak, Ze plati

a(u,v) = (Au,v) prokazdé v e H.

Pak
[Au|| < eiflull  a (Au,u) > eoflull®.
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Necht f je reprezentant spojitého linearniho funkciondlu F' € H*, tzn. plati
F(v) = (v, f)Yv € H. Sestrojte projekci Pk z prostoru H na K definovanou
predpisem
|Pkw — w|| = min ||w —v||, we H.
veK

Z teorie konvexnich mnozin (napf. [10], [14]) plyne, Ze tato projekce je v pfipadé
uzaviené konvexni mnoziny dobfe definovand, pfiCemZ Pk je operator majici
nasledujici vlastnosti:

(w — Pgw,v — Pgw) <0 pro v € K a ||Prwi; — Prws|| < |Jwi — w2

Je-li K uzavieny podprostor, pak Pk je linedrni spojity operator, pro ktery
plati:
(Prw —w,v) =0 pro ve K.

Ukazte, ze pro libovolné kladné o > 0 plati néasledujici ekvivalence:

a(Au,v —u) > a(f,v—u) pro veEK <
— (af—adut+u—v,v—u)<0 pro veEK <=
— u=Pg(af—aAu+u).

Vysetfujte zobrazeni S : K — K definované predpisem
Sv=Pglaf—aAv+v), veEK.
Dokazte, ze pro libovolné z,y € K plati
1Sz — SylI* < K[l —y|?, k* =1-2ac; +a’cf.

Zvolte a > 0 tak, aby ac? < 2cp. Pak 0 < k < 1 a proto zobrazeni S je na
mnoziné K kontrahujici. Podle Banachovy véty o pevném bodu (viz véta 1.3.7)
existuje jediny prvek u € K takovy, ze plati u = Su. Prvni ¢ast tvrzeni véty
obdrzite z vySe uvedenych ekvivalenci.

Je-li bilinedrni forma a(u,v) symetrickd, tak podobné jako v dikaze véty
Laxovy-Milgramovy, a(u, v) reprezentuje skalrni sou¢in s normou ||ul|,, ktera
je ekvivalentni ptivodni normé v prostoru H. Je-li g prvek, ktery v prostoru H
se skalarnim soucinem reprezentuje spojity linearni funkcional F', pak ukazte,
ze plati

alg—u,v—u) <0 YvekK.

Pomoci nerovnosti (1.3) (projekce na uzavienou konvexni mnozinu) ukazte, ze
plati
a(g —u,g —u) =min a(g —v,g — v).
(9 —u,g—u)=min a(g —v,9 —v)

Druhou ¢ast tvrzeni véty obdrzite s vyuzitim reprezentace funkcionalu

F(v) =a(g,v) Yv € H.
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V dalsi ¢asti tohoto odstavce rozsifime pojem monoténniho operatoru na libo-
volnou podmnozinu M realného Hilbertova prostoru H a uvedeme dalsi véty
o fixnich bodech neexpanzivnich operatort.

Definice 2.3.2 Necht H je rediny Hilbertiv prostor, M C H libovolnd ne-
prdzdnd podmnozina a A : M — X. Pak definujme nasledujici pojmy:

1. Operdtor A je na mnoziné M monotonni, jestlize pro kazdé x,y € M
plati nerovnost
(Az — Ay, x—y) > 0.

2. Operdtor A je na mnozine M neerpanzivni, jestliZe pro kazdé x,y € M
plati nerovnost
[Az — Ay|| < [lz —yl|.

8. Operdtor A je na mnoziné M expanzivni, jestlize pro kazdé x,y € M plati
nerovnost
[Az — Ay|| = [z -yl

, . 5 el 7 Joni ; chanzivng a i ioké 7 eni
Poznamenejme, ze kontrahujici zobrazeni je neexpanzivni a identické zobrazeni
je expanzivni i neexpanzivni. Monotonnost operatoru A lze charakterizovat
pomoci pojmu expanzivnosti na zakladé nasledujici véty.

Véta 2.3.4 Necht H je rediny Hilbertiv prostor, M C H je neprdzdnd pod-
mnozina a A : M — X. Pak operdator A je na mnoZiné M monotonni prdvé
tehdy, kdyz operdtor I + \A je expanzivni pro kazdé A > 0.

Dikaz. Nejprve poznamenejme, Ze operator [ + \A: M — X.
Necht A je na mnoziné M monoténni. Pak pro A > 0 a z,y € M je

(T +2A)z = (I + XAy, z —y) = |z —y[I> + A (Az — Ay, z —y) > |z —y|]?
a tim pro = # y je
(T + M)z — (T + M)y, 21—y

|(I+AA)x— (I +MA)y || = sup >
1YL 1 =yl
I+ M)z — I+ X))y, x—y
> I )z — ( ) IS Ty

Iz =yl

coz znamena, Ze operator I + AA je expanzivni.
K dikazu opac¢né implikace predpokladejme, Ze operator I + \A je expan-
zivni pro kazdé A > 0. Pak pro z,y € M je

Iz =) + MAz = AY)|* > [z — yl*.

Odtud dostaneme A ||Az — Ay||+2(Az — Ay, x—y) > 0 a limitnim p¥echodem
A — 0 obdrZime monotonnost operatoru A.

O
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V lemmatu 2.1.3 byla uvedeno a dokézano Mintyho lemma pro monoténni
operatory v reflexivnim Banachové prostoru X:
Mintyho lemma: Je-li operator A monoténni a hemispojity a u € X, pak

(Au,v—u) >0V e X <<= (Av,v—u) >0VveX.

V nésledujicim lemmatu je toto tvrzeni rozsifeno pro monoténni operatory
definované na konvexni podmnoziné Hilbertova prostoru.

Lemma 2.3.1 (*Minty) Necht H je redlny Hilbertiv prostor, M C H je ne-
prdzdnd konverni podmnozina a A : M — H je monotonni operdtor, slabé
spojity na kazdé iusecce lezici v M. Zvolme uw € M a z € H. Pak ndsledugict
turzend jsou ekvivalentni:

1. (Au—z,v—u) > 0 prov € M.
2. (Av—z,v—u) > 0prove M.
Je-li u vnitinim bodem mnozZiny M, pak vlastnost 1. implikuje rovnost Au = z.

Dikaz. Implikace 1. = 2.
Necht (Au —z,v—wu) > 0 prowv € M. Pak
(Av—z,v—u)—(Au—z,v—u)=(Av— Au,v—u) >0

Odtud plyne
(Av—z,v—u)>(Au—z,v—u) >0 YveM.

Implikace 2. = 1.:
Necht (Av—z,v—u) > Oprov € M. Prow € M a0 <t < 1 polozme
v =tu+ (1 —t)w. Protoze M je konvexni, je v € M. Pak

0<(Av—z,v—u)=(1-t)(Av—z,w—u) = (Av—z,w—u)>0.

Limitnim pfechodem ¢ — 1 (s vyuzitim slabé spojitosti operatoru A na kazdé
tsecee lezici v M) dostaneme

(Au—z, w—u) > 0.
Posledni tvrzeni je dasledkem definice vnitfniho bodu a vlastnosti 1.

O

S pomoci tohoto lemmatu dokédzeme vétu o fixnich bodech neexpanzivniho
operatoru.

Véta 2.3.5 *Necht H je redlny Hilbertiv prostor, M C H je neprdzdnd, ohra-
nicend a uzaviend konvexni podmnoZina a necht A: M — M je neexpanzivni
operdtor. Pak existuje alespori jeden fizni bod operdtoru A . Navic mnoZina
vsech jeho fixnich bodi je konverni.
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Dukaz. Pro libovolné A € (0,1) je zfejmé, Ze operdtor AA je kontrahujici
a tim podle Banachovy véty o pevném bodu (viz véta 1.3.7) existuje jediny
prvek xyx € M takovy, Ze plati z) = AAx). Definujme operatory B a B) pro
A € (0,1) pfedpisem

B=1-A, By =1-)\A.
Plati:
1. Byxy = 0.
2. ||Bxv—Bv||=(1=MN)]JAv|]| = 0 pro veM, A— 1
3. Operatory By a B jsou monotdnni:
(Bxu — Byv, u—v) = =AAu — Av,u —v) + |lu—v|* > 0.
Podobné se dokaze monotonnost operatoru B.

Protoze mnozina M je ohranicend a uzaviend, lze z posloupnosti fixnich bodu
x) vybrat slabé konvergujici podposloupnost pro A — 1 se slabou limitou
u € M. Oznaéme tuto podposloupnost opét symbolem xy, tzn.

Ty — u pro A — 1.
Protoze Byxz) = 0, je pro libovolné v € M
(Bav,v —xy) = (Byv — Bazy,v —xy) > 0.

Odtud obdrzime

(Bv,v—u) = (Bxv,v—2x)) + (A=1)(Av,v —x)) + (Bv,x\ —u) >
(A=1)(Av,v —2x)) + (Bv,zx —u) — 0 pro A — 1.

v

Dokézali jsme, ze pro vSechna v € M plati nerovnost

(Bv,v—u)>0

Podle Mintyho lemmatu je
(Bu,v—u)=(u—Au,v—u) >0
a to pro vSechna v € M. Dosazenim v := Au dostaneme
—(u—Au, u— Au) >0

a tudiz u = Au , tzn. u je pevny bod operatoru A. Necht u € M, pak z uvede-
ného postupu ihned dostavame nasledujici ekvivalence:

u=Au < Bu=0 < (Bu,v—u) >0Yw e M < (Bv,v—u) >0V e M.
(2.32)
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Nyni dokézeme konvexitu mnoziny vSech fixnich bodid operatoru A. Necht uq
a ug jsou fixni body operdtoru A, tzn. plati u; = Au;, i =1, 2.
Pak pro 0 < ¢ <1 je (viz (2.32))

(Bu,v — [tug + (1 — t)ug]) = t(Bv,v —u1) + (1 —¢) (Bv,v —ug) > 0 Yo € M.
TudiZ podle (2.32) je také tu; + (1 — t)ug fixnim bodem operatoru A.

O

Obecné v Banachovych prostorech véta o fixnich bodech neexpanzivniho
operatoru neplati, viz nasledujici priklad.

Priklad 2.5 Zvolme X := ¢g, tzn. prostor ¢iselnych posloupnosti konverguji-
cich k nule s maximalni normou:

co={x={x;}: 2; >0 pro i— oo}, lz]] = max |x;]|.
?

Zvolme za mnozinu M jednotkovou kouli v prostoru X a operator A definujme
predpisem
Az ={1,x1, xa, -}, x={x1, T2, - -} € M.

Ziejmé je M neprazdnd, ohranicend a uzavienad konvexni mnozina a operator
A: M — M je neexpanzivni, jelikoz

| Az — Ayll = |z — y]|.
Predpokladejme, Ze existuje v M fixni bod x € M. Pak

Ar =2 = {l,z1,22, -} ={21,22,} = l=x1=022="- ¢ 0p.
Operator A nemé v M fixni bod. 'Y

V dalsim vykladu dokézeme zakladni véty z teorie monoténnich operatora
v Hilbertovych prostorech. Tyto véty se pouzivaji k dikazu existence feseni
diferencidlnich rovnic.

Véta 2.3.6 Necht B je uzaviend jednotkovd koule Hilbertova prostoru H a ope-
rator A: B — H je monotonni a spojity na BNM, kde M je libovolny konecné
rozmérny podprostor v prostoru H. Pak

1. Existuje xg € B tak, Ze plati
(Azg,y —x9) > 0 Yy € B. (2.33)
Navic, mnozina proki splnujici tuto nerovnost je konverni.

2. Je-li ||xo|| < 1, pak Axg = 0.
Jestlize ||zol| =1 a pro kazdé x € S :={u € H : ||u| =1} plati

r+ XAz #0 VA>0, (2.34)
pak Axg =0 .
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Dukaz. Dtkaz prvni ¢asti této véty je zalozen na pouziti Hartmanovy-Stam-
pacchiovy véty (viz véta 1.3.6), vlastnostech konvexnich mnoZin, které byly
shrnuty v prvni kapitole a ve vété 1.1.2.

Pro kazdé y € B definujme mnozinu S(y) pfedpisem

Pak

Sy) ={z€B: (Ay,y —x) = 0}.

(a) S(y) C B.

(b)

S(y) je konvexni:
Pro libovolné ¢t € [0,1] a 1, z2 € S(y) je

(Ay,y = [(L = )y + tan]) = (1 = t)(Ay,y — 1) + t(Ay,y — x2) > 0.
S(y) je uzaviend: pro {z,} C S(y), z, — x, je

(Ay,y —z) = lim (Ay,y —z,) > 0.
n—oo

Necht y1, -, ym € Ba M = L{y1, -, Ym}-
Pak existuje z € (), cprnp S(y) tak, Ze plati

(Ay,y—m)ZO yeMﬁBv

tzn. z € S(y) pro y € M N B. Jinymi slovy mnoZina {S(y)}, y € B,
ma vlastnost konec¢ného priuniku. Skute¢né, mnozina K := M N B je
kompaktni a konvexni v M. Podle Hartmanovy-Stampacchiovy véty
(viz véta 1.3.6) existuje x € K tak, ze plati

(Az,y —x) >0 pro ye€ K=MnNB.
Protoze operator A je monoténni, tzn. (Ay — Az, y —x) > 0, je
(Ay,y —z) > (Az,y —2) >0 ye MNB
a tim z € S(y) pro libovolné y € M N B.

Protoze S(y) C B,y € B, je uzaviena a konvexni, je slabé uzaviena.
Z véty 1.1.2 ihned plyne, Ze prinik vsSech téchto mnozin je neprazdny.
Staéi v této vété za kompaktni topologicky prostor 7 zvolit: 7 := B
se slabou topologii a systém {U;} := {S(y), y € B}, kde kazda z mnozin
S(y) je slab& uzaviend (tzn. uzaviend v topologii prostoru 7). V pfedché-
zejicim bodé bylo jiz dokazano, Ze tento systém ma vlastnost konec¢ného
pruniku. V tomto konkrétnim pripadé lze snadno dokazat, ze prinik vSech
mnozin tohoto systému je neprazdny a to bez pouziti véty 1.1.2.

Sporem dokézeme, ze

() S) #0.

yeB



100 KAPITOLA 2. TEORIE MONOTONNICH OPERATORU

Predpokladejme, ze plati

() S) =0.

yeB

Pak
B= (] Sw)",

yeB

kde doplnék S(y)¢ je mnozina slabé oteviend (doplnék je slabé uzavieny).
Avsak mnozina B je slabé kompaktni a tim existuje koneéna podmnoZina
S(y1), -+ S(Ym), Y1, . ym € B tak, ze plati

B =S(y1) U--- US(ym)",

tzn. S(y1) N -+ N S(ym) = 0, coz je ve sporu s predchézejici dokdzanou
vlastnosti (d).

K dikazu konvexity definujme mnozinu K takto:
K ={x9 € B: (Axg,y —x0) >0 Yy € B}.

Pak
K={zp€eB: (Ay,y —x09) >0 VYye< B}

a odtud plyne pfimo konvexita mnoziny K.
Dikaz prvni éasti druhého tvrzeni véty je pomérné snadny. Je-li [|zg| < 1,
pak existuje uzaviend koule B(0,7) = {z € H, ||z|| < r} takov4, Ze plati inkluze

B(0,r) C{y—=z0: y € B}.
JelikoZ (Axg,y — x9) > 0 Yy € B, je

(Azg,w) >0 Yw e B(0,r).
Avsak —w € B(0,r) Yw € B(0,r), je také

(Azg,—w) >0 VYw € B(0,r)
a odtud dostédvame rovnost

(Azg,w) =0 Yw e B(0,r).

Pro libovolné x € H,x # 0, je

x
—r € B(0,r)
[Eal

a proto (Axg,z) = 0 pro kazdé v € H a tim Azo = 0.
Je-li ||zo|| = 1, pak k dtikazu druhého tvrzeni véty potFebujeme piedpoklad,
ze k libovolnému bodu x € S jednotkové sféry neexistuje opacény prvek tvaru
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—Ax (viz pfedpoklad (2.34)). Predpokladejme, ze Axg # 0 a ||z = 1.
Pak —z¢ € B a dosazenim y := —x( do nerovnosti (2.33) obdrzime

(Ail’o, :L’o) § 0.

Sporem dokazeme, ze (Axg, zo) < 0. Necht (Axg,zo) = 0, pak (Azg,y) > 0 pro
vSechna y € B a tim i pro —y € B. Odtud dostéavame rovnost (Azg,y) = 0 pro

vSechna y € B. Dosazenim
AJ}O

Y=
(| Azoll
obdrzime ||Azg|| = 0 a tim Axzg = 0, coZ je ve sporu s piedpokladem Azg # 0.
Tudiz (Azg, z) < 0. Sestrojme A tak, aby (zg+ Ao Az, o) = 0. Ziejmeé staci
polozit

o= >0,
(Azg, x0)
Do nerovnosti (2.33) dosadme
_ —Axg
e
Obdrzime
—[[Azol| = (Azg,z0) = |[|[Azoll < —(Azo,20) < [|[Azo]| =
= ||Azol| = — (Ao, z0)
a tim
(xo + Ao Azxo, Axg) = (20, Axg) — ([ij:ji,oiz) = —||Azo]| + ||Azo|| = 0.

Z konstrukce \g je (o + Ao Ao, z9) = 0. Odtud plyne
((EO + Ao A(E(), To + Ao A(E()) = ((EO + Ao A(E(), {E()) + Ao ((EO + Ao A:L’o, A:L’o) = 0,

a proto xg + AgAxzg = 0, kde Ag > 0, coz je ve sporu s piedpokladem (2.34).
Tudiz Azg = 0.

O

V predchézejici vété lze misto uzaviené jednotkové koule vzit libovolnou
uzavienou kouli.

Véta 2.3.7 Necht B(w,r) je uzaviend koule Hilbertova prostoru H se stiedem
v bodé w € H a s polomérem r > 0 a necht operdgtor T : B(w,r) — H
je monotonni a spojity na B(w,r) N M, kde M je libovolng koneéné rozmérny
podprostor v prostoru H.

Jestlize pro kazdé z € S(w,r) :=={u € H : ||lu—w| =r} plati

z—w+ ATz #0 VA>0, (2.35)

pak existuje zo € B(w,r) tak, Ze plati Tz = 0. O
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Cviceni 2.3.3 Dokazte vétu 2.3.7.
Navod. Definujte operator A : B — H predpisem Az = T'(zr + w), x € B
a pouzijte vétu 2.3.6.

&

Nasledujici véta pojednava o surjektivité monoténnich, koercivnich opera-
tord v Hilbertovych prostorech. Tato véta je disledkem véty 2.3.6, presnéji véty
2.3.7.

Véta 2.3.8 Necht H je Hilbertiv prostor a operdtor A: H — H spliuje tyto
podminky:

1. A je monotonni,
2. A je spojity na kaZdém konecné rozmeérném podprostoru M C H,

3. A je koercivni, tzn.
(Az, )

11m = Q.
lell—oo |||

Pak operdtor A je surjektivni, tzn. zobrazuje prostor H na sebe. Jinymi slovy,
operdtorovd rovnice Ax =y md tesent pro kaZdou pravou stranu y € H . Je-li
navic operdator A ryze monotonni, pak toto TeSent je jediné.

Dukaz. Pro pevné y € H definujme operator T': H — H piedpisem
Tx=Axr—y pro z€H.
Pak
a) Operétor T' je monotdnni:

(Tl‘l—TJZ2,.T1—JT2):(A.I?l—Aa?Q,l‘l—xg)ZO V.I?l,a?QEH.

b) Operator T je ziejmeé spojity na kazdém koneéné rozmérném podprostoru

M CH.
¢) Operator T je koercivni:
T A
L @er) L [Arn) @)
lel—oo  l]| lel—oo [ Il ]

Odtud plyne existence ¢isla r > 0 tak, ze pro ||z|| > r je (Tx,z) > ||z
Pro ||z|| = r je Tx # dz pro vSechna § < 0 . Tuto vlastnost dokdzeme
sporem. Necht Tx = dx pro né&jaké § <0 a ||z| = r. Pak

Sllzl* = Ox,2) = (Tz,2) > 2| = &=,

coz je ve sporu s predpokladem, ze § < 0. Z této vlastnosti a definice 7" ihned
plyne, Ze pro ||z|| = r a pro vSechna § < 0 je Tx # dx. Tudiz podle véty 2.3.6,
resp. 2.3.7 existuje x € H tak, ze plati Tz = 0, tzn. Az = y. Jednoznacénost
feSeni plyne snadno z definice ryzi monotonnosti operatoru. O
Pozadavek na koercivitu lze zeslabit. K dikazu nasledujici véty vyuzijeme
reflexivitu Hilbertova prostoru a a Mintyho lemma (viz lemma 2.3.1).
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Véta 2.3.9 Necht H je Hilbertiv prostor a operdtor A: H — H spliuje tyto
podminky:

1. A je monotonni,
2. A je spojity na kazdém konecéné rozmeérném podprostoru M C H,
3. A je slabé koercivni, tzn.

lim ||Az| = occ.
llz]|—o0

Pak operdtor A je surjektivni, tzn. zobrazuje prostor H na sebe. Jingmi slovy,
operdtorovd rovnice Ax =y ma teSeni pro kaZdou pravou stranu y € H . Je-li
navic operdtor A ryze monotonni, pak toto Tesent je jediné.

Dukaz.
Pro libovolné ¢ > 0 definujme operator 7. : H — H pfedpisem

T. = A +¢el.
Pak
a) Operator T, je monotdénni, tzn. pro kazdé x1, x2 € H je

(Texy — Toxo, w1 — 12) = (Axy — Azo, 21 — ) + € (1 — 22,21 — 22) > 0.

b) Operétor T je ziejmeé spojity na kazdém konecéné rozmérném podprostoru
McCH.

c¢) Operator T je koercivni. Z monotonnosti operatoru A plyne nerovnost
(Az — A0,z —-0) >0 = (Az,z) > (A0,x).
Ziejmé
(A0, z)
]

< ||A0].

Odtud jiz obdrzime koercivitu operatoru 7:

(Tex, x) (Az, x) (A0, z)
= +ellzl > +ellz]| = ezl — [|A0]]
[E] [E] (E4
a tim
(T.x,x)

im ——= = 0.
llell—oo |||

Operator T; spliuje predpoklady véty 2.3.8 a tim zobrazuje prostor H na sebe.
Tim pro pevné y € H existuje néjaké x. € H tak, Ze plati

Az, +ex. =T.x. = y.
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Jelikoz
A0
[EA
je
, Le y Le Are,we
[zl [zl 2|
(A0, z.)
> = +ellz]| = eflz.[ - [JA0],
[z ||
tzn.

ellze| < [[A0] + [lyll = K,
kde konstanta K nezavisi na e. Jelikoz Az, + ex. =y, je

[Aze || < [lyll + ez < e,
kde konstanta c nezavisi na €. Z pfedpokladu 3. plyne, ze existuje konstanta
d, kterd nezavisi na ¢, tak, ze plati [|z.|| < d. Protoze prostor H je reflexivni,
existuje slabé konvergujici poslouponst s limitou € H pro € — 0, tzn. plati

ze =~ pro ¢ —0.

JelikoZ Ax. + € x. = y a mnozina {z.} je omezeni, je

Azx. — y pro e —0.

Z nerovnosti
(Az. — Av,xe —v) >0 pro veEH

limitnim pfechodem & — 0 obdrzime
(y—Av,z—v) >0 pro veH, tzn. (Av—y,v—2x) >0 pro veH.
Uzitim Mintyho lemmatu dostaneme
(Az —y,v—2x) >0 pro ve€ H.
Protoze mnozina {v — z : v € H} obsahuje néjakou kouli
B(z,0):={veH:|v—z| <},

plyne odtud rovnost Az = y, coz znamend (y € H bylo libovolné), Ze operator
A zobrazuje prostor H na sebe.
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2.3.2 Existenc¢ni véty v Banachovych prostorech

V pripadé reflexivniho Banachova prostoru X budeme vystetfovat fesitelnost
rovnice Au = b, kde A: X — X* b€ X*. Nejprve dokdZzeme zékladni vétu
o surjektivité, kterd zobecniuje podobnou vétu o surjektivité obecné nelinear-
nich zobrazeni definovanych na koneéné rozmeérnych prostorech, viz véta 1.4.2.
Predpoklady nize uvedené zékladni véty jsou tézko ovéfitelné a v néasleduji-
cich vétach budou zaménény jinymi, snadnéji ovéritelnymi predpoklady, které
souvisi s pojmem monotonnosti operatoru.

V téchto skriptech bude prezentovan konstruktivni dikaz zékladni véty
o surjektivité, ktery je zaloZzen na Galerkinové aproximaci rovnice Au = b.
Kvili zjednoduseni diitkazu budeme piedpokladat, ze Banachiv prostor X je
separabilni. Tento predpoklad neni pro existenci feSeni podstatny. V pripadé
neseparabilniho prostoru je nutno Galerkinovou aproximaci definovat pro ne-
spocetny systém konec¢né rozmérnych prostort a misto s posloupnostmi je nutné
pracovat se sitémi (usmérnénymi soubory). Jak jiz bylo vyse fec¢eno, pfedpoklad
reflexivity je pro vyklad podstatny. Nejprve definujme Galerkinovu aproximaci
rovnice Au = b.

Definice 2.3.3 Necht X,, je konecné rozmérny podprostor v Banachové pro-
storu X . Pak Galerkinovou aprozimaci rovnice Au = f na prostoru X,, rozu-
mime ulohu

Najit u,, € X,, tak, aby

(Aup, v) = (b,v) Yve X,. (2.36)
Rovnici (2.36) lze chapat jako rovnici
Apty = by, (237)

kde A, : X, — X’ je zlizeni operatoru A na X,, a A,u, a b, jsou funkcionaly
zuzené z prostoru X na podprostor X,,.

Poznamka 2.3.1 Necht X,, = L{v;, i = 1,---,n} je koneénérozmérny pod-
prostor v Banachové prostoru X. Symbolem P, oznafme operator projekce
z prostoru X do prostoru X,, (spojity linedrni operator) a sestrojme k tomuto
operatoru dudlni operator P, : X — X *,

(fn, Prnx) = (P fn, ) VineX) a xze€X.

PoloZzme
A, =P AP, a by, = P D.

Pak uloha A,u, = b, je Galerkinovou aproximaci tlohy Au = b na prostoru
X,,. Skutecéné:
Podle definice Galerkinovy aproximace - najit u,, € X,, tak, aby

(Aup, v) = (b,v) WveX,
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je po upravé ekvivalentni tloze - najit u,, € X,, tak, aby
(PrAPyun, v) = (Prb,v) YveX,,
coz je ekvivalentni tloze - najit u, € X, tak, aby Apu, = by.

Konstrukce projekce P,.
K bézi v;, i = 1,---,n, v prostoru X, sestrojme dualni bazi {v,*},
v e Xy, i=1,---,n, tzn. plati

(vf" vj) = 0ij.

Pod stejnym oznaceim v, budeme rozumét spojité linearni rozsifeni funkcio-
nalu v;* € X* na cely prostor X (Hahnova-Banachova véta). Definujme pro-
jekci P,, predpisem

n
Px = Z (', vyv;, x€X.
i=1
Ziejmé P, je projekce a je to linedrni a spojity operator z prostoru X do pod-
prostoru X,,.
Na zakladé tohoto analytického vyjadreni lze snadno dokazat, Ze operator
Ay X, — X,F mé tytéz vlastnosti jako operator A: X — X * ( napt. 4, je
monoténni resp. koercivni atd., je-li A monoténni resp. koercivni atd.)

Véta 2.3.10 (Zdkladni véta o surjektivité) Necht X je separabilni, reflexioni
Banachiv prostor a operdator A : X — X * splniuje ndsledujici podminky:

e je koercivni, t.j.
(Au, u)

lim —— = 400,
ul—+o0 [l

e je spojity na podprostorech konecné dimenze,

o je ohraniceny, tzn. existuje funkce My : Rt — R tak, Ze pro vsechna
u € X plati
[ Aull < My ([[ul]),

o spliiuje podminku (M), tzn. je splnéna ndsledujici implikace

{un —u, Au, — b, limsup (Au,, u,) — (b, u)} =  Au=0b.

n—oo

Pak operdtor A je surjektivni, tzn. zobrazuje prostor X ma prostor X *. Jingmi
slovy, Teseni rovnice Au = b ezistuje pro kaZdou pravou stranu b € X *. Navic
zobrazeni A~1 (obecné mnohoznacéné) je ohranicené, tzn. existuje funkce
N:RT —R™T tak, Ze pro vsechna u € X plati

Jull < N (| Aul]) -
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Dukaz. Vétu dokazeme v péti krocich:

1. Sestrojime posloupnost kone¢nérozmeérnych prostort { X,, }, které limitné
aproximuji Banachtuv prostor X . Ziskdme tim posloupnost Galerkinovych
aproximaci tlohy Au = b.

2. Pomoci véty 1.4.2 dokdzeme existenci feSeni tlohy (2.37) (Apun = by).
Obdrzime posloupnost pfibliznych feseni {u,,}, u, € X,, tlohy Au = b.

3. DokéZeme, Ze z posloupnosti {u,} lze vybrat slabé konvergujici podpo-
sloupnost uy, s limitou u tak, ze plati Au,, — b.

4. Dokazeme, Ze tato slaba limita u je feSenim rovnice Au = b.

5. Nakonec dokézeme, Ze vSechna feSeni tlohy Au = b s pevnou pravou
stranou b jsou ohranicena.

1. Prostor X je separabilni a proto existuje spocetna husta podmnozina,
ze které 1ze vybrat linedrné nezavislou posloupnost {vy, }, ||v,|| = 1, tako-
vou, Ze jeji linedrni obal je mnozina husta v prostoru X. Polozme

Xn = L{vj}j_1 a by :=0blx:.

Z této konstrukce plyne, ze posloupnost prostort {X,} je limitné husta
v X , tzn. Ze pro kazdé z € X existuje {x,}, , € X,, tak, ze ©, — =
v normé prostoru X. Protoze X,, C X, je X* C X¥, a proto b € X .

n?
Galerkinova aproximace tlohy Au = b na prostoru X,, je podle definice

tloha
najit wu, € X, tak, aby A,u, = b,.
2. Zvolme z,, € X, pak existuje

n
a = {061}21:17 (673 S R tak, 7e Ty = E ;.

i=1
Sestrojme zobrazeni g : R,, — R,, takto:
g(Oé) = {gj}?zlv g; = <Amnvvj>v a = {ai}?zlv o; € R.

7Z této konstrukce a z predpokladii véty ihned plyne, Ze zobrazeni
g: R, — R, je spojité a koercivni. Polozme

y:=1{bvj)}jo1 € Ra.

Pak podle véty 1.4.2 existuje feSeni soustavy rovnic
g(a) =y, o ={a}, a; € R. Polozme

n
Uy 1= E o v
Jj=1

Pak ztejmé A,u, = b,.
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3. Z koercivity operatoru A nejprve dokdzeme ohrani¢enost mnoziny {u,,}.

Z definice Galerkinovy aproximace je
(A, upn) = (b, up)

a tim

(Attp, up)
[Junll

JelikoZ operator A je koercivni, existuje funkce N : RT — R* takova,
Ze pro 7 > 0 plati

< |Ib]| x *- (2.38)

A
Mo, v) S 0 o weX, Jul = NG).

Jull
Odtud a z nerovnosti (2.38) obdrzime ohrani¢enost mnoziny {uy, }:
[unll < N(|[bllx-) VneN. (2.39)

Z tohoto odhadu a z pfedpokladu ohrani¢enosti operatoru obdrzime ohra-
niéenost posloupnosti {Auy,} :

[Aun| < M (N([[b]x-)) VneN.

Prostor X je reflexivni a tim i prostor X * je reflexivni. Posloupnosti
{un} a {Au,} jsou ohranicené, a tudiz podle Eberlainovy-Smuljanovy
véty (viz véta 1.1.1) existuje vybrand posloupnost z {u,,} takova, zZe slabé
konverguje k néjakému prvku v € X a z této vybrané posloupnosti lze
opét vybrat podposloupnost {u,, } takovou, Ze {Auy,, } konverguje slabé
k néjakému prvku f € X *:

Up, — U, U € X a Aup, — f, feX™.
Nyni dokézeme, ze f = b. Necht v € X je libovolny prvek. Pak z kon-
strukce (viz 1. krok) existuje posloupnost v, € X, takova, Ze plati
vp, — v. Odtud a s vyuzitim slabé konvergence posloupnosti {Au,, }
k prvku f € X * a jeji ohranicenosti dostaneme
(Atpy, vny) = (Atny, Un, — ) + (Aun,, v) — (f, v).
Avsak z definice Galerkinovy aproximace je

(Atn, vo) = (b, vn) — (b, v)

a tim
(b, vy = (f,v) WveX,

coZz znamena, ze b = f.
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4. V predchéazejicim kroku jsme dokézali, ze plati
Up, — U a Aup, —b.

7 definice Galerkinovy aproximace a s vyuzitim slabé konvergence po-
sloupnosti {uy,, } k prvku u obdrzime

(At uny) = (b, up,) — (b, u).

Odtud a z pfedpokladu, Ze operator A spliiuje podminku (M )y dostavame
rovnost Au = b.

5. Z odhadu (2.39) a z vlastnosti slabé konvergence (viz (1.1)) plyne posledni
tvrzeni véty.

O

Na zakladé vztahti uvedenych v lemmatech 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 a 2.2.1 lze
predpoklady v zdkladni vété o surjektivité (viz véta 2.3.10) nahradit silnéjsimi
predpoklady. V nasledujicim dtsledku jsou uvedeny nékteré jeji modifikace.

Dusledek 2.3.1 Necht X je separabilni, reflexivni Banachiv prostor a operd-
tor A: X — X * spliiuje jeden z niZe uvedengch predpokladii.

(i) A je koercivni, demispojity, ohraniceny a spliiuje podminku (S).
(i) A je koercivni, pseudomonotonni a ohraniceny.

Pak plati tvrzeni véty 2.3.10.
Cviceni 2.3.4 Dokazte obé tvrzeni v dusledku 2.3.1.

&

Podobneé lze dokazat tvrzeni véty 2.3.10 i za silnéjsiho predpokladu, Ze ope-
rator A je koercivni, monoténni a radidlné spojity. PFipomenme, Ze u monotén-
nich operatori je radialni spojitost ekvivalentni hemispojitosti a demispojitosti
a spojitosti na koneénérozmérnych prostorech - viz lemmata 2.1.2 a 2.1.3. Navic
nemusime predpokladat, Zze operator A je ohraniceny. Zesilenim predpokladii
ziskame i zesileni tvrzeni véty 2.3.10.

Véta 2.3.11 (Minty-Browder.) Necht X je reflexivni Banachiv prostor a ope-
rator A : X — X * je monotdnni, radidlné spojity a koercivni. Pak operdtor
A je surjektivni, tzn. zobrazuje prostor X ma prostor X *. Jingmi slovy, feSeni
rovnice Au = b ezistuje pro kaZdou pravou stranu b € X *. MnoZina vSech te-
Send této rovnice je uzavvend a konvexni. Navic existuje funkce N : RT — RT
tak, Ze pro vsechna u € X plati

[[ull < N (| Aul]) - (2.40)

Jestliz operdtor A je ryze monotonni, existuje pravé jedno fesent rovnice Au = b
a to pro kaZdou pravou stranu b € X *.
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Dukaz. Vétu dokdzeme odélené pro separabilni a neseparabilni prostory. Pied-
pokladejme, ze prostor X je separabilni. Z predpokladu monotonnosti a radialni
spojitosti ihned s vyuzitim lemmatu 2.1.3 a lemmatu 2.2.1 obdrzime, Ze ope-
rator A je spojity na konec¢nérozmérnych podprostorech a spliiuje podminku
(M)o. Pfedpoklad ohranicenosti operdtoru A byl v dikazu véty 2.3.10 pouzit
pouze pro ohrani¢enost mnoziny Au,, kde posloupnost u, je ohrani¢end po-
sloupnost Galerkinovskych aproximaci, tzn. existuje konstanta M; takova, ze
plati [|u,|| < M. V pfipadé monoténniho operatoru A je podle lemmatu 2.1.3,
tvrzeni 2, mnozina Au, ohrani¢end. Sta¢i v tomto tvrzeni zvolit

K = {un} a M2 = Hb‘lx* Ml.
Skutecéné, z definice Galerkinovy aproximace je pro u € K

(Au, u) = (b, u) < |[bllx~

ull < [ollx - M.

Tim jsou splnény vSechny pfedpoklady Zakladni véty o surjektivité (véta 2.3.10)
a z ni plyne existence feSeni rovnice Au = b pro kazdou pravou stranu a od-
had (2.40). Nyni dokaZeme, %e mnozina vSech FeSeni této rovnice je konvexni
a uzaviend. Necht Au; = Aus =ba 0 <t < 1. Sestrojme u = tu; + (1 — t)uo.
Pak z monotonnosti operatoru A obdrzime pro libovolné v € X

(b— Av, u—v) =t {Au; — Av, ug —v) + (1 — t) (Aug — Av, ug —v) > 0.

Podle lematu 2.1.3, tvrzeni 4e), je Au = b. Podobné se dokéze uzavienost. Necht
Au, = b a u,, — u. Pak z monotonnosti operdtoru A obdrzime pro libovolné
veX

(b— Av, u—v) = nlingc (Aup, — Av, up —v) >0
a opét s vyuzitim lemmatu 2.1.3, tvrzeni 4e), obdrzime Au = b. Jednoznac¢nost
feSeni rovnice Au = b v pfipadé ryzi monoténniho operatoru plyne bezpro-
stfedné z definice ryze monotonnosti.

V pfipadé neseparabilniho prostoru X pouzijeme Mintyho lemma (viz 2.1.3,
tvrzeni 4.) a vétu o centrovanych systémech (viz véta 1.1.2) podobné jako pfi
dikazu véty 2.3.6 (surjektivita monoténnich operatortt v Hilbertové prostoru).
Definujme operdtor A; predpisem Aju = Au—0b, u € X. Ziejmé je operator Ay
monoténni a hemispojity (a tim i radialné spojity a demispojity). Pak pro kazdé
u € X podle lemmatu Mintyho (viz 2.1.3, tvrzeni 4.) plati ekvivalence

(Aju,v—u) >0VWwe X <«— (Aw,v—u) >0WeX.
Oznacéme
Uw)={ueX, (Ajv—Av,v—u) >0}, veX,

pak je

Ux = () Uv)

veEX
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mnozina téch u € X, které spliiuji druhou ¢ast uvedené ekvivalence a proto i jeji
prvni ¢ast. A tim je Aju = 0 (viz lemma 2.1.3, tvrzeni e)) pro vSechna u € Ux.
Z koercivity podobné jako v dikazu véty 2.3.10, Ize dokazat, ze existuje funkce
N: Rt — R tak, 7e pro vsechna u € X plati

[ull < N (| Aul]) - (2.41)

Ozna¢me
r =N (||b]]) .

Pak zfejmé kazdé FeSeni (pokud existuje) lezi v kouli B, = {z € X : ||z|| < r}.
Poloprostory U(v), v € X jsou zfejmé konvexni a uzaviené, a proto mnoziny
Ur(v) := U(v) N B, jsou také uzaviené a konvexni. Z vlastnosti konvexnich
mnozin plyne jejich uzavienost ve slabé topologii, tzn. jsou slabé uzaviené.
Nyni sta¢i polozit ve vété 1.1.2 T := B, (coz je kompaktni topologicky prostor
ve slabé topologii, protoze mnozina B, je slabé kompaktni) a

{U;} ={U,(v), ve X}

Jestlize dokazeme, ze mnozina {U,(v), v € X} ma vlastnost koneéného pri-
niku, pak jiz z véty 1.1.2 plyne, ze mnozina Ux je neprazdné, coz znamena, ze
existuje feSeni tlohy Au = b. Zvolme vq,---,v, € X a sestrojme prostor

Xy = Lo, 00).

Podobné jako v prvni ¢asti dikazu existuje feseni u,, Galerkinovy aproximace
Au = b na podprostoru X,,. Tim také

[unll < N (Il x,.[]) <7
a z definice Galerkinovy aproximace prvek u,, spliiuje rovnost
(A1Un, v —u,) = 0 Vv € X,,.

Z monotonnosti A; (resp. aplikaci Mintyho lemmatu (viz 2.1.3, tvrzeni 4.)
pro prostor X,,) obdrzime

(A1v,v — up) = (A10 — ArUup, v — uy) + (Ar1up,v —u,) >0 Yo € X,,.

Odtud plyne, Ze u,, € U.(v;) Vi =1,---,n, a proto prinik

n n

ﬂ Ur(’l)i) = ﬂ U(U,’) ﬂBr

i=1 i=1

je neprazdny, jelikoz obsahuje aspon prvek u,. Odtud jiz plyne, Ze mnozina
{U,(v), v € X} mé vlastnost kone¢ného priniku a prvni ¢ast tvrzeni véty
véetné odhadu (2.40) je dokdzana. Protoze vSechny mnoziny U(v) jsou uza-
viené a konvexni, je také jejich prinik Ux uzaviend a konvexni mnozina, coz
znamend, ze mnozina vSech feseni tlohy Au = b je konvexni a uzaviena. Jedno-
znacnost Feseni v pripadé ryze monoténniho operatoru plyne pfimo z definice
ryzi monotonnosti. m|
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Cviceni 2.3.5 Dokazte tvrzeni véty 2.3.11 v pfipadé neseparabilniho prostoru
X bez pouziti véty o centrovanych systémech (viz véta 1.1.2) a to podobné
jako pfi dtikazu véty 2.3.6 (surjektivita monoténnich operdtortt v Hilbertové
prostoru).

&

Pfedpoklad koercivity v Zakladni vété o surjektivité (viz véta 2.3.10) lze vy-
pustit, pokud zajistime existenci ohrani¢ené posloupnosti feseni Galerkinovych
aproximaci (tzn. koneéné rozmérnych aproximaci lohy Au = b). Ohranic¢enost
lze napft. zajistit pomoci véty 1.4.1. Jako pfiklad si uvedeme nésledujici vétu,
jejiz diukaz ponechame jako cviceni ¢tenafi.

Véta 2.3.12 Necht X je separabilni, reflexivni Banachiv prostor, b € X*
a operdator A : X — X * spliuje ndsledujici podminky:

o cxistuje konstanta R > 0 takovd Ze plati
(Au—b,u) > 0 Yue X, ||lull = R,
e je demispojity,
e je ohranicenyj, tzn. existuje funkce My : RT — R tak, Ze pro vsechna

u € X plati
[Aull < My (Jul]),

o splriuje podminku (M)g, tzn. je splnéna ndsledugici implikace

{un —u, Au, — b, limsup (Auy, u,) — (b, u)} = Au=0b.

n—0o0
Pak tesent rovnice Au = b existuje.
Cviceni 2.3.6 Dokazte vétu 2.3.12.

&

S vyuzitim Zakladni véty o surjektivité (viz véta 2.3.10) lze dokézat surjek-
tivitu i pro nemonoténni operatory. Jako ptiklad uvedeme nasledujici vétu di-
lezitou v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Véta 2.3.13 Necht X je reflexivni a separabilni Banachiiv prostor a operdtor
A: X — X* je koercivni a plati rozklad

A=DB+T,

pricemZ operdtor B : X — X* je monotonni, radidlné spojity a operdtor
T:X — X* je slabé spojity. Jestlize funkce p(x) := (Tx, x) je slabé zdola
polospojitd na prostoru X (viz definice 1.1.5 se slabou topologii v prostoru X),
pak rovnice Au = b je Tesitelnd pro kazZdou pravou stranu b € X * a navic
mnoZina vech Teseni této rovnice je slabé uzavrend. O
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Cviceni 2.3.7 Dokazte vétu 2.3.13.

Navod. Nejprve dokazte, ze operdtor B spliiuje podminku (M) a tim také
podminku (M) (viz lemma 2.2.1):

Predpokladejte, Ze jsou splnény predpoklady v podmince (M) pro operator A.
Z predpokladi véty ukazte, Ze operator B splituje podminku (M) (s pouzitim
lemmatu 2.1.3). Pak jiz snadno dokaZzete, ze i operdtor A tuto podminku spl-
fiuje. Nyni sta¢i pouzit Zakladni vétu o surjektivité (viz véta 2.3.10) a dokézat
slabou uzavienost mnoziny feseni pro kazdou pravou stranu.

&

Dalsi véty o surjektivité, jednoznac¢nosti a odhadech chyb Galerkinovy apro-
ximace lze nalézt v literatute, napf v knihach [6], [11], [14] a dalsich. V knize [11]
jsou studovany otazky souvisejici se surjektivitou pseudomonoténnich, semi-
monoténnich, maximalné monotdénnich operatort a dalsich tfid spliujici pod-
minky analogické vyse uvedenym podminkdm typu (M) a (S) a to obecné
pro mnohoznaéné zobrazeni. Jsou v ni rozebrany aplikace této teorie na inte-
gralni a diferencidlni rovnice a také nerovnice. Pro ilustraci uvedeme bez dikazu
z této knihy néktera tvrzeni:

e Necht operator A je pseudomonoténni, ohraniéeny a koercivni. Pak je sur-
jektivni. Poznamenejme, Ze podle 2.2.1 je operator A demispojity a spl-
nuje podminku (M) a tim i (M)o.

e Je-li reflexivni Banachiv prostor X striktné konvexni a operator A je ma-

ximalné monotdénni a koercivni, pak je jiz surjektivni.

e Necht T': D(T) — X * je ohranifeny, pseudomonoténni operator z re-
flexivniho Banachova prostoru X do prostoru X * s definiénim oborem
D(T), pticemz D(T) je konvexni mnozina. Necht K je uzaviend konvexni
podmnozina D(T'). Jestlize T je koercivni vzhledem k zg € K, tzn. plati

<TZ‘, y_$0>

pak existuje alespoii jedno FeSeni varia¢ni nerovnosti (f € X *)

xeK, {Tx—f,y—x)>0 VyeK.

Zakladnim prostfedkem pro studium existence slabého reSeni okrajovych
uloh je jednak véta Browderova a jednak néasledujici véta Lerayova-Lionsova.
Jeji diikaz je technicky ndro¢néjsi a lze jej najit v ptivodni praci autort (viz ¢la-
nek [8]).

Véta 2.3.14 Necht X je reflexivni Banachiv prostor. Budiz T operdtor defi-
novany na prostoru X s hodnotami v prostoru X *. Predpoklddejme, Ze jsou
spinény tyto podminky:

(a) operdtor T je omezeny;
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(b) operdtor T je demispojity;
(¢) operdtor T je koercivni.

Necht existuje ohranicené zobrazeni ¢ z prostoru X x X do prostoru X * takové,
Ze plati:

(d) pro kazdé uw € X je
P(u,u) = Tu;

(e) pro vechna u,v,h € X a libovolnou posloupnost redingch cisel {t,}°
takovou, Ze t, — 0, plati

o(u+ tph,w) — ¢(u,w);
() pro vsechna u,w € X je splnéna tzv. podminka monotonie v hlavni édsti

(g9) jestlize up, — w alimy, oo (P(tn, un) — d(u, up) , up —u) = 0, pak
pro libovolné w € X plati

P(w, un) — ¢(w,w);
(h) jestlize w € X, u, — u, ¢p(w,uy) — z, pak

Jim (6(w,un) , un) = (2u).

Potom rovnice Tu = f md pro kazdé f € X* alesporni jedno Teseni u € X.

2.4 Numerické metody

V tomto odstavci pojedndme o zakladnich numerickjch metodéch feseni ope-
ratorovych rovnic s monoténnimi operatory. K nim patii metoda Galerkinova,
ktera jiz byla pouzita v dilkazech existence FesSeni, a iteracni metody. Ome-
zime se pouze na pripady, kdy FeSeni operatorovych rovnic je jediné a existuje
pro kazdou pravou stranu. K odhadu chyby budeme potiebovat ponékud sil-
néjsi predpoklady.

2.4.1 Galerkinova metoda

V Zéakladni vété o surjektivité 2.3.10 bylo dokazana existence vybrané posloup-
nosti feseni Galerkinovych aproximaci, ktera slabé konverguje k feseni tlohy
Au = b. Za uréitych silngjsich predpokladi lze dokéazat i silnou konvergenci
popfipadé odhadnout chybu aproximace. Vysledky tykajici se konvergence Ga-
lerkinovych aproximaci shrneme do nasledujici véty.
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Véta 2.4.1 Necht X je reflexivni a separabilni Banachiv prostor a posloupnost
konecné rozmérnych podprostoru X, C X, n € N, je limitné hustd v prostoru
X, tzn., Ze pro libovolné x € X existuje posloupnost {x,}, x, € X, tak, Ze plati
|z — z|| = 0 pro n — co. K zadané iloze Au=15b, kde A: X - X* be X*,
sestrojme Galerkinovu aproximaci Apu, = by, n € N, na prostoru X,, t.j.

A, =P AP,: X, » XS a b, =P'b
a P, je vnoteni prostoru X, do prostoru X. Pak plati:

1. Je-li operdator A : X — X * ryze monotonni, radidlné spojity a koercivni,
pak pro kaZdé n € N existuje jediné teseni u, Galerkinovy aprorimace
dlohy Au = b na prostoru X,, a posloupnost {u,} konverguje slabé k jedi-
nému vesent u této tlohy. Inverzni operdtor A=1 : X* — X definovany
predpisem A71b=u, b € X *, je ryze monotonni, ohraniceny a demispo-
Jity.

2. Je-li operdator A : X — X* ryze monotonni, radidlné spojity, koercivni
a splriiuje podminku (S), tzn. je splnéna ndsledugjici implikace

[, = u, (Aup — Au,up —u) -0 =  u, — u,

pak posloupnost {u,} konverguje silné (v normé prostoru X) k jedinému
veseni u ulohy Au = b. Inverzni operdtor A~ je ryze monotdnni, ohra-
niceny a spojity.
3. Je-li operdtor A silné monotonni a Lipschitzovsky spojity, tzn. existuji
kladna cisla M > 0 a L > 0 takovd, Ze pro kazdé u,v € X plati
(Au— Av,u—v) > M||lu—v|? a ||Au— Av|| < Ll|ju—v|,

pak pro chybu Galerkinovy aprorimace u, od presného TeSeni u ulohy
Au = b plati odhad

o —ull < 5 nf o~

Up — U — inf ||jv — uy||.

" - M vex, "

Je-li A silné monotonni, pak A~1 je Lipschitzovsky spojityj. Jestlize ope-
rdtor A je navic Lipschitzovsky spojity, pak inverzni operdtor A~1 je jiz
stlné monotonni a Lipschitzovsky spojity.

Dukaz. Jelikoz P, je linearni operator, pro ktery plati P,u = u pro vSechna
u € X, C X, prendsi se vSechny vlastnosti operdtoru A na vlastnosti operdtoru
A, na prostoru X,.

1. Ve vété 2.3.11 byla dokazana existence feseni u,, Galerkinovy aproximace
tlohy Au = b na prostoru X,,. Jednoznacnost plyne ihned z ryzi mono-
tonnosti operdtoru A,:

(Apu — Apv,u—v) = (AP,u— AP,v, P,u— Pv) =
= (Au—Av,u—v) >0 Yu#v, uveX,.
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Protoze posloupnost u,, je ohrani¢end (viz (2.40)) a FeSeni u tlohy Au = b
je jediné, z reflexivity prostoru X a z dtikazu véty 2.3.10 vyplyva, ze kazda
slabé konvergujici podposloupnost {u,, } mé za slabou limitu prvek u
a tim z vlastnosti slabé konvergujicich posloupnosti v reflexivnim prostoru
také celd posloupnost {u,} slabé konverguje k prvku w.

Operator A™! je ryze monoténni: Zvolme z* # z* € X* a oznaéme
z=A"1z*ay=A"ly* Pak
(z*—y*, A" = A7 ly*) = (Az — Ay, z —y) > 0.

Operdtor A~! je ohraniceny: Necht Au = b a ||b|| < M. Jelikoz operator
A je koercivni, existuje funkce v : RT — R T takova, Ze plati

lim v(r) =400 a (Av,v) > v(||v]))|jv] YveX

r—-+00

a tim
v ([lull) < o]l

JelikoZ v(r) — oo pro r — oo, existuje konstanta K, kterd zavisi na M
tak, ze plati
lull = [|A7*0]| < K (M), [|b]| < M.

Operator A~ je demispojity: Podle lematu 2.1.3 monoténni operator
je radialné spojity (resp. demispojity), pravé kdyZ je splnéna implikace

<b1—AU,U1—’U>ZOVU€X — Aulzbl,bleX*.

Dosadme by := b a uj := u. JelikoZ monoténni operdtor A je podle
predpokladu radidlné spojity, plati implikace

(b—Av,u—v) >0VweX = Au=b.
Avsak
0<(b—Av,u—v) = (b—gu—A""g) Vg=Av e X* = u=A""b,

coZ znamena, ze monoténni operator A~! je podle lematu 2.1.3 radialné
spojity.

. Podle dokézéného tvrzeni v bodé 1., posloupnost {u,} slabé konverguje

k prvku u. Posloupnost {X,,},n € N, je limitné hustd v prostoru X a tim
existuje posloupnost {v,}, v, € X,,, takova, ze plati v,, — u. Z definice
Galerkinovy aproximace obdrzime
(Aup, — Auyup, —vn) = (A, Uy —vp) — (byup — vp) =

= (byun —vn) — (byup —v,) =0. (2.42)
Jelikoz mnozina {Au,} je ohranifend (viz dikaz véty 2.3.11), obdrzime
z této rovnosti splnéni pfedpokladu v podmince (S):
(Auy — Auyuy —u) = (Auy, — Au,uy — vp) + (Auy, — Au, v, — u) <

< Cp an - UH,



2.4. NUMERICKE METODY 117

kde Cy, = (||Aunl|| + ||Au|)) < C < 400 a 0 < (Au, — Au, u, — u). Proto
(Auy, — Au, up —u) — 0.

Jelikoz operédtor A splituje podminku (S), konverguje posloupnost {u,}
silné k feSeni u tlohy Au = b.

Operétor A1 je spojity: Necht b,, — b, b, b€ X *.

Ozna¢me u,, = A~ b, a u = A~'b. Podle dokdzaného tvrzeni v pied-
chézejicim bodé je monoténni operator A~! radialné spojity a tim také
demispojity. Odtud plyne, Ze posloupnost {u,, = A~b,} konverguje slabé
k bodu u = A~'b a proto je omezena. Z konvergence b,, — b obdrzime

(Aup, — Au, up, —u) = (by —b,up —u) — 0 pro n — oo.
Operétor A splituje podminku (S) a tim
JA~ b, — A72b]] = flun — ul] — 0,
coZ znamena, ze operator A~! je spojity.

3. Jelikoz operator A je silné€ monoténni, spliiuje podle lemmatu 2.1.1 pod-
minku (S) a je ryze monoténni. Tim podle tvrzeni v bodé 2. plati:
|lter, — ul| = 0 pro n — oco. Pro libovolné v, € X,, je (viz rovnost (2.42))

0 = (Aup — Au, up, — vy) = (Aup — Au, up — u) + (Auy — Au, u— o) .
7 této rovnosti s vyuzitim predpokladi obdrzime
Mllu— |2 < (Aun — A, 1 — 1) < [Ju—va ]| Lllun —u

a odtud plyne odhad

L
[l — ul] < i lvn — unl  vn € Xp.

Inverzni operator A~! je Lipschitzovsky spojity: Tuto vlastnost obdrzime
pouze z predpokladu silné monotonnosti operatoru A:
Pro libovolné b,g € X* aprou=A"thav=A"1gje

I =gl lu vl > (Au—Av,u—v) > Mlu—v|* =
= M|ATb— A7 gll[lu—v].

Odtud jiz plyne Lipschitzovska spojitost operatoru A=1:
1
A7 — ALy < —||b—g]-
I gl = 57 16—l

Vlastnost, Ze inverzni operator A~! je silné monoténni obdrzime z pired-
pokladu Lipschitzovské spojitosti a silné monotonnosti operatoru A:

Ib=gl 47 = A9 = (Au=Av,u=0) = Mlu—o|? <
M M
< g lldu—av? = 25 b—gul®
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Cviceni 2.4.1 Necht X je reflexivni a separabilni Banachtv prostor a po-
sloupnost kone¢né rozmérnych podprostoru X,, C X, n € N je limitné husta
v prostoru X. Jestlize operator A : X — X * je stejnomérné monoténni, tzn.
existuje rostouci funkce a : R — R takovd, Ze a(0) = 0 a pro kazdé u,v € X
plati
(Au— Av,u —v) = a(llu—vl) [lu—o],

pak operator A~! je spojity. Dokazte.

Predpokladejme, Ze pro funkci a(t), t € RT, v definici stejnomérné mono-
tonnosti plati odhad

a(t) >t pro 0<t<ty to>0, a a>0

a operator A je navic Lipschitzovsky spojity, pak existuje ng tak, Ze pro chybu
Galerkinovy aproximace u,, (na prostoru X,,) od pfesného feSeni u tlohy
Au = b plati odhad

2=

L .
[l — ul| < Y vle%g lv — up] pro n > ng.

Dokazte.

2.4.2 Iteracni metody

V tomto odstavci budou uvedeny tfi itera¢ni metody feseni rovnice Au = b, kde
A: X — X* je monoténni operdtor a X je realny, separabilni Hilbertiv pro-
stor se skaldrnim souéinem (-, -). Studovana rovnice je za uréitych predpoklada
ekvivalentni tloze na pevny bod operatoru 73,

Tyx =2 —tBx, Br=U '(Az—b), z¢cX,

t je dostatecné malé nezaporné ¢isloalf : X — X * je dualiza¢ni zobrazeni pro
prostor X. Pripomenime z 1. kapitoly, ze U izometricky a izomorfné zobrazuje
prostor X na prostor X * a pro kazdé x € X a y € X plati

U@ = [l«fl, — Uz, 2) = (z,2), z€X.

Poznamenejme, ze Y = R, kde R: X * — X je Riesztiv operator definovany
v Rieszové-Fréchetové vété o obecném tvaru spojitého linedrniho funkcionédlu
na Hilbertové prostoru.

Metoda postupnych aproximaci pro nalezeni tohoto pevného bodu je ite-
ra¢ni metodou Feseni studované tlohy Au = b. Tuto myslenku konstrukce ite-
racéni metody feSeni tohoto problému nelze obecné rozsirit pro ptripad obec-
ného reflexivniho prostoru. V tomto piipadé nemusi byt dualiza¢ni zobrazeni
jednoznacné, je obecné nelinedrni a vlastnosti operatoru A (monotonnost a j.)
se neprenaseji na vyse definovany operator B jako v pripadé Hilbertova pro-
storu. To mé za nasledek, ze operator T; nemusi byt kontrahujici pro jakékoliv
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nezaporné realné t. Avsak niZze studované itera¢ni metody lze rozsifit i na pri-
pady monotdénnich potencidlnich operatora v striktné konvexnich Banachovych
prostorech X a X *. Podrobnosti budou uvedeny v nasledujici kapitole. Dukazy
konvergence téchto metod budou ponechany ¢tenafi k procviceni pojmu z vyse
uvedené teorie.

Véta 2.4.2 Necht X je redlny, separabilni Hilbertiv prostor se skaldrnim sou-
¢inem (-,-). Predpoklddejme, Ze operdtor A : X — X * spliiuje ndsledugjict pred-
poklady:

1. Operdtor A je silné monotonni, tzn. existuje konstanta M > 0 takovd, Ze
pro vsechna x,y € X plati

(Az — Ay, x —y) > M|z — y|>.

2. Operdtor A je Lipschitzovsky spojity, tzn. existuje konstanta L > 0 ta-
kovd, Ze pro vsechna x,y € X plati
(Az — Ay, —y) < Ll|lz — y|*.
Zvolme b € X *. Pro libovolné vy € X, t € (0,2M/L?) sestrojme posloupnost
{vi} definovanou predpisem
Z/{(UZ‘)ZU('I}Z‘,l)—t(A'Uifl—b), i=1,~'~,
Pak posloupnost {v;} konverguje k jedinému teSeni u dlohy Au =b s chybou

k't
1-%

[[vi —ul| < | Avo — ],

kde
k=Fk(t)(1 —2Mt+ L**)Y? < 1.

Cviceni 2.4.2 Dokazte vétu 2.4.2.
Navod. Nejprve ukazte, ze tloha Au = b je ekvivalentni nalezeni pevného
bodu operatoru T;:

Au=b <+— u="Tu, Tix = — tU ' (Az — b) Va € X.
Podobné jako v dikaze véty 2.3.1 dokazte, ze operator T; je kontrahujici:
|ITew — Tyll* < (k(t)]lz = yl)* Vo,ye X

a tim podle Banachovy véty o pevném bodu (viz véta 1.3.7) existuje jediny
pevny bod u operatoru T, k némuz konverguje posloupnost postupnych apro-
ximaci u;, u; = Tyu;—1, kde ug je libovolné zvoleny prvek z prostoru X. K do-
konceni dikazu véty stac¢i polozit v; = u; a pouzit Banachovu vétu. &
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Cviceni 2.4.3 Nechf jsou splnény predpoklady véty 2.4.2. Ukazte, ze funkce
k = k(t) nabyva svého minima na intervalu (0,2M/L?) v bodé t = to, kde

% a ko= k(ty) = (1_(%)2>%.

Zvolme t =ty a vg = 0. Dokazte, Ze pro vSechna ¢ € N je

to =

3
lvill < 7 1140 = b].

Navod. Ukazte, ze plati

[oill < flvi =l + [lull <

to 2
A0 — < — |40 —
T g 140 = bll + flull < 771140 = Bl} + lu]

M[ul|? < (Au — A0, u) < [|A0 — b|| |[ull, Au=b.

Odtud plyne, ze predpoklady véty lze zeslabit tak, aby operator A splnoval
uvedené nerovnosti v bodé 1. a 2. pro x a y pouze v kouli

3
= . < P — .
K ={veX; ol < — |40 -]}

&

Necht jsou splnény predpoklady véty 2.4.2 a nechf posloupnost {X,,},n € N,
kone¢né rozmérnych podprostori je limitné husta v prostoru X, tzn., ze pro
libovolné = € X existuje posloupnost {z,}, =, € X, tak, ze plati ||z, —z| — 0
pro n — oo. K zadané tloze Au = b, kde A : X — X* ab € X* sestrojme
Galerkinovu aproximaci Anu, = by, n € N, na prostoru X,, (viz véta 2.4.1),
t.J.

A,=P AP, X, —» X a b, =P b

a P, je vnoreni prostoru X,, do prostoru X. K sestrojeni Galerkinovy apro-
ximace je zapotfebi Tesit soustavu obecné nelinearnich rovnic A,u, = b, na
prostoru X,,.

Kombinovana Galerkinova a iteraé¢ni metoda spociva v tom, Ze apro-
ximaci u, € X, budeme konstruovat pomoci véty 2.4.2 aplikované k operato-
rové rovnici A,u, = b, na prostoru X,,. Timto zptsobem FeSeni nelinedrnich
rovnic A,u, = b, je pro kazdé n € N prevedeno na FeSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic. O konvergenci této metody pojednéava nésledujici tvrzenti,
jehoz dilkaz také ponechame ¢tenafi jako cviceni.

Véta 2.4.3 Za predpokladu véty 2.4.2 existuje pro kaZdé n € N jediné reseni
up, tlohy Apu, = b, na prostoru X,,. Pro libovolné v, € X, t € (0,2M/L?)
sestrojme posloupnost {v, ;}i definovanou predpisem

Un(vn,i) = Z/{n(vn,i—l) —t (An'Un,i—l - bn)a t=1,---
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kde U,, : X, — X je dualizacni zobrazeni pro prostor X,. Pak posloupnost
{vn,i} konverguje pro i — oo k jedinému tesent u,, dlohy Apu, = by, s chybou

kit kit
||'Un,i - un” < m ||Anvn,0 - bn” < m ||Avn,0 - b”

kde
k=k(t)=(1-2Mt+ L**)Y? < 1.

Cviceni 2.4.4 Dokazte vétu 2.4.3.
Navod. Ovéite, ze operator A,, je pro kazdé n € N silné monoténni (s tou
samou konstantou M jako u operdtoru A), tzn. plati

(Apz — Ay, z—y) > M|z —y||* Vz,y € X,
a je Lipschitzovsky spojity, tzn.
(Apz — Apy,x —y) < Lllz —y||*> Va,y € X,..
Aplikujte vétu 2.4.2 pro operétor A,, : X,, — X,*.
s

Na zavér tohoto odstavce uvedeme tzv. projekéné-iteraé¢ni metodu, kte-
ra spociva v aplikaci Galerkinovy a vySe uvedené iteracni metody, avSak pro
kazdé n € N se aplikuje pouze jeden krok této itera¢ni metody, zvétsi se n o jed-
notku a ziskana aproximace se pouzije jako pocatecni hodnota pro nasledujici
krok itera¢ni metody. K dikazu konvergence popsané metody je zapotiebi na-
sledujici tvrzeni.

Lemma 2.4.1 Necht Z je Banachiv prostor s normou || - ||, {Z.} je rostouct
posloupnost uzavienych podprostori v Z,

Z]_CZQC"'ZnC"',

a necht posloupnost operdtord {Uy}, Uy, : Zn, — Zn, je stejné kontrahugici
v tomto smyslu: existuje konstanta k € (0,1) takovd, Ze plati

Uu —Upv|| < k|lu—v|| Yu,v€Z,, n=1,2---.
Predpoklddejme, Ze posloupnost pevngch bodi {u,}, Upu, = un, konverguje
v normé prostoru Z k prvku u € Z. Pak pro libovolné vy € Z posloupnost {v;}
sestrojend podle predpisu

v =Uwi1, i=1,2,---,

také konverguje k u.
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Duikaz. Jelikoz U,u, = un, je

[vn —unll = [|Upvn-1 — Untnll < kllvn—1 — tn—1ll + Kkllun—1 — un||
< k2||vn—2 — Up—2|| + k2Hun—2 — Up—1[l + klun—1 — un||
< s < EMwo — ul] + Sn—1, (2.43)
kde
n—1
Sp_1 = Z ™ g — wl|-
i=1

Nejprve dokazeme, ze s,, — 0 pro n — oo. K zjednoduseni zapisu oznacme

a; = Hui+1 — u2|| Pak
n

S; = E k‘nJrlilai.

i=1
JelikoZ w,, — wu, existuje konstanta C' > 0 tak, ze ||u;|| < C Vi € Na a; — 0.
Zvolme € > 0 a sestrojme ng a ny tak, aby platilo

a; < %(1—]@) Vi>ng a noklthTmoC < % Vn > ni.
Pak pro n > max(ng, n1) je
o , - , € 1
Sp = z;kn+171 ai—l—- Z+1 kn+172 a; S n0k1+n7'ﬂ0 C-'-E(l—k)kninom S E.
1= 1=no

Odtud plyne s,, — 0. Z nerovnosti (2.43) obdrzime ||v, — uy| — 0 a z troja-
helnikové nerovnosti tvrzeni véty:

[on = ull < flon = un|| + [lun — ul| — 0.
O

Véta 2.4.4 Za predpokladu véty 2.4.2 a s oznacenim jako ve vété 2.4.3 projek-
¢né-iteracni posloupnost w,, sestrojend podle predpisu

un(wn) :un(wnfl)_t(Anwnfl _bn), ’17,:1,"', ’

kde Uy, : X,, — X¥ je dualizacni zobrazent pro prostor X,,, konverguje pro libo-
volné wy 0 € X a libovolné t € (0,2M/L?) k jedinému veseni u tlohy Au = b.

O

Cvicéeni 2.4.5 Dokazte vétu 2.4.4.
Navod. Projekéné-iteracni posloupnost w,, lze zapsat ve tvaru w, = Upw,_1,
kde

Uyw = w — U (Apw — b,)  Yw € X,

Aplikujte lemma 2.4.1.



Kapitola 3

Potencialni operatory

Rada vysledkil tykajici se FeSitelnosti operatorovych rovnic z druhé kapitoly
byla nejprve dokazana pro potencialni tlohy. Tento pojem je prevzat z termi-
nologie popisu fyzikalnich tloh. Existuji tlohy, u kterych nelze bez predpokladu
potencialnosti studovat existence popf. jednoznac¢nost reSeni.

V prvnim odstavci budou popsdny nutné a postacujici podminky poten-
ciadlnosti s uvedenim nékolika prikladi. V druhém odstavci bude pojednano
o monotdénnich operatorech, které jsou soucasné potencidlnimi operatory. Bu-
dou dokazany zakladni véty o feSitelnosti operatorovych rovnic s témito typy
operatort. Dualita bude studovana v tieti kapitole a v posledni kapitole bude
pojednano o nékterych numerickych metodach feSeni rovnic s potencidlnimi
operatory. Pokud nebude feceno jinak budeme v této kapitole predpokladat, ze
uvazované funkcionaly jsou kone¢né, tzn. nabyvaji v kazdém bodé svého defi-
ni¢niho oboru kone¢né hodnoty, a defini¢ni obor studovanych operatort bude
realny reflexivni Banachtv prostor.

3.1 Definice a kritéria potencialnosti operatoru

Definice 3.1.1 Nechf X je redlny normovany prostor. Rekneme, Ze operdtor
A: X — X* je potencidlni, jestlize existuje funkciondl F definovany na pro-
storu X takovy, Ze v kaZdém bodé x € X existuje G-derivace grad F(x):

grad F(z) = F'(z) : X — X * tak, Ze plati A = grad F, tzn.

1
(Az,y) ztlin(l)z(F(x—}—ty)—F(x)) Ve, y € X.

Funkciondl F' se nazjvd potencidlem operdtoru A.

Poznamka 3.1.1 Pojem potencidlniho operatoru lze bezprostfedné rozsitrit
i pro operatory T : X — Y, kde prostor Y je linedrné izometricky izomorfni
prostoru X *.

Ozna¢me tento izometricky izomorfismus symbolem Iy € L(X*Y), a defi-
nujme operator A : X — X * predpisem A = I;lT : X — X*. Rekneme,

123
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7e operator T' : X — Y je potencidlni, jestlize operator A : X — X* je
potencialni a potencidl F' operdtoru A je potencidlem operatoru 7. S timto
rozSifenim se lze setkat v pripadé, kdy prvky prostoru Y reprezentuji spojité
linearni funkcionaly z prostoru X *.

Za vyse uvedenych predpokladt je pro libovolné xz,u € X

(Az,u) = <I;1Tx,u> = <I;1y,u> = a(y, u),
kde y = Tz a a(y, u) je spojita bilinedrni forma na prostoru Y x X,
la(y, V)| < [lylly [lv][x-
Je-li operator A: X — X * potencialni s potencidlem F, pak
(Az,u) = (grad F(x) ,u) = <I;1Tx,u> Ve,u e X

a tim
grad F =I,'T = T =IygradF.

Poznamenejme, 7Ze bilinearni forma a reprezentuje obecny tvar funkciondlu z *:
x*(u) = <Iily,u> =a(y,u), kde y=Iyx* €Y, uelX.
[ )

Potencial radialné spojitych potencidlnich operatori lze explicitné vyjadrit
v integralnim tvaru.

Lemma 3.1.1 Necht operdtor A : X — X* je radidlné spojity potencidlni
s potencidlem F'. Pak pro kazdé x € X plati

1
Fz) = F(0) + / (Atz, z) dt.
0
Dukaz. Zvolme z € X a vySetfujme funkci ¢(t) = F(tx) pro t € [0,1]. Zfejmé
1
' (t) = lim - (F(tz + sx) — F(tz)) = (Atz, z) .

Protoze A je radidlné spojity, je funkce (Atx,z) = ¢'(t) spojitd na intervalu
[0,1] a odtud dostaneme

1 1
F(o) = F(0) = (1) = 9(0) = | ()t = [ (ata,a) at.
0 0
O
Z tohoto lemmatu plyne, Ze potencial radialné spojitych potencialnich ope-

ratord je urcen az na konstantu jednoznac¢né.
V nasledujicim lemmatu budou uvedeny kritéria potencidlnosti operatoru.
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Lemma 3.1.2 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a operdtor A,
A: X — X* je demispojity. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Operdtor A je potencidlni.

b) Pro libovolné x,y € X plati
1 1 1
[ty ae - [ ) ae = [ At =)o) a
0 0 0

¢) Pro libovolné x,y a libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni u,
w:[0,1] — X, takové, Ze u(0) = = a u(l) =y plati

1 1 1
/0 (Atz, x) dt — /0 (Aty,y) dt = /0 (Au(t),u' (t)) dt.

Dukaz. Implikace a) = b): Podle lemmatu 2.1.2 je demispojity operator radi-
alné spojity a podle lemmatu 3.1.1 je pro libovolné z,y € X

/ (At z) dt —/ (Aty,y) dt = F(z) = F(y) =
0 0
_ /O %F(y+t(x—y))dt=/o (Aly +t(z —y)),z —y) dt.

Implikace b) = ¢): Z demispojitosti operatoru A plyne existence konstanty
M > 0 tak, ze pro kazdé 7,t, s € [0, 1] plati

1A (u(s) + 7(u(t) —u(s))) || < M.

Skuteéné, nechf takova konstanta neexistuje. Pak existuje posloupnost éisel
tns Tn, Sn € [0,1] tak, Ze mnozina ||A (u(syn) + 7n(u(tn) — u(sy))) || neni ohra-
ni¢ena. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze t, — t, 7, — T, S, — S.
Pak ze spojitosti funkce v : [0,1] — X obdrzime

U(Sn) + Tn(u(tn) - U(Sn)) - U(S) + T(U(t) — U(S)) pro n — oo.

Avsak A je demispojity a tim posloupnost {A (u(sy,) + 7n(u(t,) — u(sy)))} kon-
verguje slabé. AvSak kazda slabé konvergentni posloupnost je v prostoru X *
ohranic¢end (prostor X je reflexivni), coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Na intervalu [0, 1] vySetfujme redlnou funkei ¢:

1
o) = [ (arat),uie) o
0
Z predpokladu v b) obdrzime pro ¢, s € [0, 1]

() — o(s)| = / (Aru(t),u(t)) dr — / (Aru(s),u(s)) dr| =

< Mlu(t) — u(s)|| <

/0 {(A(u(s) + 7(u(t) = u(s))), ult) — u(s)) dr

< Mt~ 5| mas /(7).
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coz znamena, ze funkce ¢ je Lipschitzovsky spojita a tim je absolutné spojita.
Tudiz

1 1 1
|t ae - [t @ =) - 00 = [ pd G
0 0 0
7 véty o stfedni hodnoté obdrzime

v w(s) =)
e = lim = =

s—t

=gg<mmw+mma—mmxﬂﬁlﬂ9>=mwmwm>

a tim odtud a z rovnosti (3.1) plyne tvrzeni c).
Implikace ¢) = a): Dokdzeme, Ze funkciondl F,

1
F(x) :/0 (Asz, ) ds,

je potencial operatoru A. Polozme u;(s) = x+sty. Pro libovolné t € R, z,t € X
a odpovidajici hodnoty sg € [0, 1] (z véty o stiedni hodnoté) obdrzime

F(z+ty) — F(x) _

lim
t—0 t
1 1 1
= lim — </ (As(z + ty),z + ty) ds — / (Asz, x) ds) =
=01 \Jo 0
i [ (w0 s = i [ (o)1) as =
= lim = ; ui(s), wy(s)) ds = lim ; ug(s), ty) ds =

= %E% (A(z + soty),y) = (Az,y).

O

Cviceni 3.1.1 Dokazte ekvivalentnost v tvrzeni a) a b) v lemmatu 3.1.2 za
predpokladu, Ze operator A: X — X * je radidlné spojity.

&
Poznamka 3.1.2 JestliZe jsou splnény piedpoklady v lemmatu 3.1.2, pak ope-

rator A : X — X * je potencialni, pravé kdyz pro kazdé spojité diferencovatelné
zobrazeni u : [0,1] — X takové, ze u(0) = u(1) plati

/ (Au(r),u/ (7)) dr = 0.
0

V pripadé, kdy operator A : X — X * je G-diferencovatelny, lze k ovéreni
potencialnosti vyuzit nasledujici ekvivalence.



3.1. DEFINICE A KRITERIA POTENCIALNOSTI OPERATORU

Lemma 3.1.3 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a operdtor A,
A: X — X* md v kazdém bodé x € X G-derivaci A'(x) takovou,
ze pro vechna x,y,h € X je funkce ¥,

P(s,t) = (A'(h+ sz + ty)z,y),
spojitd na mnoZiné [0,1] x [0,1]. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
a) Operdtor A je potencidlnd.

b) Pro vsechna x,y,h € X plati
(A'(h)z,y) = (A'(h)y,z).

Dukaz. Implikace a) = b):

127

Necht operator A je potencialni s potencidlem F'. Definujme funkci ¢p o (t)

predpisem:
Ohzy(t) = [F(h+tx+ty) — F(h+tx)] — [F(h+ty) — F(h)].
Pomoci lemmat 3.1.1 a 3.1.2 obdrzime

F(h+tx+ty) — F(h+tx) =

1 1
:/ (A7(h + tx + ty), h + tx + ty) dT—/ (Ar(h +tz),h + tz) dr
0 0

1 t
= / (A(h + tx + Tty), ty) dr = / (A(h + tz + s1y),y) ds1
0 0

a podobné
t
F(h+ty) = F() = | (A(h+ s19).0) doa,
0
Odtud dostaneme

t
Ohzy(t) = / (A(h +tx + s1y) — A(h + s1y),y) dsi1.
0

Taylorova formule se zbytkem v integralnim tvaru (viz napt. [13]) mé tvar

(Alu +v) — Av,y) = /o (A" (v+ Tv))v,y) dr,

kde u,v,y € X. Pouzitim této formule po upravé obdrzime

1
(A(h + tx + s19) — A(h + s19).,y) = / (A'(h+ s1y + Tta)ta,y) dr =
0

¢
= / (A'(h + 51y + s2x)x,y) dsa
0
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a pomoci véty o stfedni hodnoté obdrzime
‘Ph,x,y(t) =
t et
= / / (A'(h + sox + s19)x,y) dsadsy = t2 (A (h+ Tz + T1y)z, ),
0o Jo
kde 7; € [0,¢] a i = 1,2. Z definice @, 5 (t) ithned plyne rovnost
Oh,zy(t) = Ohy.e(t), a proto
<A/(h + ez + le)l', y> = <A/(h + T4 + T3y)$a y> )

kde 73,74 € [0,¢]. Limitnim pfechodem ¢ — 0 obdrzime tvrzeni v bodé b).

Implikace b) = a):
Podobné jako v dtikazu predchézejici implikace obdrzime pouzitim lemmatu
3.1.2 a Taylorovy formule rovnosti, které plati pro libovolné z, y € X:

/0 (Atx, ) dt—/0 (Aty,y) dt
1 1
:/ (Atz,z —y) dt —l—/ (Atx — Aty,y) dt =
0 0
1 1ot
= [t =g as [+ s - )@ - ) dsae =
= [ ey as [ Ay sto =) dras -
1 1
:/ (Atx,x—y)dt—i—/ (A(ly + s(x —y)) — Asz,z — y) ds =
0 0

:/0 (A(y + 5(z — 9)),z —g) ds.

Z téchto rovnosti a z lemmatu 3.1.2 jiz plyne, Ze operator A je potencidlni.

O

Cviceni 3.1.2 Necht X je redlny Hilbertiv prostor a operator A € L(X).
Dokazte, ze tento operator je potencialni, pravé kdyz je samoadjungovany. Se-
strojte jeho potencial.

Navod. Aplikujte vSechna vySe uvedend kritéria z lemmat 3.1.2, 3.1.3 a cvi-
¢eni 1.5.1. K sestrojeni analytického vyjadieni potencidlu vyuzijte
lemma 3.1.1 a spojitosti operatoru A. Ukazte, Ze potencial F' tohoto operdtoru
(viz cviceni 1.5.1) je tvaru F(z) = 1(Az,z) Vz € X.

&

V nésleduji ¢asti tohoto odstavce uvedeme nékolik prikladi potencidlnich
operatort, se kterymi se lze setkat v aplikacich.



3.1. DEFINICE A KRITERIA POTENCIALNOSTI OPERATORU 129

Priklad 3.1 Nechf prostor X * je striktné konvexni, kde X je Banachiv pro-
stor. Pak existuje jednoznacné definované zobrazeni U : X — X * tzv. dua-
liza¢ni (viz 1. kapitola, definice 1.5.2), majici pro libovolny prvek z € X tyto
vlastnosti:

@) =ll=ll, Uz, z) = U@)] =] =]

V 2. kapitole bylo v ptikladé 2.3 dokazano, ze je-li prostor X navic reflexivni,
pak dualiza¢ni zobrazeni U : X — X * je ryze monotdénni, koercivni a demis-
pojité a tim také radialné spojité a hemispojité.

Operator U je potencialni s potencidlem

1
F(z) = §||a:||27 reX.

Dikaz. Pro libovolné x,y € X plati
Uy,y —z) = Uy, y) — Uy, z)
1 1
2 2y _ Loz Ly e
(lzl® +1yl%) = 5yl = 5ll=|

> = lzll* + =]l lyll > Uz, y — ).

vV

Y

> [yl = Nl lyll = llyll* -

N =

Dosazenim y := x + th, h € X, obdrzime
1 1
t{Ue,h) < 3| +th||? — 5||oc||2 < t (U(z +th),h).

Operator U je radidlné spojity a proto odtud po vydéleni t # 0 a limitnim
pfechodem ¢ — 0 obdrzime

1 1
PII(I); [F(z+th) — F(z)] = Ux,h), kde F(x)= §||x||2, zeX.

a tim je tvrzeni dokézano.

Priklad 3.2 Necht Q = (a,b), a,b € R. Predpokladejme, ze funkce f spliiuje
Caratheodorovy podminky

(i) f(-, r) je méfitelnd pro vSechna pevna r € R;
(ii) f(=, -) je spojitd pro skoro vSechna = € Q.

Na mnoziné funkci u :  — R definujme operator Némyckého (viz definice 1.6.1
v 1. kapitole) N predpisem

Nu(z) = f(z,u(z)).
Zopakujme zakladni vlastnosti Némyckého operatoru v uvedeném pripadé:

1. Operator N zobrazuje méfitelnou funkci u na funkci méfitelnou.
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2. Necht 1 < p < 00, ¢ = p/(p — 1). Jsou-li splnény nésledujici rastové
podminky

[f(z,7)] < g1(@) + (@) PP~

kde g1 € L%(2) a ¢ je nezapornd L°°-funkce, pak Némyckého operator N
je dobfe definovany, spojity a ohraniceny z prostoru LP(€2) do prostoru
L1(Q).

Operétor N je potencidlni s potencidlem

b x(T)
—|—/ / f(r,z)dzdr, =z € LP(a,b).
a 0

(iii) Je-li funkce f(z, r) neklesajici v proménné r pro skoro vSechna x € Q,
pak operator A je monoténni, tzn. plati

b
/ Nu—Nv)(r)(u(r) —v(r))dr >0 Vu,v € LP(a,b).

Dukaz. Operéator N je spojity a tim je také radidlné spojity a také demispojity.
K ovéfeni, ze je potencialni vyuzijme kritéria v lemmatu 3.1.2. Pfipomenme,
ze na zakladé vét o obecném tvaru spojitého linedrniho funkcionalu v prostoru
X = LP(a,b) je dudlni prostor k prostoru X = LP(a,b) izometricky izomorfni
prostoru L%(a,b), tzn. k * € X * existuje jediny prvek y € Li(a,b) tak, ze
pro vSechna x € X plati

Navic ||z*|| = |ly|| a tim operator I, € L(L%(a,b), X *) definovany pfedpisem
I,y = x* izometricky izomorfné zobrazuje prostor L9(a,b) na X *.
Defimujme A : X — X*, X = LP(a,b), takto: Au=1I, f(-,u), v € X, tzn.

b
(Au,v) = / Fru(m))o(r)dr,  uve L((a,b)).
Snadno se ovéti, ze pro x € LP(a,b) plati

(3.2)

Analogicky formule plati pro y € LP(a,b). Odtud dostaneme pro z,y € LP(a,b)

1 z(7)
/ (Atz, x) dt — / (Aty,y) dt = / / (1,2)dzdr.
0 0 y(7)
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Avsak
/0 (A(y +t(x — ),z —y) dt =

1 b
:/0 / Flr,ta(r) + (1 = )y(r)(@(r) — y(r)) dr dt =

b z(7)
= / / f(r,z)dzdr
a Jy(r)

a podle tvrzeni b) v lemmatu 3.1.2 je operdtor A : X — X* potencidlni.
Jelikoz N = Iq_lA a operator I, € L(L%(a,b), X *) je izometricky izomorfismus,
je operator N potencidlni (viz poznamka 3.1.1).

Z lemmatu 3.1.1, poznamky 3.1.1 a identity (3.2) je potencidl F' operatoru
N tvaru

b z (1)
F(z) = F(O)+/ /o f(r,2)dzdr, € LP(a,b).

Analogicky jako u pojmu potencidlnosti se definuje monotonnost (ryzi, stej-
nomérnd, silnd) operdtoru N pfes monotonnost vyse definovaného operatoru
A: X — X* (viz pozndmka 2.1.2 v 2. kapitole). Pak pro u,v € X za pfedpo-
kladu (iii) je

b
(Au— v — ) — / (F(r,u(r)) = £(r, v(r)) (u(r) — v(r)) dr > 0

a tim je operdtor A/ monoténni.

)

Cvicéeni 3.1.3 Necht Q je oblast konecné miry v R,, a m je prirozené &islo.
Predpokladejme, ze funkce f spliiuje Caratheodorovy podminky

(1) f(-, r) je méFitelnd pro vSechna pevna r € R,,;
(ii) f(z, -) je spojita pro skoro v8echna x € Q.

Na mnoziné funkci v : @ — Ry, u(z) = (ui(z), -, um(z)) definujme operator
Némyckého N predpisem

Nu(z) = f(z,u(z)).
Necht 1 < p < o0, ¢ =p/(p— 1) a pfedpokladejme, Ze jsou splnény nésle-
dujici rastové podminky

m

@) < gul@) + (@)Y Jual

=1

kde g1(z) € L1(Q) a ¢ je nezdpornd L>°-funkce. Pak podle véty 1.6.1 je Némyc-
kého operator N dobfe definovany, spojity a ohraniceny z prostoru
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[LP(Q)]™ = LP(Q) x --- x LP(Q) (m-krat) do prostoru L9(Q). Dokazte, Ze
operator Némyckého N je potencidlni a ukazte, Ze I’ definované predpisem

z(7)
F(x) = F(0) —|—/ / f(r,2)dzdr, =€ [LP(Q)]™,
Q Jo
je jeho potencial. Naleznéte podminky, za kterych je tento operator monoténni.

&

Priklad 3.3 Necht X je realny normovany prostor. Predpokladejme, Ze norma
lz]| je G-diferencovatelna v kazdém nenulovém bodé z € X.
Pak podle lemmatu 1.5.1 tento G-diferencial je G-derivaci a pro ¢ # 0 plati

lgrad |z || = 1, (grad|lz], =) = ||z[|, gradfcz|| = signc grad|z].
Zvolme « > 0 a vySetfujme funkciondl F',
F(z) = ||z||*™!, ze€X.
Z definice G-derivace obdrzime pro x # 0
(grad F(x), h) = (a+ 1)l|]* (grad|jz]], ),

tzn.

Az = grad F(z) = (a+ 1)[Jz||* grad ||z|| € X — X ™.
Dodefinujme A0 = 0. Tim operator A je potencialni s potencidlem F'. Navic A
je monoténni a koercivni. Pro x # 0, y # 0 je

(Av — Ay,x —y) = (Az,2) + (Ay,y) — (Az,y) — (Ay,2) >
(e+ 1) [llz[I*F + Nyl = Nzl = llyl*l=]] =
(a+D)(l[=ll = llyl) Alzl* = [lyl*) = 0.

Koercivita plyne z rovnosti

Y

(Az,2) = (o +1)||l=[|* (grad |z, 2) = (o + D]jz|**, 2 € X.

3.2 Potencialni a monotonni operatory

Mezi monoténnimi operdtory a konvexnimi funkcionaly existuje velmi tzky
vztah podobné jako v redlné analyze mezi konvexitou funkcionalu a monotén-
nosti funkce. V 1. kapitole jsme jiz ve vété 1.7.5 dokazali, Ze je-li potencidlni
operator monotdénni, pak jeho potencial je konvexni funkce a naopak - je-li po-
tencial operatoru konvexni, pak tento operator je jiz monoténni. V disledku
1.7.1 bylo ukazano, ze kazdy konvexni funkcional, ktery je spojité G-diferenco-
vatelny (existuje G-derivace), je slabé polospojity zdola. Dale pfipomenime, ze
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v 1. kapitole byly zformulovany dvé véty o existenci bodu, ve kterém nabyva
svého minima slabé zdola polospojity funkcional. Jedna se o vétu 1.7.1 a vétu
1.7.2. V prvni vété (za predpokladu reflexivity Banachova prostoru X) bylo
dokézano, ze slabé zdola polospojity funkcional na prostoru X nabyva svého
minima na kazdé neprazdné, omezené, uzaviené a konvexni mnoziné. Je-li na-
vic funkciondl rostouci (slabé& koercivni) na prostoru X (viz druhd véta 1.7.2),
pak toto tvrzeni plati i pro neomezené uzaviené konvexni mnoziné a tim i pro
cely prostor X.

Predtim nez zformulujeme zakladni vétu o fesitelnosti rovnic s monoténnimi
potencialnimi operatory, dokdZzeme pomocné lemma.

Lemma 3.2.1 Necht A: X — X* je potencidlni operdtor s potencidlem F.
Pak k tomu, aby prvek u € X byl Tesenim rovnice Au = f, f € X*, staci, aby
byla splnéna ndsledugjici podminka:

F(u) = (f,u) = min(F(v) = (f,v)). (3.3)

veX
Je-li operdtor A navic monotonni, pak tato podminka je i nutnd.
Duikaz. Necht
F(u) - <f7 ’LL> = IIllIl(F(’U) - <fvv>)7

veX

tzn. funkcional g definovany na mnoziné X,
g(v) = F(v) = (f,v)y, veX,
nabyva svého minima v bodé u a ma v kazdém bodé v € X G-derivaci ¢'(v):
(g'(v),h) = (grad F(v),h) = (f.h) = g'(v)=F'(v) .
Pak podle lemmatu 1.7.1 je ¢'(u) = 0, a proto pro libovolné h € X
0= (grad F(u),h) — (f,h) = (Au— f, h)
a tim Au = f.
Predpoklddejme, Ze operator A je navic monoténni a Au = f. Pak pro li-
bovolné v € X je podle tvrzeni c) véty 1.7.5
F(v) > F(u) + (Au,v — u)
a odtud plyne
(F(v) = {f,0)) = (F(u) = {f,u)) = F(v) = F(u) = (Au,v —u) = 0,
coz znamens, ze podminka (3.3) je splnéna.

O

K dalezitym vlastnostem monotdénnich potencidlnich operatort patii demis-
pojitost.



134 KAPITOLA 3. POTENCIALNI OPERATORY

Lemma 3.2.2 KaZdy monotonni potencidlni operdtor je demispojity.
Dukaz. Na zdkladé lemmatu 2.1.3 staci dokazat platnost implikace
(f—Av,u—v) >20YWweX = Au=/f feX".

Dosadme do této implikace v; = u + t(v — u), t > 0, a pouzijme nerovnosti
tvrzeni c) véty 1.7.5
F(v) > F(u) + (Au,v — u).

Obdrzime
(fitlv—w)) <t (Avy,v —u) <t (F(v+tv—u))— F(v)).
Vydélenim t # 0 a limitnim pfechodem ¢ — 0 obdrzime

(frv—u) < lim (F(v+ t(o — w) — F(w)) = F(v) ~ F(u).

Z lemmatu 3.2.1 plyne platnost dokazované implikace.

O

Dusledek 3.2.1 Necht A: X — X * je monotonni potencidlni operdtor. Pak
k tomu, aby prvek u € X byl fesenim rovnice Au = f, f € X *, je nutné a stact,
aby

veEX

/01 (Atu,u) dt — (f,u) = min {/01 (Atv,v) dt — (f,v)] . (3.4)

Dukaz. Z ptredchoziho lemmatu 3.2.2 je operator A demispojity. Protoze je mo-
notdénni, je i radidlng spojity (viz lemma 2.1.3) a podle lemmatu 3.1.1 potenciél
F tohoto operatoru lze vyjadrit ve tvaru

F(v) :F(O)—I—/O1 (Atv,v) dt, v e X,

kde F(0) je konstanta. Tvrzeni jiz bezprostfedné plyne z lemmatu 3.2.1.

Funkcionil G,
1
G(v) ::/ (Atv,v) dt — (f,v),
0

prislusny tloze Au = f, f € X *, se v literatufe nazyva potencidlem této ulohy.

Nyni jiz muZeme zformulovat vétu o existenci FeSeni operatorové rovnice
s monotéonnim potencidlnim operatorem. Dtikaz této véty se neopird o Bro-
werovu vétu o pevném bodé, ale o existenci bodu, ve kterém potencial tlohy
nabyva svého minima (viz dasledek 3.2.1)

Véta 3.2.1 Necht A: X — X * je monoténni, koercivni a potencidlni operd-
tor. Pak rovnice Au = f md tedeni pro kaZdou pravou stranu f € X*. Je-li
operdtor A ryze monotonni, pak toto Tefent je jediné.
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Dukaz. Potencidl F' operatoru A je konvexni funkce (viz véta 1.7.5), ktery
je spojité G-diferencovatelny (existuje G-derivace) a podle diisledku 1.7.1 je sla-
bé polospojity zdola. K dikazu existence feseni ulohy Au = f sta¢i podle
disledku 3.2.1 ukéazat, ze funkciondl G nabyva svého minima na prostoru X.
Jelikoz G = F — f, kde f je linedrni spojity funkciondl, je i slabé polospojity
zdola potencidl G tlohy Au = f. Podle véty 1.7.2 stac¢i ukizat, ze G je rostouci
(slabé koercivni) funkciondl v prostoru X a pak jiz bude G nabyvat svého
minima na prostoru X. Slabou koercivitu funkcionalu G dokazeme na zakladé
koercivity operatoru A. Z monotonnosti operatoru A obdrzime pro libovolné
zeXal>t> %

1

(Atz, x) — <Alm,x> = <Atx — Alm,m — 1x> >0.
2 2 2

1
2

Tuto nerovnost a koercivitu operatoru A (viz definice 2.1.1) vyuZijeme pro
odhad funkcionalu G:

1
G(z) :/0 (Atz,z) dt — (f,z) =
:/ (Atz — A0, tz) %dt — (f—A0,z) >
0

1
2/ (Atx — A0, tx — 0) %dt—(f—AO,m) >

1

2

> <A%x, %x> - <f - %AO,J:> > |12 (%y (%”) CIf - %AOH) .

Odtud plyne slabé koercivita G : G(z) — +oo pro ||z|| — +oo.

Dusledek 3.2.2 Potencidl F,
1
F(x) :/ (Atx,x) dt, xe€ X,
0

monotonniho koercivniho potencidlniho operdtoru A : X — X * je ohranicen
zdola.

Dukaz. Necht u € X je feSeni rovnice Au = 0 (existence je zarucena vétou
3.2.1). Pak podle lemmatu 3.2.1 je F(u) < F(v) pro kazdé v € X.

3.3 Dualni funkcional

V tomto odstavci opét X bude reflexivni Banachiv prostor a F' funkcional
definovany na celém prostoru s hodnotami v intervalu (—oo, +0oc].
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Definice 3.3.1 Necht F je funkciondl definovany na reflexivnim Banachové
prostoru X. Jestlize F(z) € (—oo,+00) Vo € X, pak funkciondl F se nazgvd
konecény. Je-li F(x) = +oo Vo € X, pak funkciondl F se nazgvd trividlni,
jinak se jednd o netrivialni funkciondl. Body, ve kterych funkciondl nabyvd
konecngjch hodnot tvori tzv. efektivni oblast jeho defini¢niho oboru, zkrdcené
efektivni oblast. Tuto mnozinu budeme oznacovat symbolem dom F', tzn.

domF ={z € X: F(x) < +o0}.
Duélni funkciondal definujme takto:

Definice 3.3.2 Necht F je netrividini funkciondl. Pak funkciondl F* defino-
vany na prostoru X * predpisem

Fr(a”) = jgg(@*,@ - F(r)), z"eX7,

se nazgvd dudlni funkciondl (sdruZeny, adjungovany) k funkciondlu F.
Vlastnosti dualniho funkcionalu sepiseme do nésledujiciho lemmatu.
Lemma 3.3.1 Necht F je netrividlni funkciondl. Pak plati:

1. Prokazdée x € X ax™ € X* je

F(x)+ F*(x*) > (x*,z).

2. Funkciondl F'* je konverni a slabé zdola polospojity.

3. Je-li funkciondl I, slabé zdola polospojity a konvexni, pak funkciondl F*
je netrividlni.

Dukaz. Postupné dokézeme uvedené vlastnosti.

1. Z definice funkcionalu F'* dostaneme pro kazdé x € X az* € X *
F(z) + F*(z") = F(z) + Su§(<1‘*,y> - F(y) =
ye
> F(2)+ (e%,2) - F(z) = (&%, 2).

2. Funkcional F'* je konvexni: prot € [0,1] a z; =tz* + (1 —t)y ™ je

F*(zf) = sup ((z/', 2) — F(z)) <

reX
<tsup ((z%,7) — F(z)) + (1 =t)sup ((y",z) — F(z)) =
reX zeX

— P (@) + (L- F " (y").

Funkcionél F'* je slabé zdola polospojity: zvolme {5, d,} C X * xR tak,
aby
F*(zy) <dn, z,—z*vX"* d,—d

n
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Staci ukazat, ze F'*(x*) < d. Pfedpoklddejme, ze F'*(z*) > d+¢€, € > 0.
Pak existuje z € X (definice dudlniho funkcionalu) tak, ze plati

Fi@®) = (@%a)=F(2) 2 d+3,
Fra,) = (rg,x) = F(r) = (2% 2) - F(z) + (z, —27,2) >
> d—}—%—i—(x;—m*,x}
Tim
. . * * . € * * €
d= lim d, >limsup F*(z,;) > lim (d+—+<xn—x ,x>) =d+ -,
n— oo n—o0 n— 00 2 2

coz neni mozné.

3. Necht funkcional F je netrividlni, tzn. existuje z € X tak, ze F'(z) < +o0.
Odtud dostaneme odhad

F(@) = sup (0", 0) ~ F) 2 o) — F@) > 00 V' € X

Jelikoz funkcional F je slabé zdola polospojity a konvexni, pak pro kazdé
d > 0 podle lemmatu 1.1.5 existuje z* € X * takové, ze plati

F(y) > F(x)+(z*,y —x) —d VyecX.
Pro tento funkcionél z* obdrzime odhad

Fr(z*) = §g§(<x*,y> —F(y)) < (z%,7) = F(z) +d < 400

a tim je posledni tvrzeni dokazano.
O
Pro ilustraci uvedeme nékolik piiklad na konstrukci duéalnich funkcionali.
Priklad 3.4 Necht F € X *. Pak

F*(z*)=sup (z* — F,x).

reX

Z linearni funkcionalni analyzy je znamo, Ze existuje xo, ||zo| = 1, tak, Ze plati
(x* — Fyxo) = ||Jx* — F||. Pak pro z1 = cxg, ¢ >0, je pro z* # F

Fr(z*)>(x*—Fx1)=c||lz* = F|] — oo jakmile c¢— oo
a tim

F*(x*) =00 jakmile z*#F a F*(z*)=0 pro z*=F.
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Piiklad 3.5 Zvolme o > 1 a F(x) = ||z||*. Pak
F*(z*) = C”$*”a/(a71), c=(a—1) q— o/(a=1)

Reseni.
F*(2™) < sup (™[ |lzll = [lz[|*) -
rzeX

Pro ¢t > 0 definujme funkeci f(t):
f@) = =™l -

Jelikoz f(0) = 0 a f(t) — —oo pro ¢ — +o00, nabyva tato funkce zfejmé své
maximalni hodnoty pro tq:

1 1/(a—1)
to = (a ||x*|> ) f(to) :cHx*Ha/(a—l)7 c:(a_l)a—a/(a—l)

a tim
F*(.T*) < CH-T*||Q/(0671)'

Sestrojme xo € X, ||zo] = 1, tak, aby
(@7, @0) = [l

a polozme

1 1/(a—1)
n =0, k= fn e ()

Pak
Fra®) > (@*,z1) — [lz|* = efla™ /D, ec=(a—1)a" /7D,

Odtud spolu s vyse dokdzanou opac¢nou nerovnosti obdrzime pozadovany vy-
sledek. Py

Cviceni 3.3.1 Zvolte F(z) = ||z||. Sestrojte funkcional F *.
Navod. Vyuzijte odhad

F*(z") < sup (=7 = 1) [|l=]|.
zeX

Odtud a z definice F'* obdrzite

R Jz*| <1,
F ($ )—{ +00, Hx*”>1
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Jelikoz prostor X je reflexivni, definujme na prostoru X k funkcionalu F’
dvakrét dudlni (sdruzeny, adjungovany) funkcional F** takto:

Definice 3.3.3 Necht F'* : X* — (—o0,+00) je netrividlni funkciondl. Pak
funkciondl F** definujme na prostoru X predpisem

F™(x) = s ((z*,2) = F*(z7)).

Pfipomenme z linedrni funkcionalni analyzy vlastnost spojitych linearnich ope-
ratort v Hilberové prostoru: je-li A spojity linearni operédtor, pak A = A**.
Vznika otazka, za jakych predpokladi je také F' = F'**. Ukazuje se, ze k tomu
staci, aby netrivialni funkcional F' byl slabé zdola polospojity a konvexni. Pred-
tim neZ toto tvrzeni dokdZeme, uvedeme pomocné tvrzeni o efektivni oblasti
funkcionalu.

Lemma 3.3.2 Je-li netrividalni funkciondl F slabé zdola polospojity a kon-
vexni, pak
dom F'** C dom F'.

Dukaz. Necht z ¢ dom F. Mnozina dom F' je uzaviena a konvexni a tim exis-
tuje spojity linedrni funkcional z§ € X *, ktery oddéluje bod x od této konvexni
mnoziny (viz (1.4)), tzn. plati

(x§,x) > sup (xf,y).
yEdom F

Podle lemmatu 3.3.1 je funkciondl F'* netrivialni, tzn. existuje z; € X * tak,
ze plati F'*(z{) < oo. Pak pro ¢t > 0 je

F*(z) +txg) = sup ((z) +tag,y) — F(y)) < F*(z7) +1 sup  (zg,y)
yeX yedom F

a proto

F*(z) > (zy + tag,x) — F*(xf +txg) >

Z<J}1*,J)>—F*($1*)+t(<$o*,$>— sup <x0*7y>) — +ooprot — +0o0.
yEdom F'

Odtud plyne, Ze z ¢ dom F'** a tim dom F** C dom F'.
O

Véta 3.3.1 Necht F je netrividlni funkciondl. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

1. Funkciondl F je slabé zdola polospojity a konvexni.

2. F=F*.
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Dukaz. Implikace 1. = 2. Z lemmatu 3.3.1, tvrzeni 1., obdrzime

F*(e)= sup ((a*.2) - F*(a") < sup F(a)=F(a)

Pro z ¢ dom F** je zfejmé F**(z) > F(z). Necht z € dom F'**. Pfedpokla-
dejme, ze F(x) > F**(x). Pak {z, FF**(x)} # epi(F), kde

epi(F) = {{z,c} e X xR: F(z) <c}.

Funkciondl F je konvexni, a tudiz podle lemmatu 1.1.4 je epi(F) také konvexni
a zrejmé uzaviend mnozina v prostoru X x R. Na zékladé oddélovaci véty
(viz (1.4)) existuje {z*,a*} € X* x R tak, ze plati

(0*a) + a"F*@) > s ((*5) +ata)
{y,a}€epi F

Dokézeme, 7e a* < 0. Necht a* = 0, pak

(z%,2) > sup (%),
y€ dom F'

coz je ve sporu s pfedpokladem, ze € dom F'** C dom F' (viz lemma 3.3.2).
Necht a* > 0, pak
(x*,x) + a*F*™(x) > o0,

a opét je to ve sporu s predpokladem x € dom F **. Bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, Zze a* = —1. Pak

(x*,2) — F™(x) > sup ((z%,y)—a)=
{y,a}€epi F

= sup ((z",y) — F(y)) == sup ((z",y) — F(y)) = F*(z"),
y € dom F yeX

coz je ve sporu s prvinim tvrzenim v lematu 3.3.1. Tim F(z) < F'**(z), coz
s vyse dokdzanou nerovnosti F(z) > F**(z) d4vé rovnost.

Implikace 2. = 1. Z defnice F'** plyne, Ze tento funkciondl je dualni k funk-
cionalu F'* a tim podle druhého tvrzeni v lematu 3.3.1 je F = F** slabé zdola
polospojity a konvexni.

O

Nasledujici véta patii mezi dulezita tvrzeni tykajici se dudlniho funkcionalu.
Duélni funkcional F'* je za urcitych predpokladt potencidlem inverzniho opera-
toru A~!, pokud pfivodni funkcional F je potencidlem operatoru 4 : X — X *.

Véta 3.3.2 Necht F je konecny, slabé zdola polospojity a konvexni funkciondl
a A: X — X*. Predpoklddejme, Ze existuje inverzni operdtor A= : X* — X.
Pak nasledujict turzent jsou ekvivalentni.

1. Funkciondl F je potencialem operatoru A : X — X *, tzn. grad F' = A.
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2. Operdtor A je radidlné spojity a pro libovolné x,y € X plati
F(z) + F*(Az) = (Az,z), F(y) =2 F(z) + (Az,y — ).

3. Operdtor A1 je radidlné spojity a pro libovolné x*, y* € X * plati
F(A'2*)+ F*(2*) = (2", A7 'a™),
F(y*) > F(z*) + (y* —a*, A "z*).
4. Funkciondl F* je potencidlem operdtoru A=!: X* — X, tzn.
grad F* = A7L.
Dukaz. Implikace 1. = 2. Z lemmatu 3.2.2 plyne, Ze operator A je demispo-
jity a podle lemmatu 2.1.2 je radidlné spojity. Tvrzeni c) véty 1.7.5 zarucuje,

Ze operator A je monoténni a plati nerovnost ve 2. tvrzeni. S pouzitim této
nerovnosti obdrzime pro libovolné x € X

F(x) + F*(Az) = F(z) + sup ((Az,y) — F(y)) <

< F(x) + sup ({Az,z) — F(x)) = (Az,3).
yeX
Na druhé strané z lemmatu 3.3.1 je

F(z)+ F*(Az) > (Az,z)

a tim je dokazana rovnost v tvrzeni 2.
Implikace 2. = 3. Z 2. je

F(y) - F(z) > (Az,y —z) a F(z) - F(y) > (Ay,z —y).
Seétenim obou nerovnosti obdrzime
(Ax — Ay, x—y) >0 Vr,ye X,

coz znamena, ze operator A je monoténni. Jelikoz existuje inverzni operator
A7l X* — X, plyne z této nerovnosti také monotonnost operatoru A~1. Do-
kazeme, ze operator A1 je radidlné spojity. Podle lemmatu 2.1.3 staci ukazat,
Ze je splnéna implikace

<x*—y*,x—A_1y*> ZOVy*EX* _— A_ll‘*:.lﬁ.
Dosazenim y* = Ay do levé strany této implikace, obdrzime
(" —Ay,z—y) 20y e X

a tim je dokéazana radialni spojitost operatoru A~! . JelikoZ operator A je ra-
didlné spojity, plyne odtud a z lemmatu 2.1.3 rovnost Az = z* a tudiz

Al =g,
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coz bylo zapotiebi dokazat.

Prvni rovnost v 3.tvrzeni obdrzime pfimo z prvni rovnosti v 2.tvrzeni dosa-
zenim 2 := A~z *. K diikazu druhé ¢asti v 3.tvrzeni dosadme do prvni rovnosti
v2.x=A"1z* y=A"1y* kde z* a y* jsou libovolné prvky z prostoru X *.
S vyuzitim nerovnosti ve 2.tvrzeni (z < y) obdrzime nerovnost v 3.tvrzeni:

FXy™) = F*(x7%) = —F(y)+ F(z) - (Az,z) + (Ay,y) =

—F(y) + F(z) — (Ay,x —y) + (Ay — Az,z) >
(Ay — Az, z) = (y* —a*, A7 'a*).

V

Implikace 3. = 4. Zaménou z* < y* v nerovnosti ve tvrzeni 3. obdrzime
F*(x*) > F*(y*) + <x* —y*,Afly*>.
Odtud a z nerovnosti v 3. tvrzeni dostaneme
<y*—x*,A71x*> < F*(y*) . F*(x*) < <y*—:c*,A’1y*>.

Do této nerovnosti dosadme y* := x* +tz*, ¢ > 0, z* € X *. Po vydéleni ¢
obdrzime

(2%, A7 ™) < % [F*(z* +tz*) — F*(z*)] < (", A7 (a* +tz7%)).
Limitnim pfechodem ¢t — 0 obdrzime (A~! je radialné spojity): grad F* = A1,
Implikace 4. = 1. Funkcional F'* je potencial operdtoru A~! a tim je koneény
a na zakladé druhého tvrzeni v lemmatu 3.3.1 je slabé zdola polospojity a kon-
vexni. Z implikace 1. = 4., je operator (A~1)~! potencialni s potencidlem F **,
tzn. grad F** = (A=1) 71, Jelikoz A = (A~1)~1 a (podle véty 3.3.1) F = F**,
je grad F = A.

O

Dusledek 3.3.1 Jestlize k operdtoru A : X — X * existuje inverzni operdtor
A7l X* — X, pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentnd.

a) Operdtor A je monotdnni potencidlni operdtor.
b) Operdtor A=t je monotdnni potencidlni operdtor.

Dukaz. Vzhledem k symetrii obou tvrzeni, sta¢i dokdzat implikaci a) = b).
Z definice monoténnosti je ziejmé, Ze je-li operator A monotdnni, pak je také
monoténni operator A~! a naopak. Potencial F operatoru A je koneény kon-
vexni funkciondl (viz véta 1.7.5), ktery je spojité G-diferencovatelny (existuje
G-derivace) a podle disledku 1.7.1 je slabé polospojity zdola. Podle tvrzeni 4.
véty 3.3.2 je grad F'* = A~! a tim operator A~! je potencialni.
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Na zavér tohoto odstavce a to za ponékud silnéjsich predpokladt shrneme
vyse uvedené vlastnosti potencialnich operatora

A: X > X* a A1 X*> X

a jejich potencialt. Dukaz véty a jednoho dusledku ponechame ¢tenari k pro-
cviceni uvedené teorie potencidlnich operatort.

Véta 3.3.3 Nechf operdtor A : X — X * je ryze monotdnni, koercivni a po-
tencidlng operdtor. Pak existuje inverzni operdtor A~ : X * — X, ktery je také
ryze monotonni a potencidlni. Funkciondl F,

1
F(z) :/ (Atz,z) dt, =€ X,
0
je potencidlem operdtoru A a pro libovolné x € X a x* € X * plati vztahy
1
F*(z™) :F*(0)+/ (x*, A "ta™) dt, F*(0)=—F(A'0),
0
Fl)+ F*(z*)—(z*,z) >0, F(z)+ F*(Az) — (Az,z) =0,
kde F'* je potencidl operdtoru A™L.
O

Dusledek 3.3.2 Necht A: X — X * je ryze monotdnni, koercivni a potenci-
alni operdtor s potencialem F. Pak pro libovolné f € X * existuje jediné Teseni
u € X rovnice Au = f, které minimizuje potencidl ulohy G = F — f a plati

1
Gu) = F(u)—(f,u)zmin{/o (Atv,v) dt — (f,v)

veX
1 ) 1
= —/ (f,A7tf) dt+/ (AtA7'0,A710)ydt.  (3.5)
0 0

Cviéeni 3.3.2 Dokazte vétu 3.3.3 a disledek 3.3.2.

3.4 Numerické metody

V tomto odstavci pojedname o zakladnich numerickych metodach feseni opera-
torovych rovnic s monoténnimi potencidlnimi operatory. K nim patfi metoda
Ritzova, gradientni metoda (nejvétsiho spadu) a projekéné-iteraéni metoda,
ktera jiz byla vySetfovdna v 2. kapitole. Omezime se také pouze na pfipady,
kdy TeSeni operatorovych rovnic je jediné a existuje pro kazdou pravou stranu.
Kvili zjednoduseni vykladu budeme predpokladat, ze prostor X je separabilni
a reflexivni Banachiiv prostor.
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3.4.1 Ritzova metoda

Z teorie linearnich operatorovych rovnic je znamo, ze Galerkinova metoda a Rit-
zova metoda TeSeni téchto rovnic se symetrickymi a nezdpornymi operatory
davaji za urcitych podminek stejnou aproximaci. Toto také plati v pripadé
obecné nelinearni rovnice Au = f, kde A : X — X*a f € X* A jeryze
monoténni, koercivni a potencialni operator. Pak podle véty 3.4.1 tato rovnice
mé jediné feSeni. Nejprve uvedeme definici Ritzovy aproximace feSeni rovnice
Au = f s potencidlnim operatorem A.

Definice 3.4.1 Necht A : X — X * je potencidlni operdtor s potencidlem F.
Necht {h;} je hustd mnoZina v prostoru X. Pak wu, se nazjvd n-td Ritzova
aproximace Tesent rovnice Au = f, f € X*, jestlize plati

F(un) - <fa un> = min (F(,U) - <f,1)>),

kde
X, = L),

Vztah mezi Ritzovou a Galerkinovou aproximaci je uveden v nasledujici véte.

Véta 3.4.1 Necht A : X — X* je monotdnni a potencidini operdtor s po-
tencidlem F. Pak wu, je Ritzovou aproximaci veseni rovnice Au = f, f e X*,
prdvé tehdy, kdyz u, je Galerkinovou aproximaci na prostoru X,, t.j.

Apuy = by, n €N

Dukaz. Jestlize u,, je Ritzova aproximace, pak pro libovolné t € R a h € X,
je
F(up +th) — F(uy) > t(f,h).

Odtud snadno plyne pro libovolné h € X,, rovnost
1
0= tlin(l); (F(up +th) — F(u,)) — (f,h) = (Au, — f, h)

a tim u,, je také Galerkinova aproximace na prostoru X,.
Na druhé strané, je-li u, € X,, Galerkinova aproximace, pak podle véty
1.7.5, je pro libovolné z,y € X

F(y) = F(z) + (Az,y — x)
a odtud dostaneme, ze pro libovolné v € X, je
(F(v) = (fv)) = (Fun) = {f;un)) = (Aup = f,v —un) =0,

coz znamena, ze u, je Ritzova aproximace.
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Na zakladé této ekvivalence a s pomoci vySe uvedenych vét o Galerkinové
metodé, lze zformulovat véty o konvergenci Ritzovy metody. Uvedeme jedinou,
ktera je dulezita pro aplikace.

Véta 3.4.2 Necht A : X — X* je ryze monotdnni, koercivni a potencidlni
operdtor, ktery spliiuje podminku (S), tzn. je splnéna ndsledujict implikace

[wy, = w, (Aw, — Aw,w, —w) -0 = w, — w.

Pak rovnice Au = f md pro kaZdou pravou stranu f € X* jediné TeSent,
ke kterému konverguje Ritzova aproximace u, € X,.

Cviceni 3.4.1 Dokazte vétu 3.4.2.
Navod. Vyuzijte ekvivalence Ritzovy a Galerkinovy metody a tvrzeni véty
2.4.1.

&

3.4.2 Iteracni metody

V tomto odstavci budou uvedeny dvé iteraéni metody FeSeni rovnice Au = b,
kde A : X — X * je monoténni operator a potencialni operator a X je realny, se-
parabilni Banachtv prostor takovy, ze prostory X a X * jsou striktné konvexni.
Je-li prostor X * striktné konvexni, pak dualiza¢ni zobrazenif : X — X * pro
prostor X je jednozna¢né (viz 1. kapitola). Zvolme za t;, i = 0, 1, - - - dostatecné
mald nezdporna isla a sestrojme posloupnost {v;} definovanou pfedpisem

Vi+1 :’Ui,_tizia Z/{Zz:Avq_b7 7':0) 1)"'7 (36)

kde vg € X je libovolné zvoleny prvek. Tato posloupnost je podobna po-
sloupnosti v iteracni metodé feseni operatorové rovnice s monoténnim opera-
torem v Hilbertové prostoru (viz véta 3.4.3). Jak jiz bylo feceno v 2. kapitole,
nelze obecné v Banachovych prostorech pouzit metodu postupnych aproximaci
pro nalezeni pevného bodu operatoru Tj:

Au=b <+— u="Tu, Tix=x—tU (Az —b) Vo € X

k feSeni studované tlohy Au = b. Za urcitych predpokladi lze vSak dokazat
konvergenci takto sestrojené posloupnosti k feSeni studované tulohy s mono-
ténnim a potencidlnim operatorem A. Dokazeme jednu z hlavnich vét tykajici
se konvergence uvedené itera¢ni metody. Na zavér tohoto odstavce pak bude
uvedena véta, kterd zpfesnuje véty o konvergenci itera¢nich metod uvedené
v predchézejici kapitole (viz véta 2.4.2 a véta 2.4.3). Ukazuje se, Ze za piedpo-
kladu potencidlnosti lze najit o néco lepsi odhad chyby uvedenych iteracnich
metod.
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Véta 3.4.3 Necht X je redlny, separabilni a reflexivni Banachiv prostor ta-
kovy, Ze prostory X a X * jsou striktné konvexni. Predpokladejme, Ze operdtor
A: X — X* spliuje ndsledujici predpoklady:

1. Operdtor A je ryze monotonni, koercivni a potencidlni operdtor splniujici
podminku (S).

2. Operdtor A je ohranicené Lipschitzovsky spojity, tzn. existuje rostouct
funkce M : Rt — R tak, Ze plati

[Au— Av| < M(R) [lu—vll, R =max(||ul, |[v]]) Vu,veX.
Navic budeme predpoklddat, Ze M (R) — 400 pro R — +00.

Zvolme a > 0. Pro libovolné vy € X sestrojme posloupnost {v;} definovanou
predpisem

Vig1 = v; — tiZg, Uz, =Av; —b, i=0,1,--,

kde

2
t; =min< 1, .
' { a+M(||vi||+Avi—b||)}

Pak posloupnost {v;} konverguje k jedinému teseni u dlohy Au = b.
Dikaz. Ozna¢me potencial ilohy symbolem G, G = F — b, tzn. plati
1
G(z) :/0 (Atx,x) dt — (b,z) Vre X.

Postupné dokazeme nasledujici vlastnosti.

1. G(v;) > G(viy1) a G(v;) — G(vi+1) — 0.

2. G(vo) > Gw) il (3 (51) ~ o~ 340] ).

3. Existuje +oo > R > 0 takové, ze plati ||u||, |lv;|| <R Vi=0,1,---

4. z; — 0.

5. v; — u.

6. (Av, — Au,v; —u) — 0.

7. vi — u.
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1. Ozna¢me M; = M(|lv;|| + ||Av; — b|]) a s; = (Av; —b,v; —vi41). Pak
z lemmatu 3.1.2, vlastnost b), obdrzime

1
G0 = G(vr) = [ (Alwir + 5(0 = ) = b = i) ds =
1
=8; +/ <A(U,’+1 + 8(’01‘ — Ui+1)) — AU,’,UZ‘ — 'Ui+1> ds =
0
1
— ti||zi||2 +/ (A(vig1 + s(v; — vig1)) — Avg,v; — vig1) ds >
0

1
> tllall? — Millvi — via | / (1-s)ds =
0

M;t,; tia
=tz (1-—) > - |2 >o0.
2]l ( > > 2 M,-+a”Z * =

Jelikoz posloupnost G(v;) je zdola ohrani¢end (viz dusledek 3.2.2) a ne-
rostouci, existuje kone¢né ¢islo d tak, ze plati G(v;) — d a tim

G(UZ) — G(le) — 0.
2. Z nerovnosti odvozené v bodé 1. obdrZime

G(vg) > G(v;) = /0 (Asvi,v;) ds — (b,v;) =

1
(Asv; — A0, sv;) % —(b— A0,v;) >
0

—

(Asv; — A0, sv;) ds _ (b— A0,v;) >
s
1
R N _ - >
<A2 2> <b QAO’”Z>
il 1
> ol (=M (B2} — b= = .
> i (57 (151) = 16— 300

3. Z nerovnosti v bodé 2. a z pfedpokladu véty tykajici se funkce M (r) plyne
existence kladného ¢&isla R takového, ze plati ||v;|| < R Vi=0,1,---.

4. Proi=0,1,---je
M;

M (J|lvil + IIsz —0f) < R+2RM(R)) Co

min{l7 }>m1n{ }=c>0.
a—+ cg

Odtud a z nerovnosti v bodé 1. plyne

t;

ota [[2:]I* < G(vi) = G(vig1) — 0,

tzn. ||z;|| — 0.
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5. Posloupnost {v;} je ohrani¢end a tim existuje (prostor X je reflexivni)
vybrané podposloupnost v;, , ktera slabé konverguje k néjakému prvku v.
7 konstrukce iteraci obdrzime pro libovolné z € X

(b— Az,v —zx) =
= (Av;, — Az, v, — ) — Uz, v, — ) + (b— Axz,v —v;,) =
= kliIJIrl (Av;, — Az, v;, —x) > 0.

Podle lemmatu 2.1.3, tvrzeni 4.b), je Av = b a proto v = u. Dokézali jsme,
Ze kazda vybrana slabé konvergujici podposloupnost z posloupnosti {v; }
mé za slabou limitu feSeni u, a proto v; — w (viz tvrzeni 1.1.1).

6. Z konstrukce iteraci a z konvergence ||z;|| — 0 (viz bod 4.) obdrzime pro
1 — 400!

(Av; — Au,v; —u) = (Av; — byv; —u) = Uz, v; —u) < 2R||z|| — 0.

7. Z podminky (5) plyne v; — u.

Ziejmé
Uz; = Av; — b = grad G(v;)

a z tohoto dtivodu patii metoda definovand predpisem (3.6) k tzv. gradientnim
metodam. Jelikoz —z; reprezentuje smér nejvétsiho poklesu hodnot potencidlu
G v bodé v;, patii tato metoda k metodam nejvétsiho spadu.

Z dtukazu véty 3.4.3 je patrné, Ze ”dynamicky” krok v iteracich (3.6) repre-
zentovany parametrem t; lze zaménit konstantou c,

2
a—+co

¢ = min {1, } , ¢o = M(R+2Rm(R)).

Cviceni 3.4.2 V predchazejici vété predpokladejme, ze operator A je Lipschi-
tzovsky spojity s konstantou L , tzn. pro vSechna x,y € X plati

(Az — Ay,z —y) < Lllz —y|*
Ukazte, ze v itera¢ni metodé (3.6) lze zvolit

2
t; = Vi.
a+ L !

Cvicéeni 3.4.3 Predpokladejme, Ze operator A je ohrani¢ené Lipschitzovsky
spojity a stejnomérné monoténni, potencidlni operator. Dokazte, Ze jsou spl-
nény predpoklady véty 3.4.3.



3.4. NUMERICKE METODY 149

Projekéné-itera¢ni metoda je kombinace Ritzovy metody a vyse uvedené
gradientni metody, pfi¢emz po jednom kroku Ritzovy metody nasleduje jeden
krok gradientni metody. Necht {h;} je hustd mnoZina v prostoru X a u,, je n-ta
Ritzova aproximace feSeni rovnice Au = b, b € X *, tzn. plati

F(ua) = (b, ) = mig (F(0) = (,0))
kde
Xo = L({h VL),

Symbolem P,, ozna¢me vnoreni prostoru X,, do prostoru X. Sestrojme nasle-
dujici operatory:

Upt1 = Pn*+1 U Py, An+1 = Pn*+1 APTH-la bn+1 = Pn*+1 b.

Pak na zakladé véty 3.4.3 lze zformulovat nasledujici vétu o konvergenci projek-
¢né-iteracni metody. Duiikaz se lisi od dikazu véty 3.4.3 jen velmi malo a z tohoto
divodu jej pfenechame s navodem ¢Ctenari.

Véta 3.4.4 Necht jsou splnény predpoklady véty 3.4.3. Zvolme libovolné pocd-
tecnd prvek wg a kladné éislo a. Sestrojme posloupnost {w,} takto:

Wn+1 = W — tnzna un+lzn = An+lwn - bn+17 n= 03 13 Ty

2
t, =minq1, .
! { a+M(||wn||+||Awn—b||)}

Pak posloupnost {w,} konverguje k jedinému feseni u ilohy Au = b.

Cviceni 3.4.4 Dokazte vétu 3.4.4
Navod. Postupné dokazte jako v dikaze véty 3.4.3 nasledujici vlastnosti:

1. G(w,) > G(wpt1) a G(w,) — G(wpt1) — 0.

2. Glw) = Glwa) = Jwall (30 (15L) — o~ L40] ).

3. Existuje +00 > R > 0 takové, ze plati ||u||, ||wn|| <R Vn=0,1,---.
4. z, — 0 jakmile n — 4oc0.

5. w, — u. Posloupnost {w,,} je ohranifend a tim existuje vybrana podpo-
sloupnost wy, , kterd slabé konverguje k néjakému prvku w. Podle lem-
matu 2.1.3 dokazte, ze Aw = b a proto w = u. Za tim ucelem zvolte
za © € X libovolny prvek. Sestrojme posloupnost {z;} tak, aby z; — =.
Dokazte, ze plati

(b— Az,w —z) = lim (b— Ax;,w — x;) =

71— 00

= lim lim ((Aw,, — Az;,wp, —x;) — U 2, , Wn,, — ;)
1—00 k—o0 ) )

o

= lim lim (Aw,, — Az;,w,, —x;) >
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6. (Aw, — Au,w, —u) — 0. Nejprve s vyuzitim lemmatu 2.1.3 dokazte, ze
mnozina {Aw,} je ohraniend, tzn. existuje konstanta Ry < oo tak, ze
plati ||Aw,|| < Ry. Za tim tcelem dokaZte nerovnost

(Awn, wn) = Uzn +b,wn) < Ry <00, Ry = R(||zn + [|b]]).
Necht u,, je n-t4 Ritzova aproximace feSeni u studované tlohy. Pak

(Aw, — Au, w, — u) = (Aw,, — Au, w, — up) + (Aw, — Au,u, — ),

Uz, wn, — up) + (Awy, — by uy —u) <
< |lzall 2R + (B2 + [[b]) |un — ]| — 0.

7. Z podminky (S) a z bodu 6. plyne w,, — u.

&

Cviceni 3.4.5 Nechf jsou splnény piedpoklady véty 2.4.3 a operdtor A je navic
potencialni. Pak posloupnost {w, } sestrojend podle piedpisu uvedeného v této
véte, tzn.

Z/[n(wn) :un(wnfl) _t(Anwnfl _bn)v n=1--,

konverguje pro libovolné ¢ € (0,2/L) a libovolné wy k feSeni u tlohy Au = b.
Navod. Ze silné monotonnosti plyne ryzi monotonnost, koercivita a splnéni
podminky (S5). Jelikoz operator A je Lipschitzovsky spojity, lze zvolit

ve vété 3.4.4 )

a+ L

Jelikoz dualiza¢ni zobrazeni U je v Hilbertoveé prostoru spojité a linearni, jsou
posloupnosti sestrojené podle predpisu ve vétach 2.4.3 a 3.4.4 totozné za pred-
pokladu, ze pocatecni prvek je stejny.

t; = Vi.

&

Nasledujici véta zpfesiuje tvrzeni véty 2.4.2 a véty 2.4.3 v pfipadé, ze ope-
rator je navic potencialni.

Véta 3.4.5 Necht X je redlnyj, separabilni Banachiv prostor. Predpoklddejme,
Ze operdtor A : X — X * splriuje nasledugici predpoklady:

1. Operdtor A je silné€ monotonni, tzn. existuje konstanta M > 0 takovd, Ze
pro vSechna z,y € X plati

(Az — Ay, z —y) > M|z —y|*.

2. Operdtor A je Lipschitzovsky spojity, tzn. existuje konstanta L > 0 ta-
kovd, Ze pro vsechna x,y € X plati

(Az — Ay,z —y) < Ll|jz — y|*.
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3. Operdtor A je potencidlni s potencidlem F.
Zvolme b€ X *.
a) Pro libovolné vy € X at € (0,2/L) sestrojme posloupnost {v;} definova-
nou predpisem

U(’Ui):U(Ui_l)—t(A’Ui_l—b), iZl,-~- .

Pak posloupnost {v;} konverguje k jedinému veseni u dlohy Au = b s chy-
bou )
q't
—q

o = ull < 72 |l Avo b,

kde
qg=q(t) =max[l —tM,tL —1] <1

b) Pro kazdé n € N existuje jediné Galerkinovo feseni u, tlohy Anu, = by
na prostoru X, kde

A, =P*AP,: X, > X a b,=Prb,

P, je vnoteni prostoru X, do prostoru X a posloupnost {X,}, n € N,
konecné rozmeérngch podprostori je limitné hustd v prostoru X . Pro libo-
voln€vpo € X at € (0,2M/L) sestrojme posloupnost {v,, ;}i definovanou
predpisem

un('Uz) :un(vi—l) _t(Anvn,i—l _bn)a 1=1,---,

kde U, : X, — X, je dualizacni zobrazent pro prostor X,,. Pak posloup-
nost {vn;} konverguje pro i — oo k jedinému tesent u,, ; ulohy Apu, = by,
s chybou

q't q't
1_¢ HAn'Un,O - bn” < 1—¢

[[on,i = un| <

[ Avn,0 = b

kde
q=q(t) =max[l —tM,tL —1] <1.

Srovnejme odhad chyby v této vété a ve vétach 2.4.2 a 2.4.3. Plati

. L—-M . M .\ 2
ming(t) =q(th) = T3y & mink(t) = klto) = (1 - <f>2) ,

kde

to = % a t1= 2

07 12 S Ve
Odtud obdrzime

L L—M\?
q(tl) = k(to) LM (L—|— M> < k(to).

Snadno se ovéfi, ze pro t € (0,2/L) je q(t) < k(t).
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Cviceni 3.4.6 Nechf jsou splnény predpoklady véty 3.4.5. Ukazte, ze funkce
g = q(t) nabyva svého minima na intervalu (0,2/L) v bodé ¢ = ¢1,

2 2 gz gt = LM
_L+M7 g1 =4\l1) = .

L+M
Dokazte, ze pro ¢t € (0,2/L) je g(t) < k(t).
Zvolme t = t; = H_LM a vg = 0. Dokazte, ze pro vSechna i € N je

tq

2
loill < 77 140 = b]]

a tim k platnosti tvrzeni véty 3.4.5 stac¢i predpokladat splnéni podminek kla-
denych na operator A pouze uvniti koule K,

2
= . <: P — .
K = {ve X; v < — 40— b}

&

K dtkazu véty 3.4.5 je zapotiebi nasledujici tvrzeni, jehoz dikaz je ponékud

vevs

Lemma 3.4.1 Necht X je redlny, separabilni Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem (-,-). Predpoklddejme, Ze potencialni operdtor B : X — X s potenci-
alem F splnuje nasledujici predpoklady:

1. Operdtor B je silné monotonni, tzn. existuje konstanta M > 0 takovd, Ze
pro vsechna z,y € X plati

(Bz — By,x —y) > M|z —y|*.

2. Operdtor B je Lipschitzovsky spojity, tzn. existuje konstanta L > 0 ta-
kovd, Ze pro vSechna x,y € X plati

(Bx — By, —y) < L|lz — y]|*.

Pak pro operdtor U; definovany predpisem
Uirx=x—tBxr VrelX,
plati pro t > 0 odhad
Uiz — Uyl < q(®) |lz—yll,  q(t) = max{l—tM,tL—1}.
Je-lit € (0,2/L), pak operdtor Uy je kontrahugict, tzn. 0 < q(t) < 1.

Dukaz. Ozna¢me G, potenciil operatoru U;. Podle lemmatu 3.2.2 je operator
U, demispojity a podle lemmatu 3.1.2 je pro kazdé x € X

1 1
Gi(2) :Gt(o)+/0 (Ups, ) ds = %an?—t/O (Bsz,z)ds.  (3.7)
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Podle definice G-derivace je pro kazdé x,y,z € X
Uy~ Uge,z) = lim é Gy + 52) — Gu(y) — Golw + 52) + Cu(@)]. (3.8)
Dokéazeme, Ze pro libovolné x,u,v € X plati odhad
Gi(z +u+v) =Gz +u) = Gz +v) + Gi(z) < q@)ulllloll,  (3.9)

kde ¢(t) = max {1 — tM,tL — 1} Pak dosazenim do (3.8) obdrzime

1
Oty = Urz, 2) < lim ~ [q(®)lly — z[ll[ll 5] = a()lly — @[l]] =]
a odtud plyne nerovnost v lemmatu:

Uy — Usz|| = H81H1p Uy — Upz,z) < q(t) |z -yl
z||=1

kde ¢(t) = max {1 — tM,tL — 1} Stadi tedy dokazat platnost nerovnosti (3.9).
Jelikoz operator B je potencialni, podle lemmatu 3.1.2 pro libovolné z,y € X
plati

/0 (Bsz, ) ds —/0 (Bsy,y) ds :/0 (By+s(x —vy)),z —y) ds. (3.10)

Jelikoz
2 2
et la-tul? -+ ol 2+ ) = 2o, v) =2( - )
plyne z (3.7)
U+ v 2 u=o|?
Gi(z+u+v)—Gi(x+u)—G(z+v)+Gi(x) = 5 I —I;, (3.11)

kde .
It:t/ [J1—J2] dS7
0

Ji = (Bs(z+u+v),x+u+v) — (Bs(z+u),z+u)a
Jy = (Bs(z +v),x +v) — (Bsx,x).

Pfiddnim a odeétenim dalsich ¢lenti, které obsahuji vyraz (u+v)/2 a vyraz
(u —v)/2 dostaneme

Li=t(h+L—I3— 1) =t(I1 — L) —t(Izs — L), (3.12)
kde

U+ v u—+v
5 Tt

1 1
11:/(Bs(x+u+v),x+u+v)ds—/(Bs(x+
0 0
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u—i—v) +u+v
9 /T

1 1
I, :/0 (Bs(z + )ds—/0 (Bs(z +u),z + u)ds,

1 1
L,:/(Bs(x—l—v),x—l—v)ds—/(Bs(x—i—u—gv),x—l—u—gv)ds,
0 0

1 1
14:/ (Bs(m—i—u—;v),x—i—ugv)ds—/ (Bs(z),z)ds.
0 0

Vyrazy I, I, I3, Iy upravime pouzitim (3.10). Dostaneme

1
11:/ (B(l'+u+v+5u+v),u+v> dS,
0

1
14:/ (B(l""sv—'_u),v—’_u) dS
o 2 2

7 predpokladi véty obdrzime nasledujici odhady:

1
11—14:/ (B(m_’_u—;v+Su—2|—v)_B(x+sv+u,u—|—v) ds >
0

1 — p— —
13—12:/ (B(w—i—u—;v—i—svQU)—B(m+u+sU2u),v u> ds <
0

e
<L

Dosazenim do (3.12) dostaneme odhad

2
—tL

2

u—+v U—v

I, > tM 5

a spolu s identitou (3.11) obdrzime

Gi(x +u+v) — Gz +u) — Ge(z +v) + Ge(x) <

2 2
YEUN 4L - 1)

u—v

IN

(1 M)

Q(t) 2 2
L2 (Il + 1ol

IN
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Slozit&jsi je z tohoto odhadu ziskat odhad (3.9). Pro libovolné &, € N ozna¢me

Zm Tij = +uik+viy, 1=0,1,---,k, j=0,1,---,1

7
Uik = 77U, Vil =

El = k
Pak postupné s pouzitim vyse odvozeného odhadu obdrzime

Gz +u+v) — Gz +u) — Gz +v) + G(z) =
= Gi(zry) — Gi(z0,1) — Ge(xk0) + Gi(zo,0) =

k
ZZ (Gi(@ij) — Ge(wiy —urk) — Gelan,; —vig) + Ge(wij; —urp —v1)] <

IN

MN

. k 2 vi2
@ZZ[”“MWH'U“H = %Z [H%H +H7H] N

i=1 j=1 =17

2 [t + Shol?]

Zvolme k a [ tak, aby pro v # 0 platilo

1

|4~ 5| <2 nen
v l n

Pak pro n > ng je

ull floll Loz o Lywe ko
+ [leflllol = ~lol® < Zllull®+ Zl® <
loll + 1ol n k !
ull o]l 1
< o vl + = ol
loll = vl n

Odtud limitnim pfechodem n — oo obdrzime

. l k
Jmn {2l + 1ol | = 20l
a tim je dokdzana nerovnost (3.9) (ktera zfejmé plati i pro v = 0) a odhad
Ux — Uyl < q(t) ||l — yl|, q(t) = max {1 —tM,tL —1}.

Necht t € (0,2/L). Z definice funkce ¢(t) ihned obdrzime

. . 2
1—tM, Jje—li 0<t< 5757,
q(t) =

hlw

tL—1,  je—li 27 <t<

Odtud plyne nerovnost 0 < ¢(t) < 1.
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O

S pomoci lemmatu 3.4.1 lze jiz snadno dokazat vétu 3.4.5, coz ponechame
Ctenafi.

Cviéeni 3.4.7 Dokazte vétu 3.4.5.

&

Na zavér tohoto odstavce dokazeme, ze kazda posloupnost, kterd konverguje
k presnému feSeni rovnice s monoténnim a potencidlnim operatorem, je mini-
malizujici.

Véta 3.4.6 Necht A: X — X * je monotonni, potencidlni operdtor s potenci-
dglem F a u € X je jediné teSeni rovnice Au = b, b € X *. Pak kaZdd posloup-
nost, kterd konverguje v normé prostoru X k reseni u, je minimalizugici, tzn.
plati implikace

U = u = Gluy)

G(un) = F(un) — (b,un) =

- Uol (Attn,up) dt — (bun)| — G(u) = min G(u).

reX
Dikaz. Z lemmatu 3.2.1 a s pouzitim véty 1.7.5 obdrzime

G(u) G(un) < G(u) + (Auy, — byuy —u) <

<
< G(u) + ([[Aull + [ol]) flun = ul — G(u)

a tim je véta dokazana.



Kapitola 4

Aplikace

V této kapitole ve struc¢nosti uvedeme aplikaci teorie monoténnich a potenci-
alnich operatortu k problematice feSeni nelinearnich diferencidlnich rovnic. Pro
hlubsi seznameni s touto latkou doporucujeme publikace [4],[9], [11], [13] a [6],
které jsme nejvice pouzivali pro pripravu téchto skript. V téchto publikacich
naleznete také aplikace této teorie k FeSeni varia¢nich nerovnic ([4], [11]) a ne-
linedrnich integralnich rovnic ([4], [13]).

4.1 Diferencialni rovnice

V tomto odstavci zavedeme oznaceni podobné jako v knize [9]. Pokud nebude
fefeno jinak, tak budeme pfedpoklidat, ze 2 C Ry je souvisla, ohrani¢ena
oblast s Lipschitzovskou hranici, tzn. je ti{dy C%! (viz [9]). Budeme vysetfo-
vat existenci a jednoznacnost slabého feseni eliptické okrajové tlohy 2k-tého
rfadu. Nejprve zavedeme potiebna oznaceni a také pojmy pouzivané v teorii
parcialnich diferencialnich rovnic a v teorii Sobolevovych prostora.

Oznaceni a pojmy.

1. Necht N € N. Pfipometime z 1. kapitoly, ze vektor o = (aq,-- -, an), je-
hoz slozky jsou nezaporna celd ¢isla «;, se nazyva multiindexem (pFesnéji
N-rozmérny) a ¢islo

N
o] =) " a;
j=1

délkou tohoto multiindexu. Snadno se spoéte, ze pocet k vSech N-roz-
mérnych multiindex® o délky nejvyse k je
(N + k)!

TNk

157
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2. Nechf N € N. Je-li o = (a1, -+, ay) N-rozmérny multiindex a u = u(x)

funkce definovana na oblasti Q C RY, ozna¢ime symbolem D® parcialni
derivaci (viz 1. kapitola)

dlel gy

Zavedeme symbol diu pro vektorovou funkci, jejiz slozky tvoii vsechny
derivace funkce u postupné ¥adu 0,1, .-, k,

ou ou oA }

Shu = (DU pep =ty o 2T
v = {D%}ja s {“ 0z’ 0y 02k,

pri¢emz u smiSenych derivaci nerozlisujeme poradi derivovani, ztotoziiu-
jeme je a tyto stejné derivace vystupuji ve vektoru dyu pouze jednou,
napft.

0%u 0%u { ?u  0%u  O*u }
5kU: .

6.13181‘2581‘281‘17 ”’8_1"%’6@8332’8_90%’”.

Slozky vektoru dxu usporadame lexikograficky takto: prvni slozka bude
funkce u, pak nésleduji derivace prvniho fadu, pak druhého fadu atd.,
az nakonec derivace k-tého fadu. Derivace stejného fadu budou uspora-
dany takto: jsou-li « = (a1, -+, an) a 8= (01, -+, 0n) dva multiindexy
délky s < k, bude derivace D*u pied derivaci DPu , je-li pro néjaké
ne{l,---,N}

an >y, @i=f pro i=1---,n—1
Oznaéime jesté symbolem dyu vektor viech k-tych derivaci funkce u, tj.
dru = {D%u} 1y, -

Pak lze vektor d,u rozdélit na dvé ¢asti:
5ku = {(5]6,111,,3\]611,} .

Vektor gku se nékdy nazyva hlavni ¢asti vektoru dpu.

Hodnotu dxu v bodé x € 2 budeme zapisovat takto: dpu(z).

. Jestlize funkce h(z,§), © € Q, & € R, spliuje Caratheodorovy pod-

minky, tzn. je méfitelnd pro vSechna pevna ¢ € R, a spojitd pro skoro
vSechna x € Q, pak budeme psat h € CAR.

Jestlize p > 1 a funkce h bude navic spliovat ristové podminky
_ 1 1
|]’L(l‘,f)‘ S g(x)—i—c Z ‘§ﬁ|p 1? _+_:1a
|BI<k L

kde g € L1(2) a ¢ > 0, pak budeme psit h € CAR(p). Poznamenejme,
ze pro p =1 je ¢ = +00.
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4. Diferencialni rovnice 2k-tého radu v divergentnim tvaru:

> D%aa(@, pu(z)) = f(2), (4.1)

|| <K

kde N € N,k € N, « je N-rozmérny multiindex, a, = ao(z,§), a < k
jsou funkce N + k proménnych definované pro z € 0, £ € R, a f je funkce
definované na §2.

Klasické reseni diferencialni rovnice.
Piedpokladejme, Ze koeficienty a, v rovnici (4.1) maji spojité derivace
fadu |a| podle vSech proménnych, tj.

e € Ol (Q X R,).

Dale predpokladejme, ze f € C°(Q2). Rekneme, 7e funkce u = u(x) de-
finovana na  je klasickym feSenim rovnice (4.1), jestlize u € C%*(Q)
a rovnice (4.1) je splnéna pro v8echna x € Q.

Formalni diferencialni operator.
Necht p > 1 a k € N. Pfedpoklddejme, Ze pro koeficienty v rovnici (4.1)
plati

ao € CAR(p) pro |a] <k,

tzn. existuji funkce g, € L9(Q2) a konstanty ¢, > 0 pro |a| < k tak, zZe
plati

a0 (@,9)] < gala) +ea 3 lEaIP, —1

|BI<k
Jelikoz pro u € W*P(Q) je Spu € LP(2) x -+ x LP(Q) (k-krat),
je podle véty 1.6.1 a cviceni 1.11 Némyckého operator ptislusny funkci
ao(z,0ru(z)) spojity a ohraniceny z prostoru W+»(Q) do W*4(Q),
1/p+1/q =1, a plati odhad

1
+_
q

AR

la (@, 6xu(@))lg < cat +caz Y, D 57
|BI<K

kde co1 a cq2 jsou konstanty.
Odtud a z Holderovy nerovnosti je pro v € W*P(Q) a |a| < k

< | car+caz 32 UDl | 1D,
[BI<k

/Q ao(z, dpu(x)) D () da

Pak operator, definovany vzorcem

(Au)(z) = Y D% (2, dpu(x)), (4.2)

|| <k

se nazyva formédlnim diferencidlnim operatorem (vzorec piedstavuje jen
jisty formalni zapis - nelze napf. derivovani ve vzorci viibec provést).
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Z vySe uvedeného ihned dostdvéame: formélni diferencialni operator A
definuje vztahem

(Au,vy = > / ao(z, 0pu(z)) D% (z) dz,  ve WrFP(Q), (4.3)
o<k’

operator A z prostoru W*?() do dudlniho prostoru (W’”’(Q))*. Ope-
rator A je ohraniceny a spojity.

Slabé resSeni diferencialni rovnice.
Rekneme, Ze funkce u € W*P(Q) je slabym fesenim formalni diferencialni
rovnice Au = f, jestlize pro vSechna v € I/VéC P(Q) plati

(Au,v) = (f,v),

kde f € (I/Véi P (Q)) je funkciondl uréeny vzorcem

(f o) = / f@(@)de, v e IMQ),

s funkei f € L1(Q) a A je formalni diferencidlni operator definovany
vzorcem (4.2), tzn. plati

Y | aa(z, fou(@)D(x)dz = (f,v) Yo e WyP(Q).  (44)

laj<k 7€

. Okrajové ulohy.

Reseni okrajové tlohy spo¢iva v tom, Ze se hleda feseni diferencidlni rov-
nice na {2, které spliiuje jisté podminky na hranici.

Uvazujme diferencidlni rovnici (4.1) 2k-tého fadu a necht @1, -+, Yr_1
jsou zadané funkce na hranici 92 oblasti 2. Okrajova tiloha, p¥i niz hle-
dédme FeSeni diferencidlni rovnice (4.1) s okrajovymi podminkami

, o7
Dju|aQ:—u,:<pj na o, j=0,1,---,k—1,
v

0
kde vlevo vystupuje derivace j-tého fadu ve sméru vnéjsi normaly v k hra-
nici 092, se nazyva Dirichletovou tilohou pro rovnici (4.1). Jsou to tzv. sta-
bilni okrajové podminky. Uvedené podminky jsou linearni, obecné mohou
byt také nelinedrni (podrobnosti viz [4]).

Slabé reSeni Dirichletovy tlohy.

Necht A je forméalni diferencidlni operator 2k-tého fadu zadany formuli
(4.3). Necht f je spojity linedrni funkcional nad prostorem Wéc P(Q)ag
je funkce z prostoru W*?(Q). Rekneme, Ze funkce u € WP () je slabym
feSenim Dirichletovy tlohy pro operator A, jestlize

(i) u—p e WGP (Q) ;
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(i) pro kazdé v € WP () plati rovnost

Z /Qaa(a:,éku(x))D“v(x) dz = (f,v).

la|<k
Podminka (i) ¥ika, ze pro |5] < k —1 je
DP(u—¢)laq = 0 ¢ili D°u=DPp na 0Q

ve smyslu stop. Tudiz hledané feSeni uw a jeho derivace do fadu k — 1
véetné nabyvaji na 02 predepsanych hodnot. Jestlize hodnoty funkce ¢
jsou zadané pouze na hranici, pak najit funkci ¢ znamena prodlouzit
tyto hodnoty na celou oblast tak, aby toto prodlouZeni patfilo do pro-
storu W*»(Q). Existence a konstrukce takového prodlouzeni neni viibec
jednoducha.

Slabé feseni okrajové tulohy.

Necht A je formalni diferencidlni operdtor 2k-tého fadu zadany formuli
(4.3) s koeficienty ao € CAR(p) pro |a| <k, p> 1. Necht V je line-
arni mnozina funkci definovanych na 2, pro niz plati

Ce(Q) CV C C™(Q).

Ozna¢me V uzdvér mnoziny V v normé | - ||x, Sobolevova prostoru

WkP(Q). Pak plati
WEP(Q) c V . WhP(Q).

Necht déle je dan Banachtiv prostor Q funkci definovanych na 2, s normou
Il llo a takovy, ze mnozina C§°(2) je hustd v @) a Ze prostor V' je spojité
vnofitelny do prostoru Q; zapséno V — . Koneéné necht jsou dany
(a) funkce p € WFP(Q);

(b) funkciondl g € V' * takovy, ze pro kazdé v € W(f’p(ﬂ) je (g,v)y = 0;
(c) funkciondl f € Q*.
Rekneme, ze funkce u € T/VéC P(Q) je slabym fesenim okrajové tulohy
(A, V,Q), jestlize

(a) u—peV;

(b) pro kazdé v € V plati

|§§:k A aa(xaéku(l'))Da’U(CU) dz = <f’ U>Q+<9,U>V.

Parametry - 2, formalni diferencialni operator 2k-tého fadu A, prostory
V a @, funkce ¢ a funkciondly g € V* a f € Q™ - se nazyvaji data
okrajové ulohy (A, V, Q). Poznamenejme, Ze hledat slabé feSeni okrajové
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ulohy (A, V, Q) znamen Fesit operatorovou rovnici Au = & na mnoziné
{u € WFP(Q): u—p € V}. Zde A je operator definovany vztahem (4.3)
a funkcional ® € V' * je definovany takto:

<<I)’U> = <f’U>Q + <g’U>V’

Rovnice Au = ® je chapana v tomto smyslu: Najit u € W*P(Q) tak, aby
u—peVa

zl: A aa(z, 6pu(z))D(z)dz = (f,v)g +(g,v)y, Vv eEV.
a|<k

Prostor @ a funkciondl f € @* reprezentuji pravou stranu formalni di-
ferencidlni rovnice Au = f. Obvykle se voli za prostor @ prostor L" ()
s vhodné zvolenym parametrem r > 1 a funkciondl f volime ve specidlnim
tvaru

(fiv)g= /Qf(ac)v(x) dz, velL"(Q)

s funkci _
fe L), -+-=1
T S

Misto symbolu (f, v)Q se obcas pouziva symbol (f, v),.

Mnozina V generujici prostor V' reprezentuje tzv. stabilni okrajové pod-
minky (okrajové podminky obsahujici derivace nejvyse (k—1)-tého fadu)
a funkce ¢ (pfesnéji stopy funkei D¢, |3| < k—1) pak reprezentuje pravé
strany v téchto okrajovych podminkéach.

Funkciondl g reprezentuje tzv. nestabilni okrajové podminky (okrajové
podminky obsahujici derivace fadu vyssitho nez k — 1). Casto se tento
funkcional voli ve tvaru

(9, 0)y = /8 gle)u(z)ds

s funkci g z prostoru LY(9Q) s vhodné zvolenym indexem ¢ > 1. Misto
symbolu (g, v), se obCas pouziva symbol (g, v)sq-

4.1.1 Zobecnéni rustovych podminek

Z véty 1.8.5 plyne, 7e funkce u € W*P(Q) a jeji zobecnéné derivace DPu az do
fadu k—1 maji lepsi vlastnosti (lze ¥ici, Ze jsou hladsi nez nejvyssi derivace fadu
k). D4 se ocekavat, Ze lze zeslabit riistové podminky na koeficienty a,, v rovnici
(4.1), pfi¢emz operator A v definici slabého FeSeni okrajové tlohy bude také
ohraniceny a spojity z prostoru W#? () do dualniho prostoru (W’”’(Q)) *. Nej-
prve zeslabime predpoklady v tvrzenich uvedenych vyse a v bodé 4. tykajicim
se formalniho diferencidlniho operatoru s aplikaci véty 1.6.2.
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Véta 4.1.1 Nechtk € N,p>1, r > 1. Necht f = f(x,&) je funkce definovdna
prox € Q a & € R, a f € CAR. Predpokladejme, Ze existuje spojita funkce
¢ = c(t) > 0, definovand pro t > 0, a funkce g € L"(Q) tak, Ze pro vSechna
& € R, a pro skoro vsechna x € Q plati

f@Ol<e|l > sl |9@+ DY &l @)

|8]<k—N/p k—N/p<|8|<k
kde
(i) pro |B| >k — N/p je

Np ]
O =G

(if) pro |8l =k —N/p je
q(B) > 1 libovolné.
Pak pro kazdé u € WEP(Q) je
f(@,bru(z)) € L"(Q)
a Némyckého operdtor N uréeny funkci f, N(u)(z) = f(z,u(z)), =z € Q,
je spojity a ohraniceny z prostoru WP (Q) do L"(Q).

Pomérné snadno, lze dokazat, ze Némyckého operator A/ zobrazuje W*»(Q)
do prostoru L"(2) a je ohraniceny. Ditkaz ponechdme ¢tenafi jako cviceni s na-

vvvvvv

ve v&té 1.6.1. Snazsi je dokdzat demispojitost Némyckého operdtoru N. Diikaz
je za predpokladt véty 1.6.1 uveden v knize [6].

Cvicéeni 4.1.1 Dokazte ve vété 4.1.1 ohranidenost Némyckého operatoru N
z prostoru WP (Q) do L"(Q), tzn. je-li splnéna podminka (4.5), pak Némyckého
operator N zobrazuje W*?(Q) do prostoru L"(Q2) a je ohraniceny.
Navod. S vyuzitim nerovnosti

(a+b)" <2 a"+b"), a,b>0, nreN,
ukazte, ze plati

|f (@, opu(z))]" <

<alel Y DRu@I]] (@I + > [D%u()? b (4.6)
|B|<k—N/p k—N/p<|B|<k

kde ¢ je konstanta. Funkce c je spojitd, oblast €} je ohranifend a tim podle
tvrzeni (iii) véty 1.8.5 existuje konstanta co > 0 takové, Ze pro vSechna z € Q
plati

@, opu@)]” < erea {lg@@)"+ Y [Du(a)1@
k=N/p<|BI<k

Integraci této nerovnosti pfes 2 obdrzite dokazované tvrzeni. )
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Poznamka 4.1.1 Je-li kp < N, neexistuje multiindex 3 tak, aby platilo

|8 < k—N/p. V tomto piipadé je zapotiebi modifikovat podminku (4.5) takto:
je nutno pozadovat, aby tato podminka byla splnéna s néjakou konstantou ¢ > 0
misto funkce c(t). Tvrzeni véty 4.1.1 plati i v tomto pfipadé.

V nésledujici vété ukazeme, Ze operator A : WFP(Q) — (W’”’(Q))>k pii-
slusny formalnimu diferencidlnimu operatoru A je ohranifeny a spojity i za

slabsich predpokladi kladenych na koeficienty a,.

Véta 4.1.2 Necht A je formdini diferencidlni operdtor 2k-tého vddu zadany
formuli

(Au)(z) = Z D% (z, 0pu(x)), (4.7)

la|<k

a necht funkce a, € CAR spliiuji pro skoro vsechna x € Q a pro £ € R, tyto
rustové podminky:

aa(@, ) <ca | D &l g+ D gl @D, (48)

|B|<k—N/p k—N/p<|B|<k
kdep>1a

(i) ca = calt) je nezdpornd spojitd funkce proménné t > 0,
co = konst pro k — % <0y

(ii) go € L*(S2), kde

O pro ol 2 k-,
S =
N.
1 pro |af <k—
(i)
[q(azlagq(ﬁ) pro |a| >k — %,
r(a, ) =
a(B) pro |af <k -7
(iv)
aler P Mlzk-3
q(v) =
> 1 libovolné pro |v|=k— %.
Pak operdtor A definovany vztahem
(Au,v) = Z /Qaa(x,(iku(x))Dav(x) dz, v e Wkr(Q), (4.9)

|| <k

je ohraniceny a spojity z prostoru W5P(Q) do dudiniho prostoru (I/V’”’(Q))>k
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Dtikaz této véty neni slozity a ponechame jej ¢tenafi jako cviceni.

Cviceni 4.1.2 Dokazte vétu 4.1.2.
Navod. Pro odhad integrala tvaru

/ ao(z, pu(z))DYv(x) de, u,v € WEP(Q), |a <k
Q

vyuzijte vétu 1.8.5 a vétu 4.1.1, ve které misto funkce f vezméte funkci a,
a v nerovnosti (4.5) volte ¢islo r takto:

N N
- Q(Oé) je — i |Oé|2]€__; r=1, je—1 |a|<k——.
_ P p

&

Oznaéeni. Jestlize funkce a, € CAR a splituje rtistové podminky (4.8), pak
budeme psat
a, € CAR*(p).

V podminkéch a, € CAR(p) vystupoval parametr p ve formé exponentu p — 1
u v8ech proménnych &g, zatimco u podminek a, € CAR*(p) vystupuje v této
formé jen u proménnych &3 s || = k, a to navic pouze v téch funkcich a,, kde
také |a| = k. Je totiz ve vété 4.1.2

r(e,8) =p—1 pro |aof=|6]=k.

Je-li o < k nebo 8 < k, je r(a, 8) > p— 1 a tim se pFipousti rychlejsi rist nez
u podminek typu CAR(p). Odtud plyne, e pro stanoveni prostoru W#» (),
v némz se hled4 slabé feSeni, je rozhodujici pfedevsim rist koeficientti a,

s |a] = k vzhledem k proménnym &z s |G| = k. OvSem ani rist vzhledem
ke zbyvajicim proménnym ani rist koeficientii a,, s |a| < k neni libovolny a je
opét zavisly na parametru p, viz vztahy uvedené ve vété 4.1.2.

Priklad 4.1 Zvolmen =1,k =1, Q = (0,1) a forméalni diferencidlni operator
A definujme vztahem

d
(Au)(@) = = a1 (@, u(@),u'(2)) + ao(w, u(z), u'(z)) (4.10)
Pak rtstové podminky a; € CAR(p), i = 0,1 jsou tvaru

|G,7;(£L',EO,£1)| < gl(m) T (|£0|p_1 + |£1|p—1) 3

kde g; € L%(0,1), ¢ =p/(p — 1), a ¢; > 0 jsou konstanty.
Ristové podminky a; € CAR*(p) pro i = 0,1 maji tvar

|a1(l‘,fo,§1)| < a (|§0|) [91(37) + |§2|p71] s
lao(z,80,&1)] < co([€l) [go(®) + [§2/"],

kde cg, c1 jsou spojité funkce, g1 € L9(0,1), ¢ =p/(p—1) a go € L*(0,1).
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Zvolme ay(z,&0,&1) = & a ag(w,&,&1) = €. V tomto pripadé formélni
diferencidlni operédtor A je tvaru

Au = —u” + ™.
Snadno lze ovéfit, ze a; € CAR*(2), i = 0,1, jelikoz stadi zvolit

a)=e, alb)=1 g)=g@) =1

Avsak ag ¢ CAR(p) pro libovolné p > 1 a proto pii pouziti rastovych podminek
a; € CAR(p) nelze zavést pojem slabého FeSeni.

)

4.2 Existencéni véty

V tomto odstavci dokdZeme existenci slabého FeSeni okrajové ulohy (A,V, Q)
jednak pomoci Mintyho-Browderovy véty (viz véta 2.3.11), jednak pomoci
véty 3.2.1 z teorie potencialnich operatorti a koneéné pouzitim véty Lerayovy-
Lionsovy (viz véta 2.3.14).

Necht A je formdlni diferencidlni operator 2k-tého fadu zadany formuli

(Au)(x) = Z D%ay(z, 0ru(z)) (4.11)
lor| <k

a necht p € (1,00) a funkce a, € CAR*(p) pro |a| < k. Necht V je takovy
prostor, ze plati
WEP(Q) C V. WEP(Q).

Necht déle je dan Banachtuv prostor () funkci definovanych na 2, s normou
Il - llo a takovy, ze mnozina C§°(2) je hustd v @ a ze prostor V je spojité
vnofitelny do prostoru Q, tzn. V < Q. Kone¢né necht jsou dany

(a) funkce ¢ € WHP(Q);
(b) funkciondl g € V * takovy, Ze pro kazdé v € Wé“’p(ﬂ) je (g,v)y =0;
(c) funkciondl f € Q*.
Formélnimu diferencidlnimu operatoru A pfifadme operdtor A,
A:WhP(Q) — (Wk’p(Q))*, tak, aby pro kazdé u,v € W*P?(Q) platilo:
(Au,v) = Z /Qaa(x, drpu(x))D(z) da. (4.12)
|| <k

Podle véty 4.1.2 je operator A ohraniéeny a spojity z prostoru W*?(Q) do du-
alntho prostoru (W*?(Q))". Definujme operator 7' na prostoru V takto:
pro u € V necht Tu je takovy prvek z prostoru V*, Ze plati

<TU,U> = (A(u+<p),v> - <f7 U>Q - <97U>V
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pro vSechna v € V. Podle vyse zavedeného pojmu slabého feSeni okrajové tllohy
(A, V, Q) je mnozina vSech slabych feseni této tlohy totoZna s mnozinou vSech
feSeni rovnice Tu = 0 na prostoru V. Existenci feSeni této rovnice budeme
vysSetfovat pomoci vyse uvedenych vét 2.3.11, 3.2.1 a 2.3.14. Jedna se tedy
o ovéfeni predpokladu téchto vét, tzn. reflexivity prostoru V', monotonnosti
a potencialnosti operatoru T' a tzv. podminky monotonie v hlavni ¢asti u véty
2.3.14. Jedna se tedy o nalezeni dalsich pfedpokladii na koeficienty a,(z, &),
které budou zarucovat splnéni uvedenych podminek.

Reflexivita prostoru V.
Prostory W2(Q) a WJP(€) jsou pro p € (1,00) reflexivni. JelikoZ uzavieny
podprostor libovolného reflexivniho prostoru je sam reflexivni, je tim prostor
V reflexivni.

Ohranicenost a demispojitost operatoru 7': V — V*.
Ohranicenost plyne bezprostiedné z definice operatoru 7" a z ohranicenosti ope-
ratoru A. Pfedpokladejme, Ze u,, — ug v prostoru V. Ze spojitosti Némyckého
operétoru (viz véta 4.1.1) plyne

o (T, 0pun (T) + 0kp(z)) — aa(w,dkuo(z) + dkp(T))

v prostoru L, (), a tedy pro libovolné v € V' a pro libovolné o, |a| < k, plati

lim [ aq(x,dpun(z) + dpe(x)) D (z) de =

n—o0 Q

= /Q aa (2, Opuo () 4 dpp(x)) D0 (z) da.

Tudiz pro libovolné v € V je

lim (Tuy,v) = (Tug,v),

n—oo
coz znamena, ze Tu, — Tug v prostoru V* a tim je dokadzéano, ze operator T'
je demispojity.
Monotonie operatoru 7.

Je ihned patrné, ze jestlize pro vSechna £, n € R,; a pro skoro vSechna z €
plati

Z [aa(ajaf) _aa(xan)] (5(! _na) > 0,

lo| <k
pak operator T' je monoténni, nebot
(Tu—Tv,u—v)y=(Alu+¢) — Alv+ ¢),u —v) =
= > / [aa(z, 6ku(z) + 0rp(x)) — aa(r, 0pv(z) + 0rp(2))] F(z) dz > 0,
Q

|| <k

kde F((x) = D*u(x) — D*v(z).
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Koercivita operatoru 7.
Z definice operatoru T' a z konstrukce prostoru V' obdrzime nasledujici ekviva-
lence

im <Tu,u> =00 <= lim M =00 < (4.13)
l[ullp—o0 lullep—oc |tk
/ Z a(z, dpu(z) + dpp(z))Du(x) de = co. (4.14)
nuuk o ||u||k,p

|| <E

Tyto rovnosti plati, jestlize existuji konstanty ¢; > 0, c2 > 0, ¢z > 0 (v pfipadé
prostoru V = Wéc’p(Q) staél co > 0) tak, Ze pro vSechna ¢ € R,; a pro skoro
vSechna z € ) je

Z 'fozaoz(l',g) > 1 Z ‘fa|p + Cz|f(07‘..70)|p — C3. (4.15)

lo| <k lo|=k

Ovéteni posledni rovnosti v (4.13) provedeme jen pro pfipad ristovych podmi-
nek a, € CAR(p). Obecny piipad lze dokdzat analogicky. Z podminek (4.15)
na koeficienty a, a z ekvivalentnosti norem v prostoru W*?(Q) (viz (1.17))
plyne existence konstant d > 0, d; > 0 a ¢4 > 0 tak, Ze plati

(A(u+ @), u) = (Au+ @), u+ @) — (Alu + @), 9) ;

(A(u+ ), u+ ) 2/ c1 Z | D% + DYl + calu + ¢|P —cg| da >
Q

la|=k
> d1Hu+<,0Hp> — cau(f2);
(A +9),0) < Y llaal@, eu+ o)l D¢l <
|| <k
1/q
< [ X llaalw, b+ dug)lg
|| <k
< (exteallut ol,) el < (ca + dlu+ o272

<C4 +dllu+ |2, )

Odtud plyne

(Au+¢),u)
lullep
—1
> 4 lu+elk, dH@ pollutell,” 1
- l[wllk.p l[wllk.p
1
— ——c3u(Q).
l[wllk.p

Limitnim pfechodem ||u||g,, — oo obdrzime koercivitu (4.13).
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Potencialita operatoru 7.
Za urcitych predpokladt na koeficienty a, 1ze dokazat, ze operator T je poten-
cidlni s potencidlem F', tzn. pro kazdé u,v € V plati
Flu+tv)—F(u) d

l% ; = EF(u + tv)|t=0 = (Tu,v) =

= (Au+¢),v) = (fiv)g = (gv)y =
Z /aa CU 5ku( )+5k90( ))Da ( )dx - <fa > <gav>V

|| <k

Na prostoru V' hledejme funkcional F' ve tvaru

F(u) = [ blodiu(o) +8up(@) do = (£ = (9.0}

kde funkce b(z,§) je definovana pro skoro vSechna z € Q a vSechna ¢ € R,.
Integral na pravé strané této formule bude koneény, jestlize b € CAR(p+1). Pak
podle véty 4.1.1 Némyckého operator prislusny funkci b je ohraniceny z prostoru
WHP(Q) do prostoru Ls(0), kde s = 1+ (1/p). Aviak Ly (2) C L1(Q2) a tim je
integral konecny. Podobné lze ukazat, ze tento integral je konecny i v pripadé,
kdy b € CAR*(p+ 1). V tomto piipadé je nutné pouzit vétu 4.1.2.

Predpokladejme, Ze existuji pro skoro vSechna = € {2 a vSechna £ € R,
parcialni derivace

ab(z, ) b
< 7
e, sk a5

Pak lze zaménit pofadi derivace a integrace (teorie Lebesgueova integrélu) a po-
stupné obdrzime

€ CAR*(p) Va, |a| <k.

G(u,v) = EF(u—ﬁ—tv)h:O =

=/ gb(xﬁkU(w)+5k90($)+t5kv(ff))lt:o dz = (f,v)q = {9, v)y =

/ > - ga b, dpu(x) + Sip(a) D v(@)de — (f,v)g = (g,0)y

|| <k

Z definice G-derivace plyne, Ze jakmile pro kazdé pevné u € V' je G(u, v) linedrni
a spojity funkciondl v proménné v na prostoru V, pak G(u,-) =< F,(u),~ >
je G-derivaci funkciondlu F' v bodé u. Linearita je zfejmé ihned z uvedeného
vzorce.
Spojitost dokdzeme za predpokladu, Ze plati
0b

— A <k.
agaec R(p) Ve, |a| <k

Podle véty 4.1.1 obdrzime

0b
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< o |14+ D ID"u+Doll57" | [ D], <
lv|<k

<ca |1+ D IDYu+Dl5" | [[o]lkp-
[v|<k
Odtud plyne existence konstanty ¢ > 0 tak, Ze pro vSechna u,v € V plati odhad

G < Y [

lo| <k

%u;aku(x)mw(x» Dov(x)|dx +

+ (171

Q- Flgllv) llollkp < e {1+ Y 1D u+ Dolp™" | ollip

lv|<k
a tim také spojitost:

sup |G(u,v)] < oo YueV.

lvllk,p=1
Podobné lze dokazat pomoci véty 4.1.2 i spojitost v pripadé

0b
— € CAR*(p) Vo, |o| <k.
Oa
Srovname-li vySe uvedené vzorce, nabizi se zvolit funkci b(z, &) tak, aby pro
v8echna |a| < k platilo
ob(x,
;gag) = aa(x,f).

Pak jiz operator T bude potencidlni s potencidlem F. Funkeci b(x, §) definujme
takto:

b(z,§) :/o Z Eata(x,t€)| dt.

|| <k

Predpokladejme, ze pro skoro vSechna x € ), vSechna £ € R, a vSechny mul-
tiindexy 3, |8| < k existuji parcidlni derivace

Daa(z,6)
BT = Qap (.’E, 5)
a ze plati
aap(z,€) = apa(x,§) Va, B, o <k, |B] < k. (4.16)
Déle predpokladejme, ze £qaqp(x, &) € CAR*(p). Tento predpoklad je mozno
nahradit pfedpokladem a,s(z,&) € C°(Q x R,). Z vét o spojité zavislosti in-
tegralu na parametru ihned obdrZzime tvrzeni b € CAR a z uvedenych pfredpo-
kladd inkluze b € CAR*(p+1). Ukdzeme, Ze pro skoro viechna x € Q a vSechna
¢ € R, plati
9b(z,§)

9o

= aq(x,§).
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Z véty o derivaci integrélu podle parametru s vyuzitim symetrie (4.16) plyne

ob(z, & !
a(;)z/oagxtfdt—k/ Zaagxtg

|| <E

1
= )d
/0 ag(z,t€) t—l—/ —(ag(x,t€))dt
1

1
z/ ag(x,t&) dt + ag(x, &) — / ag(z,t€) dt = ag(z,§).
0 0

Poznamenejme, ze pfedpoklad symetrie (4.16) znamend, ze derivace druhého
fadu funkce b(z, ) podle proménnych &, a &g jsou zaménné, tzn. plati

0%b(x,6) _ 9%b(,¢)

0€,0¢3 03060

Aplikace véty Lerayovy-Lionsonovy (viz véta 2.3.14).
K aplikaci této véty je zapotiebi definovat ohrani¢ené zobrazeni ¢ z prostoru
V x V do prostoru V * tak, aby platilo:

1. pro kazdé u € V je ¢(u,u) = Ty

2. pro vSechna u,v,h € V a libovolnou posloupnost redlnych ¢isel {t,,}°2
takovou, ze t,, — 0, plati

(u+tph,w) — ¢(u,w);
3. pro vsechna u,w € V je splnéna tzv. podminka monotonie v hlavni ¢asti

<¢(u’ u) - (b(w’ u) y U — w> > 0;

4. jestlize up, — u a limy,— o0 (P(Un, un) — d(u, un) , up —u) = 0,
pak pro libovolnou w € V plati

d(w,un) — ¢(w, u);
5. jestlize w € X, u,, — u, ¢(w,u,) — z, pak

lim (g(w,un), ) = (2 u).

n—oo
Zobrazeni ¢ z prostoru V x V do prostoru V * definujme takto:

(o(u, w),v) =

= [ 3 (e dr(o) + 6110(0). (o) + Bup(@) D (o) do +
|a|=k

/ Z (z, dpw(z) + Spp(x)) D*(x) dz — (f,v)g — (9, 0)y

loo|<k—1
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kde dpw = {D"w : |v| = k}. Pfipomenme, Ze

(Tu,v) =/ Y aale, 6pu() + dpp(e) DYo(z) de — (f,v)q — (g,v)y -

2 al<k
Porovnanim obou vztahii ovéfime, Ze je splnéna vlastnost 1.:
d(u,u) =Tu Yu e V.

Vlastnost 2. lze dokazat podobné jako vyse dokdzanou demispojitost ope-
ratoru 7.

Predpoklddejme, ze koeficienty a,(x,€) splituji tzv. podminku monotonie
v hlavni ¢ésti - pro viechna n € REWVE=1) ¢ Ee R™,
kde m = k(N, k) — k(N, k — 1), a pro skoro vSechna z € Q plati

Z [aa(ff,n,f) - aa(xﬂ%g) (ga - an) 2 0.

|| =k
Do této podminky dosadme
=0 1u(@) + 0k 10(z), €= 0pu(z)+okp(x), €= dw() + orp(x)

a vyslednou nerovnost integrujme pies mnozinu 2 a tim zjistime, Ze je splnéna
vlastnost 3. K ovéreni vlastnosti 4. a 5. je zapotiebi nékterych hlubsich vét z te-
orie Lebesgueova integralu a vét o kompaktnim vnofeni Sobolevovych prostoru
(viz [4], str.235).

Nyni jiz lze zformulovat véty o existenci slabého feseni okrajové ulohy
(A, V, Q) jednak pomoci Mintyho-Browderovy véty (viz véta 2.3.11), jednak po-
moci véty 3.2.1 z teorie potencialnich operatori a jednak pomoci véty Lerayovy-
Lionsovy (viz véta 2.3.14).

Véta 4.2.1 (Aplikace Mintyho-Browderovy véty.) Predpokladejme, Ze koefici-
enty aq(x,&) spliugi tyto podminky

1. an € CAR*(p);

2.3 o<k [0a(2,€) — aa(@,n)] (Ca —7a) > 0;

3 Yjal<k €atal®:€) 2 1o =k [&al” + 20,0 — s,
kde c1 >0, c3 >0, c3 > 0.

Pak existuje alespon jedno slabé feseni okrajové dlohy (A,V, Q). Jestlize navic
v nerovnosti 2. plati rovnost pouze pro £ =1, pak okrajovd iloha (A,V,Q) md
praveé jedno slabé resent.
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Véta 4.2.2 (Aplikace véty 3.2.1.) Piedpokladejme, Ze koeficienty an(x, &) spl-
nugi tyto podminky

1. aq € CAR*(p);

Oag (x, _ __ Oag(=x, .
2. %ﬁ&) = aaﬂ(xaf) = aﬂa(xaf) = % \V/Oé, ﬁa |Oé| S ka |ﬁ| S k7

3. Latap(,§) € CAR*(p) Va, B, |af <k, |B] < k;

4- Zhﬂgk [aa(a?,f) - @a(%n)] (fa _7704) Z 0;

5. Z|a\§k £ata(T,8) > 1 Z|a\=k |€al? + C2|£(0,m,0)|p — Cs,
kde c1 > 0,co >0, c3 > 0.

Pak existuje alesporni jedno slabé feseni okrajové dlohy (A, V, Q). Jestlize navic
v nerovnosti 4. plati rovnost pouze pro & =1, pak okrajovd iloha (A,V,Q) md
prdveé jedno slabée resend.

Véta 4.2.3 (Aplikace Lerayovy-Lionsovy véty.) Predpokladejme, Ze koeficienty
aq(x, &) spliugi tyto podminky

1. aq € CAR*(p);
2. Z|a\:k [aa(%%g) - aa(%n,g)} (foc - ga) 2> 0.
3. Z|a\gk faaa(xvg) Za Z|a\:k |€a|p + CQ|€(O,»~,O)|p — C3,
kde c; > 0,c3 >0, c3 > 0.
Pak existuje alespori jedno slabé teSeni okrajové dlohy (A, V, Q).

Poznamenejme, ze v posledni vété tykajici se operatorti, které jsou monotonni
pouze v hlavni ¢asti, nelze obecné nic fici o jednoznacnosti feSeni. Porovna-
nim uvedenych ti vét je patrné, ze véta 4.2.3 je nejobecnéjsi, zatimco véta
4.2.2 je nejméné obecna. K procviceni uvedeme jednu pomérné jednoduchou
okrajovou tulohu.

Cviceni 4.2.1 Uvazujme klasickou Dirichletovu tilohu v jednorozmérném pii-
padé
—u”" +g(u)=h na Q=(0,1)

s nulovymi okrajovymi podminkami «(0) = u(1) = 0, kde g € C(—o00,+0)
a h € C(0,1) jsou spojité funkce. Okrajovou ulohu (A, V, Q) definujme takto:

Au=—u"+g(u), V=W33*Q), Q=L*Q),

<f,v>Q=/O hx)v(z)dz, v eV, ©=g=0.
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Operétor T definujme na prostoru V' takto:
pro u € V je Tu takovy prvek z prostoru V*, ze pro vSechna v € V plati

<TU7'U> = <AU,’U> - <f’U>Q =

- / W (2)' (2) + g(u(@))o(@)] dz — / h(z)o(z) da.
0 0

Podle vyse zavedeného pojmu slabého Feseni okrajové tlohy (A, V, Q) je mno-
Zina vSech slabych feSeni této tlohy totozna s mnozinou vsech feSeni rovnice
Tu = 0 na prostoru V. Naleznéte podminky na funkce g a h, za kterych je ope-
rator 1" monoténni, ryze monotonni, silné monoténni, koercivni a potencialni.
Zformulujte véty o existenci slabého FeSeni okrajové tlohy (A,V,Q) pomoci
vyse uvedenych vét 4.2.1, 4.2.2 a 4.2.3.

Reseni. V okrajové tiloze je N = 1, k = 1, k = 2 a koeficienty a,, jsou tvaru
ao(z,&0,&1) = g(&0) a a1(x, &, &1) = &1. Snadno se ovéri, Ze a; € CAR*(2) pro
i=0,1a tim p = 2. Operator T je potencialni s potencidlem F,

Flu) = % /0 o/ (2)]2 dz + /0 Glu(z)) de — /0 h@)u(z)de, u e WH2(Q),

kde G je primitivni funkce k funkci g. Je-li funkce g neklesajici, pak operétor
T je silné monotdénni. Jestlize

liminf g(¢)signt = c € R,

[t|—o0

pak T je koercivni. Operator 7' je monoténni v hlavni ¢asti.



Kapitola 5

*Stupen zobrazeni

V této kapitole struéné pojedndme o (topologickém) stupni spojitych zobra-
zeni a jeho vlastnostech jak v prostoru R, tak i v Banachovych prostorech.
V prvnim odstavci bude uvedena véta, pomoci které se definuje Brouwertuv
stupeni zobrazeni. Na zékladé vlastnosti uvedené v této vété dokdzeme Brou-
werovu vétu a také Schauderovu vétu o pevném bodu. V druhém odstavci této
kapitoly uvedeme definici a podrobnéji budeme studovat vlastnosti stupné zob-
razeni v kone¢né rozmérném Euklidové prostoru. Vzhledem k zaméteni téchto
skript nebudou uvadény vSechny dikazy, které 1ze nalézt predevsim v knihéach
[3] a [14]. Posledni odstavec je vénovan konstrukci stupné zobrazeni v Bana-
chovych prostorech.

5.1 Stupen zobrazeni v prostoru R,

V tomto odstavci nejprve uvedeme vétu o existenci stupné zobrazeni a jeho pod-
statnych vlastnostech. Vyklad omezime na funkce spojité definované na uza-
viené kouli se stfedem v pocatku v Euklidové prostoru R,, s cilem dokéazat
Brouwerovu vétu o pevném bodu. Vsechny véty a definice 1ze snadno zformu-
lovat pro pfipad funkci spojitych na uzdvéru oteviené a ohrani¢ené mnoziny
v prostoru R,, (viz [3] a [14]). Nejprve si pfipomefime oznaceni oteviené koule
zavedené v 1. kapitole. Zvolme r > 0 a symbolem B, ozna¢me otevienou kouli
v realném Euklidové prostoru R,,, n € N, se stfedem v pocatku, tzn.

B, :={z eR, :|z|]| < r},
kde ||z|| je norma x v prostoru R,,. Jeji hranici ozna¢me symbolem 0B,

0B, :={zx eRy, : |z = r}.
Véta 5.1.1 Necht f je spojité zobrazeni definované na uzaviené kouli B, s hod-
notami v R,, takové, Ze plati f(x) # 0 pro kaZdé x € OB,. Pak existuje celé

¢islo d[f(x); By,0] tak, Ze plati:

175
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(4) d[f(z); Br,0] =1 pro f(z) = .
(i) Je-li d[f(x); Br,0] # 0, pak ezxistuje xo € B, takové, Ze f(xo) = 0.

(iii) (Invariance vzhledem k homotopii.) o
Necht h(z,t) je spojité zobrazeni mnoZiny B, x [0,1] do R, takové, Ze
pro véechna t € [0,1] a pro vSechna © € OB, je h(x,t) # 0. Pak

d[h(z,0); By,0] = d[h(x,1); B,,0].

(iv) Je-li zobrazeni f navic liché, ten. plati-li f(z) = —f(—x) pro vsechna
x € By, pak d[f(x); By,0] je liché éislo (a tedy nenulové).

O

Definice 5.1.1 Cislo d[f(z); B, 0] se nazjvd Brouweriv (topologicky) stuper
zobrazend f vzhledem ke kouli B, a bodu 0 (krdtce stuperi zobrazeni f).

Vyznam Brouwerova stupné zobrazeni spoc¢iva v tom, ze ma-li zobrazeni f
nenulovy stuperi, pak podle vlastnosti (ii) véty 5.1.1 plyne, Ze rovnice f(z) =0
ma alespon jedno feSeni v kouli B,. Vypocet stupné konkrétniho zobrazeni,
jak uvidime v nasledujicim odstavci, je témétf vyloucen. Podle vlastnosti (i)
véty 5.1.1 méa identické zobrazeni stupen 1 a také kazdé liché zobrazeni ma
stupeil nenulovy (viz vlastnost (iv) véty 5.1.1). Pokud zobrazeni neni liché, tak
se nabizi moZnost pokusit se o0 homotopické spojeni zobrazeni f s identickym
zobrazenim (nebo s néjakym lichym zobrazenim) a pouZit vlastnost (iii) véty
5.1.1, coz provedeme v pripadé dikazu Brouwerovy véty. Pfedtim nez tuto vétu
dokéazeme, si pfipomenme definici pojmu homotopického zobrazeni.

Definice 5.1.2 Dvé spojitd zobrazeni fo a f1 na mnozﬁrﬁE se nazyvaji ho-
motopickd, jestlize existuje spojité zobrazeni h(x,t) na B, x [0,1] takové, Ze
pro vSechna B, plati

h(l’,O) = fO(x)v h(.’t, 1) = fl(w)

a pro vSechna © € 0B, a vSechna t € [0,1] je h(z,t) # 0. Zobrazeni h(x,t)
s uvedenymi vlastnostmi se nazyjvd homotopie zobrazeni fo a f1.

Nyni dokdzeme Brouwerovu vétu o pevném bodu.

Véta 5.1.2 (Véta Brouwerova.)

Necht f je spojité zobrazeni definované na uzaviené kouli B, C R,, a zobrazujici
tuto kouli do sebe, tzn. f(z) € B, pro kazdé x € B,. Pak v kouli B, ezistuje
pevny bod tohoto zobrazeni, tzn. existuje xo € B, tak, Ze plati f(xo) = xo.

Dukaz. Necht « — f(z) # 0 pro kazdé = € 0B,.. Pak jsou splnény predpoklady
véty 5.1.1 a tim lze definovat stupeil zobrazeni d[r — f(z); B, 0] . Polozme

h(z,t) = ¢ — tf(x). Ziejmé je h(x,t) spojité zobrazeni na mnoziné B, x [0, 1].
Dokéazeme, Ze jsou splnény predpoklady (iii) véty 5.1.1 , coZ znamen4, Ze funkce
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h(x,t) je homotopie zobrazeni z a f(x) . Dikaz provedeme sporem. Pfedpo-
kladejme, Ze existuje T € B, a t € [0,1] tak, Ze plati
h(Z,t) =7 —tf(T) = 0.
Jelikoz | f(Z)| <7 a |Z| =7, je
0=z —tf@)| > [2] -tf@)| =1 -Br=>0

a tim ¢ = 1. To je viak spor s predpokladem, Ze na 9B, je x — f(z) #0.

Z vlastnosti (iii) véty 5.1.1 plyne existence zy € B, tak, ze g = f(zo),
coZ znamend, ze g je pevny bod f. V pripadé, Ze existuje z¢g € 0B, tak, ze
xo = f(x0), pak neni co dokazovat - tento bod je pevnym bodem zobrazeni f.

O

Cviceni 5.1.1 Necht f je spojité zobrazeni definované na uzaviené kouli

B, C R, a zobrazujici tuto kouli do prostoru R,,. Pfedpokladejme, Ze pro
v8echna = € 9B, plati budto (f(z),z) < 0 nebo (f(z),z) > 0, kde (-,-) je
skalarni souéin v prostoru R,,. Pak v kouli B, existuje pevny bod tohoto zob-
razeni, tzn. existuje zo € B, tak, Ze plati f(x) = zo. Dokazte.

Navod. Tvrzeni dokazte zcela analogicky jako Brouwerovu vétu pomoci stupné
zobrazeni.

&

Cviceni 5.1.2 Necht f; a f jsou spojitd zobrazeni definovand na uzaviené
kouli B, C R,, a zobrazujici tuto kouli do prostoru R,,. P¥edpoklidejme, Ze pro
vSechna = € 0B, plati || fi(z) — f2(z)|| < || f1(2)]]-

Pak d[fi(x); Br,0] = d[f2(x); Br,0]. Dokazte. Toto tvrzeni je v literatufe
znédmé jako véta Rouchého.

Navod. Definujte h(x,t) na mnoziné B, x [0, 1] takto:
Wz, t) = fi(z) + t(fa(z) = f1(2)).
Pouzijte vlastnost (iii) véty 5.1.1.
&

Cviceni 5.1.3 Necht f je spojité zobrazeni definované na uzaviené kouli

B, C R, a zobrazujici tuto kouli do prostoru R,,. Pfedpokladejme, Ze pro
vSechna =z € 9B, a pro vSechna A > 0 plati f(z) + Az # 0. Pak existuje
xo € B, tak, Ze plati f(xo) = 0. Dokazte.

Navod. Polozme
h(z,t) =tf(x)+ (1 —t)z pro =€ B,, t€0,1].

Tvrzeni dokazte uzitim vlastnosti invariance stupné zobrazeni vzhledem k ho-
motopii:

d[f(z); By,0] = d[z; By,0] = 1.
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Cviceni 5.1.4 Necht g : R,, — R,, je spojité zobrazeni, pro které plati

(9(a), ) _

lzl—o ||
Pak rovnice g(z) = y mé FeSeni pro kazdé y € R,,. Dokazte.
Navod. Definujte funkci f = g — y. UkazZte, Ze existuje r > 0 tak, Ze plati
(f(x),x) >0 Vz € IdB,.

Jestlize f(x) # 0 pro x € dB,, pak odtud plyne, Ze jsou splnény predpoklady
predchazejiciho cviceni:

f@)+ X #0 VeredB, A>0.

Je-li f(xzg) =0 pro n&jaké xy € 9B, pak g(zo) = y.

5.1.1 Konstrukce stupné zobrazeni v prostoru R,

V tomto odstavci uvedeme podle knihy [3] obecnou definici, konstrukci a nej-
v nékolika krocich prevazné bez dikazi.

Necht D je neprazdné, ohranicend a oteviend mnozina v R, s hranici 9D.
Necht f = {f1, -+, fn} je spojité zobrazeni definované na mnoziné D a zobra-
zujici tuto mnozinu do prostoru R,,. Zvolme p € R, tak, aby p € f(D)— f(0D).

1. krok konstrukce. Pifedpokladejme

1. f € CY(D), tzn. viechny parcialni derivace prvniho stupné funkce
f=Af1,--+, fn} jsou namnoziné D spojité. Sestrojme Jacobidn J(f(z)),

x={x1--,z,} € D, tj. determinant matice
Oxq1? ’ Ox,,
:’ EEN :
Oz ’ o Oxy

2. Definujme mnozinu f~1(p) takto:

f'p)={zeD: f(x)=p}.

Piedpokladejme, Ze vSechny body mnoZiny f~!(p) jsou regulérni, tzn.,
ze plati J(f(z)) # 0 pro vechna z € f~1(p).
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Na z4kladé téchto predpokladii lze snadno zjistit, ze mnozina f ~!(p) je konecéna.
Skutecné, necht existuje posloupnost navzajem rtiznych bodt z; € D takova,
7e f(x;) = p. MnoZina D je ohranicend, a proto existuje vybrana konvergujici
podposloupnost {x,,, }. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze z; — xo. Pak
ze spojitosti funkce f plyne f(x¢) = p a proto zg ¢ 9D. Jelikoz zo € f~1(p),
je podle uvedenych ptfedpokladi bod z( regularni a Jacobidn J(f(z¢)) # O.
Jelikoz Jacobian J(f(z)) je spojity v okoli bodu zg (f € C*(D)) existuje ¢ > 0
tak, Ze plati (véta o inverznim zobrazeni)

f(zo+h) # f(zo) =p pro |h] €(0,¢).

Avsak ||z, — ]| € (0,€) pron > ng, a proto f(z,) # p, n > ng, oz je ve sporu
s pfedpokladem, Ze f(z;) = p pro v8echna i.
Definujme éislo d[f; D, p] takto:

dif; D.pl= > signJ(f(x)). (5.1)
z€f~1(p)

Poznamenejme, 7e soucet na pravé strané je nulovy, pokud mnozina f~!(p)
je prazdna. Toto cislo se nazyva stupen zobrazeni f vzhledem k mnoziné D
a k bodu p. Z této definice je ziejmé, Ze stupei zobrazeni je celé ¢islo. Exis-
tuji také jiné ekvivalentni definice stupné zobrazeni. Z nich uvedeme definici
v integralnim tvaru, kterd se pouziva v dikazech vlastnosti stupné zobrazeni.

Za vise uvedenych piedpokladt 1. a 2. je mnozina f~!(p) kone¢n4, necht

f_l(p) = {1‘1, o "xk}'

JelikoZ body x;, i = 1, -+, k, jsou regulérni, existuji oteviena okoli
U(zi),i=1,---,k tak, ze plati

1. U(l‘,) cD,

2. U(z;) NU(z;) =0 pro i # j,

3. J(f(y) #0proy e UL, U(wy),

4. zobrazeni f je vzajemné jednozna¢né na U(z;) proi=1,--- k.

Polozme ¢ = f —p. Pak mnozina (U (z;)) je okoli bodu 0 a tim existuje n > 0,
pro které plati

k
M ¢(U() > {y€Rn: iyl <n}.
i=1

Ze spojitosti funkce v plyne existence ¢isla § > 0 tak, ze

k
()| =6 VozeD-—|]JU(:).

=1
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Ziejmeé J(f(x)) = J(¢(x)). Zvolme € > 0 a funkci ¢ tak, aby platilo:

¢ € C([0,00)) N C((0, 00)), /R ¢(||z[|) dz =1 supp ¢ = [0, min(e, §,7)] ,

(5.2)
kde supp ¢ je nosi¢ funkce ¢. Pak pouzitim véty o substituci z teorie Lebesgu-
eova integralu obdrzime

| ol sl dx—z / BT (¥(x) da =

(5(7

k
= sign J (Y (x; z)|D|J(p(x))|dx =
> sign(v(2:) /U(mmnw( DI (@)

k

= sign J (¢ (x; z||)dz =
> sen J(0(x) /w ey Al
k

= Z sign J(¢(x;)) = d[f; D,pl.

Prava strana této rovnosti nezavisi na vybéru funkce ¢, kterd musi pouze spl-
fovat podminky (5.2), a tim také na této funkci nezdvisi hodnota integralu na
levé strané. Stupen zobrazeni f spliiujici vySe uvedené predpoklady 1. a 2. lze
vyjadrit v integralnim tvaru:

dlf; D,p] = /Dsb(llf(w) —pl)J(f(x)) dz, (5:3)

kde funkce ¢ je libovolna funkce spliiujici podminky (5.2). V literatufe se de-
finice stupné zobrazeni zalozend na této rovnosti nazyva Heinzav integralni
stupeil zobrazeni f (viz [14]).

2. krok konstrukce. Pojem stupné zobrazeni d[f; D, p] rorsifime
pro viechna p € R,, — f(0D). Z 1. kroku konstrukce je ihned ziejmé, ze
pro p & f(D), je d[f; D,p|] = 0. Oznacme

B={zxeD: J(f(z))=0}.

Podle Sardovy véty (viz [3]) neobsahuje mnoZina f(B) vnitini bod. Zvolme
p € f(B) (tzn. mnozina F~!(p) obsahuje neregularni body). Pak existuje po-
sloupnost p,, € R,, majici nasledujici vlastnosti

pn & f(B), pn—p, pn# f(x)VeedD. (5.4)

Tedy stupenl zobrazeni d[f; D, p,] 1ze tim definovat pomoci vzorce (5.1) z 1. kro-
ku pro kazdé n € N. V knize [3] je dokdzdno, Ze posloupnost {d[f; D, p|}
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konverguje a jeji limita nezavisi na vybéru {p,} za pfedpokladu, Ze jsou spl-
nény podminky (5.4). Na zakladé této vlastnosti lze definovat stupen zobrazeni
funkce f € C*(D) N C(D) vzhledem k D a k bodu p € R,, — f(9D) piedpisem

dlf; D,p] = Tim d[f; D,pa]

3. krok konstrukce. V tomto kroku rozsifime pojem stupné zobrazeni
d[f; D,p] pro f € C(D), pfi¢emz p € R,, — f(9D). Pomoci Weierstrassovy véty
0 aproximaci spojité funkce pomoci polynomi lze sestrojit polynomy f, tak,
ze plati

fn € CYD)NC(D), nlingo fn = f stejnomérné na D, p ¢ f,(0D) ¥n € N.

(5.5)
V knize [3] je dokézano, Ze posloupnost {d[f,; D,p]} konverguje a jeji limita
nezavisi na vybéru { f,, } za pfedpokladu, Ze jsou splnény podminky (5.5). Na za-
kladé této vlastnosti lze definovat stupen zobrazeni funkce f € C(D) vzhledem
k D ak bodu p € R,, — f(9D) predpisem

d(f; D,p| = lim d[fu; D,p]

vvvvvv

razeni. K diikazim se pfevazné pouziva integralniho tvaru stupné (5.3) a limit-
nich prechodt uvedenych v druhém a tfetim kroku konstrukce stupné zobrazeni.
Pro ilustraci uvedeme pouze nékolik nejjednodussich dukazt. Ostatni dikazy
a dalsi vlastnosti 1ze najit v knize [3].

Vlastnosti stupné zobrazeni.

1. Necht D je ohraniCena a oteviend mnozina v R,,. Necht f(z) = z ( (1den—
tické zobrazeni). Je-li p € D, pak d[f; D,p| = 1. Je-li p ¢ D,

d[f; D,p] = 0.
Tvrzeni plyne besprostfedné z definice stupné (5.1).

2. Necht D; a D5 jsou dvé disjunktni oteviené a ohranicené mnoziny v R,,.
Piedpokladejme, Ze zobrazeni f : Di U Ds — R,, je spojité a p # f(x)
pro xz € 9D, |J8D,. Pak plati

Rovnost plyne bezprostfedné z definice stupné (5.1) a z druhého a tfetiho
kroku konstrukce stupné zobrazeni.
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3. Necht D je ohrani¢end a oteviend mnozina v R,. Pfedpoklddejme, Ze

zobrazeni f : D — R,, je spojité, p # f(z) pro x € D a d[f; D,p] # 0.
Pak existuje alespon jeden bod xg € D takovy, Ze plati

f(zo) =p.

Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Necht f(z) # p pro x € D. Pak exis-
tuje kladné ¢islo € > 0 takové, ze pro x € D plati

If(2) = pl > 2e.

Sestrojme posloupnost {f,} spliiujici podminky (5.5) (viz 3. krok kon-
strukce). Pak existuje ng € N tak, Ze pro n > ng a € D plati odhad

[fn(z) = pll > 2e.

Zvolme funkci ¢ tak, aby byly splnény podminky (5.2). Pak pro n > ng
obdrzime (viz (5.3))

dlfu: D.p) = /D (11 Fn () — pl)T(fu(x)) dz = 0.

Tudiz
dlf; D,p] = lim d[f,; D,p|] = 0,

coz je ve sporu s predpokladem.

. (Invariance vzhledem k homotopii.) Necht D je ohrani¢end a oteviend

mnozina v R, a a,b € R. Necht h(z,t) je spojité zobrazeni mnoziny
D x [a,b] do R, takové, Ze pro vSechna t € [a,b] a pro vSechna x € 0D
je h(z,t) # p. Pak d[h(-,t); D,p] je konstantni na [a, b, tzn.

d[h(z,t1); D,p] = d[h(z,t2); D,p] Vit1,t2 € [a,b)].

vvvvvv

. (Rouchého véta.) Nechf D je ohranifend a oteviend mnozina v R,,. Pred-

pokladejme, Ze zobrazeni f; : D — R,, pro i = 1,2, jsou spojita, a pro
x € OD je splnéna nerovnost

1f1(z) = fa(@)[| < [[f1(z) = pl|.

Pak
Tvrzeni plyne z predchézejici vlastnosti invariance vzhledem k homotopii.

Staci polozit

h(z,t) = fi(x) + t(f2(z) — fi(z)) a a=0,b=1
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6. (Borsukova véta.) Nechf D je symetrickd, ohrani¢ena a oteviend mnozina
v R,, obsahujici pocatek, tzn. 0 € D.
Piedpokladejme, Ze zobrazeni f: D — R, je spojité, liché na D (tzn.
f(z) = —f(—=z) pro vechna z € 9D) a takové, ze 0 ¢ 0D. Pak d[f; D,0]
je liché éislo (a tim je nenulové).

vvvvvv

dalsich péti netrividlnich lemmat.

7. Necht D je symetrickd, ohraniend a oteviend mnozina v R,, obsahujici
pocatek, tzn. 0 € D. Pfedpokladejme, Ze zobrazeni f : D — R, je spojité
a takové, ze 0 ¢ f(0D). Necht pro kazdé = € 0D plati

f(z) f(==)
LF@I " 1 =2l

Pak d[f; D,0] je liché ¢islo (a tim je nenulové).

Diikaz. Polozme g(z) = f(z)—f(—x)a h(z,t) = f(x)—tf(—x) prox € D
at € [0,1]. Z pfedpokladu plyne, ze h(x,t) # 0 pro x € 9D a t € [0,1].
7Z vlastnosti invariance stupné zobrazeni vzhledem k homotopii obdrzime

+

d[f; D,0] = d[h(z,0); D,0] = d[h(z,1); D,0] = dlg; D,0].

Tvrzeni plyne pouZitim Borsukovy véty pro lichou funkci g.

5.2 Lerayuv-Schauderiuv stupen zobrazeni

Stupen zobrazeni lze snadno rozsifit i pro pripad spojitych funkci definova-
nych na redlném Banachové prostoru konecné dimenze. Je-li Banachtv prostor
nekonecné dimenzionalni, pak neexistuje stupenn spojitého zobrazeni s vlast-
nostmi uvedenymi ve vété 5.1.1. Existuje fada prikladd, ve kterych spojita
funkce homeomorfné zobrazuje jednotkovou kouli na sebe a nemé pevny bod.
V nasledujicim odstavci bude uveden jeden z téchto prikladta. V prvni kapitole
byla dokazéna Schauderova véta 1.3.5. Stejnou metodou, jakou byla dokézana
tato véta, lze zobecnit pojem Brouwerova stupné zobrazeni pro totalné spojité
operatory definované v Banachové prostoru.

Zvolme r > 0 a symbolem B, oznac¢me otevienou kouli v redlném Banachové
prostoru X, se stfedem v pocatku, tzn.

B.:={zeX: ||| <},
kde ||z|| je norma z v prostoru X. Jeji hranici ozna¢me symbolem 0B, :
0B, ={ze X :|z| = r}.
Véta 5.2.1 Necht T je totdlné spojity operdtor definovany na uzaviené kouli

B, s hodnotami v X takovy, Ze plati T(u) # u pro kazdé u € OB, a I je
identicky operdtor. Pak existuje celé ¢islo d[I —T; By, 0] tak, Ze plati:
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(4) d[I; By, 0] = 1.
(1) Je-li d[I —T; By, 0] #0, pak ezistuje ug € By takové, Ze T'(ug) = uo.

(#i9) (Invariance vzhledem k homotopii). Necht G je totdlné spojité zobrazeni
mnoziny B, s hodnotami v X takové, Ze pro vSechna t € [0, 1]
a pro vSechna u € 0B, je u —T'(u) — tG(u) # 0. Pak

d[I -T; B,,0=d[I - T — G; B,, 0].

(iv) Je-li operdtor T' navic lichy, tzn. plati-li T(u) = —T(—u) pro vsechna
u € By, pak d[I —T}; B,,0] je liché ¢islo (a tedy nenulové).

O

Definice 5.2.1 Cislo d[I —T; B,, 0] se nazjvd Lerayiv-Schauderiv stuper
zobrazent I — T vzhledem ke kouli B, a bodu 0 (krdtce stupen zobrazeni I —T).

Zpusob pouziti Larayova-Schauderova stupné zobrazeni je stejny jako zpt-
sob pouziti Browerova stupné. V néasledujicim cvic¢eni bude tento zpusob ilu-
strovan na dikazu Schauderovy véty.

Cviceni 5.2.1 Pomoci véty 5.2.1 dokazte specialni pfipad Schauderovy véty:
Kazdy totalné spojity operator T' zobrazujici kouli B; do sebe mé alespon

jeden pevny bod.

Navod. Ve vété 5.2.1 zvolte G = —T'. Stacéi dokéazat implikaci

T(u)#0VuedB; = u—T(u)—tGu)#0 Vte[0,1] a VuecdB;.

K dikazu této implikace vyuzijte predpokladu, zZe totalné spojity operator T'
zobrazuje kouli By do sebe.

&

5.2.1 Konstrukce stupné zobrazeni v Banachové prostoru

V tomto odstavci uvedeme podle knihy [3] obecnou definici, konstrukei a nej-

Nejprve budeme definovat stupen zobrazeni v n-rozmérném Banachové pro-
storu X. Z funkcionalni analyzy je znamo, Ze tento prostor je izometricky izo-
morfni s prostorem R,,. Necht h je néjaké zobrazeni, které izometricky a izo-
morfné zobrazuje prostor X na prostor R,,. Necht D je neprazdné, ohrani¢ena
a oteviend mnozina v X s hranici 9D. Necht f je spojité zobrazen{ definované
na mnoziné D a zobrazujici tuto mnozinu do prostoru X. Pfedpokladejme, Ze
f(z) # 0 pro € 9D. Pak s vyuzitim integralniho tvaru stupné zobrazeni (viz
(5.3)) a z véty o substituci obdrzime pro funkci f € C1(D) N C(D)

dlho foh ™t h(D),0]

) S(I(F (R )N (ho foh™ (y)dy =

h(D

| el @)
(D)
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Odtud plyne, Ze leva strana této rovnosti nezadvisi na vybéru funkce h a tim lze
definovat (aplikaci druhého a tf¥etiho kroku jako v pfipadé Browerova stupné
zobrazeni) stupen zobrazeni{ funkce f vzhledem k D a vzhledem k 0 takto:

dx|[f; D,0] =d[ho foh™Y; h(D),0]. (5.6)

7Z této definice ihned plyne, Ze vlastnosti stupné zobrazeni v kone¢né rozmérném
Banachové prostoru jsou tytéz jako vlastnosti Brouwerova stupné v prostoru
R,,.

V nekonecéné rozmérném Banachové prostoru X nelze dokéazat vétu, ktera
by byla analogii Browerovy véty a také nelze definovat pojem stupné libovol-
ného spojitého zobrazeni Banachova prostoru X do sebe s tymiz vlastnostmi
jako v pripadé konecné rozmérnych prostorii. Podstata této skutecnosti spo-
¢iva v tom, ze jednotkova sféra v nekonecné rozmérném Banachové prostoru
neni kompaktni. Uvedeme dva priklady, ve kterych spojité zobrazeni uzaviené
jednotkové koule do sebe neméa pevny bod.

Piiklad 5.1 (Kakutani.) Necht H je separabilni Hilbertiiv prostor s tplnou
ortonormalni bazi {y,}, n = 0,4+1,+2,---. Ozna¢me symbolem B jenotkovou
uzavienou kouli v H, tzn.

B={zeH: |z| <1}
Definujme transformaci U predpisem
U(yn) =Ypt1, n=0,x£1,£2 ---

a linearné tuto definici rozsifme na cely prostor H:

+oo +oo +oo
U(z) = Z a;U(y;) = Z a;Yi+1 Pro x = Z a;y;.
i=—00 i=—00 i=—00

Ztejmé linedrni transformace U izometricky izomorfné zobrazuje prostor H
na sebe a také jednotkovou sféru .S,

S={xeH: |z| =1}
jednoznac¢né na sebe. Definujme zobrazeni f na H predpisem
1
7(@) = 51~ lall)yo + U z).

Pomeérné snadno lze dokazat, Ze toto zobrazeni je spojité a homeomorfné zobra-
zuje kouli B na sebe a také zobrazuje homeomorfné jednotkovou sféru S na S.
Zobrazeni f nemd v kouli B pevny bod. Tuto vlastnost dokdZeme sporem.
Predpoklddejme, Ze existuje z¢ € B tak, ze plati zg = f(z). Odtud plyne

1
zo — U(zo) = 5(1 = [lzoll)vo-

Mohou nastat tfi pripady:
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1. zog = 0. Pak
0 =0~ Uleo) = (1~ llzoluo-
Proto 1 — ||ao|| = 0, coZ je ve sporu s pfedpokladem zy = 0.
2. ||lzo]| = 1. Pak xg = U(zg). AvSak snadno se ovéfi, Ze zobrazeni U nemé

pevny bod na jednotkové sfére S.

3. 0 < |zo|| < 1. Pisme

+o0 +o0
ro = Z a;Yi, Z \ai|2 = ‘.130“2 < 1.

i=—00 i=—00
Avsak
o0 1
wo—Ulwo) = Y (@i —ai1)y; = 5 (1= llzolDyo,
i=—00
a tim

1 .
ag—a-1=5(1—|lwoll) >0 a a;=ai1 Vi#0.
Odtud plyne, ze
...:a_3:a_2:a_1<a0:a1:...,

COZ znamena, ze

—+oo
Z la;|? = oo.

1=—00

Spor.

Specialni piFipad. Necht H = [? je Hilberttv prostor se standardni iplnou
ortonormalni posloupnosti {e;}, i =1,2,---, kde

€1 :(170707"')7 62:(07170707"‘)7 63:(0707170707'”)7""

Pak z € H lze zapsat do tvaru

(oo} o0
v={z}2 =Y wes lz)? =) |=il*.
=1 =1

Definujme posloupnost {y;} takto:

Yo = €1, Yn = €2n, Y—n = €241 VN € N a operator U jako vysSe. V tomto
pripadé obdrzime Ue; = e, Ulean) = eant2, U(eant1) = ean—1 ¥n € N.
Oznacme

B={xecH: |z| <1} a S={zeH: ||z| =1}
Pak U zobrazuje prostor H na sebe a navic plati

[U@)| <1 &zl <1, [[U@)]=1« [zl =1,
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Snadno se ovéri, ze U nemé pevny bod na jednotkové sféfe S. Zobrazeni f mé
v tomto specidlnim pripadé tvar

@) = 50 lalhes + V(@) =U (51~ ales +.2)

tzn. 1
f=Uog, g(x)= 5(1 —|lz|)es +x Vz e H.

Jako vyse se snadno ovéri, ze spojité zobrazeni f : B — B nema v kouli B
pevny bod.

[ )

Cviceni 5.2.2 Necht H = [? je Hilberttiv prostor se standardni iplnou orto-
normélni posloupnosti {e;}, i = 1,2,---, jako v pfedchézejicim ptikladé. Zob-
razeni f : B — B, kde B je uzaviena jednotkova koule v prostoru {2, definujme
predpisem

@) = (VI= Tl a102,-) o= {2, € 2,

Ukazte, ze f(B) C f(S), f(B) # S a dokazte, Ze spojité zobrazeni f nemd
v kouli B pevny bod.

&

Predpokladejme, ze Banachiv prostor X je nekonecné rozmérny, mnozina
D C X je ohranicend a oteviena s hranici dD a navic, ze 0 € D. Symbolem [
oznacme identicky operator a predpokladejme, ze

0¢ (I -T)(aD),

kde T : D — X je totalné spojity operator. Stupeit d [I — T'; D, 0] zobrazeni
I—-T, tzn. stupen zobrazeni I —T vzhledem k mnoziné D a vzhledem k 0 budeme
definovat jako limitu posloupnosti {dx, [I — Tn; Dy,0]}, kde T,, : X,, — X, je
aproximace operatorul’, X,, je kone¢né rozmérny podprostor X a D,, = X,,ND.

Z dikazu Schauderovy véty 1.3.5 vyplyva, ze existuje posloupnost totalné
spojitych operatorti {T,,} z D do X takovych, Ze plati

(i) Tn(D) C X,, kde X,, je kone¢né rozmérny podprostor X;

(ii) konvergence |75, (x) — T'(x)|| — 0 pro n — oo je stejnomérna na mnoziné
D, tzn. existuje €, > 0 tak, ze plati

|T(x) — To(z)|| <&, Vze€D a lim e, =0.

n—oo

Ozna¢me D, = D N X,,. Snadno se dokéze, ze D,, je neprazdna (0 € D,),
oteviend mnoZina s hranici 0D,, C dD. Z totdlné spojitosti a z predpokladu
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0 ¢ (I —T)(0D) lze pomérné snadno (napf. sporem) dokazat, ze existuje r > 0
tak, ze plati
inf [z —T(z)|| > r
x€dD
Odtud a ze stejnomérné konvergence (vlastnost (ii)) obdrzime existenci ng tak,
zZe pron > ng a x € 0D je

[ = Tozl| =

N3

a tim

inf -T >
56, o =Tl >

N3

Jelikoz (I — T3,)(Dy) C Xy, lze definovat stupeti dx,, [ — Ty; Dy, 0] zobrazeni
I — T, vzhledem k D,, a vzhledem k 0 stejnym zptsobem jako na zacatku to-
hoto odstavce (viz vzorec (5.6)). Ponékud sloZitéjsi je dokazat, Ze posloupnost
{dx, [I — Ty; D,,0]} je konvergentni a jeji limita nezdvisi na vybéru aproxi-
maci T, (viz [3]). Na zakladé této vlastnosti lze jiz definovat stupen zobrazeni
I — T vzhledem k mnoziné D a vzhledem k 0 (Leraytiv-Schaudertiv stupei):

d[I -=T; D,0] = lim dx, [I —T,; Dy,0]. (5.7)
Analogicky lze definovat stupeii zobrazeni I — T vzhledem k mnoZiné D a vzhle-
dem k bodu p, pro ktery plati p € X — (I — T')(0D). Pak lze snadno dokézat,
ze
d[I -T; D,p|=d[I —Th; D,0], kde Thx=Tz+p VeeX

ad[I—-T;D,p] =0prop ¢ (I —T)(D). Pro aplikace je dilezitd nasledujici
vlastnost, ktera je pfimym dutsledkem definice a nize dokdzané vlastnosti 2.:
je-li d[I —T; D,p] # 0, pak existuje z9 € D tak, ze xg — T'zg = p.

Vlastnosti Lerayova-Schauderova stupné zobrazeni.
NiZe uvedené vlastnosti Ize pomérné snadno odvodit z vlastnosti Brouwerova
stupné zobrazeni v R,,. Pro ilustraci uvedeme odvozeni jen jedné z téchto vlast-
nosti.

1. d[I; D,0] = 1.

2. Je-lid[I —T; D,0] # 0, pak existuje 2o € D tak, ze plati (I —T)(zg) = 0.
Dukaz. Z definice stupné zobrazeni (5.7), z vlastnosti stupné zobrazeni
v kone¢né rozmérném Banachové prostoru a z vysSe uvedené konstrukce
plyne, Ze pro n > ng existuje x,, € D,, tak, ze plati (I — T,)z, = 0.
Ze stejnomérné aproximace obdrzime (I — T)x, = yn, kde |lyn|| < en.
Jelikoz T je totdlné spojity operédtor a posloupnost {z,} C D je ohrani-
¢end, existuje vybrand podposloupnost {z,, } C {z,} a bod y € X tak,
Ze plati

lim Tz, =vy.

k—o0
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Jelikoz z,, = yn, + Tz, a e, — 0 pron — oo, je
lim z,, =y atedy y€D.
k—o0

Dale, operator I — T je spojity a proto

lim (I —T)x,, = ([ —T)y.
k—oo
Avsak
lim (I —T)xy,, = lim z,, — lim Tx,, =0
k—oo k—oo

k—oo

tudiz (I —T)y = 0. Z predpokladu 0 ¢ (I —T)(0D) plyne y € D.

3. (Invariance vzhledem k homotopii.) Nejprve zavedeme pojem homoto-
pie kompaktnich transformaci na podmnoziné E Banachova prostoru X.
Necht T'(t) je zobrazeni z intervalu [0,1] do mnoziny totalné spojitych
transformaci definovanych na mnoziné £ C X s hodnotami v Banachové
prostoru X. Rekneme, Ze zobrazeni T je homotopie kompaktnich trans-
formaci na FE jestlize k danému € > 0 a k libovolné ohranic¢ené mnoziné
M C E existuje 6 > 0 takové, Ze pro t1,t2 € [0,1], |[t1 —t2] < § a vSechna
r e M je

T (t1)x — T(t2)z|| < e.

Necht T'(t) je homotopie kompaktnich transformaci na D
a necht (I — T(t))xz # 0 pro vSechna t € [0,1] a pro vSechna = € 9D.
Pak pro v8echna ¢ € [0, 1] stupen zobrazeni d [I — T'(t); D, 0] existuje a je

vvvvvv

4. (Borsukova véta.) Necht D je symetrickd, ohrani¢end a oteviend mnozina
v X obsahujici pocatek, tzn. 0 € D. Predpoklddejme, ze operator T :
D — X je totalné spojity a lichy na D (tzn. Tx = —T(—x) pro viechna
x € 0D). Pfedpokladejme, 7ze Tz # z pro x € dD. Pak d[I —T; D,0]
je liché ¢islo (a tim je nenulové).

vvvvvv

5. Necht D je symetrickd, ohrani¢end a oteviend mnozina v X obsahujici
pocatek, tzn. 0 € D. Predpokladejme, ze operator T': D — X je totalné
spojity a pro x € 9D je Tx # = a

x—Tx —z —T(—x)
lo=Tx| * || =2 =T(=2)|

Pak d[I —T; D,0] je liché ¢islo (a tim je nenulové).
Dtikaz je stejny jako dikaz vlastnosti 7. v pfipadé Brouwerova stupné
zobrazeni v R™.

Na zavér uvedeme jednu z verzi Lerayho-Schauderovych vét o pevném bodu,
o které je podrobné pojednano v knize [14].
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Véta 5.2.2 (Lerayho-Schauderova véta o pevném bodu.) Necht je X Banachiiv
prostor, B, C X je otevrend koule se stredem v pocdtku a o poloméru r. Necht

T : B, — X je kompaktni operdtor takovy, Ze T(0B,) C B,. Pak operdtor T
md v kouli B, pevng bod.

Cviceni 5.2.3 Dokazte Lerayho-Schauderovu vétu o pevném bodu.

Navod. Definujme pro ¢ € [0, 1] homotopii kompaktnich transformaci T'(t)
na B,: T(t) = tT a ovéite, ze (I —T(t))(x) # 0 pro vechna ¢ € [0, 1] a vSechna
x € 0D. Aplikujte vlastnosti 3., 1. a 2. Lerayova-Schauderova stupné zobrazeni.

&



Priloha A

Struény seznam oznaceni

N prirozena cisla

R realnd cisla

C komlexni ¢isla

R, n-rozmérny Euklidiv prostor

[a, b] uzavieny interval

(a,b) otevieny interval

R* nezapornd &isla

L{{hi}y) linedrni obal {h;}?

D(A) defini¢ni obor operatoru A

R(A) obor hodnot operédtoru A

L(X,Y) prostor spoj.lin. operatoriz X do Y
Co(X,Y) prostor totalné spoj. operatort z X do Y
XxY kartézsky soucin prostorua X a Y

(, ) skaldrni sou¢in

Il norma

— spojité vnoreni

C inkluze

[u,2], u,z € X semiskaldrni sou¢in prvkd u a z v prostoru X
Pr projekce na mnozinu K

laf, o ={a;}X; délka N-rozmér. multiindexu o

Dy parc. derivace funkce u Ffadu |a/

N Némyckého operator

Qecot souvisla, ohran. oblast s Lipschitz. hranici, (t¥idy C%1)
dom F' efektivni oblast funkc.F'

X* (topoloficky) dual

X ** druhy normovany dudalni prostor

x* spojity linearni funkcional

(x*,2) hodnota funkc. * v bodé z

|Ed] norma prvku z

(u,v) skaldrni sou¢in prvkd u,v € X
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h)
DA(z,h)
A'(x)h = DA(z, h)
¢'(t—0)
¢'(t+)

T /T Tn N\ T
T —T
sign
L(Q)
- Ilq
Wk (Q)
H k,p
Wer (@)
k,p,0

| -
Il -1l
C’k(Q)
P
heCAR

h € CAR(p)
aq € CAR*(p)
(A, V,Q)
d[f(z); B, 0)

PRILOHA A. STRUCNY SEZNAM OZNACENI

kanonické zobrazeni prostoru X do X **)
dualizac¢ni zobrazeni

vnitfek mnoziny K

uzavér mnoziny 2

hranice mnoZiny 2

oteviené koule, stfed v 0 a polomér r
hranice B,

jednotkové sféra v R,

slaba konvergence {u,} k u

slaba konvergence funkcionala

slozeni funkci h a f

inverzni funkce

nadgraf (epigraf) funcionalu f

gradient funkcionalu f

Géateaux. difer. oper. A v bodé = ve sméru h
additivni variace V A(z, h)

G-derivace operatoru A v bodé x ve sméru h
derivace ¢ v bodé t zleva

derivace ¢ v bodé t zprava

monoténni konvergence posl. ¢isel {r,} k r
konvergence posl. {r,} k r

znaménko &isla o # 0

Lebesguetv prostor

norma na prostoru L?(f2)

Sobolevuv prostor

norma na prostoru W*?(Q)

Soboleviv prostor funkci s nulovymi stopami
norma na prostoru Wy (Q)

ekviv. norma na prostoru W*?(Q)

k- krat spoj. diferenc. funkce na 2

realny prostor ¢iselnych posl.

h spliiuje Caratheodorovy podminky

h € CAR a splijje rustové podminky

ao € CAR a spliuje zobecnéné rist. podm.
okrajova tloha

Brouweriv stupen f vzhledem ke kouli B, a 0
Leray-Schauder stupen operatoru I —T'



Priloha B

Seznam vét, lemmat

a definic.

Definice 1.1.1
Definice 1.1.2
Definice 1.1.3
Véta 1.1.1
Tvrzeni 1.1.1
Definice 1.1.4
Véta 1.1.2
Definice 1.1.5
Definice 1.1.6
Definice 1.1.7
Lemma 1.1.1
Lemma 1.1.2
Lemma 1.1.3
Véta 1.1.3
Véta 1.1.4
Definice 1.1.8
Lemma 1.1.4
Definice 1.1.9
Véta 1.1.5
Véta 1.1.6
Véta 1.1.7
Lemma 1.1.5
Véta 1.2.1
Definice 1.3.1
Véta 1.3.1
Véta 1.3.2
Véta 1.3.3

str.7

str.8

str.9

str.9

str.9

str.11
str.11
str.11
str.11
str.12
str.12
str.13
str.13
str.14
str.14
str.15
str.15
str.15
str.15
str.17
str.17
str.18
str.15
str.19
str.19
str.20
str.21

vybrané pojmy v normovanych prostorech
reflexivita Banachova prostoru

slabé konvergence prvki a funkcional
Eberleinova-Smuljanova véta

vybrana tvrzeni z linedrni funkcionalni analyzy
definice vlastnosti kone¢ného priniku

véta o centrovanych systémech

def. zdola a shora polospoj. funkce v top. prost.
def. zdola a shora polospoj. funkce v norm. prost.
konvexita a striktni konvexita funkciondlu

nutna a post. podm. slabé zdola polospoj. funkc.
vlastnost zdola polospoj. funkcionélu

vlastnost konvexnich a zdola polospoj. funkc.
konvexita, zdola polospoj. a slabé zdola polospoj.
post.podminka pro slabé zdola polospoj.

nadgraf (epigraf) funkcionalu

vztahy mezi vlastnostmi funkc. a jeho nadgrafu
definice opérného funkcionalu

vztah mezi konvexitou a opérnym funkcionalem
nutné a post. podminka konvexity funkc.
konvexita a slabé zdola polospojitost funkcionalu
zeslabeni pojmu opérného funkcionalu

ex. a jedn. feSeni rovnice jedné realné proménné
pojem pevného (fixniho) bodu

véta Brouwerova o pevném bodu

zobecnénd véta Brouwerova o pevném bodu
zobecnéni véty Brouwerovy
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Véta 1.3.4 str.22  véta Schauderova-Tichonovova o fix. bodu
Véta 1.3.5 str.22  véta Schauderova o pevném bodu

Véta 1.3.6 str.23  véta Hartmanova-Stampacchiova o fix. bodu
Véta 1.3.7 str.25  véta Banachova o kontrahujicim zobrazeni

Definice 1.4.1 str.25 definice monotonnosti funkce a operatoru
Definice 1.4.2 str.26 definice koercivity funkce a operdtoru

Véta 1.4.1 str.26  ex. fesSeni nelin. rovnic vice proménnych
Véta 1.4.2 str.28 surj. spoj. a koerc. zobrazeni v R,
Véta 1.5.1 str.29 Lagrangeova formule pro G-diferenc. funkc.

Lemma 1.5.1  str.33 vlastnosti G-derivace normy

Definice 1.5.1 str.33 striktné a stejn. konvex. norm. prostor
Véta 1.5.2 str.34 striktné a stejn. konv. norm. prostor
Definice 1.5.2 str.34  definice dualiza¢niho zobrazeni
Definice 1.6.1 str.36  definice Némyckého operatoru

Véta 1.6.1 str.36  vlastnosti Némyckého operatoru

Véta 1.6.2 str.39 zobecnéni véty 1.6.1

Definice 1.7.1 str.40 minimalizujici posloupnost

Véta 1.7.1 str.40 minimum slabé zdola polospoj. funke.

Véta 1.7.2 str.40 minimum slabé zdola polospoj. a rost. funkc.
Véta 1.7.3 str.42 konvexita a monotonnosti funkce

Véta 1.7.4 str.42 konv. a monot. funkc. v Hilbert. prostoru
Véta 1.7.5 str.44  zobecnéni véty 1.7.4 pro norm. prostory

Definice 1.7.2 str.46 definice bodu lokélniho minima funkc.
Lemma 1.7.1 str.46 vlastnosti G-derivace v bodé lok. minima

Véta 1.7.6 str.47  korektnost (ex. jediného bodu absol. minima)
Véta 1.7.7 str.48  zeslabeni predpokladi véty 1.7.6

Véta 1.7.8 str.50  véta o existenci bodu lokalnitho minima funkc.
Véta 1.7.9 str.50  minima konv. funke. a jejich G-derivaci
Definice 1.8.1 str.52 definice zobecnéné derivace

Véta 1.8.1 str.53  stopa funkce na 052

Véta 1.8.2 str.54  Greenova véta pro derivace prvniho fadu
Véta 1.8.3 str.54  Greenova véta pro derivace vyssich rada
Véta 1.8.4 str.55  zakl. vlastnosti vnofeni Sobol.prostoriu

Véta 1.8.5 str.55 vlastn. funkce z W*P(Q)

Definice 2.1.1 str.58 def. pojmu v teorii monoténnich op.
Lemma 2.1.1  str.60 vztahy mezi pojmy uvedenym v def. 2.1.1
Definice 2.1.2  str.64 nejdal. pojmy op. v refl. prostoru

Lemma 2.1.2  str.65 vztahy mezi vlastnostmi uvedenym v def.
Lemma 2.1.3  str.68 nejdul. vlastnosti monotdénnich op.
Definice 2.2.1 str.78 def. pseudomon. oper.

Lemma 2.2.1  str.78 vztahy mezi pojmy uvedenymi v def. 2.2.1
Lemma 2.2.2  str.82 soucet monoténnich operatort

Lemma 2.2.3  str.82 soucet pseudomonoténnich operatort
Definice 2.2.2 str.85 definice semi-monoténniho operatoru
Véta 2.2.1 str.85  vztah mezi se-mimonoténnosti a pseudomon.



Definice 2.2.3
Definice 2.3.1
Véta 2.3.1
Véta 2.3.2
Véta 2.3.3
Definice 2.3.2
Véta 2.3.4
Lemma 2.3.1
Véta 2.3.5
Véta 2.3.6
Véta 2.3.7
Véta 2.3.8
Véta 2.3.9
Definice 2.3.3
Véta 2.3.10
Veéta 2.3.11
Véta 2.3.12
Véta 2.3.13
Véta 2.3.14
Véta 2.4.1
Veéta 2.4.2
Véta 2.4.3
Lemma 2.4.1
Véta 2.4.4
Definice 3.1.1
Lemma 3.1.1
Lemma 3.1.2
Lemma 3.1.3
Lemma 3.2.1
Lemma 3.2.2
Véta 3.2.1
Definice 3.3.1
Definice 3.3.2
Lemma 3.3.1
Definice 3.3.3
Lemma 3.3.2
Véta 3.3.1
Véta 3.3.2
Véta 3.3.3
Definice 3.4.1
Véta 3.4.1
Véta 3.4.2
Véta 3.4.3
Véta 3.4.4
Véta 3.4.5
Lemma 3.4.1

str.90

str.91

str.91

str.92

str.93

str.95

str.95

str.96

str.96

str.98

str.101
str.102
str.103
str.105
str.106
str.109
str.112
str.112
str.113
str.115
str.119
str.120
str.121
str.122
str.123
str.124
str.125
str.127
str.133
str.134
str.134
str.136
str.136
str.136
str.139
str.139
str.139
str.140
str.143
str.144
str.144
str.145
str.146
str.149
str.150
str.152
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akreditivni a disipativni operator
Lipschitzovsky spojity operator

rovnice se silné monot. a Lipssch. spoj. op.
Laxova-Milgramova véta

Stampacchiova véta (zob. Lax-Milgram v.)
monot. oper. na podmn. Hilbert. prostoru
monot. a expanz. oper. v Hilbert. prostoru
Mintyho 1. pro monot. oper. v Hilbert. p.
véta o fixnich bodech neexpanz. operatoru
zakl. véta o monot. oper. v Hilbert. prost.
zobecnéni véty 2.3.6 pro uzavienou kouli
surj. monot., koerc. oper. v Hilbert. p.
zeslabeni predpokladi véty 2.3.8

def. Galerkinovy aprox. op. rovnic
surjektivita oper. v refl.; seper. Banach. p.
Mintyho-Browderova v. (zob. v. 2.3.10)
véta analogickd k vété 2.3.10 o surj.

zob. véty 2.3.10 pro nemonoténni operatory
véta Lerayova-Lionsova

konvergence Galerkinovych aproximaci
konvergence iter. metody v Hilbert. p.
komb. Galerkinova a iteracni metoda
konvergence pevnych bodt posl. operatori
konvergence projekéné-itera¢ni metody
definice pojmu potencial

expl. tvar radialné spoj.potenc. operatora
kritéria potenc. demispojitého operatoru
kritéria potenc. G-diferenc. operatori
podm. Tes$. rovnice s monot. potenc. oper.
demispoj. monoténniho potenc. operatoru
feseni rovnice s monot. potenc. oper.
efektivni oblasti funkcionalu

duélni funkcional

vlastnosti dudlniho funkcionélu

dvakrat duélni funkcional

efekt. oblast dvakrat dual. funkc.

vztah mezi funkc. a dvakrat dudlnim funkec.
¢tyti ekv. tvrzeni pro dualni funkcional
vlastnosti potenc. operatortt A, A"
definice Ritzovy aproximace feSeni

vztah mezi Ritzovou a Galerkin. metodou
konvergence Ritzovy metody

konvergence itera¢ni metody

konvergence projekéné-itera¢ni metody
iter. metoda a komb. Galerk. a iter. metoda
kontraktivita spec. operatoru
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Véta 3.4.6
Véta 4.1.1
Véta 4.1.2
Véta 4.2.1
Véta 4.2.2
Véta 4.2.3
Véta 5.1.1
Definice 5.1.1
Definice 5.1.2
Véta 5.1.2
Véta 5.1.2
Véta 5.2.1
Definice 5.2.1
Véta 5.2.2
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str.156
str.163
str.164
str.172
str.173
str.173
str.175
str.176
str.176
str.176
str.176
str.183
str.184
str.190

minimalizujici vlastnost posloupnosti
spojitost a ohrani¢enost Némyckého op.

Ohr. a spoj. oper. pfisl. k form. dif. op.

slabé Fes. okraj. tlohy (apl. v. Minty-Browd.)
slabé fes. okraj. ulohy (apl. v. 3.2.1)

slabé fes. okraj. ilohy (apl. v. Leray-Lions)
existence stupné zobrazeni v prostoru R,
definice Brouwerova stupné zobrazeni
definice pojmu homotopického zobrazeni
véta Brouwerova (dtikaz pomoci stupné zobr.)
ex. stupné zobrazeni na Banachové prostoru
vlastnosti Laray-Schauder stupné zobrazeni
Larayova-Schauderova stupné zobrazeni
Larayho-Schauderova véta o pevném bodu



Rejstrik

w konvergence, 9
w ™ konvergence, 9

Whp(Q)
stopa na 0%, 53

aplikace
véta Lerayova-Lionsova, 173
véta Mintyho-Browderova, 172
véta z teorie potenc. operatort,
173
véty Lerayovy-Lionsonovy, 171

bilinearni forma, 92
symetricka, 92

Caratheodorovy podminky, 36, 158

derivace funkce
distribuce, 52
divergentni tvar, 159

dtsledek
modif. zakl. v. o surj., 109

existenc¢ni véty, 166

formélni diferencialni operator, 159
vlastnosti, 164
funkce
nulové stopy, 54
zobecnéné derivace, 55
koercivni, 26
monoténni, 25
spojita, 18
ryze monoténni
spojita, 18
shora polospojita, 11
slabé shora polospojita, 12

slabé zdola polospojita, 12
zdola polospojita, 12
zdola polospojita, 11
funkcional

dual k Wk»(Q), 55
dudlni, 136

konstrukce, 137

vlastnosti, 136
dvakrat dudlni, 139
efektivni oblast, 136
konecny, 12
konvexni, 12, 13

spojity, 14
korektnost minimalizace, 47
kvazikonvexni, 14
linedrni

spojity, 8
lok&lni minimum, 45
minimum, 40
Minkowského, 20
nadgraf (epigraf), 15
netrivialni, 136
opérny, 15
ryze kvazikonvexni, 14
shora polospojity, 11
slabé konvergence, 9
slabé koercivni, 47
slabé zdola polospojity, 13, 14
spojity

sublinearni, 20
striktné konvexni, 12
zdola polospojity, 11, 13

Galerkinova aproximace, 105

Hilbertav prostor
projekce, 41
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hlavni ¢ast vektoru dpu, 158

Kakutaniho ptiklad, 185
klasické feseni, 159
kone¢né dimenzionalni

normované

prostory, 21

konvergence

w konvergence, 9
konvexni, 10, 17, 29
koule

uzaviend, 9, 10
kritérium

slabé zdola polospoj. funkc., 12

lemma,
Mintyho, 96

zobecn. lemmatu Mintyho , 96

limita, 8

mnozina, 12, 32, 35, 50
kompaktni, 8
konvexni, 10
ohranicena a uzaviena, 10
uzaviend, 9, 14
maximalné monoténni, 88
monotonni, 88
prekompaktni, 8
slabé kompaktni, 9, 10
slabé oteviena, 10
slabé uzavtena, 9, 12-14
uzaviena, 8, 13, 14
pohlcujici, 20
multiindex, 51
délka, 51

neprazdny prunik mnozin, 11
norma
ekvivalentni na WP (Q), 52
F-derivace, 33
G-derivace, 33
gradient, 31
na Wk»(Q), 52
na WP (Q), 53
operatoru, 8
prvku, 8
stejnomérné konvexni, 33

REJSTRIK

striktné konvexni, 33

normované prostory, 44
num. metody

projekéné-iteracni , 121

numerické metody

odhady chyb, 151
Galerkinova metoda, 114
gradientni, 148
itera¢ni metody, 118
komb. Galerkin. a iter., 120
metoda nejvétsiho spadu, 148
minimalizujici posloupnost, 156
projekéné-iteracni metoda, 149
Ritzova, 144, 145

konvergence, 145

definiéni, 7
hodnot, 7

okrajova tuloha, 160

data, 161
Dirichletova, 160
slabé Teseni, 160
prava strana, 162
slabé feseni, 161

operator

J-monoténni; 90
a-monotdénni, 59
akreditivni, 90
demispojity, 64
derivace vyssiho fadu, 30
disipativni, 90
dualizac¢ni, 35
expanzivni , 95
F-derivace, 30
Fréchettuv diferencial, 30
G-derivace, 29
hemispojity, 64
koercivni, 26, 59
kompaktni, 8
kritéria potencialnosti, 124
linearni, 8

kompaktni, 8
Lipschitzovsky spojity, 65
lok&lné ohraniceny, 64
maximalné monoténni, 88
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monotoénni, 26, 58, 95 omezena, 8
potencialni, 133 prekompaktni, 8
potencialni, 132 slabé uzavtena, 12
soucet, 82 podmozina
neexpanzivni, 95 kompaktni, 8
nelinearni, 7 podminka
Némyckého, 36 (M), 59
vlastnosti, 36, 131 (M)o, 59
zobecnéni, 39 (9), 59
ohranicené Lipsch. spoj., 65 (S) 4+, 78
ohranicdeny, 64 (S)o, 78
podminka (M) podminky
soucet, 84 monotonie v hlavni ¢asti, 167
potencial, 123 nestabilni okrajové, 162
potencialni, 123 rustové, 36, 158
vlastnosti, 143 stabilni okrajové, 162
pseudomonoténni, 78 zob. rust. podminek, 162
soucet, 82 podposloupnost
radidlné spojity, 64 konvergentni, 8
potencialni, 124 pokryti
ryze monoténni, 26, 59 kone¢né podpokryti, 8
semi-monoténni, 85 oteviené, 8
silné monoténni, 59 posloupnost
slabé diferencovatelny, 28 omezena, 10
slabé spojity, 64 konvergence
spoj. na kon. rozmér. podprost., slabéa, 9
65 konvergence X *-slaba, 9
spojity, 8, 64 limitné husté, 120
linearni, 8 minimalizujici, 40
spojity na primkéach, 65 ohranicena, 8, 9
stejnomérné monotdnni, 59 omezena, 9
stejnomérné spojity, 65 podposloupnost, 8
totalné spojity, 8, 22, 64 konvergentni, 8
variace operatoru, 29 potencial ulohy, 134
zesilen€ spojity, 64 princip stejnomérné omezenosti, 9, 10
operatorové rovnice, 91 projekce, 10
ex. a jednoznacnost feseni, 91 prostor
oznadeni Banachav
CAR, 158 reflexivni, 9, 10
CAR(p), 158 druhy dudlni, 8
CAR*(p), 165 duélni, 8
metricky, 7
podmnozina normovany, 7
kompaktni reflexivni, 8, 9
sekvencidlné, 8 separabilni, 105

konvexni, 12 Sobolevuv, 51
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Soboleviiv WkP(Q), 52
Soboleviiv WP (€2), 53
stopa na 0, 54
stejnomérné konvexni, 33
striktné konvexni, 33
topologicky, 7, 11
vlastnosti konv. prostort, 33
uplny, 8

rovnice
existence a jednoznacnost, 18

Semi-skalarni sou¢in, 89
slabé konvergence, 9
slabé feseni, 160
stupen zobrazeni, 175
n-rozm. Banach prostor, 184
Banachtiv prostor
vlastnosti, 185
Brouwertv, 176
Brouwertiv
konstrukce, 178
vlastnosti, 175, 181
Heinziv integralni stupen, 180
Leray-Schauder
vlastnosti, 188
Lerayav-Schauderuv, 184, 188
vlastnosti, 183

uzaver, 8

vektorova funkce-d u, 158
vlastnost kone¢ného priniku, 11
vnofeni, 8

vztah
konv. a opérny funkec., 15
duélni, 8

konvexita a G-derivace, 42
veta

Leray-Schauder v. o fix. bodu, 189

vnoteni, 54

Banachova o kontrah. zobr., 25

Borsukova, 189
Brouwerova, 19, 176
Eberlainova-Smuljanova, 9
Greenova, 54

Hartmanova-Stampacchiova, 23
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Lagrangeova formule, 29
Laxova-Milgramova, 92
Lerayova-Lionsova, 113
Mintyho-Browdera, 109
o surjektivité v prostoru R,,, 28
o centrovanych systémech, 11, 112
o ex. feseni v Hilbert. prostorech,
98
o fix. bodech neexpanz. oper., 96
o pevném bodu, 21
o surjekt. v Hilbert. prostoru, 102
Rieszova-Fréchetova véta, 91
Schauderova, 22, 184, 187
Schauderova-Tichonovova, 22
Stampacchiova, 93
zobecnénd Brouwerova, 20
zobecnéni Lax-Milgram v., 91
zakl. v. o surj., 106

zobecnéné derivace, 52
zobrazeni

dualizaéni, 34
vlastnosti, 129
inverzni, 21
kanonické, 8, 89
linearni
izomorfni a izometrické, 8
pevny bod, 19
Rieszovo, 77
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