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ВВЕДЕНИЕ 

 
Интенсивное развитие мирового промышленного производства и 

России, в частности, требует все возрастающего расширения энергетиче-
ской базы. Для обеспечения потребности и прироста запасов нефти и га-
за необходимо постоянное наращивание объемов буровых работ. Для 
достижения этой цели необходимо осваивать новые нефтяные и газовые 
месторождения, а также интенсифицировать разработку эксплуатируе-
мых месторождений, повышать нефтеотдачу пластов. При этом просле-
живается тенденция расширения доли глубокого и наклонно-
направленного бурения. В связи с этим исследования процесса бурения 
глубоких и наклонно-направленных скважин приобретают большое тео-
ретическое и практическое значение. 

Бурение нефтяных и газовых скважин, как известно, является 
весьма дорогостоящим процессом. При этом углубление забоя скважины 
представляет собой одну из основных составляющих этого процесса. По-
вышение эффективности процесса бурения глубоких и наклонно-
направленных скважин в условиях, когда исследователь не имеет непо-
средственного доступа к забою, во многом  определяется широтой и глу-
биной теоретических и экспериментальных исследований. 

В отличие от других областей техники глубокое бурение выделяет-
ся тем, что между долотом, разрушающим горную породу на забое, и ис-
точником энергии, расположенным на дневной поверхности, имеется бу-
рильная колонна, отличительной чертой которой является большая про-
тяженность при малом поперечном сечении, что во многом определяет 
кинематику и динамику работы долота. И хотя опыт бурения достаточно 
велик и исчисляется многими десятилетиями и миллионами метров про-
буренных скважин, вопросы, связанные с влиянием бурильной колонны 
на эффективность разрушения горных пород, стали привлекать внимание 
исследователей сравнительно недавно. Основной причиной обращения к 
этим вопросам послужила слишком ощутимая, в ряде случаев, разница 
между показателями отработки долот в стендовых и промысловых усло-
виях, а также частое несоответствие оптимальных параметров режимов 
бурения, получаемых из математических моделей для целей оптимиза-
ции процесса проводки скважин, реальному положению вещей, посколь-
ку в эти модели вводятся эмпирические зависимости, определяемые на 
лабораторных установках. 

При разработке методов прогнозирования эффективности работы 
породоразрушающего инструмента на забое скважины и выбора опти-
мальных режимов бурения до сих пор, как правило, используются эмпи-
рические зависимости, связывающие показатели отработки долот с ре-
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жимными параметрами, но не учитывающие механических свойств бу-
рильной колонны. Подобный подход породил немалое количество зави-
симостей, довольно часто не согласующихся друг с другом. Примеры 
противоречивости математических моделей углубления забоя, предло-
женных разными авторами, можно привести в довольно большом коли-
честве. Отмеченные факты при прочих равных условиях имеют место 
потому, что не учитывается взаимное влияние долота и колонны друг на 
друга при разрушении породы на забое. Рассмотрение процесса работы 
породоразрушающего инструмента в отрыве от бурильной колонны мо-
жет приводить к ложной трактовке результатов исследований законо-
мерностей процесса бурения нефтяных и газовых скважин со всеми вы-
текающими последствиями для теории и практики этой области техники. 
Кроме того, весьма важной проблемой является нахождение ограниче-
ний, которые необходимо налагать на области применения зависимостей, 
используемых для целей прогноза эффективности разрушения горных 
пород и оптимизации режимов бурения, что будет способствовать наи-
более эффективному применению этих зависимостей. 

При разрушении горных пород шарошечными долотами в буриль-
ной колонне возникают колебания, которые в самом общем случае мож-
но разделить на два вида – высокочастотные и низкочастотные. Высоко-
частотные колебания органически присущи вращательному способу бу-
рения, поскольку разрушение породы происходит путем периодического 
воздействия на нее зубцов долота. Низкочастотные колебания имеют го-
раздо более сложную природу возникновения. 

Многочисленными промысловыми наблюдениями установлено 
весьма негативное влияние низкочастотных колебаний как на долговеч-
ность бурильного инструмента, так и на эффективность разрушения гор-
ных пород. Это обстоятельство явилось причиной появления различного 
рода наддолотных амортизаторов. Однако такие устройства, являясь уз-
кополосыми механическими фильтрами, не в состоянии эффективно га-
сить колебания с широким спектром частот, возбуждаемых в бурильной 
колонне, которая представляет собой механическую систему с распреде-
ленными параметрами. И как показывает опыт, применение амортизато-
ров не всегда является эффективным, а в ряде случаев – даже вредным. 
Также следует отметить, что пока еще применяемые виброзащитные 
средства при их высокой стоимости не обладают достаточной надежно-
стью и долговечностью. 

Несмотря на большое количество исследований, посвященных ди-
намике бурильного инструмента, все еще не изучена природа появления 
низкочастотных колебаний бурильной колонны в результате взаимодей-
ствия долота с забоем. Выявление и исследование причин возникновения 
колебаний указанных видов позволит оптимизировать режим бурения и 
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компоновку бурильной колонны, что приведет к увеличению эффектив-
ности бурения и отпадет необходимость применения дорогих и недолго-
вечных наддолотных амортизаторов. 

Актуальность вышеобозначенных проблем особенно возрастает в 
связи с увеличением объемов бурения в труднодоступных районах стра-
ны в условиях ограниченного количества трудовых и материальных ре-
сурсов. В этих условиях наиболее эффективным и доступным средством 
для дальнейшего снижения стоимости буровых работ и повышения про-
изводительности труда при бурении является освоение теории и практи-
ки управления работой бурильной колонны при проводке глубоких вер-
тикальных и наклонно-направленных скважин. 
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1. О характере сил сопротивления движению бурильной 

колонны в наклонной скважине 
 
 
     Рассмотрим наклонный участок скважины, в котором находится бу-
рильная колонна (рис.1), и выделим некоторый элемент колонны длиной 
∆S. Рассмотрим условия его работы в процессе проводки скважины. 
Очевидно, что в общем случае выделенный элемент вращается с некото-
рой угловой скоростью п (при роторном способе бурения п≠ 0; при буре-
нии с применением забойного двигателя п=0). Далее, в результате взаи-
модействия породоразрушающего инструмента с забоем возникают раз-
личного рода колебания элемента. Если считать, что скорость продоль-
ных колебаний по абсолютной величине существенно превышает меха-
ническую скорость бурения (что наиболее оправдано для крепких по-
род), то забойные возмущения, распространяясь к началу скважины, вы-
зывают циклические перемещения поперечных сечений бурильной ко-
лонны. Следовательно, элемент ∆S будет кроме вращения совершать пе-
риодическое осевое движение. Пусть ∆т - масса выделенного элемента, 
D - внешний диаметр элемента, α - угол между его осью и вертикалью.  
Тогда в осевом направ-
лении на него действует 
сила ∆mgcosα , а сила 
∆mgsinα  прижимает к 
стенке скважины, в ре-
зультате чего возникает 
сила сопротивления 
движению элемента ∆Fc. 
Именно эта сила и явля-
ется основной компонен-
той с точки зрения фор-
мирования сил сопро-
тивления движению бу-
рильной колонны в на-
клонной скважине, а по-
тому и подлежит опре-
делению в первую оче-
редь. Если через v обо-
значить скорость перемещения элемента колонны по стенке бурящейся 
скважины, то сила сопротивления движению должна быть функцией 
этой скорости и величины нормального усилия между контактирующими 
поверхностями, то есть ∆Fc =∆Fc(∆mgsinα,v). Для выявления характера 
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этой силы была разработана и создана специальная установка /1/, суть 
которой состоит в следующем.  
     При  реальных условиях бурения в процессе  контакта  между элемен-
том и стенкой скважины элемент бурильной колонны вращается и одно-
временно совершает возвратно-поступательное движение, в то время как 
стенка скважины неподвижна. В лабораторных условиях, конечно, мож-
но осуществить имитацию подобного процесса, однако установка при 
этом получается крайне неудобной с точки зрения измерения необходи-
мых параметров. Поэтому была выбрана несколько другая схема взаимо-
действия между имитаторами стенки скважины и элемента бурильной 
колонны: стальной цилиндрический образец (элемент колонны) совер-
шает только вращение, а возвратно-поступательное движение совершает 
контактирующий с ним образец горной породы. Очевидно, что характер 
относительного перемещения контактирующих поверхностей при этом 
не изменяется, а потому не изменяется и характер силы сопротивления 
их движению друг относительно друга. Принципиальная схема установ-
ки дана на рис.2.  

  
     Установка состоит из стального цилиндрического образца 1 диамет-
ром D, имитирующего участок бурильной трубы, который подсоединен к 
приводу, позволяющему вращать образец с различными угловыми ско-
ростями п (рис.2, поз.1). Образец испытуемой породы 2 массой т на по-
верхности, контактирующей с имитатором бурильной трубы, имеет же-

 
         Рис.2. Схема установки для исследования характера силы трения 
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лоб (диаметр желоба несколько больше диаметра трубы) и соединен 
шарнирно посредством жесткой тяги 3 со стержнем маятника 4 (шарни-
ры расположены соответственно в месте соединения тяги 3 с образцом 2 
и в точке А соединения ее со стержнем 4). Стержень маятника может 
вращаться относительно точки О, в которой расположена шарнирная 
опора. К концу стержня прикреплено тело 5 массой М. Расстояние от 
шарнирного соединения А стержней 3 и 4 до опоры О равно l, а расстоя-
ние от опоры О до центра тяжести тела 5 равно L. Усилие прижатия об-
разца породы 2 к стальному цилиндру 1 осуществляется посредством си-
лы веса образца mg, который при необходимости может нагружаться до-
полнительными грузами. Цилиндр 1 помещается в емкость 6, которая за-
полнена жидкостью. Длина тяги 3 значительно превосходит расстояние l. 
Это условие требуется для того, чтобы угол между тягой и осью цилинд-
рического образца был мал по абсолютной величине: в этом случае тяга 
совершает практически поступательное движение, и тем самым обеспе-
чивается постоянство усилия прижатия образца 2 во времени t. Отклоне-
ние маятника от вертикали на некоторый начальный угол с последую-
щим освобождением вызывает его затухающие колебания. Угол откло-
нения стержня маятника от вертикали ϕ(t) записывается на осциллограф. 
Закон изменения угла отклонения во времени позволяет произвести 
оценку характера силы сопротивления движению образца породы 2 по 
поверхности цилиндра 1. 
     Детальное описание установки содержится в публикации /1/. 
 
     Обратимся теперь к расчетной схеме установки (рис.2, поз.2) и соста-
вим уравнения движения маятника. Для этого необходимо найти сумму 
моментов сил относительно точки О и приравнять ее произведению мо-
мента инерции маятника на угловое ускорение. Считая массы стержней 3 
и 4 пренебрежимо малыми по сравнению с массами т и М, а движение 
стержня 3 параллельным оси цилиндра 1, найдем, что колебания маятни-
ка описывается следующим уравнением: 
  

                              .cossin2 ϕϕϕ NlMgLML −−=&&                          (1.1) 
 
     Здесь сила N приложена к стержню 4 маятника в точке А со стороны 
тяги 3 (это показано на рис.2, поз.2 ), а масса М принимается сосредото-
ченной в центре тяжести (точка С). 
     С другой стороны очевидно, что сила N  со стороны тяги 3 равна сум-
ме силы инерции массы образца 2 и силы сопротивления его движению 
Fc. Введя координатную ось 0х параллельно оси цилиндра 1 и взяв нача-
ло координат (точка 0) при вертикальном положении стержня АС, полу-
чаем: 
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                                           N m x F c= +&& .                                      (1.2) 
 
     В силу того, что стержень 3 движется практически поступательно, то  
очевидно, что величина х определится как степень отклонения точки А от 
вертикали:   

                                                 x = l sinϕ .                                             (1.3) 
 
     После подстановки (1.3) в (1.2), затем (1.2) в (1.1) и несложных преоб-
разований получим уравнение движения маятника:  
 
    ( cos ) && ( & cos )sin cos .ML ml MgL ml F lc

2 2 2 2 2 0+ + − + =ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ   (1.4)   
 
     Полученное уравнение и является искомым. Однако оно весьма слож-
но для анализа с целью выявления согласно экспериментальным данным 
неизвестной силы Fc. Поэтому, принимая углы ϕ малыми, что позволяет 
считать верными приближенные равенства sinϕ ≈ ϕ, cosϕ ≈ 1, и пренеб-
регая членом, содержащим сомножитель &ϕ 2 , получаем линеаризованный 
вариант уравнения (1.4): 
 

                                && .ϕ ω ϕ η+ + =0
2 0F c                                   (1.5) 

 
Начальные условия:      1. ϕ(0) = ϕ0  , 
                                        2. & ( )ϕ 0 0= . 

Здесь  ω0 2 2=
+

MgL
ML ml

 - собственная круговая частота,  а  η =
+
l

ML ml2 2 .  

 
     Как показали проведенные экспериментальные исследования, приня-
тые допущения оказались вполне корректными и существенно облегчили 
поиск зависимости силы сопротивления Fc. Начальные же условия гово-
рят о том, что в процессе проведения экспериментов маятник отклонялся 
на некоторый начальный угол и затем освобождался без придания ему 
начальной угловой скорости.  
     Очевидно, что если верен закон трения Кулона (сила трения пропор-
циональна нормальному усилию между контактирующими телами), ко-
торый в нашем случае записывается в виде Fc= kmg, где k - коэффициент 
трения, то данная установка позволяет легко его определить. 
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Действительно, обратимся к 
рис.3, где изображена схема 
проведения эксперимента по 
определению коэффициента 
трения между образцом гор-
ной породы и имитатором 
бурильной трубы. При на-
чальном отклонении маятни-
ка на угол ϕ0 и последующем 
освобождении он начинает 
двигаться к вертикали и, от-
клонившись от нее на угол 
ϕ1, меняет направление дви-
жения. При этом в момент 
времени, когда стержень ма-
ятника АС перейдет в поло-
жение А/С /, произойдет по-
теря энергии Mg ∆H, равная 
работе силы трения Fc на пути ∆х. Поскольку в шарнирных соединениях 
потери на трение ничтожны, то имеем равенство:   Fc ∆x = Mg ∆H. Из 
рис.3 легко установить, что 
 
                  ∆ ∆H L x l= − = +(cos cos ), (sin sin ).ϕ ϕ ϕ ϕ1 0 1 0     
 
    Учитывая (см. выше), что Fc= k mg, после подстановки всех значений в 
равенство работы силы и потери энергии и несложных преобразований 
получаем: 

                                         k
ML
ml

tg=
−ϕ ϕ0 1

2
.                                      (1.6) 

 
     Следовательно, зная параметры установки и замерив углы отклонения 
маятника ϕ0 и ϕ1, легко найдем искомую величину k. Однако вновь вер-
немся к закону колебаний маятника экспериментальной установки и за-
пишем период его свободных колебаний Т. Памятуя, что ω0  =  2π /Т и 
зная значение параметра ω0 (см. запись параметров уравнения (1.5)), 
найдем, что 

                                   T
L
g

m
M

l
L

= + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟2 1

2

π .                               (1.7) 

     А теперь обратимся к результатам проведенных экспериментов. 
     Первая серия экспериментов была поставлена при невращающемся 
цилиндре в случае сухого трения, при смачивании поверхностей пары 
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трения водой и глинистым раствором. В опытах использовались образцы 
мрамора, известняка и гранита. На рис.4 приведен типичный характер ос- 
циллограмм, полученных в 
этой серии. Независимо от 
горной породы и типа смазы-
вающей жидкости колебания 
происходили таким образом, 
что огибающими затухающих 
колебаний являлись прямые 
линии а и b, а период Т оста-
вался неизменным в течение 
всего процесса и равнялся пе-
риоду собственных колебаний 
(1.7). Установленный факт го-
ворит о том, что в данном слу-
чае сила сопротивления дви-
жению тел относительно друг друга подчиняется закону трения Амонто-
на-Кулона  /2,3,4  и др./ 
 

                                               Fc = k Q signV,                                       (1.8) 
 

где Q - сила нормального давления между поверхностями тел, V - ско-
рость относительного движения, а функция signV есть 
 

                                signV
V
V

= =
+ >
− <

⎧
⎨
⎩

1 0
1 0
п иV
п иV
р ,
р .                                 (1.9) 

 
     Следовательно, для маятника дифференциальное уравнение (1.5) при-
нимает вид: 
 

                                   .kmgsign 02
0 =++ ϕηϕωϕ &&&                     (1.10) 

 
Начальные условия:           1. ϕ(0)=ϕ0 ,    

2.  &ϕ (0)= 0. 
 

     Методы решения задачи (1.10) имеются во многих литературных ис-
точниках. Поэтому мы сразу запишем амплитуду A(t) затухающих коле-
баний маятника: 
 

                                  A t
k mgT

t t t( ) , [ , ].= − ∈ϕ
η
π0 2 00                       (1.11) 

  ϕ(t)    
                            T         
    ϕ0                                                      a   
 
 
      0 
                                                     t0      t 
                                            
                                          b 
   ϕ1   
 
   Рис.4. Типичный характер процесса 
                колебаний маятника 
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Здесь t0 - время полного затухания колебаний маятника (см. рис.4). 
     Измерив начальный угол ϕ0 и время от начала колебаний маятника до 
его остановки t0 , из условия A(t0)=0 по формуле (1.11) определим коэф-
фициент трения: 
 

                                               k
m g T t

=
π ϕ

η

2
0

0
.                                     (1.12) 

 
     Подставив сюда значения η и Т, после несложных преобразований 
получаем, что 
 

                                    k
M
m

L
g

m
M

L
l t

= +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

π ϕ
2

2
0

0
.                     (1.13) 

 
     Соотношения (1.12) и (1.13) позволяют определить коэффициент тре-
ния по времени полного затухания колебательного процесса.  
     Выше была приведена формула (1.6) для определения k по одному ка-
чанию маятника (кстати, значение ϕ1, содержащееся в (1.6), показано на 
рис.1.4). Поэтому интересно сравнить значения коэффициентов трения, 
найденных согласно зависимостям (1.6) и (1.12) (или эквивалентной ей 
(1.13)). Ниже в таблице приведены данные одного из экспериментов (по-
рода - мрамор): 
 
 
       Коэффициент трения k        Формула (1.6)   Формула (1.12) 
       Сухое трение                                0,87                        0,88 
       Глинистый раствор                     0,58                        0,58 
       Вода                                              0,49                         0,52  
 
 
     Из таблицы следует – очень хорошие совпадения значений коэффици-
ентов трения, определенных различными методами. Данный факт лиш-
ний раз подтверждает, что сила трения между испытуемыми образцами 
подчиняется закону Кулона (1.8). 
     Переходим к случаю вращения цилиндрического имитатора буриль-
ной трубы (п≠0). На рис.5 показан типичный характер осциллограмм в 
этом случае. Период колебаний маятника, как и в предыдущем случае, 
практически равен периоду свободных колебаний (1.7),  но   огибающие 
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а и b затухающих колебаний 
уже не являются прямыми 
линиями, а приобретают вид 
плавных кривых, асимптоти-
чески приближающихся к оси 
абсцисс. Проанализируем си-
лу трения в данном случае. 
Для этого обратимся к рис.6, 
где показано взаимодействие 
образцов при п≠0. 
     На рис.6, поз.1 изображен 
вращающийся с угловой ско-
ростью п цилиндр диаметром 
D, по которому параллельно 
его оси со скоростью V1 дви-
жется тело массы т. Контак-
тирующие поверхности прижаты друг к другу силой веса mg, а потому в 
процессе движения возникает сила сопротивления F1. Проанализируем 
характер этой силы. 

 
     Рассмотрим контактирующую поверхность движущегося тела (рис.6, 
поз.2). Скорость относительного скольжения между двумя поверхностя-
ми Vc легко вычисляется, если известны скорость поступательного дви-
жения тела V1 и окружная скорость поверхности цилиндра V2=0,5Dn: 

V V Vc = +1
2

2
2 .  

 
     Сила трения Fc согласно (1.8) будет направлена противоположно  Vc, а 
ее величина запишется, как  Fc = kmg. Очевидно, что эта сила разлагается 
на силу трения вдоль образующей цилиндра F1 = Fc cosβ  и силу окруж-

   ϕ(t) 
  
    ϕ0                                  
                             T                a 
 
 
      0 
                                                               t 
 
                                                b    
   
     
    Рис.5. Характерный вид колебаний 
               маятника     при    вращении   
               имитатора бурильной трубы           

 
         Рис.6. К анализу взаимодействия контактирующих образцов 
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ного трения F2 = Fc sinβ. Углы между составляющими силы трения рав-
ны углам между соответствующими составляющими скоростей относи-
тельного скольжения (см. рис.6, поз.2): 
 

cos , sin .β β=
+

=
+

V

V V

V

V V
1

1
2

2
2

2

1
2

2
2

 

 
     Следовательно, имеем: 
 

                               F
F V

V V
F

F V

V V
c c

1
1

1
2

2
2 2

2

1
2

2
2

=
+

=
+

, .                       (1.14) 

 
      Подставив значения величин, входящих в формулы (1.14), оконча-
тельно получаем: 
 

                          F
kmgV

V Dn
F

kmgV

V Dn
1

1

1
2 2 2

2

1
2 20 5 0 5

=
+

=
+( , )

,
( , )

.                 (1.15) 

 
     А теперь в уравнение (1.5) необходимо вместо силы Fc подставить 
значение F1, памятуя при этом, что скорость V1= l &ϕ (значение этой ско-
рости получается из (1.3) при условии малости абсолютного значения 
угла ϕ): 

                            &&
&

( , ) ( & )
.ϕ ω ϕ η

ϕ

ϕ
+ +

+
=0

2
2 20 5

0kmgl
Dn l

                 (1.16) 

 
     Рассмотрим очень быстрое вращение цилиндра. В этом случае 
0,5Dn>>/l &ϕ /, а потому вторым слагаемым под знаком корня можно пре-
небречь, и уравнение (1.16) становится линейным. Вспомнив значение 
параметра η, имеем: 
 

                                       && & .ϕ µϕ ω ϕ+ + =2 00
2                                 (1.17) 

 
Начальные условия:        1. ϕ(0) = ϕ0 , 
                                          2. &ϕ (0) = 0. 

Здесь параметр                µ =
+

k
mgl

Dn ML ml

2

2 2( )
.  

Решение уравнения (1.17) при заданных граничных условия записывает-
ся, как 
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      ϕ
ω ϕ

ω µ
ω µ

ω µ
µ

µ( ) sin .t e t a rc tgt=
−

− +
−⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−0 0

0
2 2 0

2 2 0
2 2

  (1.18) 

 
     Очевидно, что амплитуда колебаний маятника носит затухающий ха-
рактер, что соответствует зависимости, показанной на рис.5. Значения 
амплитуд в моменты времени, соответствующие целому числу периодов 
колебаний, записываются в виде: 
 

                       ϕ
ω ϕ

ω µ
µ( ) , , , , . . . ,jT e jjT=

−
=−0 0

0
2 2

1 2 3             (1.19)  

 
откуда, определив значения ϕ(jT) и период Т непосредственно из осцил-
лограммы, найдем логарифмический декремент затухания µ и, следова-
тельно, коэффициент трения k:  
 

                              k
Dn
gT

M
m

L
l

jT
j T

= +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+
1

1

2

ln
( )

(( ) )
.

ϕ
ϕ                        (1.20) 

 
     Необходимо отметить, что в процессе проведения экспериментов по 
истечении некоторого времени коэффициенты трения для одних и тех же 
образцов уменьшались, что объясняется шлифовкой контактирующих 
поверхностей. 
     Итак, проведенные эксперименты показали, что силы трения, возни-
кающие при контакте имитатора бурильных труб с образцами горной 
породы, вполне удовлетворительно описываются зависимостями типа 
(1.14). При этом для различных способов бурения (бурильная колонна 
вращается или же неподвижна) характер силы сопротивления движению 
колонны в скважине может существенно изменяться, что необходимо 
учитывать при создании соответствующих математических моделей, чем 
мы и займемся в следующем разделе. 
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2. Математическая модель бурильной колонны в случае 
проводки искривленной скважины 

 
 
     Расчетная схема бурильной колонны, находящейся в искривленной 
скважине, представлена на рис.7. В общем случае скважина состоит из 
вертикального, наклонного, искривленного и горизонтального участков. 
Однако уравнения, описывающие состояние бурильной колонны в наи-
более общем случае, относятся к искривленному участку. Аналогичные 
уравнения для остальных участков, как это будет видно ниже, являются 
частными случаями уравнений для искривленного участка. Поэтому 
именно этим участком мы сейчас и займемся. 
     Все необходимые обозначения показаны на рис.7. Криволинейный 
участок имеет переменный радиус кривизны  R(S)  и находится между 
наклонным участком (угол наклона оси скважины к вертикали α0=const) 
и горизонтальным прямолинейным участком. Координата S есть рас-
стояние текущего поперечного сечения бурильной колонны от устья 
скважины. Рассматривается плоская модель. 
     Выделим для некоторого текущего значения угла α элементарный 
участок бурильной колонны ∆S=R(S)∆α  и рассмотрим действующие на 
него силы (рис.8). На рис.8, поз. 1 показана часть элемента, непосредст-
венно контактирующего со стенкой скважины. Если сравнить изобра-
женную здесь картину с рис.6, поз. 2, то можно увидеть, что с точностью 
до обозначений входящих в них параметров 
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∂ τ, , , , , ,∆ ∆ ∆ ∆  

 
где ∆FS  - составляющая силы трения между элементом и стенкой сква-
жины в осевом направлении, ∆Fτ - окружная составляющая силы трения, 
а ∆Nc - суммарная сила прижатия контактирующих поверхностей. По-
этому согласно (1.14) имеем: 
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     Чтобы можно было пользоваться соотношениями (2.1), необходимо 
определить силу ∆Nc. 
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                                                                                                              n0 

                                                n0 = ∂ ϕ
∂ t

 при  S = 0,                      S   

                                n0 = const,                                   

                          n0 ≠ 0  -  вращение ротора,             

                          п0 = 0  -  бурение забойным              ϕ(S,t)          u(S,t) 
                                          двигателем 
 

          

                                                              O                      α0        

 

                                                                  
                                                                  R(S)                                              
                        
 
 
                                  S = l 
                                                                                                     ∆S 
                  S                                                      

                                                                          α(S)      

      ϕ(S,t) - угол поворота текущего поперечного сечения стержня, 

      u(S,t) - осевое   перемещение   текущего   поперечного   сечения, 

         l     - длина стержня (бурильной колонны). 

       Рис.7. Схематическое изображение бурильной колонны, состоящей 
                    из  участков  различной  кривизны  (колонна  эквивалентна 
                    тяжелому упругому стержню) 
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                                                            ∂
∂

u
t

     ∆Fτ        ∆Fc  

        ϕ(S+∆S,t)                                                                    ϕ(S,t) 
      
  β=(∆Fτ,∆FS) 
 

                                            Vc           
D

t2
∂ϕ
∂

   ∆FS                         1 

                                                       ∆S                                                 
                                                       D                  d  
                                                                            
 

                              0                           ∂ϕ
∂ t

                                              2       

 
                                                                               ∆Fτ   
 
                                                                       ∆Nc 
  
                            0,5∆α                                        R(S)                          
                                                                                                         N(S,t) 
                                                                           
  
 
                                                                       u  
                                                                                                   M(S,t) 
                           M(S+∆S,t)                                   ∆F0                          
                                                                         α                             3    
                                                                             α      ∆FS    
                                                                             ∆mg                  
                         N(S+∆S,t)                                                      ne   
                                                                                             ∆S 
 
 
         Рис.8. Расчетная схема для вывода дифференциальных 
                    уравнений   состояния   бурильной   колонны   в  
                    криволинейной скважине       
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Обратимся к рис.8, поз.2, где показан характер вращения элемента при-
нятой нами модели. Элемент колонны вращается вокруг своей оси без 
«накатывания» на стенку скважины; одновременно с этим он может со-
вершать движение в осевом направлении (все это происходит в предпо-
ложении постоянства контакта элемента и стенки скважины). Сила ∆Nc 
при этом направлена по нормали к поверхностям контакта. 
     Проведем из точки 0 нормаль пе, делящую пополам угол ∆α, и найдем 
уравнение движения выделенного элемента в осевом направлении (рис.8, 
поз.3). В силу малости угла ∆α криволинейный участок осевой линии 
элемента можно принять прямолинейным, а массу элемента записать в 
виде ∆m=ρB∆S, где ρ  и B - соответственно плотность материала и пло-
щадь поперечного сечения элемента. Спроектировав все силы, дейст-
вующие на элемент, на осевое направление (оно перпендикулярно нор-
мали пе), в силу второго закона Ньютона получаем: 
 

    ∆ ∆
∆ ∆

∆ ∆m
u

t
N S S t N S t mg FS

∂
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α α
α
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2 2 2
≈ + − + −( , ) cos ( , ) cos cos .   (2.2) 

 
Здесь N(S+∆S,t) и N(S,t) - осевые усилия, действующие в торцах элемен-
та, g - ускорение свободного падения, α(S) - угол между осью элемента и 
вертикалью. Раскроем теперь все силы, входящие в уравнение (2.2).  
     Разность осевых сил может быть представлена, как 
 

N S S t N S t
N
S

S( , ) cos ( , ) cos cos .+ − ≈∆
∆ ∆

∆
∆α α ∂

∂
α

2 2 2
 

 
    Абсолютная величина силы нормального давления между элементом и 
стенкой скважины ∆Nc равна сумме проекций на нормаль пе всех дейст-
вующих на элемент сил: 
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- центробежная сила, приложенная к элементу. 

     В силу малости угла ∆α  значение синуса можно заменить его углом, 
после чего имеем: 
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Вспомним, что по закону Гука осевое усилие N S t EB
u
S

( , ) ,=
∂
∂

 где Е - мо-

дуль Юнга; элементарный же угол  ∆ ∆
α =

S
R S( )

.  Подставив эти значения в 

уравнение (2.2), с учетом  записанных соотношений и выражения (2.1) 
для ∆FS  после перехода к пределу при ∆S→0 получаем уравнение для 
определения осевого перемещения u(S,t) поперечного сечения бурильной 
колонны на искривленном участке скважины: 
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∂
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− + ⎛
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⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= +
sin

cos .  

     Переходим теперь к вращательному движению. Поскольку, как было 
отмечено выше, длина ∆S элемента мала, а потому его ось можно считать 
прямолинейной, то второй закон Ньютона для вращательного движения 
можно записать (см. рис.8, поз.2 и 3): 
 

∆ ∆ ∆I
t

M S S t M S t D F
∂ ϕ
∂ τ

2

2 0 5≈ + − −( , ) ( , ) , .           (2.3) 

 
Здесь M(S+∆S,t) и M(S,t) - крутящие моменты, действующие в торцевых 

сечениях элемента, причем согласно закону Гука M S t GJ
SP( , ) =

∂ϕ
∂

, где G  

и JP соответственно модуль сдвига материала бурильной колонны и по-
лярный момент инерции ее поперечного сечения; ∆I = ρJP∆S - момент 
инерции элемента относительно своей оси; 0,5D∆Fτ - момент сопротив-
ления вращению элемента со стороны стенки скважины, а сила ∆Fτ опре-
деляется согласно (2.1). Разность моментов может быть представлена, 

как M S S t M S t
M
S

S( , ) ( , ) .+ − ≈∆ ∆
∂
∂

Подставив записанные соотношения 

в (2.3) (с учетом (2.1) для ∆Fτ) и переходя к пределу при ∆S→0, получаем 
уравнение для определения угла закручивания ϕ(S,t) поперечного сече-
ния колонны на искривленном участке скважины: 
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     Оба полученных уравнения описывают состояние бурильной колон-
ны, расположенной в искривленной скважине. Поэтому запишем их в 
виде системы: 
              

            

22

2 2
2

2 22 2

22

2 2 2
2

2 2 2 22 2

1sin
cos ,

2

1sin
2 .

2

u u
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u u
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t d D t Su D
t t
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∂ ∂ ∂∂ ∂ϕ

∂ ∂

⎫⎛ ⎞− + ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪+ = +

⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪
⎬

⎛ ⎞ ⎪− + ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠+ = ⎪
+ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭

      (2.4) 

 

Напомним, что κ
ρ

=
Е  и λ

ρ
=

G  суть соответственно скорости распро-

странения продольных и крутильных возмущений вдоль стержня, а α  
есть текущее значение наклона оси скважины к вертикали, которое явля-
ется функцией координаты S , то есть  α = α(S). 
     Заметим, что при выводе уравнений (2.4) в  силу того, что радиус кри-
визны скважины  R по своей величине много больше диаметра D попе-
речного сечения бурильной колонны, мы проигнорировали напряжения-
ми изгиба. Что же касается граничных и начальных условий, то они кон-
кретизируются в зависимости от анализируемой проблемы. 
     Как отмечалось выше, уравнения для прямолинейных участков ко-
лонны являются частным случаем системы (2.4) при α(S)=α0=const и ра-
диусе кривизны скважины R→∞. В этом случае система дифференциаль-
ных уравнений (2.4) принимает следующий вид: 
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⎪+ = ⎪+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

          2.25 

 
     Очевидно, что, положив в (2.5) α0=0 или же α0=0,5π, получаем соот-
ветственно уравнения состояния бурильной колонны для вертикального 
и горизонтального участков скважины.  
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3. Исследование математической модели бурильной колонны 
 
 
     Анализ начнем с того, что получим из системы (2.4) уравнение стати-
ки бурильной колонны, необходимое для оценки возникающих в ней 
осевых усилий при невращающейся колонне, что характерно для процес-
са проводки скважины с использованием забойных двигателей. 
     Рассмотрим уравнение для осевых перемещений сечений колонны. 

Положив в нем ∂ϕ
∂ t

= 0 (вращение колонны отсутствует), получим: 
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⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = +sin cos .  (3.1)  

 
     Уравнение (3.1) описывает динамику продольного движения буриль-
ной колонны в отсутствии ее вращения. 
     Теперь рассмотрим очень медленное движение бурильной колонны в 
процессе бурения. В этом случае ускорение практически равно нулю, а в 
каждый фиксированный момент времени колонна перемещается в на-
правлении оси S (см. рис.7) со скоростью, равной примерно скорости ме-

ханического бурения, что дает  sign ∂
∂
u
t

=1 (в случае подъема колонны 

знак будет противоположным). Положив в (3.1) член, содержащий квад-
рат скорости, и ускорение равными нулю, имеем: 

 

                        κ α α
κ2

2

2

2d u
d S

g k g
g R

d u
d S

+ = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟c o s s in .                   (3.2) 

 
     В записанном уравнении частные производные заменены на обыкно-
венные, поскольку смещение поперечного сечения в осевом направлении 
зависит только от координаты S. Приведем уравнение (3.2) к виду, когда 
искомой функцией является осевое усилие N(S). По закону Гука  

N(S)=ЕВ
du
dS

 (напомним, что здесь В - площадь поперечного сечения). 

Поэтому уравнение (3.2) может быть представлено, как 
 

κ
α α

κ2 2

EB
dN
dS

g kg
gREB

N+ = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟cos sin .  

     Вспоминая, что κ2 = Е /ρ, после несложных преобразований искомое 
уравнение запишется в следующем виде: 
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dN
dS

k
R S

N q k S cоs S+ = −
( )

( sin ( ) ( )).α α                  (3.3) 

 
Здесь q = ρgB - вес единицы длины (погонный вес) бурильной колонны. 
     Иногда удобнее пользоваться уравнением (3.3), когда аргументом яв-
ляется угол α .  Так как dS = R(S) dα , то в данном случае имеем: 
 

                                
dN
d

kN qR k
α

α α α+ = −( )( sin cos ),                     (3.4) 

 
где S и α  связаны соотношени-

ем: α  =  dS
R S( )

.∫  А теперь рас-

смотрим скважину, состоящую   
из трех участков: вертикального 
длиной l, криволинейного с по-
стоянным радиусом кривизны 
R0 и изменением угла  α∈[0, π ⁄ 
2] , и горизонтального длиной L   
(рис.9). Пусть усилие, прило-
женное к верхнему торцу ко-
лонны (усилие на крюке), равно 
N0 , a все участки бурильной ко-
лонны состоят из труб одинако-
вого диаметра и изготовлены из 
одного и того же материала. 
Обозначим усилие, приложен-
ное к нижнему торцу колонны со стороны забоя, через Р и введем для 
каждого из участков свою систему координат, как это показано на рис.9. 
Положив  для вертикального и горизонтального участков в уравнении 
(3.3) радиус равным бесконечности, а для искривленного участка, вос-
пользовавшись уравнением (3.4) и обозначив через Nb, Nk и N соответст-
венно осевые усилия на вертикальном, искривленном и горизонтальном 
участках, получаем: 

1
1

0

, [0, ],

( sin cos ), [0, ],
2

, [0, ].

b

k
k

dN q S l
dS
dN kN qR k
d
dN kq S L
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πα α α
α

⎫= − ∈ ⎪
⎪
⎪

+ = − ∈ ⎬
⎪
⎪= ∈ ⎪
⎭

                         (3.5) 

Граничные условия:   1. S1=0:  Nb=N0 ;            3. α = π ⁄ 2, S=0:  Nk=N ; 

                                         N0   
                                          0 
 
 
                α∈[0, π ⁄ 2]  
                                                       l 
 
                                       S1   
 
                                     R0 
         S                        
                                   0  
  P                   
                      L     
       Рис.9. К нахождению усилия 
                          на забое скважины 
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                                      2. S1=l, α=0:  Nb=Nk ;    4. S=L:     N=-P . 
 
     Система (3.5) с заданными граничными условиями легко решается, а 
усилие Р, приложенное к забою со стороны породоразрушающего инст-
румента, записывается в виде: 
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       (3.6) 

 
     Если обозначить через Qb=ql вес вертикального участка бурильной 
колонны, через Qk=0,5πqR0 - вес искривленного, а через Q=qL - вес гори-
зонтального участка, то (3.6) преобразуется к следующему виду: 
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     В частности, при k=0 получаем: 
 

                                           P Q Q Nb k= + −
2

0π
.                                     (3.8) 

 
     Итак, соотношения (3.6) - (3.8) позволяют произвести оценку величи-
ны осевой нагрузки, передаваемой на забой частью веса бурильной ко-
лонны, расположенной выше горизонтального участка.  
     Рассмотрим теперь горизонтальный участок бурильной колонны. Для 
того, чтобы получить уравнение, описывающее его поведение при отсут-
ствии вращения, достаточно в уравнении (3.1) положить R=∞  и α=0,5π . 
В результате имеем: 
 

                                   ∂
∂
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kg+  s ig n
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2

u
S

.                           (3.9) 

 
     Рассмотрим процесс распространения вдоль горизонтального стерж-
ня, которому эквивалентен данный участок, волнового возмущения, воз-
никающего от действия на его торец гармонического возбуждения с ам-
плитудой А0 и круговой частотой ω . В этом случае граничное условие 
запишется, как u(0,t) = A0  sinω t. Нам необходимо выяснить длину S0 , на 
которую распространяется возбуждение до его полного затухания. По-
этому стержень принимаем полубесконечным. Расчетная схема иссле-
дуемого процесса изображена на рис.10. 
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     Прежде чем переходить к анализу распространения волнового возму-
щения, обратимся к рис.10, поз.1: здесь изображен лежащий на горизон-
тальном основании полубесконечный стержень. Далее рассмотрим 
рис.10, поз.2, где изображено абсолютно твердое тело массой т, также 
лежащее на горизонтальном основании и соединенное с неподвижной 
преградой посредством пружины, имеющей линейную характеристику 
упругости (жесткость пружины равна с). А теперь введем следующее оп-
ределение /5,6/. 
 
     Если между телом массой т в процессе его движения и поверхно-
стью, по которой он движется, действует диссипативная сила, по 
своему происхождению идентичная силе сопротивления, действую-
щей между стержнем и поверхностью, по которой он перемещает-
ся, то в этом случае будем говорить, что механическая система 
«масса т - жесткость с» является механическим аналогом по от-
ношению к вышеупомянутому стержню.  
 
     В рассматриваемом нами случае и для стержня и для механического 
аналога диссипативная сила описывается законом трения Кулона (соот-
ветствующие уравнения движения с необходимыми начальными и гра-
ничными условиями показаны на рис.10, поз.1 и 2). 
     Придадим массе т некоторое начальное смещение х(0)=А0 и затем 
предоставим самой себе. Очевидно, что с течением времени t амплитуда 
колебаний a(t) будет уменьшаться, и в некоторый момент времени t=t0 
колебания полностью затухнут, то есть a(t0)=0 (рис.10, поз.2). В устано-
вившемся же режиме колебаний вдоль стержня будут распространяться 
волновые возмущения с текущей амплитудой A(S), причем A(0)=A0. При 
некотором значении координаты  S = S0  волновое возмущение полно-
стью затухнет, то есть A(S0)=0 (рис.10, поз.1; заметим, что для упроще-
ния последующих выкладок зонами застоя, то есть зонами, в которых 
движущая сила меньше силы трения, и в том и в другом случае пренеб-
регаем). 
     Итак, воздействие гармонического краевого возмущения у стержня 
характеризуется границей полного затухания бегущей волны S0 , а у 
механического аналога - временем полного затухания колебаний t0 . В 
то же самое время, следуя высказанной сейчас мысли, амплитуде A(S) 
распространяющегося по стержню граничного возмущения можно со-
поставить амплитуду a(t) свободных колебаний механического аналога. 
Теперь важно отметить, что распространение граничного возмущения в 
стержне  является  свободным  процессом  в  том  смысле,  что  по длине 
                                                             
       A(S)             S                A(S)                           A(S0)=0        
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           A0       
                                                                
 
             0                                                                                        S 
                                                 S0      
                  u(0,t) 
                                          A0  
                                                                           u(0,t) = A0  sinω t 
            0                                            t 
                                                     ϕ(S,t) = 0 (нет вращения стержня) 
                                                     α = π/2,   R → ∞. 
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           0                                      x        
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                                                                                    t0 
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                                     &&x kg+  signx x& + ω 2 = 0, ω =
с
m

,          2 

                                     1. x(0)=A0 ,  2. &х (0)=0 .    
               
 
 
    u(S,t) = A(S) sin(ω t+Ψ(S)) - форма решения для установившегося 
                                                  движения сечения стержня, 
   x(t)   =   a(t) sin(ω t+ψ(t))  -  форма    решения    для   нахождения  
                                                закона     движения     механического   
                                                   аналога. 
            Рис.10. К определению понятия «механический аналог» 
 

 
стержня отсутствуют дополнительные источники подвода энергии, а по-
тому уменьшение A(S) по мере возрастания S проходит только за счет 
диссипативной силы, действующей между основанием и стержнем. В 
механическом аналоге амплитуда а(t) также уменьшается с увеличением 
t лишь за счет диссипативной силы, возникающей между телом массы m 
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и основанием. А поскольку характер силы сопротивления движению 
(диссипативной силы) в обоих случаях один и тот же, то, очевидно, 
должны быть подобными и зависимости A(S) и a(t) в процессе изменения 
S и t. Высказанная мысль и является отправной точкой при исследовании 
задачи распространения волнового возмущения вдоль стержня, описы-
ваемого уравнением (3.9): 
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u
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kg+  s ig n
u
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∂
∂

= κ ∂
∂

2
2

2

u
S

.                          (3.10) 
 
Граничные условия: 1. S=0: u = A0 sinω t ;     2. lim u=0 при S→∞. 
 
     Поскольку рассматривается установившийся процесс колебаний, то 
начальные условия не требуются. 
     Решение задачи (3.10) ищем в форме 
 

                                    u(S,t) = A(S) sin(ω t+Ψ(S)),                            (3.11) 
 
где Ψ(S) - фаза колебаний. Очевидно, исходя из краевого условия 1, име-
ем, что Ψ(0)=0. 
     После подстановки данного выражения в уравнение (3.10) и неслож-
ных преобразований получаем: 
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′′ ′ ′+ Ψ + Ψ =

                 (3.12) 

где введена новая переменная   τ ω= +t SΨ ( ).    
     Очевидно, что в силу периодичности величин, входящих в (3.12), по 
переменной τ, для определения амплитуды и фазы можно воспользовать-
ся методом усреднения: умножить левую и правую части уравнения на 
sinτ и проинтегрировать при изменении τ∈[0,2π] , а затем проделать ана-
логичную операцию с cosτ /5,6/. После проведения указанной операции 
получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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⎪′′ ′ ′Ψ + Ψ = ⎪⎭

                       (3.13)  

Граничные условия: 1.   S=0  :  A=A0 ,  Ψ=0 ; 
   2.   S=S0 :  A(S0)=0 . 
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     Значения амплитуды и фазы, получаемые из решения задачи (3.13), 
носят, естественно, приближенный характер. Тем не менее они дают 
вполне достаточную степень точности, необходимую для инженерных 
расчетов, и позволят проанализировать основные стороны изучаемого 
процесса.      
     Для решения поставленной задачи обратимся к механическому анало-
гу  (рис.10, поз.2). Соответствующая задача имеет вид: 
 

                                &&x kg+  signx x& + ω 2 = 0, c
m

ω = .                      (3.14) 

 
Начальные условия:        1. x(0)=A0 ,   2. &х (0)=0  . 
 
     Решение данной задачи ищется в виде: 
  

x(t) = a(t) sin(ω t+ψ(t)),                                   (3.15) 
 
где ψ(t) - фаза колебаний, и полностью совпадает с приведенным выше 
решением уравнения (1.10) с аналогичными начальными условиями для 
амплитуды затухающих колебаний маятника (1.11). Поэтому сразу же 
выпишем амплитуду a(t): 

                                        a(t) = A
kg

t0

2
−
πω

,   t≤ t0 .                              (3.16) 

При t>t0 амплитуда колебаний a(t)=0 (состояние покоя). 
     Следовательно, из условия a(t0)=0 легко определим время полного за-
тухания колебаний механического аналога: 
 

                                                  t
A

kg0
0

2
=
πω

.                                      (3.17) 

 
     Переходим к решению задачи (3.13). В силу подобия амплитуд A(S) и 
a(t) представим искомую амплитуду в виде: 
 
                                                   A(S) = A0 - bS, 
 
где b - неизвестная постоянная величина. Очевидно, что записанная 
форма решения удовлетворяет граничному условию 1 для амплитуды. 
     Подставив это выражение в систему уравнений (3.13), получаем: 
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     Так как b>0 (это вытекает из требования уменьшения амплитуды в 
силу затухания возмущения при возрастании координаты S), то с учетом 
граничного условия 1 для фазы получаем: 
 

b
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S
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πκω

ω
κ
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     Следовательно, амплитуда волны имеет вид: 
 

                                   A(S) = A
kg

S0
2

−
πκω

,       S≤ S0 .                      (3.18) 
 
При   S >S0   амплитуда  A(S)=0. Из условия A(S0)=0 определим границу 
полного затухания волнового возмущения S0 : 
 

                                                  S
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kg0
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2
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πκω

.                                     (3.19) 

     Из сопоставления (3.17) и (3.19) получаем, что при одинаковых ам-
плитудах А0 значения S0 (граница затухания колебаний в стержне) и t0 
(время затухания колебаний в аналоге) связаны соотношением: 
 

                                                 S0 = κ t0 .                                             (3.20) 
 

 
     Подставив значения A(S) и Ψ(S) в выражение (3.11), получим оконча-
тельную запись решения задачи  (3.10): 
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               (3.21) 

 
     Найдем взаимосвязь амплитуд А0 граничного возбуждения и силы Р0 , 
вызывающей это возбуждение.  
     Так как в силу закона Гука усилие P(0,t), приложенное к торцу стерж-
ня, записывается в виде: 
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где B
D d

=
−π ( )2 2

4
 - площадь поперечного сечения стержня, то, подставив 

сюда u(S,t), даваемое формулой (3.21), после преобразований имеем:  
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     Найдем из формулы (3.23), дающей амплитуду Р0 силы, приложенной 
к торцу стержня, амплитуду колебаний А0 : 
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    Очевидно, что выражение (3.24) имеет смысл только при положитель-
ности подкоренного выражения. А это возможно только в случае выпол-
нения неравенства 

                                            P
kgE D d
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2 2

2
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−( )
κω

.                                    (3.25) 
 
     Следовательно, неравенство (3.25) является условием возникновения 
продольных колебаний стержня. В случае приложения силы, меньшей 
значения, даваемого условием (3.25), стержень будет оставаться в со-
стоянии покоя. 
     Однако вновь вернемся к уравнению (3.1) и рассмотрим случай пря-
молинейной наклонной скважины при α=α0=const. В этом случае задача 
о распространении забойного возмущения по бурильной колонне запи-
шется (начало координатной оси S=0 поместим на забое скважины): 
 

              .cossin 02

2
2

02

2

α
∂
∂κ

∂
∂α

∂
∂ g

S
u

t
usignkg

t
u

+=+      (3.26) 

Граничные условия:      1. S=0: u = A0 sinω t, 
2. lim u=0 при S→∞. 

 
     Решение задачи (3.26) ищем в виде: 
 

              u(S,t) = A(S) sin(ω t+Ψ(S)) - ,CSCScosg
21

2
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++α
κ

               (3.27) 
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где С1 и С2 - постоянные величины, которые могут быть определены из 
некоторых дополнительных условий. 
     Подставив (3.27) в уравнение задачи (3.26), получаем: 
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где переменная   τ ω= +t SΨ ( ) .  
 
     Применим к уравнению (3.28) метод усреднения, описанный выше. 
Тогда получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
относительно A(S)  и Ψ(S) : 
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                 (3.29) 

 
Граничные условия:     1. S=0 :   A=A0 , Ψ=0 ; 
                                       2. S=S0 :  A(S0)=0. 
 
     Легко видеть, что при значении угла  α0 = 0,5 π задача (3.29) совпадает 
с задачей (3.13). 
     А теперь отметим очевидный факт, что если под k подразумевать про-
изведение k sinα0 , то разница между задачами (3.13) и (3.29) полностью 
исчезает. Поэтому все результаты, полученные для задачи (3.13), при за-
мене  в них k на k sinα0  будут верными и для задачи (3.29): 
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πκω
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     Граница полного затухания волнового возмущения S0(α0) в рассмат-
риваемом случае запишется: 
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00 2 α
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     Очевидно, что формула (3.19) является частным случаем формулы 
(3.31) при α0=0,5π, а условие развития колебательного процесса в стерж-
не имеет вид: 
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                                        0
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κω
sin)dD(kgEP −

> .                            (3.32) 

 
     Вернемся теперь к соотношению (3.31) и предположим, что условие 
(3.32) выполнено для любого значения α0∈[0, 0,5π]. Пусть длина прямо-
линейной наклонной скважины (или, что то же самое, бурильной колон-
ны) от начала до забоя равна некоторой величине Sc. Тогда очевидно, что 
при S0(α0)>Sc от верхнего торца бурильной колонны будет отражаться 
динамическое возмущение, пришедшее с забоя, и прямая волна, сумми-
руясь с обратной, при определенном соотношении фаз может усилить 
продольные колебания колонны (вызвать состояние резонанса). Наобо-
рот, если   S0(α0)<Sc ,  то забойное возмущение не достигнет начала 
скважины, обратная волна отсутствует и состояние резонанса невозмож-
но. Далее очевидно, что согласно формулам (3.19) и (3.31) величины 
S0(α0) и   S0=S0(0,5π)  связаны соотношением: 

 
                                           .sin)( 0000 ααSS =                               (3.33) 

 
     Пусть породоразру-
шающий инструмент на 
забое скважины генери-
рует продольные колеба-
ния с амплитудой А0 и 
частотой ω . Тогда, от-
кладывая в плоскости 
скважины влево и вправо 
по горизонтали от точки 
0 (начало скважины) ве-
личину S0 и проведя из 
крайних точек отрезков 
длиной S0 две вертикали 
(рис.11, поз.1), видим, 
что область между этими 
двумя вертикалями (на 
рис.11 она затенена) яв-
ляется не чем иным, как  
областью возможного 
возникновения продоль-
ного резонанса буриль-
ной колонны. 
     Отсюда видно, что ес-
ли мы проводим прямо-

 
   Рис.11. Построение области возможного 
                 возникновения  продольного ре- 
                 зонанса    бурильной    колонны 
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линейную скважину под углом α0 к вертикали, то резонансный режим 
возможен только до тех пор, пока не достигается граница выделенной 
области (на рис.11, поз.1 эта граница достигается долотом в точке е ; при 
этом длина бурильной колонны есть S0(α0)). Как только длина скважины 
позволяет выйти за пределы указанной зоны, то возникновение резонан-
са при забойном возмущении с частотой ω и амплитудой А0 исключено 
(на рис.11, поз.1 это участки проводки скважины, соответствующие от-
резкам ab и cd). Очевидно, вращая плоскость скважины вокруг вертика-
ли, в пространстве мы получим цилиндрическую поверхность Г, деля-
щую полупространство, в котором проводится скважина, на две области 
- область возможного возникновения резонанса А и область его отсутст-
вия В (рис.11, поз.2). Следовательно, для того, чтобы построить область 
возможного возникновения продольного резонанса в случае силы сопро-
тивления движению бурильной колонны в скважине, определяемой зако-
ном трения Кулона, по параметрам забойного возмущения А0 и ω вычис-
ляется величина S0 , и ею, как радиусом, на дневной поверхности прово-
дится окружность с центром в начале скважины. Круг с центром в начале 
скважины (точка 0) будет основанием вертикального цилиндра, внутрен-
няя область которого и является областью возможного возникновения 
резонанса (область А на рис.11, поз.2). Понятие области возможного воз-
никновения продольного резонанса бурильной колонны впервые было 
введено в работе /7/. 
     А теперь перейдем к случаю искривленной скважины. При этом будем 
рассматривать слабо искривленные скважины, то есть, когда радиус ис-
кривления R(S) велик, а потому членами уравнения (3.1), содержащими 
множителем R−1 , можно пренебречь. В этом случае оно принимает сле-
дующий вид: 
 

              
∂
∂

α
∂
∂

κ
∂
∂

α
2

2
2

2

2
u

t
kg S sig n

u
t

u
S

g S+ = +sin ( ) co s ( ).         (3.34) 
 
Граничные условия:       1. S=0: u = A0 sinω t ;   2. lim u=0 при S→∞. 
 
     Решение задачи (3.34) ищем в виде: 
 

                 u(S,t) = A(S) sin(ω t+Ψ(S)) - g S dS C S C
κ

α
2

2
1 2cos ( ) ,∫∫ + +      (3.35) 

 
где С1 и С2 - постоянные интегрирования (см. (3.26) и (3.27)). 
 
     После подстановки (3.35) в (3.34) и применения метода усреднения 
получаем: 
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       (3.36)  

Граничные условия:     1. S=0 :   A=A0 , Ψ=0 ; 
                                       2. S=S0 :  A(S0)=0. 
 
     Однако в данном случае воспользуемся только вторым уравнением 
системы (3.36), переписав его в следующем виде: 
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     Обозначим через Ψ0

/  значение ′Ψ ( )S  при S=0. Уравнение (3.37) легко 
решается относительно А(S): 
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     Формула (3.38) дает выражение амплитуды волнового возмущения, 
распространяющегося по стержню слабой кривизны в зависимости от 
характера изменения угла α(S) и производной фазы волны Ψ /(S). В част-
ности, при α=α0=const и Ψ(S) = -ωS /κ  из этой формулы получаются все 
изложенные выше результаты. Граница же полного затухания волнового 
возмущения (условие А(S0k)=0, где через S0k обозначена искомая граница 
для искривленной скважины), найдется из (3.38) как 
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            (3.39) 

 
     А теперь в силу слабой искривленности скважины примем фазу бегу-
щей волны такой же, как и в случае прямолинейной скважины (см. 
(3.30)). Тогда соотношение (3.39) принимает следующую форму: 
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    Проанализируем полученное выраже-
ние, для чего рассмотрим искривленную 
скважину (рис.12). В плоскости скважи-
ны на расстоянии  S0  от ее начала прове-
дем вертикальную прямую, являющуюся 
образующей цилиндрической поверхно-
сти Г. Внутри этой поверхности лежит 
область возможного возникновения про-
дольного резонанса (на рис.12 показана 
часть этой области, лежащая правее вер-
тикали 0х, идущей от начала скважины). 
Начало координатной оси S (ось буриль-
ной колонны) помещено на забое сква-
жины (точка О1). Выделим элементарный 
участок стержня (колонны) длиной ∆S, 
который, в силу его малости, можно счи-
тать прямолинейным, и проведем каса-
тельную к оси стержня, которая образует 
с вертикалью угол α(S). Очевидно, что длина проекции этого элемента на 
горизонталь ∆Sn запишется, как∆Sn = sinα(S)∆S , или же в дифференциа-
лах: dSn = sinα(S) dS. Следовательно, c учетом данного соотношения ин-
теграл (3.40) может быть записан, как (см. рис.12): 

d S Sn

S

=∫ 0
0

0

.  

     Установленный факт говорит о том, что область возможного возник-
новения резонанса для прямолинейной скважины годится для оценки 
возможности возникновения продольного резонанса и в случае криволи-
нейной скважины. При этом из (3.38) получаем, что 
 

                          A S A
k g

S d S
S

( ) s i n ( ) .= − ∫0
0

2
π κ ω

α                      (3.41)  

 
Очевидно, что (3.30) является частным случаем зависимости (3.41). 
     Теперь сделаем замечание следующего рода. 
     Пусть требуется пробурить скважину из точки 0 (начало скважины) в 
точку Ок (конечное положение забоя). Обратимся к рис.13. Очевидно, 
что профиль скважины может быть выбран не единственным образом. 
Построим в массиве разбуриваемой горной породы область А - область 
возникновения резонанса (на рис.13 она затенена) и рассмотрим два 
профиля скважины - 0аОк и 0bОк, где точки а и b являются точками пе-
ресечения скважин с поверхностью Г, ограничивающей область А. Срав-

           S              
      0               S0               
 
 
                                           Г 
                 α(S) 
 
 
                           ∆S   
 
       
             ∆Sn  
                                         O1 
           x 
 
   Рис.12. Случай скважины 
                слабой   кривизны       
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нивая профили скважин, мы видим, что 
профиль 0bОк предпочтительнее в срав-
нении с профилем 0аОк, поскольку уча-
сток проводки скважины 0b в области 
резонанса меньше, чем участок 0а. Сле-
довательно, в случае профиля  0bОк бу-
дет и меньшей вероятность возникнове-
ния различного рода осложнений, при-
чиной которых могут служить резонанс-
ные продольные колебания бурильной 
колонны. Таким образом, посредством 
несложного качественного анализы мы 
установили, что профиль скважины в 
определенной степени влияет на факт 
возникновения резонансного режима 
работы бурильного инструмента при 
проводке скважины с использованием 
забойного двигателя (бурильная колонна 
не вращается). 
 
     А теперь сделаем замечание относительно  распространения  крутиль-
ных колебаний в случае, когда бурильная колонна не вращается, осевые 
перемещения отсутствуют (то есть u(S,t)=0), а к ее торцу на забое при-
ложено возмущение ϕ0 sin ω t. Рассмотрим горизонтальный участок. Рас-
четная схема процесса показана на рис.14. 
  
                  ϕ (S) 
                                             ϕ (S)                       ϕ (S0К) = 0 
                           S           
           ϕ0       
                                                                
 
            0                                                                                         S 
                                                S0К      
                  ϕ (0,t) 
                                            ϕ0  
                                                                           ϕ (0,t) = ϕ0  sinω t 
            0                                            t 
 
 
     Рис.14. Процесс распространения крутильных колебаний в стержне 
   

         
                0 
 
 
                      b  
 
 
 
 
                       a 
 
 
 
 
                                           Oк 
  
   Рис.13. К выбору профиля 
                скважины  с точки 
                зрения   резонанса         
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     В этом случае задача о распространении крутильных колебаний вдоль 
стержня идентична задаче (3.10) (см. рис.10). Положив во втором урав-
нении системы (2.5) угол α0=0,5π и u(S,t)=0, имеем: 
 

                            
∂ ϕ
∂

∂ ϕ
∂

λ
∂ ϕ
∂

2

2 2 2
2

2

2

4
t

D k g
d D

s ig n
t S

+
+

= .                (3.42) 

Граничные условия:  1. S=0: ϕ = ϕ0 sinω t , 
      2. lim ϕ=0 при S→∞. 

 
     Повторяя дословно рассуждения, относящиеся к задаче (3.10), найдем, 
что при установившемся колебательном процессе функция ϕ(S,t) пред-
ставляется в виде: 
 

   ϕ ϕ
π λω

ω
ω
λ

( , )
( )

sin( )S t
Dkg

D d
S t S= −

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −0 2 2

8
 при  S S K≤ 0 ,      (3.43) 

где S0K - граница полного затухания волнового крутильного возмущения: 
 

                                      S
d D

D kgK0

2 2
0

8
=

+π λωϕ( )
.                                  (3.44) 

При S>S0K функция ϕ(S,t)= 0. 
 

     Связь между амплитудой забойного возмущения ϕ0 и амплитудой мо-
мента М0, вызывающего это возмущение, имеет вид: 
 

                          ϕ λ
πω λω0 2 2

0
2 2

2 28 4
=

+ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟( ) ( )d D

M
G D d

Dkg .             (3.45) 

 
     Отсюда легко определяется условие возникновения крутильных коле-
баний стержня (подкоренное выражение не должно быть отрицатель-
ным): 
 

                                         M
D D d Gkg

0

2 2

4
>

−( )
λω

.                               (3.46) 
 
     Очевидно, что формулы (3.44), (3.45) и (3.46) для крутильных колеба-
ний аналогичны соответственно формулам (3.19), (3.24) и (3.25) для про-
дольных колебаний горизонтального участка бурильной колонны. 
     А теперь вновь обратимся к рис.9 и вычислим крутящий момент, не-
обходимый для вращения бурильной колонны в скважине при постоян-
ной скорости вращения колонны п0. При этом скоростью осевого пере-
мещения колонны в силу его малости при стационарном движении (см. 
вывод уравнения (3.2)) пренебрегаем. 
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     Получим уравнение крутящего момента, действующего в текущем се-
чении искривленного участка бурильной колонны при ее равномерном 
вращении. Для этого обратимся ко второму уравнению системы (2.4). 

Положив в нем ∂
∂

∂ϕ
∂

u
t t

n c o n s t= = =0 0, , имеем:  
 

                   λ
ϕ

α
κ2

2

2 2 2

24d
dS

D kg
D d

S
gR S

du
dS

=
+

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟sin ( )

( )
.                (3.47) 

 
Здесь вместо частных фигурируют обыкновенные производные, по-
скольку входящие в уравнение (3.47) функции в исследуемой ситуации 
от времени не зависят. 
     Поскольку момент M(S) и осевое усилие N(S) в сечении стержня свя-
заны с соответствующими деформациями, как 
 

,)(        ;)(
EB

SN
dS
du

GJ
SM

dS
d

P

==
ϕ  

 
то после подстановки этих значений в (3.47) и ряда преобразований это 
уравнение приводится к виду: 
 

                            
dM S

dS
kD q S

N S
R S

( )
, sin ( )

( )
( )

,= −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟0 5 α                       (3.48) 

 
где N(S) находится из (3.3). 
 
     Имея в виду, что dS = R dα, уравнение (3.48) можно записать так: 
 

                          
dM

d
kD qR N

( )
, ( ( ) sin ( )).

α
α

α α α= −0 5                       (3.49) 

Здесь N(α) определяется из (3.4). 
     Теперь для крутящих моментов различных участков бурильной ко-
лонны можно составить систему уравнений с соответствующими гра-
ничными условиями, аналогичную системе (3.5) для осевых усилий, и 
решить ее. Однако мы этого делать не будем, а запишем сразу абсолют-
ное значение величины момента М0Н на роторе, которое необходимо для 
вращения колонны в искривленной скважине (рис.9):  
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Здесь МН(Р,п0) - момент сопротивления вращению долота со стороны за-
боя, Р - осевая нагрузка на долото (ее можно брать, как будет видно да-
лее, согласно формуле (3.8)), а Qb, Qk и Q - соответственно веса верти-
кального, искривленного и горизонтального участков бурильной колон-
ны. 
     Продолжим анализ математической модели и рассмотрим задачу пе-
редачи осевого усилия на горизонтальном участке длиной L (см. рис.9). 
Вначале обратим внимание на случай невращающейся бурильной колон-
ны. Для названного случая значение силы Р, действующей между доло-
том и забоем, дается соотношением (3.6). Очевидно, что если через N1 
обозначить силу, которая приложена к поперечному сечению в начале 
горизонтального участка и создается весом расположенной выше частью 
бурильной колонны, то, воспользовавшись третьим уравнением системы 
(3.5) и граничным условием 3 с учетом того, что сила N1 - сжимающая, а 
потому берется со знаком «минус», имеем: 
 

d N
d S

k q N N= = −, ( ) .0 1  

 
     Отсюда легко находится закон изменения усилия на горизонтальном 
участке: 

                                            N(S) = - N1 + kqS .                                   (3.51) 
 
     Усилие же P=-N(L) дается формулой   Р = N1 - kqL . 
     Сравнивая данное выражение с формулой (3.6), видим, что N1 равно 
сумме двух первых слагаемых, а член kqL дает уменьшение силы за счет 
трения на участке длиной L. Очевидно, что как только эти потери превы-
сят значение  N1, то сила на забое  Р=0. Наименьшее значение L опреде-
лится из равенства  N1 - kqL = 0. В этом случае распределение усилий в 
поперечных сечениях согласно (3.51) запишется: 
 

                                               N(S) = kq(S-L).                                     (3.52) 
 
     Итак, при невращающейся бурильной колонне как только S>L, оп-
ределяемой равенством  L= N1 /kq, осевая нагрузка на долото будет 
нулевой. 
     Рассмотрим теперь случай вращения бурильной колонны с постоян-
ной угловой скоростью п0 и проанализируем передачу осевого усилия на 
забой. Расчетная схема этого случая показана на рис.15. 
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      Обратимся к первому уравнению системы (2.5). В предположении то-

го, что скорость вращения п0 велика, а потому  0 5 0, n D
u
t

>>
∂
∂

, пренеб-

режем в подкоренном выражении квадратом скорости в осевом направ-

лении. После этого, положив угол α π
∂ϕ
∂0 00 5= =, ,

t
n , получим: 
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Граничные условия:    1. S=0 :       E B
u
S

k q L
∂
∂

= − , 

2.  S=L :               u = 0. 

Начальные условия:    3. t=0 :           ∂
∂

u
t
= 0 , 

                                     4. t=0 :       EB
u
S

kq S L
∂
∂

= −( ).  

 
     Граничное условие 1 говорит о том, что усилие N1=kqL дает в началь-
ный момент процесса нулевое значение забойного усилия P; граничное 
условие 2 показывает, что разрушение забоя крайне незначительно, а по-
тому изменением его положения в осевом направлении 0S можно пре-
небречь. Начальные же условия 3 и 4 говорят о том, что колонна находи-
лась в покое, а распределение осевых усилий подчинялось закону (3.52). 
Конечно, вид уравнения (3.53) говорит о том, что в момент t=0 все сече-
ния колонны вращаются с одинаковыми скоростями п0. Однако этот факт 
не учтен в условиях 3 и 4, поскольку сильно затруднил бы исследование 
сформулированной задачи, не оказав при этом никакого принципиально-
го влияния на конечные выводы. 
     Представим искомую функцию и(S,t), как 
 

                               u S t
kqL
E B

L S U S t( , ) ( ) ( , ).= − +                         (3.54) 

      
                                                               L 
                                                                                                                                                                           S 
     N1              0                                                                                     P 
                    n0                                                                                                  n0   
                    
                   Рис.15. Расчетная схема горизонтального участка 
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     После этого исходная задача принимает вид: 
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Граничные условия:    1. S=0 :           ∂
∂
U
S

= 0 , 

                                      2. S=L :              U = 0. 

Начальные условия:     3. t=0 :           ∂
∂
U
t

= 0 , 

                                       4. t=0 :           ∂
∂
U
S

kq
E B

S= .   

 

     Забойное осевое усилие   P E B
u
S

= −
∂
∂

  при  S=L с учетом (3.54) запи-

шется: 

                                        P k q L E B
U
S S L

= −
=

∂
∂

.                            (3.56) 

 
     Решив задачу (3.55) методом разделения переменных и воспользо-
вавшись соотношением (3.56), окончательно получаем: 
 

    P N e
j

t arctgt
j

jj
j

j= −
−
+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−

=

∞

∑1

2

0
1

4 1
2 1

1
π

ε
ω

ω
ω
ε

ε ( )
sin .   (3.57) 

Здесь N kqL
kg

n D
j

L
kg

n Dj1
0

2

0

2
2 1

2
= = =

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟, ,

( )
.ε ω

πκ
      

 
     Мы видим, что с течением времени второй член в круглых скобках 
соотношения (3.57) стремится к нулю. Следовательно, с течением време-
ни усилие N1 полностью передается на забой.     
     Заметим, что между коэффициентами диссипативных членов перед 
∂
∂

u
t

 первого уравнения системы (2.5) (при α0=0,5π и ∂ ϕ
∂ t

n= 0 ) имеет 

место неравенство: 
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А это говорит о большем сопротивлении движению стержня во втором 
случае, чем в первом. Следовательно, при вращении бурильной колонны 
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(роторный способ) передача осевой нагрузки на долото осуществляется 
гораздо полнее, чем при бурении с применением забойных двигателей 
(колонна не вращается). 
      Выше отмечалось, что усилие на забой при невращающейся колонне 
записывается: 
 

Р = N1 - kQ , 
где  Q  -  вес горизонтального участка бурильной колонны. 
 
     Имея в виду, что в формуле (3.57) вес горизонтального участка   
Q = qL, ее можно переписать следующим образом: 

 
P = N1 - k(t)Q. 

 
     Сравнивая ее с предыдущей зависимостью, видим, что в этом случае 
коэффициент трения не является постоянной величиной, а его вид легко 
определяется из (3.57): 
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     Следовательно, при вращении бурильной колонны коэффициент тре-
ния уменьшается от максимально возможного значения k(0)=k до нуля. 
Именно этот факт и позволяет при вычислении крутящего момента на 
роторе, потребного для вращения бурильной колонны, в соотношении 
(3.50) использовать значение осевой нагрузки на долото, определяемое 
по формуле (3.8).  
     Итак, нами были рассмотрены случаи стационарного состояния бу-
рильной колонны (определение осевой нагрузки Р на забой при невра-
щающейся колонне и нахождение крутящего момента М0Н, приложенно-
го к ротору при равномерном вращении), случаи распространения вол-
новых возмущений вдоль бурильной колонны при гармоническом забой-
ном возмущении (границы полного затухания S0(α0) и S0K(α0) соответст-
венно продольных и крутильных колебаний, возбуждаемых на забое по-
родоразрушающим инструментом при невращающейся колонне), а также 
проблема передачи осевого усилия к забою скважины на горизонтальном 
участке. Проанализируем теперь возможность возникновения крутиль-
ных автоколебаний бурильного инструмента, расположенного в искрив-
ленной скважине.  
     Рассмотрим  общий случай криволинейной скважины с  переменным 



 

-43- 

радиусом кривизны R(S). Для этого обратимся ко второму уравнению 
системы (2.4). Считая, что значения скоростей крутильных колебаний по 
абсолютной величине много больше скоростей продольных колебаний, 

примем в нем ∂
∂

u
t
= 0 . Тогда уравнение примет вид: 

 
2 2 2

2
2 2 2 2

4 sin .D kg u sign
t D d gR S t S

∂ ϕ κ ∂ ∂ϕ ∂ ϕα λ
∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

Это уравнение путем подстановки в него значений κ
ρ

2 =
E , ∂

∂
u
S

N
E B

=  и 

несложных преобразований запишется, как 
 

                  ∂ ϕ
∂

α
∂ϕ
∂

λ
∂ ϕ
∂

2

2 2 2
2

2

2

4 1
t

D k g
D d q

N
R

sig n
t S

+
+

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =s in .       (3.60) 

 
     Поскольку процесс в осевом направлении в рассматриваемом случае 
считается стационарным, но колонна при этом вращается, то осевое уси-
лие в сечении можно определить из уравнения (3.3), положив в нем ко-
эффициент трения k=0 (согласно (3.59) с увеличением времени  k→0; 
при этом, как отмечалось выше, данный факт имеет место и для криво-
линейного участка): 
 

d N
d S

q= − c o s .α  

     Напомним, что параметр α  является функцией S, так как радиус кри-
визны R зависит от S . 
     А теперь обратимся к расчетной схеме, показанной на рис.16. Верхнее 
сечение бурильной колонны (ротор) вращается с постоянной скоростью 
п0, а вращение нижнего происходит со скоростью nl. Длина колонны рав-
на l, а на породоразрушающий инструмент со стороны забоя действует 
момент сопротивления вращению Mc(P,nl). К верхнему торцу приложена 
удерживающая сила N0.  

Легко видеть, что осевое усилие в текущем сечении будет  
 

N N q d S
S

= − ∫0
0

c o s ,α  

а усилие на забое P=-N(L) запишется, как 
 

                                         P q dS N
S

= −∫ cos .α 0
0

                              (3.61) 

Граничные условия для уравнения (3.60) имеют вид: 
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1.  S=0 :      ϕ =  n0 t , 

2.  S=l :  GJ
S

M P nP c l

∂ϕ
∂

= − ( , ).   

Здесь n
tl

S l

=
=

∂ϕ
∂

,  а осевая нагрузка Р определяется согласно зависимо-

сти (3. 61). 
А теперь повторим рассужде-
ния, изложенные в публикации 
/8/ при анализе вращательного 
движения вертикального 
стержня в режиме крутильных 
автоколебаний. Для нахождения 
начальных условий рассмотрим 
равномерное вращение буриль-
ной колонны и запишем угол 
поворота произвольного сече-
ния в виде ϕ = n0 t + ϕ0(S). По-
сле подстановки записанного 
значения ϕ  в (3.60) с учетом  
signn0 = 1 (направление враще-
ния бурильной колонны счита-
ется положительным) получим:                 
 

4 1
2 2

2
0

D kg
D d q

N
R

S
+

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ′′sin ( ).α λ ϕ

 
Граничные условия:  
                1. S=0: ϕ0=0, 
                2. S=l :  GJPϕ0 

/=-Mc(P,n0). 
 
     Записанное обыкновенное дифференциальное уравнение легко реша-
ется, и для величины ϕ  получаем: 
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     Из данного выражения следует, что при t=0 имеем: 
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          N0  
 0            
               n0   
 
 
 
 
                    ϕ(S,t) 
 
 
                            R(S) 
       
                                               Mc(P,nl) 
                                      S=l 
                                      nl 
                                                             S 
                                        P  
 
         Рис.16. Расчетная       схема 
                      бурильной колонны 
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∂ ϕ
∂ t

n= 0 .  

 
     Полученные зависимости мы и примем за начальные, после чего ис-
ходная задача запишется следующим образом:  
 

               ∂ ϕ
∂

α
∂ϕ
∂

λ
∂ ϕ
∂

2

2 2 2
2

2

2

4 1
t

D k g
D d q

N
R

sig n
t S

+
+

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =s in .          (3.62) 

Граничные условия:  
1.   S=0 :      ϕ =  n0 t , 

2.  S=l :  G J
S

M P
tP c

∂ϕ
∂

∂ϕ
∂

= − ( , ).   

Начальные условия: 

3.  t=0 : ϕ λ
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4.  t=0 : ∂ ϕ
∂ t

n= 0 .  

 
     Решение задачи (3.62) ищем в виде: 
 

      

2
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0
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        (3.63) 

 
где   Ф(S,t)  -   угловое смещение текущего сечения относительно его уг-
ла поворота при равномерном вращении.  
     После подстановки (3.63) в (3.62) и несложных преобразований име-
ем: 
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Граничные условия:  1. S=0 :      Φ = 0 , 
2.  S=l :      ∂

∂
∂
∂

Φ Φ
S GJ

M P n
t

M P n
P

c c= − + −
⎡
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⎤
⎦⎥

1
0 0( , ) ( , ) .  

Начальные условия:  3. t=0 :        Φ = 0 , 

4.  t=0 :     
∂
∂
Φ
t

= 0.  
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     Скорость вращения долота (нижний торец бурильной колонны) запи-
шется: 
 

                                     n n
tl

S l

= +
=

0

∂
∂
Φ

.                                   (3.65) 

 
     Очевидно, что направление скорости поворота текущего сечения бу-
рильной колонны будет всегда совпадать с направлением п0, которое 
считается  положительным. Следовательно, в силу отмеченного имеем, 

что sign n
t

( ) ,0 1+ =
∂
∂
Φ и задача (3.64) переходит в следующую: 
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Граничные условия:  1. S=0 :    Φ  = 0 
2.  S=l :    ∂

∂
∂
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Φ Φ
S G J

M P n
t

M P n
P

c c= − + −
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1
0 0( , ) ( , ) .  

Начальные условия:  3. t=0 :        Φ = 0 , 

4.  t=0 :     
∂
∂
Φ
t

= 0.  

 
     Итак, исходная задача (3.62) свелась к (3.66), которая полностью сов-
падает с задачей о вращении вертикального стержня при наличии кру-
тильных автоколебаний, проанализированной в работе /8/.  
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4. О методе механического аналога 
 
 
     Метод решения при помощи механического аналога задачи о распро-
странении волны по стержню может иметь и самостоятельное значение. 
Поэтому остановимся на нем более подробно. Пусть распространение 
волны описывается решением следующей задачи: 
 

                               
∂
∂

∂
∂

κ
∂
∂

2

2
2

2

2

u
t

f u
u
t

u
S

+ =( , ) .                              (4.1) 

Граничные условия:  1. S=0 :   u = A0 sinω t ,       
                                     2. lim .u

S → ∞
= 0  

Здесь f u
u
t

( , )
∂
∂

 - диссипативный член, зависящий в общем случае от 

смещения и скорости поперечного сечения стержня. 
     Если искать установившееся решение в форме (3.11), то после подста-
новки его в (4.1) и применения метода усреднения, описанного при ана-
лизе задачи (3.10), получаем систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно амплитуды A(S) и фазы Ψ(S): 
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κ πκ

τ ω τ τ τ
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Ψ  

          (4.2) 
2

2
0

1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ( ) sin , ( ) cos ) cos .A S S A S S f A S A S d
π

τ ω τ τ τ
πκ

′′ ′ ′Ψ + Ψ = ∫  

Граничные условия:     1. S=0 :   A=A0 , Ψ=0 ;  
                                       2. lim ( ) .A S

S→∞
= 0  

     Частным случаем (4.2) при законе трения Кулона является исследо-
ванная выше система (3.13). 
     Механический аналог задачи (4.1) запишется следующим образом: 
 

                                      && ( , & ) .x f x x x+ + =ω 2 0                                    (4.3) 
Начальные условия:     1. &( )х 0 0= ,      2. х А( )0 0= . 
 
     Если решение дифференциального уравнения (4.3) найдено в виде 
 

                                        x(t) = a(t) sin(ω t +ϕ) ,                                   (4.4) 
 
где a(t) - амплитуда, а ϕ - фаза колебаний, то в силу подобия A(S) и a(t) 
(см. определение механического аналога и форму амплитуды решения 
задачи (3.13)) поступаем так. 
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     Сделав замену t = βS, представим амплитуду, фигурирующую в зада-
че (4.2), следующим образом: 
 

                                               A(S) ≅ a(βS).                                           (4.5) 
 
Здесь β - неизвестная постоянная величина, знак ≅  указывает на то, что 
обе амплитуды с точностью до постоянных сомножителей подобны друг 
другу.  
     После подстановки (4.5) в (4.2) получим новую систему уравнений, в 
которой вместо неизвестной функции A(S) появляется постоянная вели-
чина β. После этого решение проводится относительно β и Ψ(S). Изло-
женное поясним примером. 
     Пусть диссипативный член в уравнении (4.1) имеет вид: 
 

f u
u
t

u
u
t

( , ) ,
∂
∂

ξ µ
∂
∂

= + 2  

где ξ  и µ  -  постоянные величины. 
     Тогда (4.1) запишется в виде: 
 

                            
∂
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κ
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2
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22
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t
u

u
t

u
S

+ + = .                             (4.6) 

Граничные условия:  1. S=0 :   u = A0 sinω t , 
      2. lim .u

S → ∞
= 0  

     Механический аналог для данной задачи запишется в виде решения 
обыкновенного дифференциального уравнения 
 

                                  && & .x x x x+ + + =ξ µ ω2 02                              (4.7) 
Начальные условия:     1. &( )х 0 0= ,      2. х А( )0 0= . 
 
     Решение задачи (4.7) легко  находится и записывается в виде:  
 

x t A e t arctgt( ) sin .=
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+ −⎛
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−
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ω ξ µ
ω ξ µ

µ
µ    (4.8) 

     Система же уравнений (4.2) для задачи (4.6) после проведения опера-
ции интегрирования правых частей будет следующей: 
 

                         

2
2

2

2

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ).

A S S A S A S

A S S A S S A S

ω ξ
κ κ
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⎫⎡ ⎤⎛ ⎞′′ ′+ − Ψ = ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎬
⎪

′′ ′ ′Ψ + Ψ = ⎪⎭

                         (4.9) 

Граничные условия:     1. S=0 :   A=A0 , Ψ=0 ; 
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2. lim ( ) .A S
S→∞

= 0  

     Так как амплитуда механического аналога согласно решению (4.8) 
имеет вид: 
 

a t A e t( ) ,=
+

+ −
−

0

2

2 2

ω ξ
ω ξ µ

µ  

 
то с точностью до постоянных сомножителей из (4.5) следует: 
 

                                                A(S) = A0 e-βS.                                       (4.10) 
 
     Здесь запись амплитуды дана так, чтобы удовлетворялось граничное 
условие А(0)=А0. При этом, очевидно, постоянная величина β>0. 
 
     После подстановки (4.10) в (4.9) и несложных преобразований полу-
чаем систему уравнений для неизвестных величин β и Ψ(S) : 
 

                                 

2
2 2

2

2

( ) ,

( ) 2 ( ) 2 .

S

S S

ω ξβ
κ

µωβ
κ

⎫−′Ψ − = ⎪⎪
⎬
⎪′′ ′Ψ − Ψ =
⎪⎭

                              (4.11) 

 
Граничное условие:               Ψ(0)=0. 
 
     Так как β=const, то из первого уравнения имеем, что Ψ /(S)=const. 
Следовательно, Ψ //(S)=0, и второе уравнение дает: 
 

                                         ′ = −Ψ ( ) .S
µω
κ β2

1                                           (4.12) 

 
     Подставив это значение в первое уравнение системы, получим алгеб-
раическое уравнение для нахождения неизвестной величины β : 
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     С учетом вещественности и положительности β  из (4.13) найдем, что 
 

                    β ω
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     Из (4.12) с учетом Ψ(0)=0 имеем: 
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Ψ ( ) .S S= −
µω
κ β2  

 
     Следовательно, искомое решение будет равно: 
 

                                u S t A e t SS( , ) sin ,= −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−

0 2
β ω

µω
κ β                     (4.15) 

где β дается зависимостью (4.14). 
     Непосредственной подстановкой убеждаемся, что (4.15) является точ-
ным решением исходной задачи (4.6). Конечно, уравнение (4.6) - линей-
ное, а потому его решение находится без особых проблем . Однако метод 
механического аналога позволил «разобраться» с задачей (3.10), а она - 
существенно нелинейна. 
 
     Небезынтересно отметить следующее /5,6/. 
     Обычно при исследовании колебаний длинных стержней (в нашем 
случае этим стержнем является бурильная колонна) волновое уравнение 
берется в виде: 
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22
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u
S

+ = ,  

 
где коэффициент µ=const. Зададимся следующим вопросом: чему дол-
жен быть равен коэффициент µ, чтобы данное уравнение описывало вол-
новой процесс при наличии силы сопротивления движению бурильной 
колонны в скважине, подчиняющейся закону трения Кулона? 
     Рассмотрим прямолинейную наклонную скважину, составляющую с 
вертикалью угол α0 .  В этом случае согласно (3.30) и (3.31) имеем: 
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                  (4.16) 

 
где S0(α0) дается формулой (3.31). При S>S0(α0) функция u(S,t)=0. 
     Подставив (4.16) в волновое уравнение, найдем, что 
 

µ
κ
α

=
−S S0 0( )

.  

 
     Следовательно, в данном случае волновое уравнение принимает вид:   
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     Это уравнение - линейное, но описывает закон распространения вол-
ны при кулоновском трении. Здесь важно отметить изменение  коэффи-
циента демпфирования с изменением частоты забойных вибраций ω (по-
скольку от нее зависит параметр S0(α0)), что замечалось и в эксперимен-
тах /9/. 
     Важно отметить, что если при изучении установившихся колебаний 
стержня, по длине которого действует кулоновская сила трения, заме-
нить уравнение с диссипативным членом kg cosα0  на уравнение (4.17), 
то решение можно представить в аналитическом виде. Действительно, 
рассмотрим следующую задачу: 
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Граничные условия: 1. S=0:   u = A0 sinω t , 

                                  2. S=l:    ∂
∂

u
S

h u= − . 

     Здесь через S0=const обозначена длина полного затухания волнового 
возмущения S0(α0), через l - длина стержня (очевидно, что для развития 
волнового процесса с участием отраженных волн необходимо выполне-
ние неравенства l<S0), а через h - коэффициент упругого закрепления 
торца стержня. 
     Установившееся решение задачи (4.18) ищем в виде: 
 

          [ ]u S t S S Q S t Q S t( , ) ( ) ( ) c o s ( ) s in ,= − +0 1 2ω ω            (4.19) 
где Q1(S) и Q2(S) - неизвестные функции только переменной S. 
 
     После подстановки выражения (4.19) в уравнение исходной задачи, 
группировки коэффициентов при cosω t и sinω t и приравнивания этих 
коэффициентов нулю приходим к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно неизвестных Q1(S) и Q2(S) : 
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               (4.20) 

 
     Введем в рассмотрение комплексную функцию 
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                                ),()()( 21 SiQSQSU +=                                 (4.21) 

где i = − 1  - мнимая единица. 
 
     После умножения второго уравнения системы (4.20) на i, сложения с 
первым уравнением и несложных преобразований получаем обыкновен-
ное дифференциальное уравнение относительно новой неизвестной 
функции U(S): 
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     Найдя из (4.22) функцию U(S), определим Q1(S) и Q2(S) соответствен-
но как вещественную и мнимую ее части: 
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                                     (4.23) 

     Испытаем в качестве одного из решений дифференциального уравне-
ния (4.22) функцию 

U S ei S
1 1( ) ,= Π η   

где П1 и η - постоянные величины. 
     Подставив эту функцию в (4.22), получаем 
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что можно переписать, как 
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     Это равенство выполняется только при  η = ω ⁄κ, откуда 

U S e
i

S

1 1( ) .= Π
ω
κ  

     Зная одно из решений уравнения (4.22), легко найдем по теореме Лиу-
вилля  второе линейно независимое решение  
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ss

dS

 

где С - произвольная постоянная. 
 
     После проведения операции интегрирования и переобозначения по-
стоянной интегрирования имеем: 
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     Итак, решением дифференциального уравнения (4.22) будет 
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где П1 и П2 - постоянные интегрирования. 
 
     Заметим, что из краевых условий задачи (4.18) и записи ее решения в 
виде формулы (4.19) с учетом (4.21) найдем, что 
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     Подставив сюда решение (4.23), получим систему линейных уравне-
ний для нахождения произвольных постоянных П1 и П2. 
     Можно показать, что окончательное решение представимо в виде: 
 

                         ,
)(
)(sin)()(),(

2

1
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

SQ
SQarctgtSUSStSu ω           (4.25) 

где U S Q S Q S( ) ( ) ( )= +1
2

2
2  -  модуль комплексной функции U(S). 

 
     Заметим, что для случая отсутствия силы трения  путем предельного 
перехода при S0→∞ из (4.24) получим точное решение задачи (4.18) при 
коэффициенте трения k=0. Однако оценка погрешности полученного 
решения изложенным методом для стержня конечных размеров требует 
проведения дальнейших исследований. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

     Итак, в результате проведенного анализа установлено, что в массиве 
разбуриваемой породы можно построить область возможного возникно-
вения резонансных колебаний бурильного инструмента, границы кото-
рой определяются параметрами забойного возмущения (амплитудой и 
частотой), генерируемого долотом на забое, а также величиной коэффи-
циента трения бурильной колонны о стенки скважины. Введение понятия 
механического аналога при рассмотрении распространения волнового 
возмущения в стержне дало возможность разработать метод построения 
указанной области. Более того, такой подход позволил установить сле-
дующее: состояние резонанса (а вернее - степень вероятности его воз-
никновения) связано не только с параметрами забойного возмущения, 
механическими свойствами бурильной колонны и характером силы со-
противления движению, но и с профилем скважины (рис.13). Следова-
тельно, имеется шанс учета профиля скважины при разработке методов 
борьбы с негативными явлениями, возникающими в процессе бурения 
из-за наличия интенсивных колебаний инструмента. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 
 

 Свободные колебания при кулоновом трении 
 

     Простейшая механическая 
модель с сухим трением (закон 
Кулона) может быть представ-
лена механической системой, 
показанной на рис.П.1. Здесь 
масса т скользит по плоской 
поверхности, совершая колеба-
ния вдоль координатной оси х 
за счет инерции массы и упру-
гости пружины (коэффициент 
упругости ее равен c=const). На 
тело действует сила трения Fc , 
равная по абсолютной величине  
kтg при скорости скольжения 
&х ≠ 0  (здесь k - коэффициент 
трения, g - ускорение свободно-
го падения) и направленная 
противоположно скорости 
скольжения (нижняя часть 
рис.П.1). При &х = 0  она может, в зависимости от суммы сил инерции тела 
и упругости пружины, принимать любое значение из интервала  
[-kmg,kmg]. Запишем уравнения движения тела массой т. 
     Если через х обозначить величину смещения тела от положения рав-
новесия в случае отсутствия трения, то уравнениями движения будут: 
 

m x cx km g x
m x cx km g x
&& , & ,
&& , & .
= − − ∀ >
= − + ∀ <

⎧
⎨
⎩

0
0                             (П.1) 

Начальные условия: 1. t=0: x=x0 , 
                                   2. t=0: 0=x& . 
 
     Задачу (П.1) преобразуем к следующему виду: 

                                             && ,х х а+ =ω 2                                              (П.2) 

где ω =
с
т

;  a = -kg  при  &х > 0,  a = kg  при  &x < 0. Начальные условия ос-

таются без изменения. 
     В записанных выражениях t - время, а точки над символом х обозна-
чают его дифференцирование по времени. 

  
Рис.П.1. Механическая модель прос- 
              тейшей колебательной  сис- 
              темы с сухим трением  
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     Поставленную задачу решим двумя способами: точным и приближен-
ным.  
 
    Точный метод  /10/ 
    Сделаем следующие подстановки: 

x x kg x
x x kg x
= − ∀ >

= + ∀ <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
1

2

2
2

0
0

/ , & ,
/ , & .
ω

ω
 

     Тогда из (П.2) получим уравнение, одинаковое и для х1, и для х2 
&& ;, ,x x1 2

2
1 2 0+ =ω  

его решением будет  
,sincos2,1 tBtAx ωω +=  

где А и В - постоянные интегрирования. Начальные условия: t=0, x=x0 ,  
& .х = 0  

     Рассмотрим первый этап движения тела, когда &x < 0, 0 ≤ ≤t
π
ω

. В этом 

случае решение задачи (П.2) запишется, как 
                             x A t B t kg= + +1 1

2cos sin / ,ω ω ω  
или с учетом начальных условий 
                                            ./cos)/( 22

0 ωωω kgtkgxx +−=  

В конце этапа  t=π⁄ω , & ,х = 0  xπ⁄ω=  -x0+2kg⁄ω.2. Это значение хπ⁄ω следует 
считать начальным для второго этапа. 

     Второй этап соответствует & ,x > 0  π
ω

π
ω

≤ ≤t
2

.   Так как при  t = π⁄ω,  

 x = -x0+2kg⁄ω2, то 
./cos)/3( 22

0 ωωω kgtkgxx −−=  
К концу этого этапа при  t = 2π⁄ω  получаем  х2π⁄ω= х0 - 4kg⁄ω2. Для рас-
смотрения второго периода колебаний надо продолжить рассмотрение по 
этапам. 

     Третий этап соответствует & ,x < 0  2 3π
ω

π
ω

≤ ≤t   и 

x A t B t km g= + +3 3
2cos sin / .ω ω ω  

 
Для  t = 2π⁄ω,  x = x0 - 4kg⁄ω2,  &х = 0   имеем: 
 

./cos)/5( 22
0 ωωω kgtkgxx +−=  

К концу этапа при  t = 3π⁄ω  получаем  х3π⁄ω= -х0 + 6kg⁄ω2.  Аналогично 
для следующего этапа при  &x > 0  и  3π⁄ω ≤ t ≤ 4π⁄ω  находим: 

,/cos)/7( 22
0 ωωω kgtkgxx −−=  

и в конце этапа  x4π⁄ω= x0 - 8kg⁄ω2. 
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     Вычисления, подобные приведенным, можно продолжать до тех пор, 
пока при  &х = 0  соблюдается неравенство |х| > kg⁄ω2, то есть пока система 
не пришла в зону застоя. При изменении знака неравенства на противо-
положный движение полностью прекращается, так как сила упругости 
пружины будет недостаточна для преодоления силы трения. 
     График колебаний дан на 
рис.П.2. Он состоит из отрезков 
синусоид с одинаковым перио-
дом, но различной амплитудой. 
За каждый период колебаний 
амплитуда уменьшается на ве-
личину 4kg⁄ω2, то есть по закону 
арифметической прогрессии, а 
огибающими графика являются 
две прямые наклонные линии, 
имеющие при t=0 соответст-
венно ординату  х0  (верхняя 
прямая) и  -х0  (нижняя прямая) 
и сходящиеся на оси 0t.  Две го-
ризонтальные прямые  х = ± х* , 
где x*= kg⁄ω2, определяют зону 
застоя: если скорость обращается в нуль в пределах этой зоны, то движе-
ние прекращается (точка V  на рис.П.2).  
     Очевидно, что через  N  целых периодов абсолютная величина откло-
нения будет равна 

                                           x x
N kg

= −0 2
4
ω

.                                         (П.3) 

 
     Отсюда следует, что система совершит только конечное число коле-
баний, определяемое из условия  0 <  х0 - 4Nkg <  kg⁄ω2. Из этого условия 
вытекает, что N заключено в пределах 
 

                                          .
44

1
4

2
0

2
0

kg
x

N
kg

x ωω
<<−                                      (П.4) 

 
     Приближенный метод  /3/ 
     Рассмотрим свободные колебания при сопротивлении, пропорцио-
нальном п-й степени скорости. В этом случае имеем нелинейное диффе-
ренциальное уравнение движения 

                                   т х q х х с хп
&& & & ,+ + =− 1 0                            (П.5) 

которое при п=0 и q=kmg описывает случай кулоновского трения. 

    
         x        2     3      4           этапы 
  x0                                      колебаний  
 
                                             V 
  x*                                            
   0 
 -x*                                                     t 
 
                           
                    1 этап колебаний     
        
 
 Рис.П.2. График колебаний системы 
                с сухим трением                                   
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В общем случае это уравне-
ние не решается в замкнутой 
форме. Для его приближен-
ного решения воспользуемся 
способом энергетического 
баланса, который позволит 
найти уравнение огибающей 
(штриховые линии на 
рис.П.3). Способ основан на 
равенстве работы силы со-
противления − −qx x n& & 1  (эта 
работа, очевидно, отрица-
тельна) приращению (тоже 
отрицательному) энергии 
системы. Данное равенство 
записывается для интервала времени Т, соответствующего одному коле-
бательному циклу. Естественно, что обе приравниваемые величины вы-
ражаются приближенно, поскольку для точного их определения необхо-
димо знать закон движения.  
     Найдем приращение потенциальной энергии за один колебательный 
цикл (рис.П.3). Потенциальная энергия, соответствующая двум последо-
вательным пиковым значениям ai и ai+1 ,  равна: 

.
2
1,

2
1 2

11
2

++ =Π=Π iiii caca  

     Следовательно, искомое приращение будет: 

∆Π i i i

c
a a= −+2 1

2 2( ).  

     Пусть затухание колебаний происходит медленно. Тогда последнее 
выражение может быть представлено так: 

                                   ∆Π ∆i i i i i i i

c
a a a a ca a= + − ≈+ +2 1 1( )( ) ,             (П.6) 

где ∆a a ai i i= −+1  - приращение пикового значения за рассматриваемый 
колебательный цикл. 
     Обозначим через а = а(t) искомое уравнение верхней огибающей 
(верхняя штриховая линия на рис.П.3); тогда можно приближенно при-
нять, что 

                                              ∆ a
d a
d t

T= ,                                         (П.7) 

где Т - длительность колебательного цикла, которая приближенно равна 
периоду колебаний той же системы, но при отсутствии силы трения. 
     Окончательно, опуская индексы, имеем 

         x 
 
                 ai 
                              ai+1 
 
   0                                                            t 
 
 
 
                          T 
                   
 
 Рис.П.3. Процесс затухания колебаний 
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                                              ∆Π = caT
da
dt

.                                        (П.8) 

     Определим работу, совершаемую силой сопротивления за рассматри-
ваемый цикл колебаний: 

                                Ψ = − = −− +∫∫ q x x d t q x d tn n
TT

& & & .2 1 1

00
 

Здесь начало отсчета времени совмещено с началом цикла колебаний. 
     Примем приближенно, что в течение одного цикла движение описы-
вается зависимостью 

                                            .cos tax ω=                                   (П.9) 
Тогда  tax ωω sin −=&  (изменением величины а за данный промежуток 
времени пренебрегаем), и мы получим 

Ψ = − + + +∫q a t d tn n n
T

1 1 1

0

ω ωs in ,  

или же 
                                             Ψ = − +q a Sn n1ω ,                                  (П.10) 

где величина 

                                            S d
n

=
+

∫ sin β β
π

1

0

2

                                (П.11) 

зависит только от показателя степени п: 
      п  . . . . .          0            0,5            1,0            1,5            2,0          2,5     
     S  . . . . .      4,000       3,500        3,142        2,874        2,667      2,498. 
     Приравняв правые части соотношений (П.8) и (П.10), получим диф-
ференциальное уравнение для верхней огибающей: 

                                            
d a
d t

q S
c

a
n

n= −
+ω

π

1

2
.                               (П.12) 

      Данное уравнение - уравнение с разделяющимися переменными, и с 
учетом начального условия   а(0) = х0  его решение запишется: 
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при    п ≠ 1.            (П.13) 

При п=1 необходимо либо раскрыть неопределенность выражения 
(П.13), либо положить п=1 в дифференциальном уравнении (П.12). 
     Итак, формулой (П.13) и определяется закон затухания свободных ко-
лебаний для любых значений  п ≠ 1. В частности, при п=0 (кулоновское 
трение) с учетом того, что в данном случае  q = kmg, согласно (П.13) 
уравнение огибающей примет вид прямой линии, в точности соответ-
ствующей верхней огибающей на графике рис.П.2. 
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