EINIGE FRAGEN DER APPROXIMATION VON FUNKTIONEN
DURCH POLYNOME

S. M. NIKOLSKY

1. In der Geschichte der theoretischen Untersuchungen, die der Approxi-
mation von Funktionen durch Polynome gewidmet sind, bemerkt man zwei
Perioden.

Im vorigen Jahrhundert, im Laufe der ersten Periode, waren die Bemii-
hungen der Mathematiker auf die Ausarbeitung der Approximationsmethoden
einzelner individueller Funktionen gerichtet. Jedoch wurden zu der Zeit eben-
falls die Grundlagen zur gegenwirtigen Approximationstheorie von Funktionen
gelegt.

P. L. Tschebyschef{ fithrte den Begriff der besten Approximation ein und
entdeckte den Satz, mit dessen Hilfe wir erkennen, ob die gegebene stetige
Funktion auf dem Segment durch das Polynom auf die beste Weise oder nicht
approximiert wird.

Tschebyscheff, sowie seine Schiiler und Nachfolger, untersuchten ausser-
dem die speziellen Eigenschaften der Polynome, die sogenannten Extremal-
eigenschafien, die als Beweisinstrument eine Rolle in der modernen Approxi-
mationstheorie von Funktionen spielen. Die bekannten Markoffsche Unglei-
chungen fiir algebraische Polynome und die Bernsteinsche Ungleichung fiir
trigonometrische Polynome sind Beispiele dieser Eigenschaften.

Die zweite Periode fillt schon in unsere Zeit. Sie formierte sich im Anfang
unseres Jahrhunderts, nachdem Weierstrass seinen Satz bewies, der die prinzi-
pielle Moglichkeit der Approximation auf dem Segment einer beliebigen steti-
gen Funktion durch Polynome {feststellte.

Wihrend im vorigen Jahrhundert die Approximation einzelner Funktionen
den Untersuchungsgegenstand bildete, wird in der gegenwirtigen Zeit die
Hauptaufmerksamkeit Fragen der Approximation von Funktionenklassen
gewidmet.

Gegeben wird die Klasse der Funktionen, die (auf irgendeine Weise nor-
mierbar) analytisch, differenzierbar, der Lipschitzbedingung gentigend usw.
sind. Gegeben wird ausserdem die Approximationsmethode der Funktionen
dieser Klasse durch Polynome. Gefordert ist, dass alles nur mégliche iiber die
Grésse oder den Anderungscharakter der Approximationen der Funktionen
dieser Klasse ausgesagt wird.
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Dieser Vortrag setzt sich zum Ziel, einen kurzen Uberblick iiber einige
Ergebnisse, die sich auf dieses Thema beziehen, und in den letzten 20 Jahren
erhalten wurden, zu geben. Dabei wird vielmehr die Aufmerkzamkeit nur auf
solche Fragen gerichtet, mit denen ich selbst in meinen pers6nlichen Unter-
suchungen nahe Beriihrung hatte. .

2. Vor allen Dingen wird uns folgende Aufgabe interessieren.

Gegeben sei die Funktionsklasse )t und gegeben sei die Approximations-
methode der Funktion #,(f, ) durch Polynome. Solche Methoden kénnen zum
Beispiel Fouriersche Summen, Fejérsche Summen #-ter Ordnung, beste oder
algebraische Interpolationspolynome und trigonometrische Polynome #-ten
Grades sein.

Gefragt ist, wie die obere Grenze

sup | /(%) —u(f, %) | = &, (M) o (1)
reM . . '
der erwihnten Approximation unter den Funktionen der Klasse it ist.

In den Arbeiten von Lebesgue, Bernstein, Jackson, Vallée-Poussin, Borel
und anderer Mathematiker wurden die Gréssenordnungen der erwihnten oberen
Grenzen in einer Reihe von Approximationsfillen untersucht, die fiir die Mathe-
matische Analysis wichting sind.'

Spiter, schon in den dreissiger Jahren, kam die Tendenz auf, genaue und
asymptotische Ausdriicke fiir diese Konstanten zu suchen. Wir wenden uns aus-
fithrlicher gerade dieser Seite des Problems zu. ~ -

Angenommen, 7 sei eine natiirliche Zahl und It eine positive Zahl.

‘Wenn die, Funktion f mit der Periode 2m eine Ableitung #-ter Ordnung
f) (%) hat, die der Ungleichung | /™ (x) | =<t geniigt, so wollen wir sagen, dass
s'e zur Klasse WM = W™ (IR) gehort. . ce ‘

Es sei ferner 0 < « < 1. Wenn die Ableitung #-ter Ordriung der Funktion
mit- der Periode 2z der Lipschitzbedingung mit der Konstante it geniigt

|10 (% & b)) - (0 () [ <D B |

so wollen wir sagen,. dass sie zur Klasse WMH® = W MH® (9R) gehort.
Angenommen, die Funktion f(x) gehort-jetzt zur Klasse WM (IR) und
S,(f, %) ist-ihre Fouriersche Summe #-ter Ordnung, dann gilt die Ungleichung

Inn

| 1) — Salf 2} | < CM—rr o
nw

Diese Ungiei_(,:hu,ng wurde schon.in den frithen.Arbeiten von Lebesgue [15] und

S. N. Bernstein [2] betrachtet. Damals sorgten die Autoren nicht dafiir, dass

die Konstante C, mdglichst klein sei. Sie sorgten allerhéchstens dafiir, die Un-

gleichung im Sinne der Gréssenordnung moglichst klein zu halten.
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A. N. Kolmogoroff machte im Jahre 1934 den nichsten Schritt vorwirts
zur Verstirkung dieses Resultates [11]. Er zeigte, dass folgende asymptotische
Gleichheit existiert: AMInn
E(W,) ~ — — (0 > o0).

n? o

In Anschluss an Kolmogoroff bekamen spiterhin ich [20], B.-Sz.-Nagy
[18], S. Steckin [31], I. Natanson [19]und andere, A. Timan [33], eine Reihe
asymptotischer Abschitzungen dhnlicher Art fiir verschiedene in der Analysis
wichtige Approximationsmethoden und Funktionsklassen.

Bemerkt sei, dass Steckin die Aufgabe Kolmogoroffs 16ste fiir Potenzreihen,
welche auf der Grenze des Kreises der Klasse B(") gehéren, die dhnlich der Klasse
W™ bestimmt ist.

3. Ein anderer wichtiger Untersuchungszyklus bezieht sich auf die Ab-
schitzungen der besten Approximationen von Funktionen. Dieser Zyklus
wurde in den Arbeiten von J. Favard begonnen, der die Ungleichung von
G. Bohr und S. N. Bernstein verallgemeinerte. Weiter wurde der Zyklus fort-
gesetzt anfangs in den Arbeiten von N. I. Achieser, M. G. Kreinund B. Sz.
Nagy, und spidter in meinen und W. K. Dsjadyks Arbeiten.

Ich werde mich bemiihen, dies zu Erkliren, indem ich das Scherna der
Banachschen Rdume benutze.

Wir betrachten im Banachschen Raum einen Kérper I, der konvex, ab-
geschlossen und symmetrisch beziiglich des Nullelements ist. Diesen Korper
wollen wir mit Klasse it bezeichnen.

Es sei in unserem Banachschen Raum noch ein linearer #-dimensionaler
Unterraum L gegeben, durch dessen Elemente (Polynome) wir die Elemente
der Klasse It approximieren wollen.

Es sei E,(») der Abstand des Elementes # vom Unterraum L Die kleinste
Approximationskonstante der Klasse It mit Hilfe von Polynomen aus L ist

o
gleich &, = sup E,(x).

weIR
Wenn wir einen Hilbertschen Raum haben und #, (%) die Projektion des
Elementes x auf L ist, so gilt E,(x) = || ¥ — #,(¥) || und folglich ist unsere
Konstante &, gleich der oberen Grenze
Ep=sup || x — uy() ], (2)
wedt

wobei #,(») der lineare Operator ist.

In anderen, nicht Hilbertschen Réumen, ist die Sache komplizierter, da
das x am néchsten liegende Element des Unterraums L mit Hilfe einer nicht-
linearen Operation gefunden wird.
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Und hier taucht das Problem auf: Ist es nicht trotzdem méglich, einen
solchen linearen Operator u,(x) zu finden, der die Klasse It im Unterraum L
abbildet, und eben solchen der der Gleichheit (2) geniigt?

In solcher abstrakten Form ist das Problem nicht in einem konkreten Ba-
nachschen Raum, ausser dem Hilbertschen, geldst. Hier ist die Rede vom
Existenzbeweis des linearen Operators u, (%), den wie die beste lineare Methode
zur Betrachtung der Extremalaufgabe nennen werden.

Jedoch sind die Untersuchungen der obigen Autoren gerade Losungen die-
ses Problems in einer Reihe fiir die Analysis konkret wichtiger partieller Falle in
der Metrik (C) (stetiger Funktionen) und der Metrik (L) summierbarer Funk-
tionen.

J. Favard [6] l6ste diese Aufgabe in der Metrik (C) fiir die Klasse W (IRt).

Es sei E,(f) die beste Approximation einer Funktion mit der Periode 27
mit Hilfe trigonometrischer Polynome #-ter Ordnung, das heisst der Abstand
in der Metrik (C) der Funktion f zum Unterraum der genannten Polynome.
Dann gilt die Gleichheit

A
sup I, (f) = 2

- (r,m=12,...),
Few () )

wobei die Konstante 4, effektiv ausrechenbar ist.
J. Favard erhielt auch die beste lineare Methode fiir die Extremalaufgabe.
Sie sieht folgendermassen aus:

n—1
,(f, %) = % + z M (a,, cos nx + b, sin xx), (3)
T .

wobei a,, b, Fourierkoeffizienten der Funktion f sind, und die Zahlen A{™ durch
die Klasse W) bestimmt werden und effektiv ausgerechnet werden kénnen.

Eben dieses Resultat wurde spiter von N. I. Achieser und M. G. Krein [1]
erhalten, die parallel den Fall der Klasse W, betrachteten, der trigonometrisch
der Klasse W, konjugiert ist, und die dieses Ergebnis allgemeiner Klassen von
periodischen, differenzierbaren oder analytischen Funktionen verallgemeinerten.

Die erwihnte Theorie lisst sich vollig auf die Klasse It der periodischen
Funktionen erstrecken, die in Form des Integrals

27
Ho) = [ e — tip)dt (191 =)
[}
darstellbar sind, wenn nur der Kern #x(¢) den speziellen Bedingungen geniigt.
Diese Bedingungen werden auf jeden Fall fiir die von B. Nagy untersuchten
Kerne erfiillt.
Es sei bemerkt, dass vor Kurzem der sowjetische Mathematiker W. K.
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Dsjadyk [5] diese Aufgabe fiir die Klasse W (I)t) 16ste, wenn # < 1 und die
Ableitungen im Sinne von Weyl verstanden werden.

4. Indem ich zu den Summen (3) zuriickkehre, méchte ich bemerken, dass
sie als Sonderfall die meisten bekannten Methoden der Summierung von Fou-
rierschen Reihen bei passenden Koeffizienten A{™ enthalten (Fejérsche Summen,
Summen von Vallée-Poussin, Cesaro, Rogosinski-Bernstein usw.).

Gewdhnlich wurde jede solcher Summierungsmethoden fiir sich betrachtet.
Jedoch ldsst sich in der letzten Zeit die Tendenz feststellen, diese Summen im
allgemeinen Falle zu untersuchen. Hierbei werden vorher an die Koeffizienten
A nur allgemeine Bedingungen gestellt: Monotonie, Konvexitit, Quasikon-

%
vexitit, Darstellbarkeit in Form von A" = ¢ (—) usw. Schon bei diesen
n

Bedingungen gelingt es, weitgehende notwendige und hinreichende Konvergenz-
kriterien dieser Methoden zu bekommen, die eine grosse Anzahl frither erhal-
tener Teilfdlle umfasst. Dar{iberhinaus gelingt es sogar, fiir die oben bestimmten
oberen Grenzen nicht nur die Gréssenordnungen, sondern auch die asympto-
tischen Ausdriicke zu erhalten.

Im Zusammenhang damit sind die Arbeiten von E. Hille und I. D. Tamar-
kin, J. Favard, G. Alexits, S. Losinksy und S. Nikolsky zu erw#hnen, die sich
auf Fragen der Konvergenz beziehen, und die spédteren Arbeiten von B. Sz.-
Nagy und A. F. Timan, die sich durch grosse Allgemeinheid und Genauigkeit
der erzielten Ergebnisse auszeichnen.

5. Ich mdchte noch eine Bemerkung machen. Wenn die Funktion f der
Periode 27 zur Klasse W(MH® () gehort, so gentigt, gemiss der Ungleichung
von Jackson, ihre beste Approximation der Ungleichung E,(f) < CIMn~"*
mn=12...).

Die umgekehrte Behauptung bei a kleiner als eins ist auch richtig. Diese
wurde von Vallée-Poussin festgestellt der die Umkehrung des Satzes Bernstein
endgiiltig prizisierte. Jedoch ist bei « gleich eins die umgekehrte Behauptung
im allgemeinen nicht richtig.

Der Ausweg aus dieser Lage fand Zygmund. Er hat etwas andere Klassen
vorgeschlagen, die wir mit H™ bezeichnen.

Es sei =7+ «, wo #' ganz und 0 < o < 1. Aul Definition H(" =
WeOH®, wenn 0 < o < 1; aber fiir o =1, /e H™, wenn /() stelig ist und

|17 (5 - B) — 2" (%) + f* (s — B) | ST | B | (@)

Es gilt folgender Satz.
Damit die Funktion f zur Klasse H" gehért, ist es nolwendig und hin-

. c ,
reichend dass die Ungleichung E,(f/) <— (n=1,2,...) erfiillt ist.
"
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6. Ubrigens ist zu bemerken, dass bei ganzem 7 Untersuchungen, die sich
das Ziel setzen, genaue Konstanten fiir die Klassen H") zu erhalten, sehr schwer
ausfallen. : '

Nehmen wir ein Beispiel: Wenn eine Funktion an dest Enden des Segments
[— 1, 17 gleich Null ist und der Lipschitzbedingung mit der Konstante It gleich
eins gentigt, so ist max | f(x) | = 1. Uns ist die genaue Lésung dieser Aufgabe
fir Funktionen, die der Zygmundbedingung mit der Konstanten eins gentigen,
unbekannt. A. F. Timan gab die nichttriviale Abschitzung | f(¥) } < 4. Sie
ist jedoch nicht endgiiltig. ’

Hier sei- noch eine Aufgabe, deren Losung ich nicht kenne: Die genaue

obere Grenze des Integrals J% f(x) sin xdx ist unter den Funktionen f, die der

0
klasse H™(IR) angehoren, zu finden.

Im Ubrigen gibt es fiir die Klassen W und W™ H® auch Aufgaben, die
wir bisher nicht 16sen konnten.
Unsist zum Beispiel der genaue asymptotische Ausdruck fur die Konstanten

sup E,(f) = &n O<a<l)
£€W(0)H(a) (M)
und sup | f(¥) — gn(f, #) | unbekannt, wobei o, die in der Fejérschen Summe
rew(@)(IM) ‘
konjugierte Summe ist.

Fiir die Summen vieler Verdnderlicher gelang es bisher nur in Einzelfdllen
solche asymptotischen Ausdriicke zu erhalten (siehe [4]).

7. Zuletzt ist noch zu erwihnen, dass die Jacksonschen Ungleichungen
fir die beste Approximation von Funktionen eine Abschitzung von oben
geben. Vor kurzem erhielt S. B. SteCkin [31] eine Abschitzung von unten fiir
Funktionen aus den Klassen H(™ und sogar allgemeinerer.

8. Gehen wir zum nicht periodischen Fall {iber. Angenommen, dass
W™ (IR) Klassen nicht periodischer' Funktionen sind, gegeben auf der Strecke
[— 1, 4+ 1]. Des Weiteren werden die Funktionen dieser Klassen genau so
bestimmt, wie vorher. Jetzt ist schon die Rede von der Approximation dieser
Funktionen durch algebraische Polynome: P,(x) = ay + ax + ... + a,x™
Angenommen, E,(f) bezeichnet die beste Approximation der Funktion f auf
der Strecke [— 1, 4 1] in der Tschebyscheffmetrik durch Polynome P, (x).

Es gelang, zu zeigen, dass die obere Grenze der besten Approximationen
E,(f) unter den Funktionen der nicht periodischen Klasse W (i) asympto-
tisch gleich der oberen Grenze im periodischen Falle ist:

A .
supE,,(f)m—; (n—>o0,7r=1,2..). (5
rew™ (M) "
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Der Fall » = 1 wurde von mir [21] bewiesen, den allgemeinen Fall bewies
S. H. Bernstein [2].

Die dieser Aufgabe entsprechende asymptotisch beste Linearmethode
sieht so aus [37]:

wnlf, %) = ag + 2 [* ol ()0 (1),
1 -1

wobei «{ (¢) die durch die Klasse W zu bestimmenden Funktionen sind.
Gleichzeitig wurde diese Aufgabe in der Metrik (L) gel6st [23].

9. Ich méchie noch bei einigen Ergebnissen verweilen, die ich nur im.
Falle » = 1 formulieren werde. Es wurde gezeigt, dass die aus (5) folgende
Ungleichung

7T
lim sup #E,(f) < —M
n—>00 2
die auch fiir die Funktionen der Klasse W™ (IR) gilt, genau ist.

Interessant ist, dass im Falle einer Beschrinkung auf solche Funktionen
der Klasse W (IR), die eine Ableitung mit Unstetigkeiten 1-ter Art haben, fiir
sie schon eine ‘andere Ungleichung gilt, ndmlich [22]:

lim sup nE,(f) < lim sup nE,(| x |) = u ~ 0,282

n—> 0 n—>00

: 7
wobei y die Bernsteinsche Konstante, die kleiner als ) ist.

Aus der Jacksonschen Ungleichung folgt, dass die allergrésste Ordnung,die
die beste Approximation einer individuellen Funktion der Klasse W) anneh-

1
men kann, gleich O(— ist. Seinerzeit bewies S. Bernstein, dass diese Grossen-
7

ordnung fiir die Funkiion | % | erreicht wird. Wir kénnen jetzt sagen, dass nicht
vom Standpunkt der Grdssenordnung, sondern von dem des asymptotischen
Verhaltens der besten Approximation, es in der Klasse W® noch schlechtere
Funktionen gibt, als | % |. ' '

10. Ich mdéchie noch die Aufmerksamkeit darauf richten, das die Kon-
stante A4, naturgemiss in anderen prdzisen Extremalaufgaben der Analysis
auftaucht. Im Zusammenhang damit sei folgendes Resultat von Kolmogoroff
angefiihrt [12].

IEs seien My, M, M, (0 < % < n) drei positive Zahlen. Damit es auf der
ganzen reellen Achse eine Funktion f(x) existiert, fiir die

M =sup | /D) (=0, x%n)

—00 <@ <0

gilt ist notwendig und hinreichend, dass die Ungleichung
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A LSS
gﬁ" = %Wo " mn "
n
stattfindet. “a)

11. Ich mochte auch bemerken, dass die Theorie der Approximationen
von Funktionen in der letzten Zeit um eine neue Seite bereichert wurde. Ich
denke an ganze Funktionen vom Exponentialtypus oder, wie man sie noch
nennt, ganze Funktionen endlichen Grades.

An der Schaffung der Approximationstheorie von Funktionen auf der

_reellen Achse durch ganze Funktionen endlichen Grades hat S. Bernstein
grossen Anteil. Unter den mir bekannten anderen Arbeiten, die sich auf dieses
Problem beziehen, bemerke ich die Arbeiten von N. Achieser, M. Krein, Boas,
Kober, B. Sz.-Nagy, S. Nikolsky.

In einer dem periodischen Fall analogen Weise lassen sich auch, fiir die auf
der geraden definierten Funktionen, die Klassen H(™ und — fiir die Metrik L,
die Klassen Hg; definieren, welche in bezug auf ganze Funktionen endlichen

Grades sich ebenso verhalten, wie die betreffenden periodischen Klassen in
bezug auf die trigonometrischen Polynome.

Der enge Zusammenhang mit der Theorie der Approximationen durch
trigonometrischen Polynome ist hier so gross, dass sogar die genauen Approxi-
mationskonstanten in analogen Fillen vollig tibereinstimmen [1, 17, 14]. Hier
formuliere ich nur folgendes Resultat von S. Bernstein:

Bei allgemeinen Voraussetzungen, die an die Funktion gestellt werden, gilt
die Gleichheit "

lim En (f: _) = A?(f),
n—>w Zb
wobei E,(f, a) die beste Approximation der Funktion f auf dem Segment
[— a, a] mit Hilfe eines algebraischen Polynoms #-ten Grades ist und 4,(f)
beste Approximation f durch eine ganze Funktion p-ten Grades.

12. Der letzte Teil meines Vortrages bezieht sich auf Fragen der Approxi-
mation von Funktionen mit mehreren Veridnderlichen.

Die Klassen Hv =) [2] und H(L’: 2 [38], [1], [25] von Funktionen

mehrer Verindlicher sind nach dem Muster der Klassen H und H{ von

Funktionen mit einer Veridnderlichen aufgebaut, ebenso die gewéhr;’h'che
Theorie der Approximationen mit direkten und inversen Sitzen.

Im Falle der Metrik L, ist es erforderlich, um die direkten und inversen
Sédtze zu vollkommenen ,,Abschliessen’”” zu bringen, dass die partiellen Ablei-
tungen der Funktionen der Klassen H(L':""”'») im verallgemeinerten Sinne zu
verstehen sind, so wie es in der modernen Mathematischen Physik iiblich ist.

Uberhaupt muss konstatiert werden, dass einige Ideen die in der Mathe-
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matischen Physik schon in den dreissiger Jahren auftauchtien sich in den letzten
Jahren beriihrten mit der Theorie der Approximationen durch Polynome, was
wiederum zu ihrer weiteren Entwicklung fithrte. Ich denke dabei an die in der
mathematischen Physik bekannten Einbetlungsatz von Soboleff [29].

Auf Grund der auf entsprechender Weise entwickelten Approximations-
theorie von Funkiionen durch ganze Funktionen endlichen Grades, wurde es
erméglichl, die Sdtze von S. Soboleff und seines Schiilers W. Kondrascheff )
[13] zu prizisieren und eine Klasse dieser Sdtze voll umzukehren.

Es gibl zwei Typus von Soboleffschen Sdtzen. Zum ersten Typus gehéren
die Theoreme, mit deren Hilfe man nach gegebener Differentialeigenschaft der
Funktionen, ausgedriickt in der Metrik L,, ihre Differentialeigenschaften in der
Metrik L,, erkennen kann, wobei 1 < < p' =< 0.

Wenn zum Beispiel das Quadrat der Funktion (%, y) und die Quadrate
ihrer ersten und zweiten verallgemeinerten Ableitungen in der Ebene integrier-
" bar sind, so folgt daraus, dass die Funktion in der Ebene stetig ist. Sie gehort
dariiberhinaus zur Klasse H®, das heisst sie gentigt der (4) mit der Variablen x.

Zum zweiten Typus gehoren die Sitze, mit deren Hilfe man nach gege-
bener Differentialeigenschaft, ausgedriickt beziiglich des Gebietes & die Dii-
ferentialeigenschaft dieser Funktion erkennen kann, wenn man sie in der
Mannigfaltigkeit betrachtet, die zu & gehért, und eine kleinere Zahl von Di-
mensionen hat als 9.

Wenn zum Beispiel die Funktion f(x, y), gegeben in der Ebene, zur Klasse
Hﬁ‘;” gehort, so gehort sie, wie die Funktion von x bei {ixiertem y zur
Klasse HZ’)

Es zeigt sich jedoch, dass die Sitze des zweiten Typus vollig reversibel
sind [27]. Aus dem Grunde kann man, wenn auf der x-Achse eine beliebige
Funktion ¢(») gegeben ist, die zur Klasse H (,Zf) gehort, sie auf der ganzem Ebene
fortsetzen so, dass die fortgesetzte Funktion aufs Neue zur Klasse H (ng' 1 gehort.

Fiir solche Untersuchungen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher mit
Hilfe von Approximationsmethoden durch ganze Funktionen endlichen Grades
oder durch trigonometrische Polynome wurde, neben der Anwendung der
Bernsteinschen Ungleichung, die Anwendung anderer Extremalungleichungen
[25] notwendig. Sie sehen so aus:

n 1
g1 <c(Dn)” 1€ Qsm<mn)

m
1

n 1
iz, <c(Sn)? 79I A=p<p'sw)
0

1) Es sei noch die zu dieser Frage gehérende Arbeit von I. Petrowsky und K. Smirnoff
[28] erwihnt.
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Hier ist & eine ganze Funktion mit mehreren Verinderlichen des Grades
9, ...%, und C eine Konstante, die nur von # abhingt.

D1e erste Ungleichung gibt die Moglichkeit, die:Norm der Funktion g
im m-dimensionalen Unterraum durch die Norm abzuschétzen, die im #-dimen-
sionalen Unterraum berechnet ist. Die zweite Ungleichung glbt die Moglichkeit

die Norm @ in der Metrik L,, zu berechnen, wenn die Norm @ in der Metrik
L, bekannt ist. Die zweite Ungleichung war Jackson bei # = 1 und " = oo
frither bekannt. '

Die Resultate, von denen hier die Rede ist, finden ihre Anwendung in der
Theorie der direkten Methoden der Variationsrechnung [26, 29]. Als Beispiel
betrachte ich die einfachste Dirichletsche Aufgabe. :

Bekannt ist, dass die in der Ebene ¢ harmonische Funktion % (%, y) die an
ihrer Grenze I" gegebene Werte # | = @(s) annimmt, als Funktion zu be-

kommen ist, fiir welche das Integral

o1 [ {02 + 2

ein Minimum erreicht unter allen moglichen Funktionen F, die der Rand-
bedingung F |p= = @(s) geniigen. . :

Jedoch ist die Dirichletsche Aufgabe lingst nicht bei allen, sogar stetlgen
Randwertfunktionen ¢(s) l6sbar. Schon Weierstrass brachte ein Beispiel einer
stetigen Randwertfunktion, ‘fiir welche die Dirichletsche Aufgabe nicht durch
die Variationsmethode 16sbar ist, da die ihr entsprechende harmonische Funk-
tion ein unendliches Dirichletsches Integral Z[u] = oo hat.

In .den modernen Handbiichern der Mathematischen Physik werden bei
der Begriindung der Variationsmethode unmittelbar die Eigenschaften der
Randwertfunktion nicht gegeben. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, wird
angenommen, dass zum Mindesten eine zulidssige Funktion existiert, die die
gegebenen Randeigenschaften besitzt. Mit anderen Worten: Es wird angenom-
men, dass die Klasse der zulissigen Funktionen nicht leer ist, und das ist schon
hinreichend, um die Existenz von Funktionen in dieser Klasse zu begriinden,
die das Dirichletsche Integral zum Minimum werden lassen, und die Tatsache
zu begriinden, dass die zum Minimum fithrende Funktion die einzige ist und
harmonisch ist. -

Trotzdem taucht die Frage auf: Welche Eigenschaften sollen die Rand-
bedingungen besitzen, damit eine zuldssige Funktion existiert? Solche Be-
dingungen kann man in den allgemeinsten Fillen von Randwertaufgaben
elliptischen Typs geben, wenn die Grenze des Gebietes, fiir welches die Aufgabe
gelost wird, gentigend glatt ist.
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Notwendige Bedingungen wurden in den Arbeiten von S. Soboleff und W.
Kondrascheff erhalten. Indem man die Approximationsmethoden durch Poly-
nome anwendet, kann man sie in einigen Féllen prézisieren, jedoch kann man
auch ihnen nahe (in den Bezeichnungen der Klassen H( mit der Genauigkeit
bis auf &) hinreichende Bedingungen geben.

Zum Beispiel gibt es im Falle der von uns betrachteten Dirichletschen Auf-
gabe mit hinreichend glaitem Rand folgende Behauptung:

Damit dén Bedingungen 9[F] < oo, F |p=p(s) geniigende zuldssige
Funktion existiert, ist es notwendig, dass die Randwertfunktion zur Klasse
H{%) gehort, und hinreichend, dass die Funktion @ zur Klasse H{%#* gehort.

Zum Schluss mdchte ich bemerken, dass gerade die Methoden der Approxi-
mation von Funktionen durch Polynome bei der Erfassung des Verhaltens von
Funktionen in linearen Unterrdumen des n-dimensionalen Raumes benutzt
wurden. Der weitere Ubergang von den Unterrdumen zu kurvigen Réndern der
Gebiete erforderte schon Betrachtungen, die fiir die Funktionstheorie tiberhaupt
charakteristisch sind. Hierbei waren uns einige Ergebnisse von M. K. Hestenes
[8] und H. Whitney [35] niitzlich.
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