THEORIE LOCALE DES FONCTIONS
DIFFERENTIABLES

BERNARD MALGRANGE

Les résultats dont je vais parler ont une double origine : d’une
part, deux problémes posés par L. Schwartz & propos de la théorie
des distributions, d’autre part 1’étude des singularités des applica-
tions différentiables, developpée d’abord par H. Whitney et R. Thom.

‘Fixons d’abord quelques notations ; soit Q un ouvert = R*®, et soit
& (Q) I'espace des fonctions de classe C~ dans Q, & valeurs réelles,
muni de sa lopologie usuelle ; pour a € Q et f€ & (Q), désignons
par T,f le développement de Taylor de fena ;si 'on a V < & (Q),
posons T,V = {T.f|f€V}.

Cela posé, le premier probléme est celui de la synthése harmonique
dans 1’espace des distributions tempérées ; par dualité et transforma-
tion de Fourier, il est résolu par le théoréme suivant, conjecturé par
Schwartz et démontré par Whitney [7], [12] :

Théoréme 1. Soit Jf un idéal de & (). Pour que f appartienne
a l/:adhe'rence de [J, il faut et il suffit que I'on ait, pour tout a € Q :
TSET, 5.

Quant au second probléme, celui de la division des distributions,
il équivaut par dualité au suivant : on se donne f € § (Q) ; & quelle
condition 1'idéal engendré par f est-il fermé ? Tout d’abord, on voit
facilement que ce n’est pas toujours vrai : par exemple, si f est nulle
en un point ainsi que toutes ses dérivées, sans étre identiquement
nulle au voisinage, 1'idéal f& () n'’est pas fermé ; d’autre part,
dans le cas d’une variable, on constate immédiatement que, si cette
circonstance ne se produit en aucun point, notre idéal est fermé ; ces
faits et quelques autres avaient amené Schwartz a conjecturer le
résultat suivant [8] :

Théoréme 2. Si f est analytique, & () est fermé.

Ce résultat a été démontré simultanement par Hoérmander [1]
(dans le cas ot f est un polynéme) et par Lojasiewicz [2] (dans le cas
généralt). Les deux méthodes reposent sur I'importante inégalité
suivante :

Théoréme 3. Soit f une fonction analytique dans Q, X l'en-
semble de ses zéros (supposé non vide), et K un compact — Q. Il existe
des constantes C > 0 et a > 0 felles qu’on ait, pour tout a € K :

| (@)|>Cd (a, X)*
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Pour une fonction f € g (Q) arbitraire, cet énoncé équivaut au
suivant : toute @ € & (Q), nulle ainsi que toutes ses dérivées sur X,
appartient a f & (Q) ; ce fait, joint au théoréme 1, montre que cette
inégalité est nécessaire pour que cet idéal soit fermé. Dans le cas
analytique, une fois le théoréme 3 obtenu, la méthode consiste
4 prendre une stratification convenable de X : on 1'écrit comme somme

finie disjointe de sous ensembles X;, avec X; — X, U X;, et

i
I'on établit un énoncé analogue au théoréme 2 pour les «?énctions
différentiables au sens de Whitney » sur X,, nulles & I'ordre infini
sur X; — X; (ce qui exige d’appliquer le théoréme 3 a d’autres fonc-
tions que /...). Hérmander prend tout simplement la stratification
dans laquelle X; est ’ensemble des points oil f s’annule exactement
4 Pordre i ; Lojasiewicz en prend une plus fine, qui ’améne a une
étulde détaillée de I’ensemble des zéros des fonctions analytiques-
Téelles.

Quelles sont les extensions possibles de ces résultats ? Tout
«d’abord, il n'est pas nécessaire de se limiter aux idéaux principaux:
le théoréme 2 se généralise ainsi [3].

Théoréme 2 bis. Un idéal de & (Q) engendré par des fonc-
tions analytiques est fermé.

Joint au théoréme 1, ceci a pour conséquence immédiate la démons-
tration d'une conjecture de Serre [9] : 'anneau des germes de fonc-
tions C* en un point est un module fidélement plat sur 1’anneau
«des germes de fonctions analytiques en ce point ; autrement dit :
les relations & coefficients C* entre des fonctions analytiques sont
-engendrées par les relations a coefficients analytiques.

Que peut-on dire maintenant dans le cas non analytique ? Nous
avons déja vu que les propriétés précédentes n’étaient pas toujours
vraies ; mais nous allons voir, en utilisant une variante d’une idée
«de Thom [10], qu’elles le sont « en général » : il nous faut d’abord
donner un précis a cette notion. Soit &, 1’espace des germes de fonc-
tions C* en 0 dans R™, et soit J un idéal de type fini de &,,
-engendré par fi, ..., f,. Nous dirons que J est fermé s’il existe
un voisinage ouvert © de 0 et des représentants des f; dans & ()
tels que I'idéal qu'ils engendrent soit fermé.

Posons d’autre part, pour f € &, : f = Tof ; I'espace &, s'identi-
fie alors aux séries formelles R [[xy, . . ., x,1], les x; désignant les
.coordonnées dans R™. En considérant &, comme la limite projective
de ses quotients par les puissances de 1'idéal maximal, on définit
la notion de variété algébrique dans &,. Nous dirons alors qu’une
propriété (P) des éléments de &, est « générale » s’il existe une variété
algébrique V < &, de codimension infinie, telle que (P) soit vérifiée
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pour loute f € &, satisfaisant a f ¢ V. (Cette notion ne doit pas étre
confondue avec celle de « propriété générique » au sens ott 1'entend
Thom [10] : le fait, par exemple, pour une fonction d’étre « de Morse »
est générique, mais c’est une propriété bien trop restrictive pour
tre « générale ».) Nous définirons de méme une propriété générale
des systémes (f;, ..., fp) € (8,)". :

Cette notion a été récemment étudiée systématiquement par
Tougeron [11], qui a montré que, en général, les fonctions, et les
systémes de p fonctions différentiables ont des propriétés au moins
aussi bonnes que les fonctions analytiques arbitraires. Parmi ses
résulljtats[, ]nous citerons I'un des plus simples, obtenu également par
Mather [6].

Théoréme 4. Supposons p<<n; alors, en général, I'idéanl
engendré par (fy, . . ., [») dans &, est une intersection compléte admet-
tant Porigine pour point singulier isolé (C’est-d-dire : I'idéal engendré
par fi, ..., fp et leurs jacobiens d’ordre p contient une puissance de
I'idéal maximal de &,). Un tel idéal est équivalent, par difféomorphisme,
& un idéal engendré par des polynbémes; en particulier, il est
fermé.

En réalité, on démontre davantage : étant donné '(fy, .. ., fp),
tel que I'idéal engendré soit une intersection compléte avec point
singulier isolé, il existe un entier & possédant la propriété suivante :
si (f;, ..., fp) a méme développement de Taylor en 0 & l'ordre %
de f, les deux idéaux sont équivalents par difféomorphisme ; il
suffit alors de prendre pour f; des polyndmes pour obtenir la seconde
assertion du théoréme précédent.

A l'usage des spécialistes de topologie différentielle, je me per-
mettrai la suggestion suivante: il serait peut-&tre intéressant
d’étudier, au point de vue global, les variétés différentiables admettant
des singularités du type précédent.

Enfin, dans le cas oft I'on a p>n, on voit facilement que, en
général, 1'idéal engendré par (fi, ..., fp) est un idéal de définition
de &,, c'est-a-dire contient une puissance de 1'idéal maximal.

Comme je I'avais promis au début, j’en viens maintenant & la
théorie des applications différentiables ; ici, nous ne nous intéresserons
plus seulement & 1'idéal engendré par (fi, ..., fp), mais au germe
d’application f: R™— R? que ce systéme de fonctions définit.
Remarquons d’abord que, par composition des fonctions, f définit
une application f* : &, — &,, qui fait de &, un &,-module ; dési-
gnons respectivement par of,, et off , I'idéal maximal de &, et celui de &,.
On a alors le théoréme suivant : .

Théoréme 5. Soit F un &,-module de type fini ; pour qu’il
soit de type fini sur &,, il faut et il suffit que Flo#,F soit de type fini
sur &plelt =~ R.
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Notons que I'on peut dire alors un peu plus: prenons en effet
des générateurs de F/offp,F sur R, et remontons-les dans F : d’aprés
le « lemme de Nakayama », on aura des générateurs de F sur &,.

L’énoncé précédent est ce qu’on appelle le « théoréme de prépara-
tion différentiable » ; la forme donnée ici, un peu plus générale que
la forme habituelle [4], [5], est due & Mather. Je vais en donner quel-
ques cas particuliers: prenons d’abord F = §, ; I’hypothése
« E,loM &, fini sur R » signifie simplement que 1'idéal (f) engendré
par fi, . .., fp est un idéal de définition de &, : ceci exige p>n,
et, inversement, nous avons vu plus haut que, pour p>n, cette pro-
priété sera généralement vérifiée.

Prenons ensuite p = n — 1, et prenons pour f la projection définie
par f; =x;, i =1, ..., n—1. Soit d’autre part @ une fonction
de &,,® (0, ..., 0, x;) ayant un développement de Taylor commen-
cant par xi ; prenons enfin F = §,/®&,. Il est facile de voir que
le théoréme s’applique, et que I’on peut prendre pour générateurs
de F sur &,_, les classes des x%, £ =0, ..., g — 1. Autrement dit,
pour toute g € &,, il existe une identité

g—1
(W) g=<1)cz+j§0 x1R;, avec Q€ &ny Rj€ 8n-y.

C’est la variante différentiable du théoréme de préparation de Weier-
strass, sous la forme que lui ont donnée Spédth et Riickert (mais ici,
contrairement au cas analytique, il n'y aura pas unicité) ; 1’énoncé
de Weierstrass lui-méme, a savoir que @ est équivalent & un polynome
distingué, est donc encore vrai dans le cas différentiable : ce résultat
avait été d’abord conjecturé par Thom.

La démonstration du théoréme 5 se décompose en deux étapes :
la premiére consiste, par une utilisation convenable du théoréme des
fonctions implicites, & ramener le cas général & un cas particulier :
la démonstration de (W) dans le cas ot @ est un polyndéme unitaire
en x, ; on peut méme, en introduisant de nouvelles variables #;, et
en les substituant aux coefficients de ce polynéme, supposer que @
est un polynéme par rapport a ’ensemble des variables. La seconde
étape, plus difficile, consiste alors & établir le résultat particulier
indiqué ; la méthode initiale du conférencier consistait & utiliser les
techniques développées par Hormander et f.ojasiewicz, dont il a été
question plus haut. Récemment, Mather [6] a donné une autre méthode,
plus élémentaire, utilisant des développements en intégrales de
Fourier.

. On peut se poser, pour les applications différentiables, une question
analogue a celle que nous avons examinée pour les idéaux : le germe
d’application f étant donné, existe-t-il un entier % tel que tout germe
', ayant méme développement de Taylor en O que f jusqu’a I’ordre &,
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soit équivalent & f par un difféomorphisme de la source et du but ?
Contrairement & ce qui se passe pour les idéaux, cette propriété n’est
pas généralement vraie (toutefois, d’aprés Thom, elle le devient si
I'on remplace « difféomorphisme » par « homéomorphisme » [10]).
Mather, en utilisant le théoréme de préparation, a donné une caracté-
risation des applications qui possédent cette propriété. Je n’exposerai
pas ce résultat, mais je parlerai d'un autre, trés voisin, et qui se traite
par la méme méthode : la caractérisation des germes stables.
Donnons-en d’abord la définition ; soit f un germe d’application
R™ — R?, avec f (0) = 0 ; en gros, f est stable si tout germe « suffi-
samment voisin » de f est équivalent a f par un difféomorphisme de la
source et du but ; de fagon plus précise, nous exigerons que, pour

tout voisinage ouvert Q de 0 dans R", et tout représentant Fdef
dans Q, il existe un ouvert Q’, avec 0 € Q' < Q, et un ouvert
Uc R, avecf(Q) < U et 0 € U, possédant la propriété suivante :
pour toute fonction f' : @ — RP, suffisamment voisine de f dans la
topologie de & (Q), il existe des plongements C* A: Q' — Q et
h': U — R? tels qu’on ait .

Rof|Q)=Foh

(2 noter que 1’on ne suppose pas ici f' (0) = 0). .

Une notion voisine est celle de « stabilité infinitésimale » : toute
déformation infinitésimale g de f doit pouvoir étre obtenue comme
somme de deux déformations provenant de transformations infinité-
simales de la source et du but ; de fagon précise, il doit exister, pour
tout germe g d’application en 0 de R™ dans R? (on ne suppose pas
nécessairement g (0) = 0), deux germes de champs de vecteurs X
sur R™ et Y sur R? tels qu’on ait

g=(X, df)+Y-f.

Mather considére enfin, dans ’espace des jets (i.e. des développements
de Taylor) d’ordre k£ d’applitations de R™ dans R¥, 'orbite V (f)
de jif (0) sous 1’action des difféomorphismes de la source et du but;
son résultat est alors le suivant :

Théoréme 6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Le germe f est stable. )

b) Le germe [ est infinitésimalement stable.

c¢) Pour une (ou, pour toute) valeur de k suffisamment grande, [ est
transversal en 0 a V (f).

L’équivalence de b) et c) se démontre en utilisant le théoréme de
préparation ; pour démontrer leur équivalence avec a), on utilise
dans un sens un théoréme de transversalité, et dans 1'autre une intégra-
tion de champs de vecteurs qui permet de passer de transformations

7%
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infinitésimales & des transformations finies. J'indique pour terminer
que Mather a réussi & traiter aussi par ses méthodes le cas global,
c’est-a-dire a caractériser d’'une maniére analogue les applications
C~-stables d'une variété compacte dans une autre variété.

Université de Paris,
Faculté des Sciences,
Orsay, France
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