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Dans l'analyse de Fourier, il est sans doute peu de questions plus naturelles 
que l'étude des transformées de Fourier des fonctions sommables. Cela 
comprend, en particulier, les fonctions, continues sur le cercle, dont la 
série de Fourier est absolument convergente (transformées de Fourier des 
fonctions sommables sur le groupe des entiers), et les suites de coefficients 
de Fourier-Lebesgue (transformées de Fourier des fonctions sommables sur 
le cercle). Le sujet, quoique travaillé depuis longtemps, est resté assez 
mystérieux : en 1958, dans l'introduction à la seconde édition de son traité, 
Zygmund comptait, au nombre des deux ou trois problèmes majeurs con
cernant les séries trigonométriques, celui de préciser la structure des fonc
tions sommes de séries de Fourier absolument convergentes. 

Depuis quelques années, et particulièrement depuis 1958, d'importants 
progrès ont été faits : des problèmes, cherchés depuis longtemps, ont été 
résolus; d'autres se sont posés. Je voudrais tenter de donner ici un tableau 
d'ensemble, en souhaitant que de nombreux congressistes aient pu prendre 
connaissance directement, en entendant leurs auteurs, des résultats récents 
les plus remarquables (je pense, en particulier, à P. Malliavin et P. J. 
Cohen). Les mathématiciens intéressés pourront d'ailleurs se reporter à 
l'excellent ouvrage de W. Rudin [69], qui va paraître incessamment. 

1. Notations et introduction 
Etant donné deux groupes abéliens localement compacts en dualité, G et 

T, on sait que la transformation de Fourier fait correspondre, à toute fonc
tion sommable sur G, une fonction continue sur Y, et nulle à l'infini si F 
n'est pas compact (sauf précision contraire, fonction=fonction à valeurs 
complexes). On désigne par A(T) l'ensemble des fonctions continues sur Y, 
transformées de Fourier de fonctions sommables sur G. Ainsi 

x)=\ (x,u)f(i feA(Y)of(x)= Ì (x,u)f(u)dm(u), 

dm étant une mesure de Haar sur G, fEL^G), et (x,u) étant la valeur en u 
du caractère x. 

Les cas les plus classiques sont les suivants. 
G = r = R, droite numérique : 

f€A(R)of(x)= f e2niux f(u)du (feLx(R)). 
J R 

G = Z, groupe des entiers, et T = T, groupe des réels modulo 1 (ou 
« cercle »): 
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1tA(T)of(x)= 2/We2*'"1 ( 2 |/(»)|<~). 
ne Z neZ 

G = T,T = Z, 

fEA(Z)of(n)= f e2ninuf(u)du (fELx(T)). 

A(T) est une algèbre de Banach pour la multiplication ordinaire, la norme 
étant ||/|| = JG\f(u)\dm(u). A chaque xET correspond l'idéal maximal Ix des 
f£A(F) qui s'annulent en x, et réciproquement, tout idéal maximal s'obtient 
ainsi (Wiener). La topologie de V étant la moins fine rendant continues 
toute les fEA(T), on peut identifier T et l'espace des idéaux maximaux de 
A(T). Etant donné un fermé E ET, on désignera par IE l'idéal des fEA(T) 
qui s'annulent sur E, et par A(E) l'algèbre quotient A(T)IIE. On peut con
sidérer A(E) comme l'algèbre des restrictions à E des fEA(T), avec la 
norme ||gr||B=inf||/||, la borne inférieure étant prise pour toutes les fonc
tions fEA(T) égales à g sur E. 

Cette structure d'algèbre de Banach suggère des problèmes. Par exemple, 
quels sont les endomorphismes de -4(r) ? Existe-t-il un« calcul symbolique » 
dans A(T) plus étendu que le calcul symbolique classique, à l'aide des fonc
tions analytiques ? Y-a-t-il d'autres idéaux fermés dans ^4(r) que les IE ? 
Comme nous le verrons, des progrès décisifs ont été faits ces dernières années 
sur ces trois problèmes. 

On peut aussi—c'est le point de vue de l'analyse classique, et c'est celui 
que nous adoptons au début de cet exposé—considérer A(T) comme une 
classe de fonctions dont il est intéressant d'étudier et de décrire les propriétés 
locales. En effet, l'appartenance à A(F) est une propriété locale dans le 
sens suivant (Wiener) : soit / une fonction définie sur T; si, au voisinage de 
tout xET (et, le cas échéant, du point x à l'infini), / est égale à une fxE A(T), 
il s'ensuit que f£A(T). Si, par exemple, T est discret, on peut se demander 
quelles sont les majorations à l'infini qui entraînent l'appartenance k A(F). 
Si T = T, on peut se demander quelles majorations du module de continuité 
œf(ô) =sup iz-x'Kä \f(x) —f(x') | entraînent /E A(T). L'étude de ce dernier prob
lème remonte à S. Bernstein [2, 3]. 

Dans cet esprit descriptif, on peut aussi s'intéresser aux classes A(E) que 
nous venons de définir, et qui sont constituées des fonctions, définies sur un 
fermé E ET, et restrictions des fEA(T). Une circonstance heureuse est que, 
si E est un ensemble d'entiers, on obtient la même classe A(E) en considérant 
les restrictions à E des fEA(Z), ou les restrictions à E (plongé dans R) des 
fEA(R). De même, si l'on représente T par un intervalle de longueur 1 
sur R, dont on identifie les extrémités, et si E est un fermé strictement 
intérieur à cet intervalle, les éléments de A(E) peuvent être indifféremment 
définis à partir de A(T) ou de A(R). Les études dans cette direction sont un 
peu plus récentes, encore qu'on puisse y rattacher certains travaux de Sidon 
[73, 74] et de Banach [1]. Elles sont loin d'être terminées. 

2. Théorie descriptive des A(T) 

Le problème général de la théorie descriptive est le suivant : étant donné 
un fermé EaT, et un ensemble # de fonctions continues sur Y, décider si 2 
est contenu, ou non, dans A(E). 
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Dès 1914, le problème s'est posé à S. Bernstein sous la forme suivante : à 
quelle condition, portant sur la fonction positive co(ô) (<5>0), A(T) contient-
elle l'ensemble Am(T) des fonctions /, définies sur T, dont le module de 
continuité satisfait cof(ò) =0(co(<5)) (ô-»0). Il n'avait pas obtenu de condition 
nécessaire et suffisante, mais son résultat de 1934 est néanmoins très 
précis : l'inclusion a lieu si la série 27T"*co(l/n) converge (par exemple, 
œ(ô) =<5*+e) et elle n'a pas lieu si œ est assez régulière et que la série diverge 
(par exemple, co(<5)=<5*). La condition nécessaire et suffisante n'a été 
obtenue qu'en 1953, par Stetchkin [77]: c'est la convergence de la série 
2 n~*œ*(lln), où co* désigne la fonction borne supérieure des modules de 
continuité inférieurs à co. Naturellement, la partie originale du travail de 
Stetchkin consiste à montrer que, si la série diverge, il existe une f$A(T) 
telle que œf(ô)=0(œ*(ô)). 

Ce problème se transcrit naturellement quand on considère un compact 
E cz T ou E cz R (voir introduction). On définit AQ,(E) comme l'ensemble des 
fonctions /, définies sur E, dont le module de continuité satisfait cof(ô) = 
0(co(ô)) (d-H)); restreignons nous, pour simplifier, à des fonctions co(ô) posi
tives et croissantes, telles que œ(ô)lô soit décroissante. A quelle condition 
a-t-on Aw(E)czA(E) ? Certains résultats précis ont été obtenus [27, 39]. 
Pour nous borner à un exemple, soit E un ensemble du type de Cantor, 
construit avec un rapport de dissection | ( 0 < | < | ) (cela veut dire que E 
est formé des points a+ò( + l + f ± f 2 ± . . . ) , a et b4=0 étant donnés ; les 
ensembles triadiques de Cantor correspondent à 1 = ^); pour l'inclusion 
Am(E)czA(E), il faut et suffit que la série 2n~al2œ(lln) converge, où 
a = — log |/log 2 est la dimension de Hausdorff de E. 

Indiquons une question naturelle. A quelle condition, portant sur E, 
les inclusionsAû,(E)CZA(E) et Am(T)czA(T) ont-elles lieu pour les mêmes 
fonctions co? Il est nécessaire pour cela que E soit de mesure positive. Est-ce 
suffisant ? 

Une remarque s'impose. Si / est définie sur T, on voit immédiatement si 
fEA ou f$A en considérant le développement de Fourier de /. Si / est 
définie sur EczT, on peut montrer que fEA(E) en extrapolant /, sur T, 
par une fonction convenable. Mais si l'on veut montrer que f$A(E), la 
méthode naturelle consiste à utiliser la dualité : les mesures dp portées par E 
définissent des formes linéaires continues sur A(E), de norme ||<^a|]^* 
=supn | /è(n)| avec p(n)=$e2ninxdp(x); s'il existe une suite de mesures 
dpj9 portées par E, dont les normes dans A* soient bornées, et telles que 
SUPASsf dp,] = oo, on a bien f$A(E). 

L'analogue du problème de S. Bernstein pour A(Z) est le suivant : à 
quelle condition, portant sur la suite positive {con}ne0, est-il vrai que A(Z) 
contient toutes les suites / = {f(n)}n£Z telles que f(n) =0(con) quand n->+ oo ? 
La solution en a été obtenue, en 1926, par Littlewood [50] : il faut et suffit 
que la série Hain converge; autrement dit, la condition est la même que si 
l'on remplace A(Z) par L2(Z). La partie non triviale consiste à montrer que, 
si !t0Jn==o°, il existe des phases tpn telles que {œne

i(pn}n£z§.A(Z). Elle a été 
remarquablement simplifiée par Paley et Zygmund [58] qui ont montré que, 
dans ce cas, on a presque sûrement { ±con}$A(Z) lorsqu'on choisit au hasard 
les signes + , avec probabilité | , et indépendamment les uns des autres. 

Le théorème de Littlewood présente un caractère définitif. Mais un 
problème voisin, et difficile, mérite de retenir encore l'attention. Au lieu de 
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considérer, comme dans ce théorème, toutes les suites / astreintes à la 
condition f(n) =0(con) (?&->+ oo), considérons seulement les suites de coeffi
cients de Fourier-Stieltjes (= coefficients de Fourier de mesures); à quelle 
condition, portant sur {co^}, appartiennent-elles toutes à A(Z) ? La condi
tion 2co| < oo est encore évidemment suffisante, mais elle n'est pas néces
saire (on sait, par exemple, par un théorème de F. et M. Riesz, que con=0 
pour n négatif suffit). Un théorème remarquable, précisant des résultats 
antérieurs de Wiener et Wintner [81] et Salem [70], a été publié en 1957 par 
Ivacheff-Moussatoff [25] : si la suite con est paire (ojn=co_n) et suffisamment 
régulière (si par exemple, pour chaque a > 0 , la suite {^acon}n=1,2, ••• est 
monotone), la condition 2 co« < °° est nécessaire et suffisante; si la série 
diverge, il existe une mesure singulière dp, portée par un ensemble de 
mesure nulle, telle que p(n) =0(con) (TI->+ oo). 

3. Théorie descriptive (suite) : les ensembles de Helson, 

Carleson, Sidon 
Un cas particulier du problème général de la théorie descriptive va main

tenant nous occuper. Désignons par G(E) l'ensemble des fonctions continues 
sur E, et éventuellement nulles à l'infini. Pour quels ensembles E a-t-on 
A(E) = C(E) ? 

Une remarque intéressante fut faite par I. Segal en 1950 [72] : si Y est 
infini, on a A(Y) =^C(Y). En voici une généralisation (et une démonstration) 
facile : appelons « v-maille » tout ensemble de 2V points distincts de T, de la 
forme a0+e1a1+e2a2 + ...+evav, chaque £̂  = 0 ou 1; si, quels que soit v, E 
contient une v-maille, A(E)^=C(E). En effet, si l'on avait A(E)=C(E), les 
duals seraient les mêmes, et les mesures dp portées par E auraient 
des normes | | ^ | | c * et H^H^* équivalentes (\\dp\\ =$E\dp\> | | ^ |U* = 

supueG|j"(#, u)dp(x)\). Or, il est aisé de voir que chaque v-maille porte une 
mesure dp telle que | |^ | |^* <£v||efye||c*, limï,^ooev=0 (on peut, avec un peu 
de soin, choisir ev = 2~(v+1(/2; ce n'est pas nécessaire ici). Donc A(E)=£G(E). 

Sur la droite ou le cercle, l'intérêt de considérer les compacts E pour 
lesquels A(E)=C(E) a été reconnu par H. Helson [18]. Helson a montré 
qu'aucun de ces ensembles ne porte une mesure non nulle dont la transformée 
de Fourier soit nulle à l'infini. C'est pourquoi, de façon générale, on appelle 
ensemble de Helson toute partie compacte d'un groupe Y telle que A(E) = 
C(E). 

Pour que E soit un ensemble de Helson, il est évidemment nécessaire 
que, pour toutes les mesures dp portées par E, les normes ||^||>i* et | | ^ | | c * 
soient équivalentes, autrement dit, qu'il existe un ô=ô(E)>0 tel que 
11 )̂1,4* ><5||d//||c* (car l'inégalité ||cfye||,4* < | | ^ | | c * a toujours lieu). La condi
tion est aussi suffisante. 

Les ensembles de Helson ont des propriétés arithmétiques très parti
culières. Nous venons de voir qu'ils ne peuvent contenir des mailles dont le 
nombre de termes 2P soit arbitrairement grand. D'autre part, à tout en
semble de Helson correspond un entier K tel que, dans toute progression 
arithmétique de 2S termes, il y ait au plus Ks points de E. Plus générale
ment, on peut choisir l'entier K de sorte que, quels que soient xx,...,xnEY 
et s entier il y ait dans E au plus Kns points de la forme ocx xx + a2 x2 +... + 
ocnxn (OL§ entiers, |o^| + . . .+ | a n | <2S) [38, 39]. 
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Ces conditions sont satisfaites si E est un ensemble indépendant, c'est-à-
dire qu'entre des points de E en nombre fini n'existe aucune relation linéaire 
non triviale à coefficients entiers. En fait, tout ensemble dénombrable 
indépendant est un ensemble de Helson. De même, l'ensemble des points 0 
et 2 _ / (j=0,1,2,...) sur la droite est un ensemble de Helson, ce qui montre 
qu'une progression arithmétique de 2S termes peut en effet contenir s points 
de E. 

L'existence d'ensembles de Helson non dénombrables n'est pas évidente. 
En particulier, W. Rudin a montré récemment [67] qu'il ne suffit pas que E 
soit indépendant pour avoir A(E)=C(E). 

Une manière de construire des ensembles de Helson non dénombrables 
est la suivante. Nous avons vu que toute mesure sur Y définit une forme 
linéaire continue sur ^4(r). De façon générale, on appellera « pseudomesure » 
toute forme linéaire continue sur A(Y); lorsque Y = R ou T, une pseudome
sure n'est autre qu'une distribution dont la transformée de Fourier est 
bornée; en tous cas, on sait définir son support. On sait construire sur RouT 
des ensembles parfaits sans vraie pseudomesure [38], c'est-à-dire ne portant 
aucune pseudomesure qui ne soit une mesure, et on voit aisément que de 
tels ensembles sont des ensembles de Helson. La réciproque n'est pas 
établie, et la question se pose, de savoir si tout ensemble de Helson est un 
ensemble sans vraie pseudomesure. Une réponse négative aurait un intérêt 
en relation avec le problème de la synthèse harmonique, que nous examine
rons tout à l'heure. 

La structure des ensembles de Helson est encore assez mal connue. En 
particulier, on ne sait pas si la réunion de deux ensembles de Helson est 
nécessairement un ensemble de Helson. 

Avant Helson, L. Carleson [9] avait considéré les ensembles compacts 
E cz T, tels que C(E) =A+(E), A+(E) étant l'ensemble des restrictions à E des 
sommes de séries « de Taylor » absolument convergentes Hn>^(n)ên inx. 
Il avait montré que ces ensembles (« ensembles de Carleson ») sont carac
térisés par la propriété suivante : il existe xmô1=ô1(E)>0 tel que, pour tou
tes les mesures dp portées par E, supn^0 \p(n) | ^îj*\dp\ • 

Il est évident que tout ensemble de Carleson est un ensemble de Helson, 
mais la réciproque n'a été établie que récemment, par I. Wik [82] : en effet, 
dès que E est un ensemble de Helson, les normes J | ^ M | , s\xpn\p(n), 
supn>0 \p(rì) |, Hm supn^oo \p(n) | sont équivalentes. 

Le théorème de Wik suggère la question suivante. Etant donné une suite 
d'entiers A et un compact EczT, désignons par AA(T) l'ensemble des fonc
tions sommes de séries absolument convergentes 2neA/(7i)e2:i inx, et par 
AA (E) l'ensemble des restrictions à E des f£AA(T). Quelles sont les suites A 
telles que, pour tout ensemble de Carleson-Helson E, on ait AA (E)=C(E) ? 

Ce problème se rattache au suivant, posé par A. Beurling dans son 
séminaire en 1959 [6] : à quelle condition, portant sur A et E, a-t-on AA (E) = 
A(E) ? Beurling a complètement résolu le problème lorsque E est un inter
valle : la condition nécessaire et suffisante est alors \E\ <A. (A), où | E | 
est la mesure (longueur) de E, et À. (A) la densité inférieure de répartition, 
c'est à dire la borne supérieure des densités des suites uniformément répar
ties contenues dans A (une suite uniformément répartie, de densité D, 
étant une suite de la forme {pn}neSi telle que pn—nD=0(l) (n->± oo)). 
La conjecture de Beurling est que l'inégalité \E\ <A. (A) est toujours une 
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condition nécessaire pour avoir AA(E)=A(E). Cela a été prouvé par H. 
Landau [46] dans le cas où E est la réunion de deux intervalles. 

D'autres problèmes, concernant AA(E), ont été étudiés, sur lesquels nous 
ne nous attarderons pas [29, 34]. Certains d'entre eux font intervenir la 
densité supérieure de répartition (borne inférieure des densités des suites 
uniformément réparties contenant A). D'autres se rattachent à l'étude 
des séries de Fourier lacunaires et des suites de Sidon, dont nous allons 
maintenant dire un mot. 

Les analogues des ensembles de Helson sur Z, à savoir les ensembles 
EczZ tels que A(E)=C(E), avaient été considérés depuis longtemps. En 
1927 [73], Sidon avait montré que, si E est lacunaire au sens d'Hadamard 
(c'est-à-dire E = {Xn}n*z-, A-n

=~An et infn>0 An+1/An>l), toute fonction 
/bornée dont la série de Fourier est de la forme ^neEf(n)e2ninx (nous 
noterons alors fELE (T)) est une fonction de la classe A(T); autrement dit, 
avec les notations introduites, LE (T)=AE(T). Puis, indépendamment 
semble-t-il, Banach [1] et Sidon [74] avaient observé que les propositions 
suivantes s'impliquent mutuellement : 

a)L£(T)=AE(T), 
b) A(E)=C(E), c'est à dire que toute fonction nulle à l'infini définie sur 

E y est la restriction d'une fEA(Z), 
c) toute fonction bornée sur E y est la restriction d'une transformée de 

Fourier-Stielt j es. 
On appelle naturellement de tels ensembles E « ensembles de Sidon », et 

la définition se transcrit immédiatement si l'on remplace Z par un groupe 
discret Y. Ces ensembles ont de nouveau retenu l'attention depuis quelques 
années [77, 24, 65]. On sait qu'une réunion finie d'ensembles lacunaires à 
la Hadamard est un ensemble de Sidon, et qu'il existe des ensembles de 
Sidon qui ne sont pas de ce type. On connaît des conditions suffisantes pour 
qu'un ensemble E d'entiers soit un ensemble de Sidon, faisant intervenir le 
nombre de façons d'écrire un entier n sous la forme + % + n2... ± ns (nt <n2 < 
...<ns,n5EE), soit r(n,s) : il suffit qu'existe une constante B telle que, pour 
tout n et tout s, r(n,s)<:Bs [77]. On connaît aussi des conditions nécessaires, 
simples transcriptions de celles que nous avons données pour les ensembles 
de Helson [29]. Un outil intéressant a été découvert par Rudin [65], sous 
la forme d'une nouvelle proposition équivalente à a),b),c): 

d) à toute suite réelle {ocn}neE, correspond une mesure dp sur T et un 
ô>0 tels que, pour tout nEE, Îl(p(n)e-ixn)>ô. 

De même que pour les ensembles de Helson, on ne sait pas si la réunion 
de deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon. 

4. Les changements de variable permis et les 
homomorphismes 

Il est évident que, si f(x) EA(R), f(ax + b) EA(R) quelle que soit la fonction 
linéaire ax + b (a 4=0). En 1934, P. Lévy a posé le problème [49] : y-a-t-il 
d'autres fonctions cp que les fonctions linéaires pour lesquelles fEÀ(R)=> 
fo<pEA(R) ? 

La réponse fut longue à venir. Elle est négative, comme le montre un 
théorème de Beurling et Helson [7]. Indépendamment, Leibenson [48], avec 
des restrictions tenant à sa méthode, établissait le résultat analogue pour 
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A(T) : les seules fonctions <p telles que fEA(T)^>fo<pEA(T) sont les fonc
tions linéaires à pente entière (voir aussi [26]). 

Le problème concernant A(Z) présentait des difficultés nouvelles, et sa 
solution, due à Rudin [60], est un peu moins simple. Elle s'exprime ainsi : 
pour que l'application cp de Z dans Z soit telle que fEA(Z)=>fo<pEA(Z), 
il faut et il suffit qu'existe un entier q > 0, et une suite {r(n)}nes à valeurs 
entières =j=0 et g-périodique (r(n+q)=r(n) pour tout n), tels que, sauf pour 
un nombre fini de valeurs de n, on ait cp(n + q) — q>(n)=r(n). 

Cette question des changements de variables permis dans les classes 
A(Y), qui ressortit naturellement à des préoccupations d'analyse classique, 
présente un intérêt particulier si on la relie à la structure d'algèbre de 
Banach de ^4(r). En effet, tout changement de variable cp de ce type définit, 
d'après le théorème du graphe fermé, un endomorphisme f->fo<p de A(Y). 
Inversement, soit /->e/ un endomorphisme de A(Y). Adjoignons à T un 
point oo de sorte que la réunion Y^ =Y U {°°} soit compacte (oo est isolé 
dans r«, si Y est compact), et prolongeons les / E A (Y) à Too en posant /( oo ) = 0. 
Comme Y est l'espace des idéaux maximaux de A(Y) (voir introduction), 
tout homomorphisme de ^i(r) sur le corps des complexes est de la forme 
/->/(«), xEYoo. Or, pour chaque x, f->ef(x) est un tel homomorphisme; il 
s'ensuit que, pour tout XEYOQ, ef(x)=f((p(x)), cp étant une application con
venable de Too dans r ^ . 

Plus généralement, si l'on considère deux groupes Y' et Y", les homo-
morphismes de A(Y") dans A(Y') sont tous de la forme f~>focp, où cp est une 
application de T'«, dans Y'^. Ainsi, la détermination de tous les homomor-
phismes de A(Yn) dans A(Y') revient à celle des applications « permises » cp 
de Too dans Y'^, « permise » signifiant que fEA(Y")=>focpEA(Y'). 

Outre les exemples que nous venons de donner (Y' =Y"=R, Y,=Y" = T, 
Y' = r " =Z), des approches de ce problème général furent faites par Helson 
[16] et Rudin [62] dans le cas des isomorphismes, c'est à dire dans le cas ou cp 
est une bijection de T" sur T'. La solution complète de ce problème est due 
à P. J. Cohen [12]. Nous allons tenter de donner une idée de la méthode et 
du résultat de P. J. Cohen, avant de revenir au cas particulier de A(T), qui 
suggère quelques nouveaux problèmes. 

L'idée fondamentale de P. J. Cohen est l'observation suivante : si Y' et Y" 
sont discrets, et si cp est une application permise de Y" dans T', la fonction 
caractéristique du graphe de cp (fonction définie sur Y" xY') est la trans
formée de Fourier d'une mesure sur G" xG'. Le premier problème qui se 
pose (celui des « mesures idempotentes ») consiste à caractériser les parties 
E d'un groupe discret Y, telles que HxeE(x,u) soit la série de Fourier d'une 
mesure dp(u) sur G. A la suite de Helson [17] et Rudin [63], qui avaient 
respectivement étudié les cas Y =Z et Y =Zn, Cohen étudie ce problème, et 
en donne la solution très simple que voici, déjà conjecturée par Rudin 
[64] : les ensembles E considérés sont les éléments de l'algèbre de Boole 
engendrée par les classes latérales de T (cosets) modulo ses sous-groupes 
ouverts. Dès lors, on a le moyen de résoudre le problème des homomorphis-
mes de A(Y") dans A(Y') lorsque Y' et Y" sont discrets. Dans le cas général, 
on observe que, si cp est une application permise de Y' dans Y" 1°) elle est 
continue 2°) elle reste permise lorsque l'on munit Y' et r* de la topolopie 
discrète. 

Cette méthode permet non seulement de caractériser tous les homo-
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morphismes de ^(r*) dans A(Y'), mais encore tous les homomorphismes 
de A(Y") dans B(Y'), B(Y') étant l'algèbre de Banach constituée par les 
transformées de Fourier des mesures sur G'. Nous n'indiquerons pas le 
résultat final, qui est un peu compliqué à énoncer, et nous nous bornerons 
à un intéressant corollaire indiqué par Rudin [69] : tout isomorphisms de 
B(Y") sur B(Y') transporte ^4(r*) sur A(Y'); cela veut dire en particulier 
(pour r / = r / r = r ) que si l'on se donne l'ensemble B(Y) avec sa structure 
algébrique et elle seule, A(Y), comme partie de -B(r), est parfaitement 
déterminée. 

La technique introduite par Cohen pour l'étude des mesures idempotentes 
est intéressante en elle même. Elle l'a conduit au résultat suivant (nous 
nous bornons à l'énoncer lorsque Y =Z) [11] : il existe une suite {cos} positive 
tendant vers l'infini telle que, quels que soient les entiers distincts nv n2, 
..., ns on ait 

L V 2nirijU 

1 = 1 
du > coc 

Il a été conjecturé par Littlewood qu'on peut choisir cos de l'ordre de log s 
(on ne peut certainement pas choisir une suite plus rapidement croissante, 
comme le montre l'exemple n^j). Cohen a montré que l'on peut prendre cos 

de l'ordre de (log s/log log s)1/8, et Davenport [13], améliorant sa technique, 
est allé jusqu'à (log s/log log s)1/4. La conjecture de Littlewood se trouve 
donc renforcée, et elle propose une recherche tentante aux analystes et aux 
arithméticiens. 

Revenons au cas A(T). La méthode de Cohen apparaît alors comme très 
détournée, et on peut conclure plus facilement à l'aide de la remarque 
suivante [48] : les changements de variables permis cp sont tels que les 
fonctions e

2jl tn^x)
} images des fonctions e2nlnx de norme 1, forment un en

semble borné dans A(T). Quitte à soustraire à cp une fonction linéaire de 
pente entière puis à la multiplier par 2n, on est ramené au problème que 
voici : quelles sont les fonctions réelles cp E A (T) telles que les normes ||ein99|| 
soient 0(1) quand n->± oo ? Le fait que seules les constantes satisfassent 
\\einq)\\ =0(1) [7] suggère de chercher quelles sont les suites {con} croissant 
vers l'infini pour lesquelles seules les constantes, parmi les fonctions réelles 
cpEA(T), satisfont \\ei7l(p\\ =0(con) (n->oo). Il y a peu de résultats dans cette 
direction : on sait que, si cp est deux fois continûment derivable et non 
constante, \\etn<p\\ est exactement d'ordre Vn, et que, si cp est linéaire par 
morceaux et non constante, \\em(p\\ est exactement d'ordre log n [26]. Il est 
raisonnable de penser que seules les constantes satisfont ||em,p|| =o(log n) 
(n->oo). 

L'intérêt de résultats de ce type serait d'approfondir l'étude des algèbres 
de transformées de Fourier de fonctions sommables avec poids. Disons un 
mot sur ce sujet. A une suite co = {con}ne2, croissante pour n>0, et assez 
régulière (con+m <concom), on attache suivant l'idée de Beurling [4] une algèbre 
normée A(T; co), constituée des fonctions fEA(T) telles que ||/||û> = 

ILnzz| f(n) |con< oo. Dire que ||e27rm9> || =0(con), c'est dire que, pour toute 
fEA(T;co),focpEA(T). 

De manière générale, il serait intéressant d'étudier les homomorphismes 
d'algèbres A(T; oo); en d'autres termes, d'étudier les applications cp de T 
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dans T tels que fEA(T; oo") entraîne focpEA(T; œ'). Des résultats fragmen
taires ont été obtenus [26, 41]. Il est raisonnable de conjecturer que, co 
étant astreinte à certaines conditions de croissance, les seuls changements de 
variables permis dans A(T;co) (cas co' = co" = œ) sont donnés par les fonc
tions linéaires à pente entière; Y. Katznelson a effectivement prouvé le 
résultat lorsque cp est supposée deux fois continûment derivable [41]. 

5. Les fonctions qui opèrent et le calcul symbolique 
Soit O une fonction à valeurs réelles définie sur l'intervalle ] — 1, 1[. On 

dira qu'elle « opère » dans ^4(r) si, chaque fois que fE A(Y) prend ses valeurs 
dans ] — 1,1[, on a <Do/E A(Y); on dit aussi qu'elle définit « un calcul symbo
lique » dans LX(G), ou, par abus de langage, dans ^L(r). L'étude systéma
tique des fonctions qui opèrent dans A(T) remonte à l'article cité de P. Lévy. 
En fait, il résulte de la théorie de Wiener [80] et Lévy [49] que 

a) si O est analytique sur ] — 1,1[, <D opère dans A(T), 
b) si <& est analytique au voisinage de 0, et O(0) =0, O opère dans A(Z), 
c) si O est analytique sur ] — 1, 1[ et O(0) =0, O opère dans A(R). 

Ces trois cas sont typiques : les résultats valent si l'on remplace respective
ment T,Z, R par un groupe compact, un groupe discret, un groupe non-
compact et non-discret. 

Pour chercher à étendre le résultat a), il était naturel de considérer, comme 
ci-dessus, la croissance des normes ||ein/|| quand ra-»oo5 / étant une fonction 
réelle EA(T). Si en effet ||e*n/|| =0(con), il suffit que O appartienne à A(T;co) 
pour que <î)ofEA(T). C'est par cette méthode que Marcinkiewicz mit en 
évidence en 1940 des classes (/) et (O) telles que, si fE(f) et OG(O), Oo/G 
A(T) [57] : (/) était défini par une majoration des coefficients de Fourier, 
et (O) était une classe de fonctions indéfiniment dérivables (voir aussi 
Malliavin [54]). 

Une extension plus remarquable du résultat a) est due à Beurling [5] (voir 
aussi R. P. Boas [8], M. Kinukawa [45]) : s'il existe une suite positive paire 
{yn}nes, décroissante pour n > 0, et sommable, telle que | f(n) \ < yn pour 
tout n, alors | / | EA(T). Ce théorème conduisait naturellement à se demander 
si la fonction ®(£)=|£| opère dans A(T) ou, aussi bien, dans A(Z); des 
réponses négatives furent apportées, en 1955 et 1957, au moyen de construc
tions laborieuses [26, 28]. 

En 1955, Rudin donnait la première condition nécessaire non-triviale 
pour que O opère dans A(Z) : <D doit être lipschitzienne au voisinage de 0. 
En 1958, il fut d'abord prouvé qu'il existe des fonctions fEA(T) réelles 
(à savoir, certaines sommes de séries de Fourier très lacunaires) telles que 
\\einf\\ croisse presque aussi vite qu'une exponentielle; en conséquence, il 
existe des fonctions indéfiniment dérivables O qui n'opèrent pas dans A(T) 
[30]. Puis, après quelques mois, Y. Katznelson inaugurait une série de 
résultats définitifs [40, 19, 20] : les conditions suffisantes, données ci-dessus 
en a), b), c), pour que O opère, sont aussi nécessaires. En gros, on peut dire 
que seules les fonctions analytiques (en se restreignant à un voisinage de 0 
si T est discret) opèrent dans A(Y). 

Donnons, dans le cas de A (T), un aperçu de la méthode, avant d'indiquer 
les recherches qui ont suivi. Soit F une fonction 2:rc-périodique; notons 
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2 yne
mf sa série de Fourier. Supposons que les translatées de F opèrent uni

formément sur la fonction réelle fEA(T), dans le sens que les fonctions x-> 
F(f(x)-\-t) appartiennent toutes à A(T), et ont des normes bornées par un 
ß indépendant de t. Les formules de Fourier 

(*2n 1 C271 

donnent alors \yn\ ||e in/|| <ß; ainsi, d'une minoration des normes ||ein/||, on 
tirera une majoration des yn [30]. 

Supposons maintenant que les translatées de F opèrent uniformément sur 
une « boule réelle » de A(T), c'est à dire qu'il existe un r > 0 et un/?>0tels 
que, pour toutes les fonctions réelles fEA(T) de normes <r, et pour tout t, F 
(f + t)EA(T) et | | ^ ( / + 0|| <ß. Le même calcul donne \yn\ sup/réelle, „/„^He^H 
<ß. Or on établit que sup/réeiiei H/H<ä ||ßtf|| = ß Ä- On en déduit que les yn 

décroissent exponentiellement, donc que F est analytique [40]. 
Supposons enfin qu'une fonction <D, définie sur ] — 1,1[, opère dans A(T). 

Etant donnée une boule réelle B(0,r):||/|| < r < l , O définit une application 
/->Oo/ de B(0,r) dans A(T), que nous désignerons par (O). On démontre, 
soit en utilisant un théorème de Baire [40], soit directement [19], que O est 
un opérateur borné dans une boule B(0, o) assez petite. Dès lors, il suffit de 
poser <[>(£ sin t) = F(t) avec un e assez petit pour se ramener au cas précédent. 
On en déduit que O est analytique au voisinage de 0, d'où le résultat an
noncé. 

La méthode se prète à des variantes. Signalons les principales. 
1. Au lieu de prendre pour ensemble de définition de O l'intervalle 

ouvert ] —1,1[, il est naturel de prendre un ensemble E du plan de la 
variable complexe x + iy : on dira que O opère dans A(Y) si, pour toute 
fEA(Y) à valeurs dans E, <E>o/G^4(r). Si E est convexe et fermé (et si Y 
est supposé, pour simplifier, compact), il faut et suffit, pour que O opère, 
que O soit analytique-réelle, en x et y, dans un voisinage de E [19]. A notre 
connaissance, il n'y a pas d'autre résultat dans cette direction. 

2. Au lieu de considérer l'algèbre A (Y), on peut considérer l'algèbre B(Y) 
des transformées de Fourier de mesures. Evidemment, B(Y) =A(Y) si Y est 
compact. En dehors de ce cas, on établit que si O, définie sur ] — 1,1[, opère 
dans B(Y), c'est une fonction entière [37, 20]. Ce résultat est lié à l'asymétrie 
de l'algèbre B(Y). Un champ de recherches ouvert est la classification des 
idéaux de B(Y), contenant ^4(r), suivant l'ensemble des fonctions qui y 
opèrent; quelques suggestions dans ce sens sont faites dans le livre de 
Rudin [69]. 

3. Dans le cas ou Y est discret (disons, Y=Z), on peut, au lieu de ^4(r) 
considérer un idéal de A(Y), c'est à dire l'ensemble IE des fEA(Y) qui 
s'annulent sur une partie E de Y. Pour des ensembles E assez lacuna'res, 
il résulte d'un théorème de Zygmund [83] que les fonctions <D lipschitziennes 
en 0 opèrent, et elles seules. Au contraire, pour des ensembles E contenant 
des progressions arithmétiques arbitrairement longues, les fonctions analyti
ques et elles seules opèrent [19]. Rien n'est connu entre ces extrêmes. 

4. Dans tous les cas, on peut poser le problème en remplaçant A(Y) par 
une algèbre quotient A(E)=A(Y)IIE. Prenons pour simplifier Y = T. Si E 
est un ensemble de Helson, toutes les fonctions continues opèrent. Par 
contre, si E contient des progressions arithmétiques arbitrairement longues 
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[36], ou même seulement si E contient des v-mailles pour des v arbitraire
ment grands, seules les fonctions analytiques opèrent [42]. Katznelson 
conjecture [43] qu'à part le cas des ensembles de Helson, les seules fonctions 
qui opèrent dans A(E) sont les fonctions analytiques. 

5. Enfin, au lieu de l'hypothèse que, pour toute fEA(T) à valeurs dans 
l'ensemble de définition de O, on a <£>ofEA(T), Rudin a considéré l'hypo
thèse plus faible que, pour toute /, il existe un p =p(f) <2 tel que la trans
formée de Fourier de O o / appartienne à LP(Z) : la conclusion vaut encore 
[68]. 

Une autre direction, qui devait s'avérer très fructueuse, fut prise par P. 
Malliavin [53, 54]. Au lieu de supposer, comme tout à l'heure, que O opère 
dans A(T), supposons seulement que O opère sur un élément / donné; 
autrement dit, que <S>ofEA(T). Le théorème de Malliavin est que, pour 
certaines fonctions fEA(T), la simple hypothèse <&ofEA(T) entraîne que O 
est indéfiniment derivable, et même que O appartient à une classe de fonc
tions indéfiniment dérivables d'un certain type [54]. 

L'idée de Malliavin est de considérer eluf non plus comme un élément de 
A(T), mais comme une pseudomesure (élément du dual A*(T)) et de cher
cher, non plus à minorer ||eiu/||^, mais à majorer ||ew||ii *• En fait, en prenant 
pour / une série de Fourier très lacunaire, on voit que H^H^* est une fonc
tion rapidement décroissante, soit T(u). Si maintenant on applique la 
pseudomesure eiuf à la fonction <S>ofEA(T), on trouve 

\L< <D(/(z))eiu'<*>dx < IlOo/IU ||e*Ì A. = | |*o/| |r(«) 

et aussi bien on a l'inégalité 

\l eiumdx <T(u). 

Mais, en désignant par dp(t) l'image de la mesure de Lebesgue par /, ces 
intégrales s'écrivent respectivement 

\<3>(t)éutdp(t) et \eiutdp(t) ; 

ce sont les transformées de Fourier de Q)(t)dp(t) et de dp(t). Du fait que 
T(u) est rapidement décroissante résulte que dp(t)=Q(t)dt, avec QEC°°, et 
que Oo E C°°. Quitte à vérifier que o ne s'annule pas sur un certain intervalle, 
on voit que O y est indéfiniment derivable. 

Nous allons voir dans un instant le succès de cette idée dans un domaine a 
priori tout différent. 

6. Les idéaux fermés de A (Y) et la synthèse 

harmonique dans L°° (G) 
Il s'agit encore d'un problème ancien, qui remonte à Wiener et Beurling 

[4]. On sait que, si Y est discret, tout idéal fermé de A(Y) est de la forme IE 

(idéal fermé des fEA(Y) qui s'annulent sur un fermé ^ c T ) . En est-il de 
même si Y n'est pas discret ? 

Par dualité, le problème s'énonce ainsi (« synthèse harmonique ») : est-il 
vrai que tout sous-espace faiblement fermé de L°°(G) (considéré comme 
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dual de ^(G)), invariant par translation, soit engendré par les caractères 
qu'il contient ? 

On peut encore l'exprimer de la manière suivante : soit E un fermé cz Y, f 
une fonction €-<4(r) nulle sur E, T une pseudomesure à support dans E. 
S'ensuit-il que (T,/) =0 ? L'hypothèse était plausible du fait qu'il en est bien 
ainsi si T est une mesure. 

Un contre-exemple très simple fut donné par L. Schwartz en 1947 [71], 
dans le cas Y = R3:E était une sphère, T la dérivée dans une direction de la 
mesure équirépartie sur la sphère (et toute l'idée du contre-exemple tient 
au fait que c'est bien une pseudomesure), et / une fonction quelconque, nulle 
sur E, telle que (T, f) =|=0. Dès lors, l'intérêt se porta surtout sur le cas Y = 
R ou T. 

Une série de conditions suffisantes fut donnée, liant E, f, T (f nulle sur E, 
T portée par E), pour assurer que (T, f) =0. Les plus intéressantes portent. 
sur / seule (conditions pour que / « satisfasse la synthèse harmonique ») ou 
sur E seul (conditions pour E soit « un ensemble de synthèse harmonique »). 

Comme exemple des premières, citons le résultat de Beurling-Pollard 
[59] : si fEA(T) est lipschitzienne d'ordre | (œf(ô)=0(ô*), elle satisfait 
la synthèse harmonique. 

Comme exemples des secondes : si la frontière de E est dénombrable, E est 
un ensemble de synthèse harmonique [10, 56]; de même (C. S. Herz) si E est 
le cercle dans R2 [22] ou l'ensemble triadique de Cantor sur i2[21], ou la fron
tière d'un polyèdre [23], ou un ensemble sans vraie pseudomesure (évident). 

En 1959, Malliavin apporta la réponse longtemps attendue : l'hypothèse 
de la synthèse harmonique est fausse pour T =R, et plus généralement pour 
tout groupe Y non-discret [51, 52, 53]. La démonstration est en étroit 
rapport avec son travail sur le calcul symbolique. En effet, soit comme tout 
à l'heure / une fonction réelle EA(T), telle que les normes ||eiM/||4* soient 
rapidement décroissantes (%->oo) et telles que de plus la densité o de 
l'image de la mesure de Lebesgue par / ne s'annule pas sur un intervalle I 
contenant 0. Soit [/] la sous-algèbre de A(T) constituée par les fonctions de 
la forme Oo/. Des inégalités écrites tout à l'heure résulte aisément 
la continuité de l'application 0o/->O, de [/] dans l'espace CX(I) des fonc
tions continûment dérivables sur I. Toute forme linéaire 0 sur (P-(I) définit 
une forme linéaire sur [/], que l'on peut étendre à A(T) : cette extension, 
que nous convenons de noter 6f, est une pseudomesure telle que (6f, f) = (0t, t) 
(valeur de la distribution 0 sur la fonction t->t); on peut d'ailleurs la choisir 
de telle sorte qu'elle soit portée par l'image réciproque du support de 0 
par /. Pour avoir le contre exemple cherché, il suffit maintenant de prendre 
pour 0 la dérivée ô' de la mesure de Dirac, et T=ô'f : c'est bien une pseudo
mesure portée par l'ensemble des zéros de /, et (T, f) = (ô't,t) = — 1. 

Le théorème de Malliavin donna immédiatement naissance à d'assez 
nombreux travaux [31, 47, 32, 66, 69]. Comme la construction faite par 
Malliavin de la fonction / est assez laborieuse, il a paru intéressant de la 
remplacer par un argument probabiliste : si l'on considère les fonctions 
aléatoires 

00 

f(x) = ^rn(^2n cos 27int + X2n+i sin 2jznt), 
0 

ou rn désigne une suite positive sommable astreinte à un certaine condition 
(par exemple, r^>l/j2; j = l,2,...) et ou les Xn sont des variables aléatoires 
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gaussiennes normales, indépendantes les unes des autres, alors il est presque 
sûr que / ne satisfait pas la synthèse harmonique. Citons quelques résultats 
qu'on peut obtenir ainsi : 

— il existe des fEA(T) satisfaisant une condition de Lipchitz deordre 
a > 0 , et qui ne satisfont pas la synthèse harmonique. Signalons que pour 
des raisons techniques, on est resté bloqué à a < J , alors que la borne supé
rieure des a est sans doute \ [31], [32]. 

— il existe des fEA(T) tels que les idéaux fermés engendrés par les puis
sances fn (n = l,2,...) soient tous différents [66]; il existe des fEA(T) tels 
que les idéaux engendrés par / et / (conjugué de /) soient différents [68]. 

— alors que toute pseudomesure sur T dont la transformée de Fourier 
appartient à L2(Z) satisfait la synthèse harmonique (puisque c'est une 
mesure), il existe des pseudomesures que ne satisfont pas la synthèse har
monique, et qui appartiennent à LP(Z) pour tout p>2 [32]. 

Ce qui reste de plus mystérieux est la structure des ensembles de synthèse 
harmonique. Et c'est aussi le plus intéressant pour la classification des 
idéaux des algèbres A(Y). En effet, si E est un ensemble de synthèse har
monique, il existe un seul idéal fermé, à savoir IE, tel que E soit l'ensemble 
des zéros communs aux fonctions qui le composent. Tandis que si E n'est 
pas un ensemble de synthèse harmonique, un travail déjà ancien de Helson 
[15] établit qu'il existe une infinité de tels idéaux. 

L'argument probabiliste invoqué tout à l'heure montre que, dans un 
certain sens, il y a beaucoup d'ensembles qui ne sont pas de synthèse har
monique. Et il est frappant que, jusqu'à présent, on n'ait pas réussi à en 
désigner un seul parmi les ensembles qui s'imposent à l'attention (ensembles 
du type de Cantor, e t c . ) . 

Et particulier, est-il vrai que tout ensemble de Helson soit ensemble de 
synthèse harmonique ? La question revient à celle, que nous avons déjà 
posée, de savoir s'il existe d'autres ensembles de Helson que les ensembles 
sans vraie pseudomesure [38]. 

La difficulté d'une classification des ensembles fermés suivant qu'ils sont, 
ou non, ensembles de synthèse harmonique, apparaît bien par la remarque 
suivante : étant donné un fermé quelconque, il suffit de lui ajouter un 
dénombrable convenable pour le transformer en ensemble de synthèse 
harmonique (cf. p. ex. [39]). 

Pour éviter cette difficulté, Malliavin a introduit tout récemment la 
notion d'ensemble de résolution spectrale [55]. Il s'agit des ensembles fermés 
dont toute partie fermée est ensemble de synthèse harmonique. Il n'est 
pas exclu que cette classe d'ensembles coincide avec celle des fermés qui 
sont « ensembles d'unicité » pour le développement trigonométrique (c'est à 
dire qui ne portent aucune distribution 4=0 dont les coefficients de Fourier 
soient nuls à l'infini). Malliavin démontre l'inclusion dans un sens (tout 
ensemble de résolution est ensemble d'unicité)^1) 

7. Les sous-algèbres fermées de A (Y) 
Lorsque Y n'est pas discret, il existe déjà tant d'idéaux fermés dans ^4(r) 

que la classification des sous-algèbres fermées apparaît comme hors de portée. 
(1) (Note sur épreuves.) Un travail à paraître, de Kahane et Katznelson, dément la 

conjecture : il existe des ensembles d'unicité (par exemple l'ensemble triadique de Can
tor) qui ne sont pas de résolution. 
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Bornons nous donc d'abord au cas ou Y est discret et, pour préciser les 
idées, prenons Y=Z. Pour obtenir une sous-algèbre fermée de A(Z), on 
peut procéder ainsi : on considère une partition p de Z contenant au plus 
une classe infinie, et l'ensemble Ä(J)) de toutes les fEA(Z) qui sont constan
tes sur chaque classe de p . Ä(Z) est une sous-algèbre fermée. Une question 
naturelle, posée par Rudin dans son livre, est la suivante : obtient-on ainsi 
toutes les sous-algèbres fermées de A(Z) ? On peut encore l'exprimer ainsi : 
est-il vrai que, pour chaque partition p , l'idéal de Ä(J)) engendré par les / 
à support fini, soit A(J)), coincide avec Ä(*p) ? 

La réponse est négative, comme on l'a montré récemment [35]. D'autre 
part, il est facile de voir que, si les diamètres des classes finies de p sont 
bornés, cma,A(4p)=Ä(,p). Une classification des partitions, suivant que cette 
égalité a lieu ou non, serait souhaitable, mais elle apparaît difficile. 

D'autres recherches intéressantes sur les sous-algèbres fermées des algè-
bres A(Y) ont été menées récemment, suivant trois directions principales. 

1. Malliavin, comme corollaire de ses résultats sur le calcul symbolique, a 
montré que, si Y est compact, il existe des fEA(Y) telle que la sous-algèbre 
fermée engendrée par /, soit (/), soit strictement contenue dans la sous-algèbre 
[/] formée par les éléments de A (Y) de la forme Oo/ . Suivant la méthode de 
Marcinkiewicz, il a aussi donné des conditions suffisantes, portant sur *F, 
pour que T o / E (f) [54]. 

2. J. Wermer et A. B. Simon ont étudié et élucidé le problème suivant 
[78, 79, 75, 76] : quels sont les groupes G, et les parties S de G, tels que 
l'ensemble des fEA(Y) qui s'écrivent 

-J.* f(x) = f(u) (x, u) dm(u) 

forme une sous-algèbre maximale de A(Y) ? Wermer montre qu'il en est 
ainsi si G = R, et 8 = ( — oo 9 0], ou si G est un sous-groupe discret des réels, et 
S = G H ( — oo, 0]. Simon montre que ce sont substantiellement les seuls cas 
possibles. 

3. Katznelson et Rudin ont cherché s'il existe des sous-algèbres fermées 
de A(Y), autoadjointes (c'est à dire contenant, en même temps que /, la 
fonction conjuguée/), séparant les points de T«, (rappelons que /(°°)=0), 
et distinctes de A(Y). Le problème est suggéré par le fait que, si l'on con
sidère, au lieu de A(Y), l'algèbre des fonctions continues sur Y (et éventuelle
ment nulles à l'infini), la réponse est négative en vertu du théorème de 
Stone-Weierstrass : on dira doue que A(Y) est une « algèbre de Stone-
Weierstrass » dans le cas ou la réponse est négative. Le résultat est la suivant : 
-4(r) est une algèbre de Stone-Weierstrass si et seulement T est totalement 
discontinu [44, 69]. En particulier, A(T) n'est pas une algèbre de Stone-
Weierstrass. 

8. Conclusion 
Quoique que la revue que nous avons faite des résultats récents — et 

moins récents — concernant les classes ^4(r) soit bien incomplète, elle don
nera sans doute l'impression d'être une collection variée de résultats et de 
problèmes, plus que l'exposé d'une théorie. Cela tient peut-être à ce que 
12-622036 Proceedings 
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ces classes A(Y) forment un matériau de construction qui se prête à plusieurs 
types d'architecture, et que plusieurs théories peuvent trouver à s'y appliquer. 
Elles ressortissent aussi bien à ce que S. Bernstein appelait la théorie con
structive des fonctions, qu 'à celle des algèbres de Banach, ou à l'analyse 
de Fourier classique. Au cours de ces dernières années, nous pensons avoir 
montré qu'elles ont suggéré beaucoup de bon travail, et aussi que beaucoup 
de problèmes restent non résolus. Au terme de ce t rop long exposé, nous 
émettons le voeu que de nouvelles énergies s'y a t taquent . 
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