DIE BEDEUTUNG DES LEVISCHEN
PROBLEMS FUR DIE ANALYTISCHE UND
ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

Von HANS GRAUERT

Vor nun mehr als 50 Jahren (1910) zeigte E. E. Levi [17], daB jede (reell)
3-dimensionale glatte Hyperfliche H im (komplex) 2-dimensionalen kom-
plexen Zahlenraum C?, die natiirliche Grenze einer holomorphen Funktion
ist, gewissen Differentialungleichungen geniigen muf. Diese Levischen
Differentialbedingungen wurden spéter von Krzoska [16] auf Dimensionen
n>2 erweitert und fiithrten schlieBlich zur Definition des pseudokonvexen
Randes und Gebietes. Jedes Holomorphiegebiet, d. h. jedes Gebiet G, zu
dem eine in G holomorphe, auf dem Rande 0G iiberall singulire Funktion
existiert, ist pseudokonvex. Offen blieb, ob auch jedes pseudokonvexe
Gebiet ein Holomorphiegebiet ist. Nachdem in Spezialfillen von Faber
[7], Behnke [2], u. a. das Problem im positiven Sinne gelost worden war,
durch Lelong und Oka die plurisubharmonischen Funktionen, ein wichtiges
Hilfsmittel, geschaffen worden waren, gelang es Oka 1942 [20], das Problem
im Falle n=2 zu lésen. 1954 wurde sodann von Oka [21], Bremermann [5],
Norguet [19] fiir n>2 die Klasse der pseudokonvexen Gebiete mit der
Klasse der Holomorphiegebiete identifiziert. Oka fiihrte dieses sogar fiir
unverzweigte, nicht-schlichte und neuerdings auch fiir unverzweigte unend-
liche Gebiete durch. Im Falle verzweigter unendlicher Gebiete wurden
Gegenbeispiele gefunden.

§1. Komplexe Raume

Inzwischen war der Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit und der des
komplexen Raumes aufgestellt worden. Die Definition des komplexen Rau-
mes ist dabei mehrfach verallgemeinert worden. Wir benutzen in diesem
Aufsatz die Rdume von Serre (man vgl. [10]), die nach der z. Zt. geltenden
Terminologie reduzierte komplexe Ridume heilen, also noch nicht der allge-
meinsten Definition entsprechen. Da holomorphe Funktionen und Keime
von holomorphen Funktionen auftreten, mull die Garbentheorie wesentlich
herangezogen werden (als Einfithrung in die Garbentheorie vgl. [8]).

DerinitioN 1. Ein Paar X=(X,8) heifit ein komplex beringter Raum,
wenn folgendes gilt:

1) X ist ein topologischer Raum.

2) S ist eine Untergarbe von &~ =C~(X), der Garbe der Keime von kom-
plexwertigen stetigen Funktionen auf X.

3) S ist eine Untergarbe von Ringen und enthilt die konstante Untergarbe
von @.

Anstelle von X schreiben wir vielfach auch einfach X. S heit die Struk-
turgarbe von X. Durch Beschrinkung von § erhélt man auch iiber jeder
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offenen Teilmenge B< X eine Strukturgarbe. B wird dadurch zu einem
komplex beringten Raum. Die Schnittflichen in € und mithin erst recht die
Schnittflichen in 8 kénnen als stetige komplexwertige Funktionen gedeutet
werden. Sie heilen morphe Funktionen.

Spezielle Beispiele komplex beringter Rdume werden durch die analyti-
schen Mengen gegeben (d. s. abgeschlossene Teilmengen in Bereichen B des
n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C", die sich lokal als simultanes
Nullstellengebilde von endlich vielen holomorphen Funktionen darstellen
lassen).

Es sei also A< B eine analytische Menge. Wir bezeichnen mit O die
Garbe der Keime von lokalen holomorphen Funktionen iiber B und mit
Ic O die Garbe der Keime, die auf 4 verschwinden. Es gilt I|B—A=
O|B—4 und O(4)=0/I|A kann als Untergarbe von §(4) aufgefalt
werden. Das Paar (4,0(4)) ist ein komplex beringter Raum.

DeriNiTION 2. Ein komplex beringter Raum (X,Q) heifft ein komplexer
Raum, wenn:

1) X ein Hausdorffscher Raum ist,

2) X lokal isomorph zu einem Paar (A,QO (A)) ist.

Im Falle, daBl (X, O) ein komplexer Raum ist, heiBlen die Schnittflichen
in O natiirlich holomorphe Funktionen und O heiit die Garbe der Keime
von holomorphen Funktionen. Jede offene Teilmenge von X ist wieder ein
komplexer Raum. Der Begriff derholomorphen Abbildungy:(X,0,)—>(Y,0,)
eines komplexen Raumes X in einen anderen Y ist wohldefiniert: Gilt
2€X, y=a(x)€Y und ist «:X—>Y eine stetige Abbildung, so erhédlt man
durch f—>fo « einen Homomorphismus o} der Halme €,(Y)—E.(X). v
heiBt holomorph, wenn fiir alle Punkte z€X die Abbildung y} stets Oz,
in O,, abbildet, d. h. wenn Keime von holomorphen Funktionen stets in
Keime von holomorphen Funktionen iibergehen.

Um nun zu den komplexen Mannigfaltigkeiten zuriickzukommen, miissen
wir die Ringe O, nédher betrachten. Zunichst ist jeder Halm O, eine lokale
komplexe Algebra. Ein Punkt #€X heilt ein regulirer Punkt, wenn die
lokale Algebra O, regulir ist. Man weil, dal dieses damit dquivalent ist,
daB eine offene Umgebung U=U(z)EX existiert, die zu einem Bereich
Bc C" isomorph ist. Durch jeden Isomorphismus (=biholomorphe Abbil-
dung) y:U—>B werden die Koordinaten z,,...,2, von B nach U hin iiber-
tragen. Zwei auf diese Weise gewonnene Koordinatensysteme héngen durch
eine biholomorphe Transformation zusammen und ein Keim einer stetigen
Funktion ist genau dann holomorph, wenn er sich in eine Potenzreihe nach
den lokalen Koordinaten entwickeln 148t. Ein komplexer Raum, der nur
aus reguldren Punkten besteht, ist also eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Man kann leicht zeigen:

Es sei X ein komplexer Raum, N < X die Menge der nicht reguliren Punkte
von X. Dann ist N eine nirgends dichte analytische Teilmenge von X.

Der Bereich X —N ist also eine komplexe Mannigfaltigkeit! Fiir das
Folgende von Bedeutung sind auch die Termini: ,,normal‘ und ,,Dimen-
sion“. X heiBt normal in einem Punkte z€X, wenn der lokale Ring O,
normal ist, unter der Dimension d,(X) versteht man die Krullsche Dimen-
sion von O,. Es zeigt sich, dal d,=1- (topologische Dimension) ist. Ebenso
hat man fiir ,,normal® einen Vergleichssatz (=Vergleich mit analytischen
Eigenschaften): Ein komplexer Raum ist normal (d.h. normal in allen
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Punkten z€ X), wenn der Fortsetzungssatz von Riemann gilt: Es sei U< X
eine offene Teilmenge, A< U eine nirgends dichte analytische Menge, f
eine in U-4 holomorphe beschrinkte Funktion. Dann 148t sich f auf ganz U
als holomorphe Funktion fortsetzen. Natiirlich ist eine komplexe Mannig-
faltigkeit in allen ihren Punkten normal.

Fiir analytische Teilmengen A< X, die man ja wieder als komplexe
Réume auffassen kann, gilt noch:

1) A ist diskret dann und nur dann, wenn d,(4)=0, z€A.
2) A liegt nirgends dicht genau dann, wenn d (4)<d (X), x€A.

Nirgends dichte analytische Teilmengen von X werden deshalb auch
niederdimensionale analytische Mengen genannt.

§2. Das Levische Problem fiir komplexe Rdume

Um das Levische Problem auf komplexe Rdume zu iibertragen, ist es
zunichst notwendig, den Begriff des Holomorphiegebietes zu verallgemei-
nern. Das fithrt uns zu folgender

DeriniTiON 3. Ein komplexer Raum (X, O) heifft ein Steinscher Raum
(oder auch holomorph-vollstindiger Raum), wenn folgendes gilt:

1) X ist holomorph ausbreitbar: zu jedem Punkt € X gibt es endlich viele
in X holomorphe Funktionen f,,...,f;, derart, daB x isolierter Punkt im
Nullstellengebilde {f,=...=f,=0} ist.

2) X st holomorph konvex: Zu jeder unendlichen diskreten Menge D<= X
gibt es eine in X holomorphe Funktion, so daB f(D) unbeschrinkt ist.

Aus einem Satz von Thullen folgt unmittelbar: Ein Gebiet G < C* ist genau
dann Holomorphiegebiet, wenn es ein Steinscher Raum ist. Wichtig ist auch
das Verhalten der Cechschen Kohomologiegruppen. Ist X ein Steinscher
Raum, so gilt ndmlich: H*(X,0)=0 fir »=1,2,3,....

Den Begriff der Pseudokonvexitét iibertragen wir mit Hilfe von plurisub-
harmonischen Funktionen. Es sei @< C” ein Gebiet.

DErFINTTION 4. Eine iiber G zweimal stetig differenzierbare reelle Funktion
p(2) heifit (streng) plurisubharmonisch, wenn in jedem Punkte z€G die Levi-
sche Form

9

2

op -
L(p)= —dz,dZ
(p) v% 2,03, u

positiv (definit) semidefinit ist.

Die wichtigsten Eigenschaften plurisubharmonischer Funktionen wurden
von P. Lelong ermittelt. Der Begriff selbst wurde von ihm auf halbstetige
Funktionen ausgedehnt. — Es sei nun X ein komplexer Raum:

DerFintTIiON 5. Eine reelle Funktion p(x) diber X heift (streng) plurisub-
harmonisch, wenn es zu jedem Punkt x€X eine Umgebung U=U(z), ein
Gebiet G < C*, eine analytische Menge A < G, eine biholomorphe Abbildung y:
U= A und eine in G (streng) plurisubharmonische Funktion p gibt, so daf

p|U=poy ist.



DIE BEDEUTUNG DES LEVISCHEN PROBLEMS 89

In analoger Weise kann man den Begriff der k-mal stetig differenzier-
baren Funktion auf X iibertragen. — Pseudokonvexe Gebiete werden nun
auf folgende Weise definiert:

DEFINITION 6. Ein relativ kompaktes Teilgebiet G eines komplexen Raumes
X heifit (streng) pseudokonvex, wenn es zu jedem Randpunkt x,€0G eine
Umgebung U = U (x,) und eine in U (streng) plurisubharmonische Funktion p
gibt, so daf

UNG={z€U:p(x)<p(xy)} gilt.

Man zeigt leicht:

Ist @ streng pseudokonvex, so kann man sogar eine Umgebung U =U(0@)
und eine tn U streng plurisubharmonische Funktion p finden, derart, daf
UNnG={z€U:p(x)<0} (vgl. [13]).

Durch Anwendung eines funktionalanalytischen Satzes von L. Sc hwartz
[24] zeigt man nun (vgl. [11]):

Ist <X streng pseudokonvez, so ¢gilt dim H*(G, Q)< o,»=1,2,3,.... 4b
einem v, verschwindet auferdem H’(G,O).

Aus diesem grundlegenden Resultat, das ohne groBere Schwierigkeit
hergeleitet werden kann, folgt sofort, daBl @, falls streng pseudokonvex,
auch holomorph konvex ist und weiter, da G ein Steinscher Raum ist,
sofern es keine kompakten analytischen Teilmengen 4 mit dim 4>0
enthélt (in einem Steinschen Raum gibt es natiirlich niemals Teilmengen
dieser Art).

Ein Gebiet G < C" ist stets holomorph-ausbreitbar, wie man unter Benut-
zung der Koordinatenfunktionen z,,...,2, sofort einsieht, und deshalb holo-
morph konvex genau dann, wenn es ein Holomorphiegebiet ist. Wir haben
also das Levische Problem fiir (streng pseudokonvexe) Gebiete G < C" aufs
Neue gelost und gleichzeitig auf komplexe Réume verallgemeinert. Der
Beweis ist iibrigens wesentlich einfacher als der urspriingliche, der von Oka
angegeben wurde und hauptsichlich auf einer geschickten Anwendung von
Integralen beruht. Es bleibt zu erwihnen, daf die bei uns angewendeten
funktionalanalytischen Methoden ebenso ,konstruktiv‘‘ sind wie die Inte-
gration.

Es gibt pseudokonvexe Gebiete G=<X, die nicht holomorph-konvex
sind und fiir die etwa dim HY(@, 0)= oo gilt.

Der Begriff der Pseudokonvexitét ist durch R. Narasimhan von relativ
kompakten Teilgebieten auf beliebige komplexe Réume verallgemeinert
worden. Ein komplexer Raum X heiflt streng pseudokonvex, wenn es eine
kompakte Teilmenge K < X und eine in X — K streng plurisubharmonische
Funktion p gibt, so daB fiir jedes >0 die Menge {z€X —K:p(z)<r}<X.
Ist G=X und streng pseudokonvex im Sinne von Definition 6, so ist G
auch ein streng pseudokonvexer komplexer Raum. R. Narasimhan hat nun
unter Verwendung eines neuen Approximationssatzes gezeigt [18]:

Satz 1. Es sei X streng pseudokonvex. Dann ist X holomorph-konvex und
es gilt dim H*(X,0) < oco,v=1, und H'(X,0)=0, v=v,.

Eine Charakterisierung der Steinschen Ridume gelingt durch die Pseudo-
vollstindigkeit:

DeriNiTION 7. Ein komplexer Raum X heifft pseudovollstindig, wenn es
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eine auf X streng plurisubharmonische Funktion p gibt, so dap fiir jedesr >0
die Menge {x€X :p(x) <r} relativ-kompakt in X liegt.

R. Narasimhan hat gezeigt:

SaTz 2. X st ein Steinscher Raum genau dann, wenn X pseudovollstindig ist.

Von W. Rothstein wurde der Begriff der g-Konvexitdat in die Literatur
eingefiihrt und bei den Kontinuitédtssitzen fiir analytische Mengen mit viel
Erfolg verwendet. Wir definieren hier zunéchst g-konvexe Funktionen. Es
sei wieder @< C" ein Gebiet und p(z) eine reelle zweimal stetig differenzier-
bare Funktion iiber G.

DEeFINITION 8. p heifft g-konvex iiber G, wenn in jedem Punkt z€GQ die
Levische Form L(p) mindestens n—q+1 positive Higenwerte hat (mit q=
1,2,3....,n).

Die 1-konvexen Funktionen fallen also mit den streng plurisubharmoni-
schen Funktionen zusammen. Jede g-konvexe Funktion ist erst recht (g +1)-
konvex.

Es sei nun X ein komplexer Raum und p eine iiber X reelle Funktion.

DEFINITION 9. p heiflt g-konvex diber X, wenn es zu jedem Punkt z€X eine
Umgebung U =U(x), ein Gebiet G< C", eine analytische Menge 4 < @, eine
biholomorphe Abbildung w:U = A und eine in @ g-konvexze Funktion p gibt, so
dap poyp=p|U gilt.

Entsprechend der Pseudokonvexitdt nennen wir einen komplexen Raum
X g-konvex (q-vollstindig), wenn es eine kompakte Teilmenge K < X und in
X —K (und in X) eine g-konvexe Funktion p gibt, so daB jede Menge
{p(x) <r} relativ kompakt in X liegt.

In einer gemeinsamen Arbeit mit A. Andreotti wurde gezeigt [1]:

Sarz 3. Ist X g-konvez, so gilt dim H*(X, 0) < oo fiir v = q und H*(X, O)
v 2v,. Selzt man noch voraus, dap X g-vollstindig ist, so folgt sogar H*(X,0)
v =q.

Der Beweis wurde in [1] erbracht. Es werden zunichst relativ-kompakte
Teilgebiete G< X untersucht. Ein solches Gebiet heiBt g-konvex, wenn es
eine Umgebung U=U(6G)< X und eine in U g-konvexe Funktion p gibt,
so dal G N U={z€U:p(xr)<0}. Man zeigt sodann, dal es zu jedem Rand-
punkt x€0@ beliebig kleine Umgebungen V = V(x) gibt, derart, daBl H*(V,0)
=0 fiir v >q. Deshalb folgt: Ist £¢>0 hinreichend klein gewihlt, so gilt fiir
@' =@ U {z€U:p(x)<e}, daB der natiirliche Homomorphismus: H*(&', O)
—H'(@,0) bijektiv ist fiir v>q. Aus ,,surjektiv’’ und dem Lemma von
Schwartz ergibt sich sodann: dim H*(G,0) < oo fiir v>q. Weiter wird ein
Approximationssatz bewiesen. In der Menge der Kozyklen Z'=Z"(U’, 0),
Z=27"(U,0) (bzgl. geeigneter Uberdeckungen von G’ bzw. @) 148t sich eine
natiirliche Topologie einfiihren, die Z’,Z zu Fréchetschen Rdumen macht.
Die kanonische Abbildung Z'—Z liefert eine in Z dichte Bildmenge, wenn
v=q—1 ist. Jeder Kozyklus iiber G 148t sich also beliebig stark durch Ko-
zyklen iiber G' approximieren. Mit Hilfe dieser Approximationsaussage folgt
leicht, daB8 H*(X,0)—H’(G,0), »>q bijektiv ist, wenn @ = {z€X — K : p(x)
<r} U K gesetzt wird. K< X ist dabei eine kompakte Menge, p(x) eine in
X —K g-konvexe Funktion, fiir » und p gelte: r>p(x), wenn € U(0K) N

B

0
0,
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(X —K) (mit U(0K)=eine kleine Umgebung). Man gewinnt also aus den
Endlichkeitsaussagen fiir ¢ die entsprechenden Aussagen fiir X. Im Falle,
daB X g-vollstindig ist, kann man K =(leere Menge) setzen und erhilt:
H'(X,0)=0, v>q. Damit ist der Beweis vollstdndig.

Der Satz bleibt richtig, wenn man O durch eine beliebige kohérente ana-
lytische Garbe iiber X ersetzt. Auf den Begriff der kohdrenten Garbe soll
hier jedoch nicht ndher eingegangen werden.

Die Losung des Levischen Problems fiir komplexe Mannigfaltigkeiten ist
inzwischen auch auf andere Weise versucht worden. Mr. Nishino (Nara) hat
sich sehr eng an den Gedankengang von Oka angeschlossen und mit Hilfe
der Okaschen Integralmethode u. a. gezeigt:

Eine komplexe Mannigfaltigkeit X ist genau dann eine Steinsche Mannig-
faltigkeit, wenn es eine in X streng plurisubharmonische Funktion p(zx) gibt,
fiir die jede Menge {p(x)<r} relativ kompakt in X liegt.

Der Begriff ,,streng plurisubharmonisch® wird dabei allgemeiner ge-
braucht, die Funktion p(z) braucht nicht notwendig zweimal stetig differen-
zierbar zu sein. U. a. fallen bei unverzweigten Gebieten G iiber dem P"
gewisse Funktionen p(x)=—lg &(x) darunter, wobei d(x) einen (nicht-
euklidischen) Abstand der Punkte €@ vom Rande 9G bezeichnet. Ist 0G
pseudokonvex, so gelingt es jedenfalls, eine in G streng plurisubharmonische
Funktion p zu konstruieren mit {p(z)<r}<@. In Nara kann man deshalb
zeigen:

Ein unverzweigtes, nicht kompaktes Gebiet iiber dem P™ ist eine Steinsche
Mannigfaltighkeit genau dann, wenn es einen pseudokonveren Rand hat.

Es ist dem Verfasser unbekannt, ob und wo dieses Resultat versffentlicht
worden ist.

§3. Exzeptionelle analytische Mengen

Wir werden uns im folgenden mit der Anwendung der Levischen Aussage
in der analytischen und algebraischen Geometrie befassen. Zunichst seien
exzeptionelle analytische Mengen betrachtet. Zu dem Zwecke werde zu-
néchst der Begriff der Modifikation von komplexen Réumen untersucht.

Modifikationen traten zum ersten Male 1950 in einer gemeinsamen Arbeit
von H. Behnke und K. Stein auf [3]. Die beiden Autoren verstanden darun-
ter einen ProzeB, der es gestattet, einen komplexen Raum X in einer Teil-
menge N abzuéndern. Die Teilmenge N wird herausgenommen und durch
eine Punktmenge N’ ersetzt, so daB sich die komplexe Struktur von X — N
nach X’'=(X—N)U N’ fortsetzen 14Bt. Man hat die identische Abbildung
p:X —N—>X'—N'. Da man komplexe Riume, die man biholomorph aufein-
ander abgebildet hat, als gleich ansehen kann, definiert man:

DerinitioN 10. Eine Modifikation ist ein Quintupel (X',N',p,N,X),
wobei:

1) X', X komplexe Riume,

2) Nc X, N' < X' abgeschlossene Teilmengen,

3) y:X'—N'= X — N eine biholomorphe Abbildung sind, derart, daf folgen-
des gilt:

1) Ist U=U(N)< X eine Umgebung von N, so ist U=y (U—-N)U N’
eine Umgebung von N'.



92 HANS GRAUERT

2) N ist diinn, d. h. zu jedem Punkt z,€ N gibt es eine Umgebung U = U(z,)
und eine in U holomorphe, nirgends identisch verschwindende Funktion f,
sodaB UNNc {z€U:f(x)=0}.

Modifikationen kénnen sehr pathologisch sein, wie bereits H. Behnke
und K. Stein gezeigt haben. Man ging deshalb schon bald dazu iiber, spe-
zielle Klassen zu untersuchen. Eine solche Klasse bilden die eigentlichen
Modifikationen, die in [9] eingefithrt wurden:

DerinirioN 11. Eine Modifikation (X', N',y,N,X) heifst eigentlich, wenn
sich yp zu einer eigentlichen holomorphen Abbildung p:X'—>X fortsetzen lift.

% ist natiirlich eindeutig bestimmt. Es folgt sofort, daB o surjektiv ist.
Wéhlt man N’ und NV so klein wie méglich, so sind N’, N analytische Mengen
und unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf X',X normale komplexe
Réume sind, hat die Menge N sogar in jedem ihrer Punkte die Codimension
2, wihrend aus der Annahme, dafl X’ normal und X eine komplexe Mannig-
faltigkeit ist, folgt, daB N’ iiberall 1-codimensional ist.

Spezielle eigentliche Modifikationen wurden schon sehr friih untersucht.
Sind X', X vollstdndige normale algebraische Rdume (Varietdten), so ist
(X', N', ¢, N, X) genau dann eine eigentliche Modifikation, wenn ¢ : X'—>X
eine reguldre, birationale Transformation ist. Aus der algebraischen Geo-
metrie wurde auch der o-ProzeB (monoidale Transformation) in die kom-
plexe Analysis iibernommen. Man versteht darunter einen ProzeB, der es
gestattet, einen reguldren Punkt durch eine héher dimensionale analytische
Menge zu ersetzen. Er ist eine eigentliche Modifikation (X', N',y, N, X), bei
der N ein regulirer Punkt, N’ =P"*! (mit n =dimgX) eine singularitdtenfrei
eingebettete analytische Menge und X’ in der Umgebung von N’ eine
komplexe Mannigfaltigkeit ist. Komplexe Mannigfaltigkeiten werden also
durch den o-ProzeB stets in komplexe Mannigfaltigkeiten iiberfiihrt. Es
gibt andere eigentliche Modifikationen, bei denen ein Punkt z, durch eine
hoherdimensionale analytische Menge A ersetzt wird. Ist z, reguldr, so
wird jedoch jetzt nicht jeder Punkt von A4 reguldr sein. Wir beschéftigen
uns in diesem Paragraphen mit Modifikationen dieser Art in umgekehrter
Richtung und nennen eine analytische Menge exzeptionell, wenn sie durch
eine eigentliche Modifikation durch einen Punkt ersetzt werden kann. Um
den Begriff exakt einfithren zu konnen, definieren wir zunéchst:

DerFinNiTION 12. Eine analytische Teilmenge A heift nirgends diskret, wenn
sie keine isolierten Punkte enthilt.

Dimensionstheoretisch gesehen ist 4 genau dann nirgends diskret, wenn
fiir alle Punkte x € 4 gilt: d(A4) >0. Es sei fortan 4 < X eine nirgends diskrete
niederdimensionale, kompakte analytische Teilmenge.

DzrINtTION 13. A heifit exzeptionell, wenn es einen komplexen Raum Y,
etne diskrete Menge D < Y und eine holomorphe eigentliche Abbildungy: X—>Y
qibt, so daf folgendes gilt:

1) p(4)=D,

2) p bildet X — A biholomorph auf Y — D ab,

3) Ist U="U(D) eine offene Umgebung, f etne holomorphe Funktion in V=
w~Y(U), so gibt es eine in U holomorphe Funktion £ mit f==%o0 .
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Die Eigenschaft 3 bedeutet dabei, dal in der Ndhe von D hinreichend
viele holomorphe Funktionen existieren, die komplexe Struktur von Y dort
also nicht zu diinn ist. Ist 4 exzeptionell, so ist das Paar (y, Y) bis auf eine
naheliegende Aquivalenz eindeutig bestimmt, d.h. sind (w,,Y,), v=1,2
zwei Paare mit den Eigenschaften 1-3, so gibt es eine biholomorphe Abbil-
dung o: Y,—Y,, so dafl das Diagramm:

X
Y1’ Y,
Y,—— Y,

kommutativ ist. Der Beweis dieser Aussage ist nicht schwer. Ubrigens: Ist
X ein normaler komplexer Raum, so ist ¥ wieder normal, wie man durch
die analytische Charakterisierung von ,,normal* sofort einsieht. Dagegen
braucht Y keine komplexe Mannigfaltigkeit zu sein, auch dann nicht, wenn
X esist. Es sei A=A4, U ... U 4, die Zerlegung von A in zusammenhéngende
Komponenten. Wir setzen d,=y(4,). Es gilt dann d,=d, fiir v=x und
D={d,,...,dy}.

Wir sagen ;uch, daB eine exzeptionelle analytische Menge 4 ,,niedergebla-
sen‘ werden kann. Im allgemeinen ist eine analytische Menge nicht exzep-
tionell. Ist X homogen, so gibt es keine kompakte, exzeptionelle analytische
Teilmenge in X. Man kann sogar zeigen: In einer hinreichend kleinen Umge-
bung einer exzeptionellen Menge gibt es niemals eine weitere.

Die Frage, die sich stellt, lautet also: Wann ist eine kompakte, niederdi-
mensionale, nirgends diskrete analytische Menge A < X exzeptionell? Es zeigt
sich nun, da man mit Hilfe der Levischen Aussage leicht zu einem einfachen
Kriterium kommen kann. Dazu ist es notwendig, die Remmertsche Reduk-
tionstheorie anzuwenden. Diese Theorie, die zu vielen wichtigen Ergebnissen
fithrt, wurde 1957 [22] von R. Remmert aufgestellt. Ihre Resultate wurden
spéiter [6] von H. Cartan verschirft. Die Beweise benutzen wesentlich die
Sédtze von K. Stein iiber analytische Zerlegungen. Vgl. auch die Methoden
von H. Rossi [23].

Sarz 4. Es set X ein holomorph-konvexer komplexer Raum. Dann gibt es
einen Steinschen Raum Y und eine eigentliche holomorphe Abbildung v: X—Y,
so daf gilt: Ist U< Y eine offene Menge, f eine holomorphe Funktion iiber
V=9 Y(U), so gibt es eine iber U holomorphe Funktion £ mit f=1 o y.

Das Paar (p,Y) ist wieder bis auf naheliegende Aquivalenz eindeutig
bestimmt. Die Fasern X,=y"(y), y€Y, sind kompakte analytische Teil-
mengen von X und — das ist im allgemeinen Fall sehr tiefliegend — sie
sind zusammenhéngend.

Ist y,€Y und z,=y(y,) ein einzelner Punkt, so gibt es Umgebungen
von ¥, und %, die durch g biholomorph aufeinander abgebildet werden.
Falls X ein normaler komplexer Raum ist, folgt wieder wie vorhin, da8
auch Y normal ist.

Es diirfte jetzt dem Leser einleuchten, wie man das Resultat von Cartan
und Remmert anzuwenden hat. Ist X ein komplexer Raum, so heilt eine
kompakte, nirgends diskrete analytische Teilmenge 4 — X maximale kom-
pakte analytische Teilmenge von X, wenn jede beliebige andere nirgends
diskrete, kompakte analytische Teilmenge von X in A enthalten ist. Im
allgemeinen besitzt ein komplexer Raum X natiirlich keine maximale
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kompakte analytische Teilmenge — man nehme etwa als Beispiel das karte
sische Produkt des Einheitskreises der z-Ebene mit dem komplex projekti
ven Raum P". Jedoch: existiert 4, so ist A auch eindeutig bestimmt.

Unter Verwendung der Remmertschen Reduktionstheorie und der Le
vischen Aussage zeigt man nun:

SaTz 5. Es sei X ein streng pseudokonvexer komplexer Raum. Dann besitzt
eine maximale kompakte analytische Teilmenge A [13].

Um das gesuchte Kriterium fiir exzeptionelle analytische Mengen z
gewinnen, bezeichne jetzt X einen beliebigen komplexen Raum, 4 < X s¢
eine niederdimensionale, nirgends diskrete, kompakte analytische Tei
menge. Es sei T'=T(A4) eine relativ-kompakte streng pseudo-konvex
Umgebung von 4 und 4 sei maximale kompakte analytische Teilmeng
von 7. Da nach der Levischen Aussage 7' holomorph-konvex ist, kénne
wir die Remmertsche Reduktionstheorie heranziehen. Wir erhalten eine
komplexen Raum 7'* und eine eigentliche holomorphe Abbildung y: 71"
die alle Eigenschaften aus Satz 4 besitzt. Der beriihmte Projektionssat
von Remmert besagt nun, daB jedes Bild einer analytischen Menge unte
einer eigentlichen und holomorphen Abbildung wieder eine analytisch
Menge ist. p(A4) ist also analytische Teilmenge von T* und da y stetig is
ist sie auch wie 4 kompakt. In einem Steinschen Raum liegt aber jed
kompakte analytische Menge diskret. Wir schreiben ¢(4)=D. Es folg
daB p~1(y) fiir y€T*— D einpunktig ist. Anderenfalls wire dim p~1(y) >
und damit p~(y) €4 und y€D. Also wird 7— A durch ¢ biholomorph at
T*—D abgebildet. Durch Zusammenheften von 7' bzw. 7* mit X —!
erhilt man schlieflich den gewiinschten Raum Y =7*U (X —7') und di
eigentliche holomorphe Abbildung y:X—Y mit den verlangten Eiger
schaften. A ist also exzeptionell. — Umgekehrt kann man bei exzeptionelle
Mengen leicht eine Umgebung 7' konstruieren.

Satz 6. Eine niederdimensionale, nirgends diskrete kompakte analytisct
Teilmenge A eines komplexen Raumes X st exzeptionell genaw dann, wenn ¢
eine offene streng pseudokonvexe Umgebung T =T(A)<X gibt, derart, da,
A die maximale kompakte analytische Teilmenge von T ist [13].

In der algebraischen Geometrie ist die entsprechende Aussage falsch. Is
X ein kompakter (=vollstdndiger) algebraischer Raum, 4 < X eine exzey
tionelle analytische Menge, so braucht der Raum Y, den man durch Niede:
blasen von A erhilt, keineswegs mehr algebraisch zu sein. Das einfachst
Beispiel dafiir wurde von Hironaka angegeben. Man nehme etwa den zwe
dimensionalen komplex projektiven Raum 7'. D < T sei eine singularitéter
freie abgeschlossene algebraische Fliche 3. Ordnung. Wir blasen durch ¢
Prozesse 10 geeignete Punkte z,€D auf. Das Resultat ist eine 2-dimer
sionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit 7'*, die — wie man zeigt -
projektiv algebraisch ist. D wird durch die o-Prozesse in eine singularitédter
freie, irreduzible Teilmenge D* transformiert. D* ist jetzt exzeptionel
Durch Niederblasen erhdlt man einen 2-dimensionalen kompakten kon
plexen Raum Y mit folgenden Eigenschaften:

1) Y ist normal.
2) Y hat nur einen singuldren Punkt.
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3) Y besitzt 2 analytisch und algebraisch unabhéngige meromorphe
Funktionen.

4) Y ist trotzdem nicht algebraisch (nicht einmal im allgemeinen Weil-
schen Sinne).

§4. Geradenbiindel und Hodge’sche Rédume

Wir werden in diesem Abschnitt eine Anwendung der Levischen Aussage
auf komplex-analytische Geradenbiindel iiber kompakten komplexen
Réumen geben (man vgl. [13]). Es sei also X ein kompakter komplexer
Raum, F sei ein weiterer komplexer Raum, der durch eine holomorphe
Abbildung 7 auf X abgebildet ist. Jede Faser F,=s"'(z), z€X trage
auferdem noch die Struktur eines eindimensionalen komplexen Vektor-
raumes. Es gilt also F,~C. Gibt es nun auBerdem noch zu jedem Punkt
z,€X eine Umgebung U="U(z,) und eine biholomorphe Abbildung V=
a~Y(U)= U xC, die jede Faser F',, z€U auch als komplexe Vektorrdume
isomorph auf z x C abbildet, so heit F %X ein komplexanalytisches Gera-
denbiindel iiber X. Wie iiblich verstehen wir unter einer Schnittfliche in F
eine holomorphe Abbildung y: X—F mit 7 o p =Identitdt z—x. Ordnet man
jedem Punkt x€X das Nullelement O,€ F, zu, so erhidlt man die Null-
schnittfliche O =O(F). Wir bezeichnen die Bildmenge von £ im folgenden
auch mit O, also O={0_}.

Ersetzen wir jeden komplexen Vektorraum F, durch seinen dualen
(bzw. durch das k-fache Tensorprodukt mit sich selbst), 8o erhalten wir
das duale komplex-analytische Geradenbiindel F* (bzw. das komplex-
analytische Geradenbiindel F*).

Es seien sy, ...,8; Schnittflichen in F iiber X. In jedem Punkt z€ X gelte
fiir wenigstens ein » die Ungleichung s,(z) =O€ F,. Ist dann e«: F,~ C ein
Isomorphismus, so ist (asy(),...,xs,(x))+0 ein (k+1)-tupel komplexer
Zahlen. Da o bis auf einen multiplikativen Faktor bestimmt ist, erhalten
wir zu z genau einen Punkt y(z)€EP". y ist eine holomorphe Abbildung
X—>P",

DEFINITION 14. F heift reich (ample), wenn es eine natiirliche Zahl n und
holomorphe Schuittflichen s,,...,s, in F" gibt, so da y eine biholomorphe
Einbettung von X in den P* ist.

Existiert ein reiches Geradenbiindel iiber X, so ist X natiirlich projektiv
algebraisch. Ferner stehen die Aquivalenzklassen von Einbettungen von X
in die komplex projektiven Réume mit den Aquivalenzklassen von reichen
Geradenbiindeln auf X in Beziehung. Es ist deshalb von besonderer Wich-
tigkeit zu wissen, wann ein Geradenbiindel reich ist.

Im Falle, daB X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ist, wurde ein
einfaches Kriterium von Kodaira angegeben [15]. Es sei ¢(F') das Bild der 1.
Chernschen Klasse von F in der zweiten Kohomologiegruppe H%* X, R)
von X mit Koeffizienten in den reellen Zahlen R. Nach dem Satz von De
Rham ist jede Kohomologieklasse aus H%* X, R) cohomolog zu einer ge-
schlossenen, reellen Differentialform der Dimension 2.

Satz 7. (von Kodaira). F ist reich dann und nur dann, wenn c(F) coho-
molog zu einer geschlossenen, reellen Differentialform ¢=1-2, ,¢,.d2, AdZ,

10— 622036 Proceedings
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ist, bei der die zugeordnete Hermitesche Form 2. g,,dz,-dZ, in jedem Punkie
positiv definit ist.

Dabei bezeichnen natiirlich z,, ...,2, lokale Koordinaten in X. Der Beweis
des Satzes benutzt wesentlich Potentialtheorie und kann deshalb nicht
ohne weiteres auf komplexe Réume iibertragen werden. Es war deshalk
wiinschenswert, fiir komplexe Réume ein anderes Kriterium zu gewinnen.
Es sei also nun wieder X ein beliebiger kompakter komplexer Raum, F ein
komplex-analytisches Geradenbiindel iiber X.

Sarz 8. F ist genau dann reich, wenn die Nullschnittfliche O <= F* exzep-
tionell ist.

Der Beweis dieses Satzes ist algebraischer Natur und wurde von Grothen.
dieck auch in der algebraischen Geometrie durchgefiihrt [14].

Nun ist bei einem Geradenbiindel in jeder relativ kompakten, streng
pseudokonvexen Umgebung 7' um die Nullschnittfliche O die Menge £
selbst die maximale kompakte analytische Teilmenge. Es folgt deshalb ir
Verbindung mit dem Kriterium fiir exzeptionelle analytische Mengen:

Sarz 9. F ist genau dann reich, wenn es eine relativ kompakte, streng pseu.
dokonvexe Umgebung T =T ()< F* gibt.

Ein Geradenbiindel F*, bei dem 7'(9) existiert, heiBt auch ein negatives
Geradenbiindel. Existiert bei F* die Umgebung 7'(9), so nennen wir F
selbst positiv.

Der Begriff der Kahlerschen Metrik 148t sich in jedem komplexen Raun
X definieren. Es sei N < X die analytische Menge der singuldren Punkte vor
X. Da N nirgends dicht in X liegt, ist folgende Definition sinnvoll.

DerinttioN 15. Eine Hermitesche Metrik ds®=2 g,,dZ,dz,(mit stetiger
Koeffizienten) in X —N heifst eine Kdhlersche Metrik in X, wenn fir di
zugeordnete duPere Form @=i-2,, ¢.udz, AdZ, folgendes gilt: Zu jedenm
Punkt x€X gibt es eine Umgebung U =U(x) und eine in U streng plurisub.
harmonische Funktion p, so dap d'd"p|U—~N =¢|U — N ist.

Dabei bezeichnet d’ die totale Ableitung nach den lokalen Koordinater
z, und d"' die totale Ableitung nach den Z,. Bei einer Kédhlerschen Metrik ist
also gefordert, daB3 lokal stets ein Potential p existiert.

Wie bei komplexen Mannigfaltigkeiten definiert nach dem De-Rham.
schen Satz die Form ¢ eine Kohomologieklasse &£ € H3(X, R). Ist X kompak
und liegt & im Bild der zweiten Kohomologiegruppe von X mit ganzzahliger
Koeffizienten, so nennen wir ds? eine Hodgesche Metrik. Ein komplexe:
Raum, auf dem es eine Hodgesche Metrik gibt, hei3t ein Hodgescher Raum

Bei einem normalen komplexen Raum kann man nun zu einer Hod
geschen Metrik leicht ein komplex-analytisches Geradenbiindel F mit
¢(F)=¢& konstruieren. Fiir O < F* weist man nach: Es gibt eine streng
pseudokonvexe Umgebung T'=T(0)< F*. F ist also reich und X projek.
tiv algebraisch.

Satz 10. Jeder Hodgesche Raum ist projektiv algebraisch.

Damit ist der berithmte Satz von Kodaira auf normale komplexe Réume
iibertragen worden. Die Methoden sind dabei von den Kodairaschen vollig
verschieden und beruhen einzig und allein auf der Levischen Aussage
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Diese fiihrt also auch bei kompakten komplexen Rdumen zu wichtigen
Resultaten.

Fiir zweidimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten X gewinnt
man ein sehr einfaches Kriterium dafiir, da X projektiv algebraisch ist.
Es gilt ndmlich folgender in dieser Allgemeinheit zuerst von van de Ven
bewiesene:

Sarz 11. X st genau dann projektiv algebraisch, wenn es eine analytische
Menge A< X gibt, die in die irreduziblen Komponenten A, ..., A, zerfillt, so
daf die Schnittmatriz (a,,) mit a,,=(A4,, A,) weder negativ definit noch
negativ semidefinit ist.

Um zu zeigen, daB das Kriterium hinreichend ist, zeigt man zunichst
daB die Voraussetzung: ,,Mindestens ein Eigenwert von (a,,) positiv"‘ damit
dquivalent ist, daB es natiirliche Zahlen c,,...,¢, >0 gibt, so daB auch d,=
> a0, >0,v=1,....k, gilt (genauer: Nachdem man evtl. zu einer quadra-
tischen Untermatrix von (a,,) iibergegangen ist.) Die Schnittzahl von 4,
mit dem Zyklus A=>c,4, ist gleich d, und deshalb, wenn das Kriterium
erfiillt ist, stets positiv. Daraus folgt dann: Die Beschrdnkung des Geraden-
biindels F, das zu dem Divisor U gehért, auf A ist positiv. Unter Verwen-
dung dieses Zwischenresultates zeigt man weiter: X — A ist streng pseudo-
konvex. Es sei B die maximale kompakte analytische Teilmenge von X — 4.
B zerfalle in die irreduziblen Komponenten B;, ..., B,,. Man kann nun natiir-
liche Zahlen e, ...,e, finden, so daB das zu dem Divisor >c,4,—>eB,
gehorende Geradenbiindel iiber ganz X reich ist, wobei man unser Kriterium
fiir reiche Geradenbiindel benutzen mufl. Damit hat man bewiesen, daB X
projektiv algebraisch ist. Wieder einmal wurde also die Levische Aussage
wesentlich herangezogen.

Eine analytische Menge A< X mit einer nicht negativ semidefiniten
Schnittmatrix gibt es stets, wenn auf X zwei unabhéngige meromorphe
Funktionen existieren. Also ist in unserem Satz das bekannte Resultat von
Chow und Kodaira enthalten, daf jede kompakte, 2-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit mit zwei unabhéngigen meromorphen Funktionen projek-
tiv algebraisch ist.

§5. Normalenbiindel

Um das Kriterium fiir exzeptionelle analytische Mengen aus § 3 anwenden
zu konnen, ist es notwendig, Kenntnis der Struktur einer ganzen Umgebung
von 4 zu haben. Wir wollen zeigen, dal das Normalenbiindel von 4 bereits
entscheidend ist, und dieses kann natiirlich bedeutend leichter bestimmt
werden.

Zunichst betrachten wir komplex-analytische Vektorraumbiindel iiber
kompakten komplexen Rédumen X. Darunter versteht man einen komplexen
Raum V, der durch eine holomorphe Abbildung 7z: V—>X auf X bezogen ist.
Die Fasern V,=n"1(z) tragen auBerdem die Struktur eines g-dimensionalen
komplexen Vektorraumes und lokal ist wieder alleszu U X €%, U=U(z)< X,
isomorph. Die Zahl g ist dabei konstant und héngt nicht von z ab.

Nun kann man fiir Vektorraumbiindel wie fiir Geradenbiindel den
Begriff ,,negativ‘‘ definieren. Da aber Kodaira und Nakano in Zusammen-
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hang mit ihrem ,,vanishing theorem‘ das Wort negativ bereits verwendet
haben und unser Begriff wesentlich schwicher ist, schreiben wir:

DerFinNITION 16. Ein Vektorraumbiindel V iiber einem kompakten komplexen
Rawm heipt schwach negativ, wenn es eine Umgebung T=T(O)<V um die
Nullschnittfliiche O < V gibt, die streng pseudokonvex ist.

Ist nun X eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit und 4 < X eine nir-
gends diskrete, singularitdtenfreie kompakte analytische Teilmenge von
einer Kodimension ¢>0, so ist das Biindel der kontravarianten Normal-
vektoren N =N(4) definiert. Es ist ein komplex-analytisches Vektorraum-
biindel iiber 4, dessen Fasern die Dimension ¢ haben. Man zeigt leicht: Ist
N schwach negativ, dann gibt es eine streng pseudokonvexe Umgebung
T=T(A)< < X, derart, da 4 maximale kompakte analytische Teilmenge
von T ist. Es folgt also (vgl. [13]):

Sarz 12. Es sei N(A) schwach negativ, dann ist A exzeptionell.

Leider ist dieses Kriterium nur notwendig, wenn die kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit A eine einfache Struktur hat, z. B. wenn sie homogen oder
wenn sie eindimensional ist. Es gibt bereits 3-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeiten X mit 2-dimensionalen singularitdtenfreien exzeptio-
nellen analytischen Mengen A, derart, daB N(4) nicht schwach negativ ist.

Ist X ein allgemeiner komplexer Raum, 4 < X eine beliebige niederdimen-
sionale, nirgends diskrete kompakte analytische Teilmenge, so besitzt 4
im allgemeinen kein Normalenbiindel. Man kann sich jedoch auf folgende
Weise helfen, wobei man wesentlich den Begriff der kohérenten analyti-
schen Garbe, wie er von H. Cartan definiert wurde, heranzieht. Es sei m
eine kohidrente Garbe von Keimen von holomorphen Funktionen, die auf 4
verschwinden. m ist also eine Untergarbe der Garbe n aller Keime auf 4
verschwindender holomorpher Funktionen und damit auch eine Untergarbe
von O0=0(X). Jeder Halm 1, ist ein Ideal in dem Ring O,. Wir setzen
zusétzlich voraus, daB in X —4 gilt: O =m. Unter m-n verstehen wir die
Garbe, die in jedem Punkt x€X als Halm das Produkt der Ideale m, und
1, hat. m-n ist also eine Untergarbe von m und man hat m-n|X -4 =
m|X—~A4=0|X—A. Es folgt nun, daB S =m/m-n|4 eine kohirente analy-
tishe Garbe iiber 4 ist. Im Falle, daBl X eine komplexe Mannigfaltigkeit und
A < X singularitdtenfrei eingebettet und m=n ist, kann man die Struktur
von § einfach bestimmen. § ist nichts weiter als die Garbe der Keime von
lokalen holomorphen Schnittflichen in dem Biindel V' =V (4) der kovarian-
ten Normalenvektoren an A. Das zu V duale Vektorraumbiindel ist N(4).
Im allgemeinen Falle kann man zu S ebenfalls ein ,,Duales‘‘ konstruieren.
Dieses sei mit Np,(A4) bezeichnet. Es ist im allgemeinen kein Vektorraum-
biindel mehr, sondern nur noch ein ,.linearer Raum iiber X, der zwar als
Fasern noch komplexe Vektorrdume aufweist, sich aber wesentlich von
einem Vektorraumbiindel dadurch unterscheidet, da die Dimension der
Fasern von z€X abhingt. In dem vorhin betrachteten Sonderfall gilt
jedoch Ny, (A)=N(A).

Wie ein Vektorraumbiindel besitzt jeder lineare Raum iiber X eine
Nullschnittfliche ©. Wir nennen Ny(4) schwach negativ, wenn es eine
streng pseudokonvexe Umgebung 7'=T(D)<Ny(A4) gibt. Man zeigt
wieder: Existiert 7'(), so gibt es auch eine streng pseudokonvexe Umge-
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bung T*=T*A4)<X, so daB A maximale kompakte analytische Teil-
menge von 7T'* ist. Es folgt:

Sarz 13. Ist Ny(A) schwach negativ, so ist A eine exzeptionelle analytische
Teilmenge von X.

Es darf vermutet werden, da8 dieses Kriterium auch notwendig ist. Setzt
man A als exzeptionell voraus, so diirfte es eine kohdrente Garbe m geben,
die die geforderten Eigenschaften hat, so daBl Ny(4) schwach negativ ist.
Der Beweis dieser Aussage ist jedoch wahrscheinlich schwierig. Wir spezia-
lisieren uns nun wieder auf den Fall, daB X eine 2-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit ist. A< X sei eine nirgends dichte, nirgends diskrete
kompakte analytische Teilmenge. Sie zerfalle in die irreduziblen Kom-
ponenten 4, ..., 4,. Nach einem Satz der Matrizentheorie ist nun die Schnitt-
matrix (a@,,) mit a,,=(4,,4,) genau dann negativ definit, wenn es natiir-
liche Zahlen c,,...,c, >0 gibt, so daB d,=>, a,, ¢, <0 gilt. Andererseits kann
man zeigen (die eine Richtung folgt aus Satz 13), dafl 4 genau dann exzep-
tionell ist, wenn es natiirliche Zahlen ¢, ...,c, gibt, so daB die Beschriankung
von F auf A negativ ist, wobei F das zu dem Divisor > c, 4, gehérende
Geradenbiindel bezeichnet. F]A ist aber genau dann negativ, wenn d,=
D 8y, <0 fiir v=1,...,k gilt. Somit haben wir bewiesen:

Sarz 14. A ist genau dann exzeptionell, wenn die Schnittmatriz (a,,) negativ
definit ist.

Dieses Resultat wurde in einem Spezialfall zuerst von Mumford herge-
leitet. Mumford setzt zusitzlich voraus, daB jede irreduzible Komponente
A, ein singularitétenfrei eingebetteter P! ist, daB der Schnitt 4,NA4,
entweder leer oder transversal ist und schlieflich, da8 es beliebig kleine
(sich anschmiegende) Umgebungen U =U(A) gibt, deren Rand eine §3 ist.
Unter diesen Voraussetzungen kann er dann sogar zeigen, da 4, falls (a,,)
negativ definit ist, zu einem reguldren Punkt niedergeblasen werden kann.

Es bleibt noch zu untersuchen, wann man durch Niederblasen aus kom-
pakten, projektiv algebraischen Rédumen wieder projektiv algebraische
erhilt. Schon Enriques zeigte folgende Aussage:

Es sei X eine kompakte, projektiv algebraische, 2-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit, A< X sei ein singularititenfrei eingebetteter P!, dessen
Selbstschnittzahl —1 ist. Dann lipt sich A zu einem reguliren Punkt nieder-
blasen. Der dadurch erhaltene Raum Y ist wieder projektiv algebraisch.

Kodaira hat diesen Satz mit Hilfe seiner Potentialtheorie auf Dimen-
sionen >2 verallgemeinert. Wie wir jedoch in § 3 gesehen haben, darf man
bei beliebigen exzeptionellen analytischen Mengen A nicht erwarten, da@
durch Niederblasen von A4 projektiv algebraische Rdume in algebraische
Réume transformiert werden. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
diirfte sich nur schwer angeben lassen, so daB man in der algebraischen
Geometrie einfache Aussagen iiber exzeptionelle analytische Mengen nicht
erwarten darf.

Wir geben hier ein hinreichendes Kriterium. Es bezeichne X eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit, 4 < X eine kompakte, singularititenfrei eingebettete
analytische Menge. Die Kodimension von A4 sei gleich eins. Das Normalen-
biindel N =N(A) ist dann ein komplex-analytisches Geradenbiindel iiber 4.
Wir setzen es als negativ voraus. A ist also exzeptionell und, da F=N*
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ein reiches Geradenbiindel iiber A4 ist, auch eine kompakte projektiv alge-
braische Mannigfaltigkeit.

Wie iiblich, bezeichnen wir mit H'(4,N*) die erste Kohomologiegruppe
iiber 4 mit Koeffizienten in der Garbe der Keime von lokalen holomorphen
Schnittflichen in N’ (fiir s=1,2,3,...). Da A eine Kéhlersche Mannigfal-
tigkeit ist, verschwindet H'(A4, O(4)) genau dann, wenn die erste Bettische
Zahl von A verschwindet. Wir schreiben H(A4,0(A4))=H(A,N°). Unter
,, Gruppe von Néron-Severi” wollen wir hier den Untervektorraum Sc
H?*(A, R) verstehen, der von den Chernschen Klassen von komplex-analy-
tischen Geradenbiindeln iiber 4 aufgespannt wird. Da A als projektiv-
algebraisch vorausgesetzt ist, muf S mindestens eindimensional sein. Be-
zeichnet H11(4) den Vektorraum der reellen harmonischen Differential-
formen ¢ =% 2, g,,dz, A dZ, beziiglich einer Kihlerschen Metrik, so ist H'1(4)
in natiirlicher Weise in H?(4, R) eingebettet. S ist bzgl. dieser Einbettung
ein Untervektorraum von HY1(4).

Sartz 15. Es sei dim S=1 und HY(A,N°)=0, s=0,1,2,... und X eine
kompakte projektiv algebraische Mannigfaltigkeit. Dann ist der kompakte
normale komplexe Raum, den man durch Niederblasen von A erhdlt, wiedei
projektiv algebraisch.

Die Voraussetzungen sind erfiillt, wenn 4 ~ P"-1 und der Selbstschniti
von 4 homolog zu —kH, zu einem negativen Vielfachen einer Hyperebene
in 4 ist (andere Moglichkeiten sind nur, da der Selbstschnitt homolog zv
einem positiven Vielfachen von H oder nullhomolog ist. 4 ist genau in den
ersten Fall exzeptionell). Man kann nun die Struktur der Singularitét, die
man durch Niederblasen von A4 erhilt, errechnen. Im Falle k=1 kommi
dabei heraus, dal man einen reguliren Punkt bekommt. Damit ist de
Kodairasche Satz aufs Neue mit Hilfe der Levischen Aussage und ohne
Verwendung von Potentialtheorie bewiesen.

Die hier angegebenen Beispiele mogen geniigen, um aufzuzeigen, wie mar
die verallgemeinerte Levische Aussage in der Theorie der komplexen Rédume
und der algebraischen Varietditen verwenden kann. Viele Sdtze, die mar
frither auf potentialtheoretische Weise hergeleitet hat, lassen sich neu be
weisen und auf komplexe Réume iibertragen. Jedoch mu8 man die hies
behandelten Methoden als ein zusédtzliches Hilfsmittel ansehen, das keines
wegs die Anwendung von partiellen Differentialgleichungen iiberfliissig
macht. Einige Sitze von Kodaira iiber kompakte Kéahlersche Mannigfaltig.
keiten, wie z. B. die Zerlegungsséitze und das ,,vanishing theorem®, lasser
sich anscheinend nicht mit Hilfe des Levischen Problems behandeln. E:
wire daher von besonderem Wert, Differentialgleichungsmethoden zu ge
winnen, die man auch in singuldren Punkten verwenden kann.

AbschlieBend sei noch erwdhnt, dafl das Levische Problem neuerding:
auch einen EinfluB auf die Theorie der partiellen Differentialgleichunger
ausiibt. Ehrenpreis, Hormander, Malgrange haben gezeigt, daf in sehr allge
meinen Fillen Losungen partieller Differentialgleichungen ein dhnliche:
Verhalten an Rédndern aufweisen kénnen wie holomorphe Funktionen.

Anmerkung. Ein geringer Teil der Sétze und Definitionen dieses Aufsatzes
ist bereits in [12] gebracht worden. Diese Resultate muBiten hier der Ver
stindlichkeit und der Vollstindigkeit halber wiederholt werden.
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