Variaveis Aleatorias
Variaveis Continuas

Duas v.a. continuas, X e Y. Neste caso, a distribui¢cdo conjunta das
duas variaveis é caracterizada por uma funcdo f(x, y), chamada
funcao de densidade conjunta de X e Y, satisfazendo:

(a) fix, y) = 0, para todo par (x, v);
(f) _.-"I... flx, vidxdy = 1;
|‘,|--J'| Ji-;'{” = X = ||";|_I r = Yy = r';" :I _.I,'I I|'I _.'IIII ¥, .'|'.:|4".'r."|'|".|r".'.
A relacdo (b) nos diz que o volume sob a superficie representada

por f(x, y) e igual a 1. Arelacdo (c) da a probabilidade do par (X,
y) estar num retangulo de lado b-a e d-c.



Variaveis Aleatérias Multidimensionais
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Exemplo 8,14, Suponha que f(x, y) =4xy, 0 = x = |, 0 = y = 1. Entdo, (a) esta satisfeita o

‘1 el | | i - |
| [ dxydxdy = 4] xdx [ ydy = 41221 1y22], = 1,
0 que mostra que (b) também estd satisfeita.
Calculemos P(X = 1/2, Y = 1/2). A Figura 8.6 mostra o dominio de variacio de X ¢
Y e a regido para a qual X = 1/2, Y = 1/2. Logo, por (c),
PX=12,Y=12)=P0=X<=1/2,0=Y = 1/2)
12 102
= [ [ axydxdy = 4[x32)21y2)2" = 1/16.

0

Figura 8.6: Dominio de variacdo de (X, ¥)
para o Exemplo 8.14.
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Se A for um evento, entdo a probabilidade P((X, ¥Y) € A) serd representada pelo

i e : .. Figura 8.9: Distribuicgo unif iGo R X, V).
volume sob a superficie, delimitado pela regido A, no plano (x, y), e pela superficie avre ribuighio uniforme na regido R do plano (x,)

cilindrica na Figura 8.8. N
Figura 8.8: Densidade como uma superficie no
— fi e]
espago e P((X, Y) € A) = P(A). Y dan ichls
: ] ao plcno (x,y)
f(x, y)4
P(A)
0
Se a densidade f(x, y) for positiva numa regido qualquer R do plano (x, y), uma v.a. diz-se T—ax <]

Uniformemente distribuida sobre R se f(x, y) = l/drea(R), para (x, y) € R, e f(x, y) = 0 nos
demais pontos. Veja a Figura 8.9.
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A partir da distribuicdo conjunta de duas v.a. X e Y, podiamos determinar

a distribuicao marginal de cada variavel.

Definiciho. Dada a v.a. bidimensional (X, Y), com fungao densidade de probabilidade
conjunta f(x, y), definimos as densidades marginais de X e Y respectivamente por

fi(x) = / S, y)dy (8.22)

¢

[,(y) = J/' f(x, y)dx. (8.23
Ioxemplo 8.16. Para as v.a. do Exemplo 8.14, temos
‘N
f@) = 4xydy = 4x[y2y=2x, 0 <x =<1,
o 4
f,y) = _/” dxydx =2y, 0 <y =< 1.

Ioxemplo 8,17, Considere a v.a. (X, Y) com densidade conjunta

Jx, y)= ZTA O0<x<], lgy<ge,

Entdo, as densidades marginais sao dadas por
¢ 2x

fo = [ S5 dy=2xltn(y)l =2, 0<x<]l,

, | & 1= *_ 1
.ﬂ'[rU’]':/:r, }_1'1’{;,1-:_},‘? =—, l<y<e

An &
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pefini¢ao. As varidveis aleatérias X e Y, com densidade conjunta f(x, y) ¢ marginais
f (x) € FASHR respectivamente, sao independentes se
X

SO, y) = f.(x) f (y), para todo par (x, y). (8.24)

pxemplo 8.18. Se a fun¢do densidade conjunta de X e Y for dada por
fex,y)=¢e*2 x>0,y>0,
entdo ¢ facil ver que
fx)=¢* x>0,
L) =¢e?, y>0,

de modo que X e Y sdo independentes.
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As definicOes de covariancia, coeficiente de correlacdo continuam a
valer para v.a. bidimensionais continuas. Portanto, se X e Y sdo
Independentes, o coeficiente de correlacao entre elas é zero.

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
O coeficiente de correlacédo entre X e Y é dado por

P(X,Y)=Cov(X,Y)/[o(X)o(Y)]
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Exemplo 8.19. Calculemos o coeficiente de correlagdo entre X ¢ V, se a densidade
conjunta delas for

fx,y)=x+y, O0<x<l, O<y<l.
Temos que as marginais sao dadas por
L) =[G+ ydy=x+12, 0<x<l,
Fo)=[+yyr=y+ 12, 0<y<l.
A partir delas, calculamos médias e variéincias:
E(X) = [ x@x+ 12)dx=112=EY),
EXD) = [ %+ 12)dx = 5/12 = E(Y?),
Var(X) = Var(Y) = 5/12 — 49/144 = 11/144.

Para calcular a covariincia entre X e Y necessitamos calcular

s d|
EXY) = [ [ xy(x + y)dxdy = [ 613 + y2)dy =173,

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 1/3 — (7/12)(7/12) = -1/144
0(X, Y) = Cov(X,Y)/[c(X)o(Y)] = -1/11



