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Àííîòàöèÿ
Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîáëåìó ïîèñêà CFT, êîòîðûå ìîãóò áûòü

äóàëüíû ê ãðàâèòàöèè áåç èñòî÷íèêîâ â òðåõ èçìåðåíèÿõ ñ îòðè-
öàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. c-òåîðåìà óêàçûâàåò, ÷òî
òðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ áåç èñòî÷íèêîâ ñàìîñîãëàñîâàíà òîëüêî ïðè
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ, è ñâÿçü ñ êà-
ëèáðîâî÷íîé òåîðèåé ×åðíà-Ñàéìîíñà íàìåêàåò, ÷òî ýòî ìîãóò îêà-
çàòüñÿ òå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ äóàëüíàÿ CFT ìîæåò áûòü ãîëî-
ìîðôíî ôàêòîðèçîâàíà. Åñëè ýòî òàê, è åñëè âçÿòü ìèíèìàëüíóþ
ìàññó ÷åðíîé äûðû BTZ, òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð òðåõìåðíîé
ãðàâèòàöèè ñ îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ìîæåò
áûòü îïðåäåëåí òî÷íî. Ïðè ñàìîì îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè êîñ-
ìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé äóàëüíîé CFT âåðîÿòíî áóäåò òåîðèÿ
ìîíñòðà Ôðåíêåëÿ, Ëåïîâñêîãî è Ìåðìàíà. Òåîðèÿ ìîíñòðà ìî-
æåò áûòü ïåðâîé â äèñêðåòíîì ðÿäó CFT, äóàëüíûõ ê òðåõìåðíîé
ãðàâèòàöèè. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âòîðîé òåîðèè èç ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè Ðèìàíà ëþáîãî ðîäà. Ìû òàêæå äåëàåì ïîäîáíûé àíà-
ëèç äëÿ ñóïåðãðàâèòàöèè.
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1 Ââåäåíèå
Òðåõìåðíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ áåç èñòî÷íèêîâ ñ äåéñòâèåì Ýéíøòåéíà-
Ãèëüáåðòà

I =
1

16πG

∫
d3x

√
g

(
R +

2

`2

)
, (1)

èçó÷àëàñü ñ ìíîãèõ òî÷åê çðåíèÿ (ñì. íåêîòîðûå ðàííèå ôàêòû â [1]-[3]
è íåäàâíèé îáçîð ñî ññûëêàìè â [4]), íî åå ñòàòóñ â ñóùíîñòè îñòàëñÿ
íåÿñåí. Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðåäâàðèòåëüíîé ïîïûòêå ïåðåñìîòðåòü
ñèòóàöèþ. Ìû íà÷íåì ñ ââåäåíèÿ â ïðîáëåìó ïåðåä òåì êàê èçëîæèòü
êðàòêîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.

Ïåðâàÿ ìûñëü îá ýòîé òåîðèè òàêîâà, ÷òî íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå îíà
ÿâëÿåòñÿ �òðèâèàëüíîé,� â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò íèêàêèõ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí, è ëþáûå äâà ðåøåíèÿ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó, âîçìîæíî,
åå óäàñòñÿ òðàêòîâàòü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêè.

Âòîðàÿ ìûñëü ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðèÿ �òðè-
âèàëüíà,� îíà ôàêòè÷åñêè ïðè ïîäñ÷åòå ñòåïåíåé îêàçûâàåòñÿ íåïåðå-
íîðìèðóåìîé, òàê êàê ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G èìååò ðàçìåðíîñòü
äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî, ÷òî êâàíòîâîé òåîðèè íå ñóùåñòâóåò.

Çàÿâëåíèå î íåïåðåíîðìèðóåìîñòè, îäíàêî, îøèáî÷íî, è èìåííî ïî-
òîìó, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òðèâèàëüíà. Â òðåõ èçìåðåíèÿõ òåíçîð
Ðèìàíà Rijkl ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç òåíçîð Ðè÷÷è Rij. Â ñëó÷àå ÷è-
ñòîé ãðàâèòàöèè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåëàþò òåíçîð Ðè÷÷è ïðîïîðöèî-
íàëüíûì ìåòðèêå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé âîçìîæíûé êîíòð÷ëåí ìîæåò
áûòü ñâåäåí ê ÷èñëó, êðàòíîìó

∫
d3x

√
g, è ýêâèâàëåíòåí on-shell ïåðå-

íîðìèðîâêå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçîâàíà â (1)
ïàðàìåòðîì `2. Êîíòð÷ëåí, êîòîðûé èñ÷åçàåò on-shell, ìîæåò áûòü óäà-
ëåí ëîêàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g (îáùåãî âèäà
gij → gij + aRij + . . . , ãäå a � ïîñòîÿííàÿ, è ìíîãîòî÷èå îòíîñèòñÿ ê ëî-
êàëüíûì ÷ëåíàì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà). Òàêèì îáðàçîì, áîëåå òî÷íûì
óòâåðæäåíèåì áóäåò ñêàçàòü, ÷òî ëþáûå ðàñõîäèìîñòè â òåîðèè âîçìó-
ùåíèé ìîãóò áûòü óäàëåíû ïåðåîïðåäåëåíèåì ïîëÿ è ïåðåíîðìèðîâêîé
`2.

1.1 Ñâÿçü ñ êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé
Òîëüêî ÷òî ñäåëàííîå çàÿâëåíèå ñïðàâåäëèâî, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàê ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Íî ôàêòè÷åñêè, åñòü åñòåñòâåí-
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íàÿ ôîðìóëèðîâêà, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ íèêàêîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ
ïîëåé èëè ïåðåíîðìèðîâêè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî, êëàññè÷å-
ñêè, 2 + 1-ìåðíàÿ ÷èñòàÿ ãðàâèòàöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ
êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè. Ñïèíîâàÿ ñâÿçíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ SO(2, 1) êàëèá-
ðîâî÷íûì ïîëåì (èëè SO(3) êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì â ñëó÷àå åâêëèäîâîé
ñèãíàòóðû). Îíà ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà ñ �vierbein� e, ÷òîáû îáðàçîâàòü
êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ãðóïïû SO(2, 2), åñëè êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ
îòðèöàòåëüíà (èëè ïîäîáíîé ãðóïïû, åñëè êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ
áóäåò ðàâíà íóëþ èëè ïîëîæèòåëüíà).

Ìû ïðîñòî îáúåäèíÿåì ω è e â 4× 4 ìàòðèöó 1-ôîðì A:

A =

(
ω e/`

−e/` 0

)
. (2)

Çäåñü ω çàïîëíÿåò 3 × 3 áëîê, â òî âðåìÿ êàê e çàíèìàåò ïîñëåäíþþ
ñòðîêó è ñòîëáåö. Ïîêà e ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, îáû÷íûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ e è ω ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà è
äèôôåîìîðôèçìàõ îáúåäèíÿþòñÿ â êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ A.
Ýòî óòâåðæäåíèå ôàêòè÷åñêè èìååò áëèçêèé àíàëîã â ëþáîé ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè d, åñëè çàìåíèòü SO(2, 2) íà SO(d − 1, 2).
Îñîáåííîñòüþ d = 3 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äåéñòâèå òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â
êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå [5], [6]. Äåéñòâèòåëüíî, îáû÷íîå äåé-
ñòâèå Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà (1) ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ, çàïèñàííîìó ÷å-
ðåç ëàãðàíæèàí ×åðíà-Ñàéìîíñà1 äëÿ êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ A:

I =
k

4π

∫
tr∗

(
A ∧ dA +

2

3
A ∧ A ∧ A

)
. (3)

Ïðè ÷èñëå èçìåðåíèé, îòëè÷íîì îò òðåõ, íåâîçìîæíî ïîäîáíûì îáðàçîì
çàìåíèòü äåéñòâèå Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûì
äåéñòâèåì äëÿ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé.2

Ïðè îïèñàíèè íà ÿçûêå êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, òåîðèÿ âîçìóùåíèé
ïåðåíîðìèðóåìà ïðè ïîäñ÷åòå ñòåïåíåé è ôàêòè÷åñêè êîíå÷íà, ïîòîìó

1Çäåñü tr∗, îáîçíà÷àåò èíâàðèàíòíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà àëãåáðå Ëè SO(2, 2),
îïðåäåëåííóþ ÷åðåç tr∗ ab = tr a ? b, ãäå tr � ñëåä â ÷åòûðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè, è
? � çâåçäà Õîäæà, (?b)ij = 1

2εijklb
kl.

2Â d = 4 ìîæíî íàïèñàòü ãàìèëüòîíîâû ñâÿçè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â
òåðìèíàõ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé [7]. Ýòî ñòàëî îòïðàâíîé òî÷êîé ïåòëåâîé êâàíòîâîé
ãðàâèòàöèè.
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÷òî íåò íèêàêèõ âîçìîæíûõ ëîêàëüíûõ êîíòð÷ëåíîâ. Ñàì ôóíêöèîíàë
×åðíà-Ñàéìîíñà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûì äåé-
ñòâèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òîëüêî ÷åðåç A, áåç ìåòðè÷åñêî-
ãî òåíçîðà; ïîñêîëüêó ýòî íå èíòåãðàë îò êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé
ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè, îí íå áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ êàê êîíòð÷ëåí â òåîðèè
âîçìóùåíèé. Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ íå ìîæåò áûòü ïåðåíîðìèðî-
âàíà, òàê êàê ïðè îïèñàíèè íà ÿçûêå êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè îíà ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðíîé êîíñòàíòîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû.

Êàê ìû óæå çàìåòèëè, îïèñàíèå ×åðíà-Ñàéìîíñà äëÿ òðåõìåðíîé
ãðàâèòàöèè ïðèìåíèìî òîãäà, êîãäà vierbein ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. Ýòî
âåðíî äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, è òàêèì îáðàçîì, òàêæå âåðíî åñëè Âû
íàõîäèòåñü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Òåîðèÿ âîçìó-
ùåíèé, ñòàðòóþùàÿ ñ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íå áóäåò âûâîäèòü íàñ èç
îáëàñòè, â êîòîðîé vierbein ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òàêèì îáðàçîì, îïèñà-
íèå ×åðíà-Ñàéìîíñà äëÿ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ñïðàâåäëèâî â òåîðèè
âîçìóùåíèé. Òîò ôàêò, ÷òî â ýòîé ôîðìóëèðîâêå ðàçëîæåíèå ïî òåî-
ðèè âîçìóùåíèé òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ôàêòè÷åñêè êîíå÷íî, ðàçóìíî
âîñïðèíÿòü êàê íàìåê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äåéñòâè-
òåëüíî ñóùåñòâóåò.

Îäíàêî âíå òåîðèè âîçìóùåíèé ñâÿçü ìåæäó òðåõìåðíîé ãðàâèòàöè-
åé è êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé ×åðíà-Ñàéìîíñà ÿâëÿåòñÿ íåÿñíîé. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, â òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà vierbein ìîæåò ñòàòü íåîáðàòèìûì
íåïåðòóðáàòèâíî. Íàïðèìåð, åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå A = ω = e = 0.
Òî÷êà çðåíèÿ ðàáîòû [6] ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî òàêèå íåãåîìåòðè÷åñêèå
êîíôèãóðàöèè äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë òðåõìåð-
íîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè íåïåðòóðáàòèâíî. Íî óêàçûâàëîñü (îñîáåííî
Í. Çàéáåðãîì), ÷òî, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû äåéñòâèòåëüíî çíàåì, êàê
èçâëå÷ü ñìûñë èç êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, ìû îòíîñèìñÿ ê îáðàòèìîñòè
vierbein ñåðüåçíî. Íàïðèìåð, â ïåðòóðáàòèâíîé òåîðèè ñòðóí, ïîíÿòîé
êàê ìîäåëü êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè â äâóõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
èçìåðåíèÿõ, èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ïîâåðõíîñòåé Ðè-
ìàíà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðàçóìíîé òåîðèè, âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ìåòðèêà äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé.

Åñòü è äðóãèå âîçìîæíûå ïðîáëåìû â íåïåðòóðáàòèâíîì ñîîòâåò-
ñòâèè ìåæäó òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèåé è òåîðèåé ×åðíà-Ñàéìîíñà. Ýêâè-
âàëåíòíîñòü ìåæäó äèôôåîìîðôèçìàìè è êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè îãðàíè÷èâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè, êîòîðûå íåïðåðûâíî ñâÿ-
çàíû ñ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îäíàêî ìû ïîëàãàåì, ÷òî â
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ãðàâèòàöèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü áîëåå îáùèå äèôôåîìîðôèçìû (òè-
ïà ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïåðòóðáàòèâíîé òåîðèè ñòðóí). Îíè íå
âêëþ÷àþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â îïèñàíèå ×åðíà-Ñàéìîíñà. Ìîæíî
ðóêàìè äîïîëíèòü îïèñàíèå íà ÿçûêå êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè íàëîæåíèåì
òðåáîâàíèÿ èíâàðèàíòíîñòè ïðè íåñâÿçíûõ äèôôåîìîðôèçìàõ, íî íåÿñ-
íî, íàñêîëüêî ýòî åñòåñòâåííî.

Òî÷íî òàêæå, â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè îæèäàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî
ñóììèðîâàòü ïî ðàçëè÷íûì òîïîëîãèÿì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Íè÷òî
â ×åðíà-Ñàéìîíñà îïèñàíèè íå òðåáóåò, ÷òîáû ìû äåëàëè òàêîå ñóììè-
ðîâàíèå. Ìû ìîæåì äîïîëíèòü äåéñòâèå ×åðíà-Ñàéìîíñà èíñòðóêöèåé
ñóììèðîâàòü ïî 3-ìíîãîîáðàçèÿì, íî íåÿñíî, ïî÷åìó ìû äîëæíû äåëàòü
ýòî.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà, êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì
ôèêñèðîâàòü ñïåöèôè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Ðèìàíà Σ, ñêàæåì, ðîäà g, è
êîíñòðóèðîâàòü êâàíòîâîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, êâàíòóÿ êàëèáðî-
âî÷íûå ïîëÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà íà Σ. (Äåéñòâèòåëüíî, èìåëî ìåñòî çàìå-
÷àòåëüíîå ïðîäâèæåíèå â èçó÷åíèè òîãî, êàê ñäåëàòü ýòî è êàê ñâÿçàòü
ðåçóëüòàòû ñ òåîðèåé Ëèóâèëëÿ [8]-[11].) Â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè ìû
îæèäàåì èçìåíÿþùèõ òîïîëîãèþ ïðîöåññîâ, òàêèõ, ÷òî ìîãëî áû îêà-
çàòüñÿ íåâîçìîæíûì àññîöèèðîâàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâà ñî ñïåöè-
ôè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâåííûì ìíîãîîáðàçèåì.

Íåçàâèñèìî îò ìíåíèÿ ïî òàêèì âîïðîñàì, ñ èäååé, ÷òî ãðàâèòàöèÿ
è êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ â òðåõ èçìåðåíèÿõ ýêâèâàëåíòíû íåïåðòóðáà-
òèâíî åñòü áîëåå ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò ïîñëå òî-
ãî, êàê êàëèáðîâî÷íî-ãðàâèòàöèîííàÿ ñâÿçü áûëà ïðåäëîæåíà, Áàíàäîñ,
Òåéòåëüáîéì è Çàíåëëè [12], îáíàðóæèëè, ÷òî â òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè
ñ îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé åñòü ðåøåíèÿ äëÿ ÷åðíûõ
äûð.

Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ îáúåêòîâ, îáû÷íî íàçûâàåìûõ ÷åðíûìè äûðàìè
BTZ, óäèâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ �òðèâèàëüíà.� Ïî-
ñëåäóþùàÿ ðàáîòà [13], [14] ïðîÿñíèëà, ÷òî ê òðåõìåðíûì ÷åðíûì äûðàì
íóæíî îòíåñòèñü ñåðüåçíî, îñîáåííî â êîíòåêñòå AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ
[15].

×åðíàÿ äûðà BTZ èìååò ãîðèçîíò ïîëîæèòåëüíîé äëèíû è ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ýíòðîïèþ Áåêåíñòåéíà-Õîêèíãà. Åñëè, òàêèì îáðàçîì, òðåõ-
ìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâîé òåîðèè, òî
ýòà òåîðèÿ äîëæíà èìåòü îãðîìíîå âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèé ÷åðíûõ äûð.
Êàæåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì, ÷òî ýòî âûðîæäåíèå ìîæåò áûòü ïîíÿòî â êà-
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ëèáðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà, ïîòîìó ÷òî ýòà ÷ðåçâû÷àéíî òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ èìååò ñëèøêîì ìàëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî,
íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ïîïûòêè áûëè ñäåëàíû; èõ îáçîð ñì. â ðàáîòå [4].

Ñóùåñòâîâàíèå ÷åðíîé äûðû BTZ äåëàåò òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ ãî-
ðàçäî áîëåå çàõâàòûâàþùåé ïðîáëåìîé. Ýòî ìîãëî áû ñòàòü äëÿ íàñ ëó÷-
øèì øàíñîì íà ïîëó÷åíèå ðàçðåøèìîé ìîäåëè ñ êâàíòîâûìè ÷åðíûìè
äûðàìè. Êîíå÷íî, â ðàçìåðíîñòè 3+1 ñóùåñòâîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí ñ èõ íåëèíåéíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ íàäå-
ÿòüñÿ íà òî÷íîå ðåøåíèå íè äëÿ êàêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ
êâàíòîâóþ ãðàâèòàöèþ.3 Ìîãëî áû ñóùåñòâîâàòü òî÷íîå ðåøåíèå â 1+1-
ìåðíîé ìîäåëè ñ ÷åðíûìè äûðàìè (èíòåðåñíûå ïîïûòêè áûëè ñäåëàíû
[16]), íî òàêàÿ ìîäåëü, âåðîÿòíî, áóäåò íàìíîãî ìåíåå ðåàëèñòè÷íîé, ÷åì
òðåõìåðíàÿ ÷èñòàÿ ãðàâèòàöèÿ. Íàïðèìåð, â 1+1 èçìåðåíèÿõ ãîðèçîíò
÷åðíîé äûðû ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ òî÷åê, è òàêèì îáðàçîì, íåò íèêà-
êîãî õîðîøåãî àíàëîãà ïëîùàäè ãîðèçîíòà ÷åðíîé äûðû.

1.2 Ê ÷åìó ñòðåìèòüñÿ
Òàêèì îáðàçîì, ìû õîòåëè áû ðåøèòü òðåõìåðíóþ ÷èñòóþ êâàíòîâóþ
ãðàâèòàöèþ.

Íî ÷òî îçíà÷àëî áû ðåøèòü åå?
Ïðåæäå âñåãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà êîñìî-

ëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Λ îòðèöàòåëüíà. Ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, äëÿ
êîòîðîãî ìû çíàåì, ÷òî çíà÷èò ðåøèòü òåîðèþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, åñòü íåêîòîðîå ïîäîçðåíèå (íàïðèìåð, ñì. [17]),
÷òî êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ ñ Λ > 0 íå ñóùåñòâóåò íåïåðòóðáàòèâíî, íè
â êàêîé ðàçìåðíîñòè. Îäíà èç ïðè÷èí â òîì, ÷òî êàæåòñÿ íåâîçìîæíûì
ïðè Λ > 0 îïðåäåëèòü òî÷íûå íàáëþäàåìûå, ïî êðàéíåé ìåðå, íåò íè
îäíîé èç íèõ [18], êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà íàáëþäàòåëåì, íàõîäÿ-
ùèìñÿ âíóòðè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.4

Ýòî åñòåñòâåííî, åñëè ìèð ñ ïîëîæèòåëüíûì Λ (êàê òîò, â êîòîðîì ìû,
3Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òî÷íîå ðåøåíèå, èëè ïî êðàéíåé ìåðå, ïðîÿñíÿþùåå ïî-

ëîæåíèå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ïî÷òè ýêñòðåìàëüíûõ ÷åð-
íûõ äûð, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíåøíèìè áåçìàññîâûìè ÷àñòèöàìè.

4Ïî êðàéíåé ìåðå ïåðòóðáàòèâíî, de Sitter/CFT ñîîòâåòñòâèå äàåò íàáëþäàåìûå,
êîòîðûå ìîãóò áûòü èçìåðåíû íàáëþäàòåëåì, êîòîðûé ñìîòðèò íà âñþ Âñåëåííóþ
ñ âíåøíåé ñòîðîíû [19], [18]. Ýòà íàáëþäàåìàÿ õàðàêòåðèçóåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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ìîæåò áûòü, æèâåì) âñåãäà â ëó÷øåì ñëó÷àå ìåòàñòàáèëåí, ÷òî äåéñòâè-
òåëüíî èìååò ìåñòî äëÿ èçâåñòíûõ âëîæåíèé äå ñèòòåðîâà ïðîñòðàíñòâà
â òåîðèè ñòðóí [20]. Åñëè ýòî òàê, òî ÷èñòàÿ ãðàâèòàöèÿ ñ Λ > 0 äåé-
ñòâèòåëüíî íå èìååò ñìûñëà êàê òî÷íàÿ òåîðèÿ ñàìà ïî ñåáå, íî (êàê
íåñòàáèëüíàÿ ÷àñòèöà) äîëæíà èçó÷àòüñÿ êàê ÷àñòü áîëüøåé ñèñòåìû.
Ìîæåò áûòü ìíîãî âûáîðîâ áîëüøåé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìíîãî âëîæå-
íèé â òåîðèè ñòðóí), è ìîæåò áûòü íåðåàëèñòè÷íî îæèäàòü, ÷òî ëþáîé
èç íèõ áóäåò ðàçðåøèìûì.

ßâëÿåòñÿ ýòî ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèåé èëè íåò, ìû íå ìîæåì â
ïîïûòêå, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýòà ñòàòüÿ, ðåøèòü òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ
ñ Λ > 0, òàê êàê, íå çíàÿ, êàê îïðåäåëèòü êàêóþ áû òî íè áûëî ìàòåìà-
òè÷åñêè òî÷íóþ íàáëþäàåìóþ, ìû íå çíàåì, ÷òî ïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü.

Äëÿ Λ = 0 âûøå òðåõ èçìåðåíèé â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè åñòü òî÷íàÿ
íàáëþäàåìàÿ, ýòî S-ìàòðèöà. Îäíàêî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå S-ìàòðèöû
â îáû÷íîì ñìûñëå íåò, òàê êàê â ëþáîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé îòëè÷íîé
îò íóëÿ, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ê ïðîñòðàíñòâó
Ìèíêîâñêîãî íà áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî ëîêàëüíî [3]. ×òî áîëåå ñóùåñòâåí-
íî ââèäó íàøèõ öåëåé, â òðåõìåðíîé ÷èñòîé ãðàâèòàöèè ñ Λ = 0 íåò
S-ìàòðèöû, òàê êàê íåò íèêàêèõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàññåÿíû.
Íåò íèêàêèõ ãðàâèòîíîâ â òðåõ èçìåðåíèÿõ, è íåò òàêæå íèêàêèõ ÷åðíûõ
äûð, åñëè òîëüêî íå áóäåò Λ < 0. Èòàê, ñíîâà ó íàñ íåò ÿñíîé êàðòèíû
òîãî, ê ÷åìó íàäî ñòðåìèòüñÿ, ÷òîáû ðåøèòü òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ ñ
íóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

Ïðè îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé èìååòñÿ àíàëîã, è
ôàêòè÷åñêè íàìíîãî áîëåå áîãàòûé àíàëîã, S-ìàòðèöû, à èìåííî, äóàëü-
íàÿ êîíôîðìíàÿ ïîëåâàÿ òåîðèÿ (CFT). Ýòî, êîíå÷íî, äâóìåðíàÿ CFT,
îïðåäåëåííàÿ íà àñèìïòîòè÷åñêîé ãðàíèöå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìàëî
òîãî, ÷òî äóàëüíîñòü AdS/CFT èìååò ñìûñë â òðåõ èçìåðåíèÿõ, íî, ôàê-
òè÷åñêè, îäíèì èç ïðåäøåñòâåííèêîâ AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ áûëî îò-
êðûòèå Áðàóíîì è Ýííî [21] àñèìïòîòè÷åñêîé àëãåáðû Âèðàñîðî â òðåõ-
ìåðíîé ãðàâèòàöèè. Îíè ðàññìàòðèâàëè òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ ñ îòðè-
öàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, âîçìîæíî âçàèìîäåéñòâóþùóþ
ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè. Äåéñòâèå èìåëî âèä
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ãäå ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò âêëàäû äðóãèõ ïîëåé. Èõ ãëàâíûé ðåçóëü-
òàò ñîñòîÿë â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åí-
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íîå ïðè êâàíòîâàíèè ýòîé òåîðèè (â àñèìïòîòè÷åñêè àíòè-äå-ñèòòåðîâîì
(AdS) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) èìååò äåéñòâèå ëåâî- è ïðàâî- ïåðåìåùà-
þùèõ àëãåáð Âèðàñîðî, ãäå cL = cR = 3`/2G. Â íàøåì ñîâðåìåííîì
ïîíèìàíèè [15], ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íàìíîãî áîëåå áîãàòîé ñòðóêòóðû
� ãðàíè÷íîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.

Ðåøèòü ÷èñòóþ êâàíòîâóþ ãðàâèòàöèþ ñ Λ < 0, ýòî çíà÷èò íàéòè
ýòó äóàëüíóþ êîíôîðìíóþ ïîëåâóþ òåîðèþ. Ìû ñîñðåäîòà÷èâàåìñÿ íà
ñëó÷àå Λ < 0, ïîòîìó ÷òî ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî ìû
çíàåì, ÷òî îçíà÷àåò ðåøèòü òåîðèþ. Ê ñ÷àñòüþ, è âîçìîæíî íåñëó÷àéíî,
ýòî òàêæå òîò ñëó÷àé, ãäå èìåþòñÿ ÷åðíûå äûðû.

1.3 Íåêëàññè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå
Ýòà ôîðìóëèðîâêà òîãî, ÷òî ìû ñòðåìèìñÿ ñäåëàòü, ïðîÿñíÿåò, ÷òî ìû
äîëæíû îæèäàòü îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî óäèâèòåëü-
íûì ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîãî äåé-
ñòâèÿ (4) êàæåòñÿ, ÷òî áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå `/G åñòü ñâîáîäíûé ïà-
ðàìåòð. Íî ôîðìóëà äëÿ öåíòðàëüíîãî çàðÿäà cL = cR = 3`/2G ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü. Ñîãëàñíî c-òåîðåìå Çàìîëîä÷èêîâà [22],
â ëþáîì íåïðåðûâíî âàðüèðóåìîì ñåìåéñòâå êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ
â 1 + 1 èçìåðåíèÿõ öåíòðàëüíûé çàðÿä c ïîñòîÿíåí. Áîëåå îáùî, òî æå
ñàìîå âåðíî äëÿ ëåâî- è ïðàâî- äâèæóùèõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ cL è cR.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòðàëüíûå çàðÿäû äóàëüíîé CFT íå ìîãóò çàâèñåòü
îò íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåãîñÿ ïàðàìåòðà `/G. Ýòî äîëæíî îçíà÷àòü [18],
÷òî òåîðèÿ èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé `/G.

Êîíå÷íî, â c-òåîðåìå èìååòñÿ âàæíîå òåõíè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå:
òåîðèÿ äîëæíà èìåòü íîðìèðóåìîå è SL(2,R) × SL(2,R)-èíâàðèàíòíîå
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. (Äâà ôàêòîðà SL(2,R) ñòîÿò äëÿ âëåâî- è âïðàâî-
ïåðåìåùàþùèõñÿ ãðàíè÷íûõ âîçáóæäåíèé.) Ýòîìó óñëîâèþ ïîâèíóåò-
ñÿ òðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ, ãäå àíòè-äå-ñèòòåðîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ê âàêóóìó. Æåëàåìàÿ SL(2,R) × SL(2,R)
ñèììåòðèÿ åñòü ïðîñòî êëàññè÷åñêàÿ SO(2, 2) ñèììåòðè÷ òðåõìåðíîãî
AdS ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî `/G íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî, íå îãðàíè-
÷åíî ÷èñòîé ãðàâèòàöèåé. Îíî âûïîëíÿåòñÿ ïî òîé æå ñàìîé ïðè÷èíå
â ëþáîé òåîðèè òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ñ ìàòåðèåé, êîòîðàÿ èìååò ðà-
çóìíûé AdS âàêóóì. Íàïðèìåð, â ìîäåëÿõ òåîðèè ñòðóí, äëÿ êîòîðûõ
äóàëüíûå CFT èçâåñòíû, `/G âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ïðèíèìàþùèõ öå-
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ëûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ; ýòî äàåò ïðÿìîå îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó îíî íå
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî.

1.4 Ïëàí ýòîé ñòàòüè
Òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü ïëàí ýòîé ñòàòüè.

Ìû ñòðåìèìñÿ ðåøèòü òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ ñ îòðèöàòåëüíûì Λ,
ïðè íåêîòîðûõ âûäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ `/G, ïðè êîòîðûõ îíà èìååò ñìûñë.

Ó íàñ íåò íèêàêîãî ñòðîãî ìåòîäà, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðàâèëüíûå
çíà÷åíèÿ. Îäíàêî â Ãëàâå 2, ïðèíèìàÿ îïèñàíèå ×åðíà-Ñàéìîíñà òðåõ-
ìåðíîé ãðàâèòàöèè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî, ÷òîáû ìîòèâèðîâàòü
îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ `/G. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ (ñ ïîìîùüþ
ìàëåíüêîé ëîâêîñòè ðóê â âûáîðå êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû äëÿ òåîðèè
×åðíà-Ñàéìîíñà) ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ òåìè çíà÷åíè-
ÿìè, ïðè êîòîðûõ cL è cR áóäóò öåëûìè êðàòíûìè ÷èñëà 24, è ïîëíàÿ
ãîëîìîðôíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ äóàëüíîé CFT îêàçûâàåòñÿ ðàçóìíîé.

Íå æåëàÿ ñìîòðåòü äàðåíîìó êîíþ â çóáû, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî è åñòü ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàäî ðàññìàòðèâàòü. Ïîëàãà-
ÿñü íà ãîëîìîðôíóþ ôàêòîðèçàöèþ äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ òåîðèè, ìû
äîëæíû îïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ CFT ïðè c = 24k,
k = 1, 2, 3, . . . .

Ïðè k = 1 ñ÷èòàåòñÿ [23], ÷òî åñòü â òî÷íîñòè 71 øòóêà ãîëîìîðôíûõ
CFT ñ íóæíûì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = 24. Èç ýòèõ òåîðèé, 70 øòóê
èìåþò íåêîòîðóþ ñèììåòðèþ, òèïà Êàöà-Ìóäè èëè àëãåáðû òîêîâ, ðàñ-
øèðÿþùóþ êîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ. Â AdS/CFT ñîîòâåòñòâèè ýòè òåî-
ðèè ÿâëÿþòñÿ äóàëüíûìè ê òðåõìåðíûì òåîðèÿì, îïèñûâàþùèì ãðàâè-
òàöèþ ïëþñ äîïîëíèòåëüíûå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ (ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè
×åðíà-Ñàéìîíñà). ×òîáû îïèñûâàòü ÷èñòóþ ãðàâèòàöèþ, ìû íóæäàåìñÿ
â ãîëîìîðôíîé CFT ïðè c = 24 è áåç âñÿêîé ñèììåòðèè Êàöà-Ìóäè.

Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ïîñòðîåíà ïî÷òè äâàäöàòü ïÿòü ëåò íàçàä Ôðåíêå-
ëåì, Ëåïîâñêè è Ìåðìåíîì [24], êîòîðûå òàêæå ïðåäïîëîæèëè åå åäèí-
ñòâåííîñòü. Ïîáóæäåíèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè áûëî òî, ÷òî îíà äî-
ïóñêàåò â êà÷åñòâå ãðóïïû ñèììåòðèè ãðóïïó ìîíñòðà Fischer-Griess M
� íàèáîëüøóþ èç ñïîðàäè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï. (Ñâÿçü ìåæäó ìîí-
ñòðîì è êîíôîðìíîé ïîëåâîé òåîðèåé ïðåäïîëàãàëàñü ðàçâèòèåì, âîç-
íèêøèì èç íàáëþäåíèÿ McKay, ñâÿçàâøåãî ìîíñòðà ñ j-ôóíêöèåé, êàê
ìû îáúÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî â Ãëàâå 3.1.) Âîçìîæíî, ìîäåëü FLM �
ñàìàÿ åñòåñòâåííàÿ èçâåñòíàÿ ñòðóêòóðà ñ M-ñèììåòðèåé. Äåòàëüíîå è
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èçÿùíîå îïèñàíèå íàõîäèòñÿ â êíèãå [25]; êîðîòêîå ðåçþìå ñì. â ðàáî-
òàõ [26], [27], à ïîñëåäóþùèå ñîáûòèÿ è îáçîð ñì. â [28] - [30]. Ïðèíèìàÿ
(íåäîêàçàííóþ) ãèïîòåçó åäèíñòâåííîñòè FLM, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
èõ ìîäåëü äîëæíà äàâàòü CFT, äóàëüíóþ ê òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ïðè
c = 24.

Äëÿ c = 24k, k > 1 ìû íóæäàåìñÿ â àíàëîãå òðåáîâàíèÿ, ÷òî íåò íè-
êàêîé ñèììåòðèè Êàöà-Ìóäè. Âåðîÿòíûì àíàëîãîì, âûðàæàþùèì èäåþ,
÷òî ìû ñòðåìèìñÿ îïèñûâàòü ÷èñòóþ ãðàâèòàöèþ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå
äîëæíî áûòü íèêàêèõ ïåðâè÷íûõ ïîëåé íèçêîé ðàçìåðíîñòè, îòëè÷íûõ
îò òîæäåñòâåííîãî. Íåáîëüøîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè c = 24k,
ñàìàÿ íèçêàÿ ðàçìåðíîñòü ïåðâè÷íîãî ïîëÿ, îòëè÷íîãî îò òîæäåñòâåí-
íîãî, íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åì k + 1, è åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ýòà ðàçìåðíîñòü è åñòü â òî÷íîñòè k + 1, òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êîíôîðìíûå ïîëåâûå òåîðèè ñ ýòèì
ñâîéñòâîì áûëè âïåðâûå èññëåäîâàíû Õåíîì â [31], [32] è áûëè íàçâàíû
ýêñòðåìàëüíûìè CFT; ñì. òàêæå [33].

Íåèçâåñòíî5, ñóùåñòâóþò ëè ýêñòðåìàëüíûå CFT ïðè k > 1. Åñëè
òàêàÿ CFT äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, îíà ÿâëÿåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíûì
êàíäèäàòîì íà ðîëü äóàëüíîé ê òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì çíà÷åíèè êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Ïåðâè÷íûå ïîëÿ ðàç-
ìåðíîñòè k + 1 è âûøå èíòåðïðåòèðîâàëèñü áû êàê îïåðàòîðû, êîòîðûå
ñîçäàþò ÷åðíûå äûðû. Ðàçìåðíîñòü k + 1 õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ìèíè-
ìàëüíîé ìàññîé ÷åðíîé äûðû BTZ. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò ïîõîäèòü íà
âîëøåáñòâî, òàê êàê çíà÷åíèå k+1 îïðåäåëåíî èç ãîëîìîðôíîñòè è ìîäó-
ëÿðíîé èíâàðèàíòíîñòè, áåç óïîìèíàíèÿ î ÷åðíûõ äûðàõ; íî ðåçóëüòàò
íå íàñòîëüêî óäèâèòåëåí, åñëè âû çíàêîìû ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè
î AdS/CFT ñîîòâåòñòâèè â òðåõ èçìåðåíèÿõ [34].

Ãëàâà 3 ýòîé ñòàòüè ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíîé CFT è îáñóæäåíèþ, êàê òàêàÿ òåîðèÿ ìîãëà áû áûòü ñâÿçà-
íà ñ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèåé. Â Ãëàâàõ 2 è 3, ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå
ñëó÷àé òðåõìåðíîé ñóïåðãðàâèòàöèè. Áîëåå òî÷íî, ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî ìèíèìàëüíóþ ñóïåðãðàâèòàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ N = 1 ñóïåð-
êîíôîðìíîé ñèììåòðèè äëÿ ãðàíè÷íîé CFT. Â ýòîì ñëó÷àå ãîëîìîðô-
íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ìûñëèìà ïðè c = 12k∗, k∗ = 1, 2, 3, . . . . Çäåñü åñòü

5Îïðåäåëåíèå Õåíà ýêñòðåìàëüíîé CFT, ïîçâîëÿåò ãîëîìîðôíóþ ôàêòîðèçàöèþ
ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû, òàê ÷òîáû c ìîãëî áûòü êðàòíûì ÷èñëó 8, à íå 24. Â ðåçóëü-
òàòå, îí îáñóæäàë íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ýêñòðåìàëüíûõ òåîðèé, êîòîðûå ìû íå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü çäåñü. Ýòè ïðèìåðû èìåþò íåöåëîå k, ìåíüøåå 2.
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íåêîòîðàÿ äâóñìûñëåííîñòü â òîì, ÷òî ìû äîëæíû òî÷íî ïîäðàçóìåâàòü
ïîä ýêñòðåìàëüíîé ñóïåðêîíôîðìíîé ïîëåâîé òåîðèåé (SCFT), íî åñëè
äåéñòâîâàòü ïðàãìàòè÷åñêè, èìåþòñÿ õîðîøèå êàíäèäàòû ïðè k∗ = 1, 2.
k∗ = 1 òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà Ôðåíêåëåì, Ëåïîâñêè è Ìåðìàíîì, êîòî-
ðûå òàêæå ïðåäïîëîæèëè åå åäèíñòâåííîñòü. Åå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè
áûëè ïîíÿòû òîëüêî íåäàâíî â ðàáîòå Äóíêàíà [35]. Äëÿ k∗ = 2 ýêñòðå-
ìàëüíàÿ SCFT áûëà ïîñòðîåíà Äèêñîíîì, Ãèíñïàðãîì è Õàðâè [26], ïó-
òåì ìîäèôèêàöèè orbifold ïðîåêòèðîâàíèÿ, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü [24]
ïðè ïîñòðîåíèè k = 1 ýêñòðåìàëüíîé CFT. Èíòåðåñíî, ÷òî ýêñòðåìàëü-
íûå SCFT ñ k∗ = 1, 2 îáå äîïóñêàþò6 äåéñòâèå î÷åíü áîëüøèõ äèñêðåò-
íûõ ãðóïï, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïîé Êîíâåÿ. Ýòî î÷åðåäíîå óêàçàíèå, ÷òî
íåîáû÷íûå äèñêðåòíûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ òðåõìåð-
íîé ãðàâèòàöèè è ñóïåðãðàâèòàöèè. Ôàêòè÷åñêè, ìû íàõîäèì íåêîòî-
ðûå íàìåêè, ÷òî ñóïåðãðàâèòàöèÿ ìîæåò èìåòü ñèììåòðèþ ìîíñòðà ïðè
k∗ = 4 è ñèììåòðèþ áýáè-ìîíñòðà ïðè k∗ = 6.

Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå çíàåì, êàê ñòðîèòü íîâûå ïðèìåðû ýêñòðåìàëü-
íûõ êîíôîðìíûõ èëè ñóïåðêîíôîðìíûõ ïîëåâûõ òåîðèé. Ãëàâà 4 ïî-
ñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ îêàçàòü ñêðîìíóþ ïîääåðæêó
èäåå, ÷òî íîâûå ýêñòðåìàëüíûå òåîðèè äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò. Ìû
ðàññìàòðèâàåì ýêñòðåìàëüíóþ CFT ñ k = 2 è ïîêàçûâàåì, ÷òî åå ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà íà
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Ðèìàíà ëþáîãî ðîäà (âêëþ÷àÿ, íàïðè-
ìåð, ëþáóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ðîäà 2). Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïðàâèëüíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà äëÿ
ëþáîãî ðîäà, êàê ìû íàäååìñÿ, ÿâëÿåòñÿ íàìåêîì íà òî, ÷òî ýêñòðåìàëü-
íàÿ CFT ïðè k = 2 äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò.

Ìû äåëàåì íà êàæäîé ñòàäèè ñàìîå îïòèìèñòè÷åñêîå ïðåäïîëîæå-
íèå. Ðåøàþùèå àðãóìåíòû â ïîëüçó ïðåäïîëîæåíèé, ñäåëàííûõ çäåñü,
âñå åùå îòñóòñòâóþò. Ëèòåðàòóðà ïî òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè çàïîëíåíà
çàÿâëåíèÿìè (âêëþ÷àÿ íåêîòîðûå, ïðèíàäëåæàùèå íàñòîÿùåìó àâòîðó
[6]), êîòîðûå íåïðåäóáåæäåííîìó âçãëÿäó êàæóòñÿ ìåíåå ÷åì óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûìè. Õîòåëîñü áû íàäåÿòüñÿ, ÷òî áóäóùàÿ ðàáîòà âñå ðàçúÿñíèò.

Ñîâåò J. Maldacena èìåë ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå â íà÷àëå ýòîé ðàáî-
òû. ß òàêæå õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü ñëåäóþùèõ ëèö: J. Duncan, G. H�ohn, G.
Nebe è J. Teschner çà îïèñàíèÿ èõ ðàáîò è ïîëåçíûå ñîâåòû; T. Gannon,

6Òîò ôàêò, ÷òî îíè èìåþò ïî ñóùåñòâó òó æå ñàìóþ ãðóïïó ñèììåòðèè, áûë óêàçàí
J. Äóíêàíîì, êîòîðûé òàêæå ïðåäëîæèë èäåíòèôèêàöèþ k∗ = 2 òåîðèè.
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R. Griess, J. Lepowsky è A. Ryba çà ïåðåïèñêó î ãðóïïå ìîíñòðà è ïî
îòíîñÿùèìñÿ ê íåé âîïðîñàì; è ìíîãèõ êîëëåã â IAS è â äðóãèõ ìåñòàõ,
îñîáåííî A. Maloney, G. Moore è S. Shenker çà ïîëåçíûå êîììåíòàðèè.

2 Êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ è çíà÷åíèå c

Çàäà÷à íàñòîÿùåé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå çíà÷å-
íèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, èëè ýêâèâàëåíòíî, öåíòðàëüíîãî çàðÿ-
äà c ãðàíè÷íîé CFT ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçüþ ìåæäó òðåõìåðíîé ãðàâè-
òàöèåé è êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé ×åðíà-Ñàéìîíñà.

Ïåðåä ïåðåõîäîì ê êàêèì-ëèáî âû÷èñëåíèÿì, ìû íàìåòèì íåñêîëüêî
ïðåäâàðèòåëüíûõ ïóíêòîâ. Ïðåæäå âñåãî, [36], ïîêà òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, êàê ìû ïðåäïîëàãàåì â ýòîé ñòàòüå,
òðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ, ìîæåò áûòü îáîáùåíà, ÷òîáû âêëþ÷èòü äîïîë-
íèòåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, ôóíêöèîíàë ×åðíà-Ñàéìîíñà îò ñïèíîâîé ñâÿç-
íîñòè ω:

∆0I =
k′

4π

∫

W

tr

(
ω ∧ dω +

2

3
ω ∧ ω ∧ ω

)
. (5)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì ω SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì (èëè SO(3) êàëèáðî-
âî÷íûì ïîëåì â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ñèãíàòóðû). Êðîìå òîãî, tr � ñëåä â
òðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè SO(2, 1), è k′ êâàíòóåòñÿ ïî òîïîëîãè÷åñêèì
ïðè÷èíàì (òî÷íàÿ íîðìèðîâêà çàâèñèò îò íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèé è
îáñóæäàåòñÿ â Ãëàâàõ 2.1 è 2.4). Ýêâèâàëåíòíî, âìåñòî ω, ìû ìîãëè áû
èñïîëüçîâàòü SO(2, 2) êàëèáðîâî÷íîå ïîëå A, ââåäåííîå â 2, è äîáàâèòü
ê äåéñòâèþ ÷ëåí âèäà

∆I =
k′

4π

∫

M

tr

(
A ∧ dA +

2

3
A ∧ A ∧ A

)
, (6)

ãäå òåïåðü tr � ñëåä â ÷åòûðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè SO(2, 2). Ïðè óñëî-
âèè, ÷òî îáû÷íîå äåéñòâèå Ýéíøòåéíà (1) òàêæå ïðèñóòñòâóåò, íå èìååò
çíà÷åíèÿ, êàêóþ ôîðìó ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà
ìû èñïîëüçóåì, òàê êàê îíè ïðèâîäÿò ê ýêâèâàëåíòíûì òåîðèÿì. Åñëè
äîáàâèòü 7 ê ω ÷èñëî, êðàòíîå e, òî äåéñòâèå Ýéíøòåéíà 1 ïðåîáðàçóåò-

7Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ è ëîêàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, ïîòîìó ÷òî ω è e ïðåîáðàçóþòñÿ òàêèì æå îáðàçîì ïðè
ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà � óòâåðæäåíèå, êîòîðîå òî÷íî âûïîëíÿåòñÿ â
òðåõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èçìåðåíèÿõ.
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ñÿ òàê, ÷òî ñîêðàùàåò e-çàâèñèìóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6), ñâîäÿ åãî ê (5)
(õîòÿ è èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû â äåéñòâèè Ýéíøòåéíà).

Äëÿ íàøèõ öåëåé SO(2, 2)-èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà (6) áîëåå óäîáíà. Ýòîò
ñïîñîá çàïèñè ôóíêöèîíàëà ×åðíà-Ñàéìîíñà ïîìåùàåò äåëàåò åãî â òî÷-
íîñòè ïàðàëëåëüíûì ñ äåéñòâèåì Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà, êîòîðîå êàê â
(3 ìîæåò ïîäîáíûì îáðàçîì áûòü âûðàæåíî êàê âçàèìîäåéñòâèå ×åðíà-
Ñàéìîíñà, îïðåäåëåííîå äðóãîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî âñå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê
âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà, ÷òîáû îãðàíè÷èòü íàäëåæàùåå êâàí-
òîâàíèå âñåõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àÿ `/G.

Ìû íà÷èíàåì ñ ôàêòà, ÷òî ãðóïïà SO(2, 2) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíîé SO(2, 1)×SO(2, 1). Êðîìå òîãî, ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî ñòàðò ñ SO(2, 1)×SO(2, 1) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé
ãëîáàëüíîé ôîðìîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû. (Çàòåì ìû ðàññìîòðèì íà-
êðûâàþùèå ãðóïïû8 Òàêèì îáðàçîì, âûáðàâ ïîäõîäÿùèå ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ω è e, ìû ïîëó÷èì ïàðó SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé AL è AR.
Îíè èìåþò âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà

I =
kL

4π

∫
tr

(
AL ∧ dAL +

2

3
AL ∧ AL ∧ AL

)
−kR

4π

∫
tr

(
AR ∧ dAR +

2

3
AR ∧ AR ∧ AR

)
.

(7)
Êàê kL, òàê è kR ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè ïî òîïîëîãè÷åñêèì ïðè÷è-
íàì, è ýòî ïðèâîäèò ê êâàíòîâàíèþ îòíîøåíèÿ G/`, êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ
â äåéñòâèè Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà, òàê æå êàê è ãðàâèòàöèîííàÿ êîíñòàí-
òà âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà (6). Çíàê ìèíóñ, ïîÿâëÿþùèéñÿ ïðè
ïîñëåäíåì ÷ëåíå â (7) óäîáåí; îí áóäåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî kL è kR îáà
ïîëîæèòåëüíû.

2.1 Êâàíòîâàíèå ïàðàìåòðîâ
Äëÿ ïîëíîòû ìû íà÷èíàåì ñ îáçîðà êâàíòîâàíèÿ êîíñòàíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè. Îñíîâíîé ñëó÷àé äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ � êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà U(1). Êàëèáðîâî÷íîå ïîëå A -
ñâÿçíîñòü íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ðàññëîåíèè L íàä 3-ìíîãîîáðàçèåì
W , êîòîðîå äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðèìåì íå èìåþùèì íèêàêîé ãðàíèöû.

8Ðàííèå òðàêòîâêè íàêðûòèé â êîíòåêñòå òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà ñ êîìïàêòíîé
êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé ñì. â [37], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî èçîìîðôíûìè
SO(2, 1)× SO(2, 1).
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Íàèâíî ãîâîðÿ, äåéñòâèå ×åðíà-Ñàéìîíñà åñòü

I =
k

2π

∫

W

A ∧ dA (8)

ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì k. Åñëè ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L òðèâèàëüíî,
òî ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü A êàê 1-ôîðìó, è I õîðîøî îïðåäåëåíî
êàê ôóíêöèîíàë, ïðèíèìàþùèé äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè áû ýòî
áûëî îáùèì ñëó÷àåì, òî íå áûëî áû íèêàêîé ïîòðåáíîñòè êâàíòîâàòü k.

Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå L íåòðèâèàëüíî, A èìååò îñîáåííîñòè òèïà
äèðàêîâñêîé ñòðóíû, è ôîðìóëà (8) íå ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè õî-
ðîøî îïðåäåëåííîé â òîì âèäå, êàê îíà íàïèñàíà. ×òîáû äîáèòüñÿ áîëü-
øåãî óñïåõà, ìû âûáèðàåì 4-ìíîãîîáðàçèå M ñ ãðàíèöåé W è òàêîå, ÷òî
L ðàñøèðÿåòñÿ íà M . Òàêîå M âñåãäà ñóùåñòâóåò. Çàòåì ìû âûáèðàåì
ðàñøèðåíèå L è A íà M , è çàìåíÿåì îïðåäåëåíèå (8) íà

IM =
k

2π

∫

M

F ∧ F, (9)

ãäå F = dA � êðèâèçíà. Òåïåðü íåò íèêàêîé îñîáåííîñòè, òèïà ñòðóíû
Äèðàêà, è îïðåäåëåíèå IM èìååò ñìûñë. Íî IM äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò îò
M (è íà âûáðàííîì ðàñøèðåíèè L, õîòÿ ìû íå óêàçûâàåì ýòî â îáîçíà÷å-
íèÿõ). ×òîáû îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâåííî çàâèñèìîñòü îò M , ìû ðàññìàò-
ðèâàåì äâà ðàçëè÷íûõ 4-ìíîãîîáðàçèÿ M è M ′ ñ ãðàíèöåé W è âûáðàí-
íûìè ðàñøèðåíèÿìè L. Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ÷åòûðå 4-ìíîãîîáðàçèå X
áåç ãðàíèöû, ñêëåèâàÿ M è M ′ âäîëü W , ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöè-
åé äëÿ M ′ òàê, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè ãëàäêî ïî èõ îáùåé ãðàíèöå.
Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

IM − IM ′ =
k

2π

∫

X

F ∧ F. (10)

Òåïåðü íà çàìêíóòîì 4-ìíîãîîáðàçèè X âåëè÷èíà
∫

X
F∧F/(2π)2 ïðåä-

ñòàâëÿåò
∫

X
c1(L)2 (çäåñü c1 � ïåðâûé êëàññ ×åðíà), è ïîýòîìó öåëîå ÷èñ-

ëî. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ I äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà
ïî ìîäóëþ 2π (òàê, ÷òîáû exp(iI), êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ â èíòåãðàëå ïî
òðàåêòîðèÿì, áûëî îäíîçíà÷íûì). Òðåáóÿ ÷òîáû IM − IM ′ áûëî öåëûì
êðàòíûì 2π, ìû âèäèì, ÷òî k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ýòî è åñòü
êâàíòîâàíèå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà äëÿ U(1) êà-
ëèáðîâî÷íîé òåîðèè 9

9Èìååòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèå, åñëè 3-ìíîãîîáðàçèå W îáåñïå÷åíî ñïèíîâîé ñòðóê-
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Òåïåðü ïîçâîëüòå íàì ïåðåéòè äàëüøå ê ñëó÷àþ êàëèáðîâî÷íîé ãðóï-
ïû SO(2, 1). Ãðóïïà SO(2, 1) � contractible íà ñâîþ ìàêñèìàëüíóþ êîì-
ïàêòíóþ ïîäãðóïïó SO(2), êîòîðàÿ èçîìîðôíà U(1). Òàê êâàíòîâàíèå
êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà äëÿ SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íî-
ãî ïîëÿ ìîæåò áûòü âûâåäåíî íåìåäëåííî èç ðåçóëüòàòà äëÿ U(1). Ïóñòü
A áóäåò SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì è îïðåäåëÿåò âçàèìîäåéñòâèå
×åðíà-Ñàéìîíñà

I =
k

4π

∫

W

tr

(
A ∧ dA +

2

3
A ∧ A ∧ A

)
, (11)

ãäå tr � ñëåä â òðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè SO(2, 1). Òîãäà, ÷òîáû I áûëî
÷àñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîâîé òåîðèè, k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ïðè-
÷èíà òîãî, ÷òî ôàêòîð 1/2π â 9 áûë çàìåíåí íà 1/4π â 11, ñîñòîèò ïðîñòî
â òîì, ÷òî, êîãäà ìû èäåíòèôèöèðóåì U(1) ñ SO(2) è çàòåì âêëþ÷àåì
ýòî â SO(2, 1), ñëåä äàåò ôàêòîð 2.

Íàêðûòèÿ
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâóþùåå êâàíòîâàíèå êîíñòàí-

òû âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà äëÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû SO(2, 1).
Îäíàêî, ýòî åùå íå âñå, ïîòîìó ÷òî ãðóïïà SO(2, 1) íå îäíîñâÿçíà. Ïî-
ñêîëüêó îíà contractible ê SO(2) ∼= U(1), òî èìååò òó æå ñàìóþ ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ãðóïïó, ÷òî è U(1), à èìåííî, Z. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî
äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n, âçÿòü n-êðàòíîå ïîêðû-
òèå SO(2, 1). Ñàìîå çíàêîìîå èç íèõ � ýòî äâîéíîå ïîêðûòèå, SL(2,R).
Êðîìå òîãî, SO(2, 1) èìååò îäíîñâÿçíîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå.

Ìû õîòèì ðàçðàáîòàòü êâàíòîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà,
åñëè SO(2, 1) çàìåíåíà îäíîé èç ýòèõ ãðóïï íàêðûòèÿ. Ñíîâà óäîáíî
íà÷àòü ñ U(1). Ñêàçàòü, ÷òî êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé àáåëåâîé êàëèáðî-
âî÷íîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ U(1), à íå R, îçíà÷àåò òî÷íî, ÷òî âîçìîæíûå
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû îáðàçóþò ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ ôóíäàìåíòàëü-
íûì çàðÿäîì, êîòîðûé ìû íàçûâàåì �çàðÿä 1.� Äóàëüíî, ìàãíèòíûå ïî-
òîêè êâàíòóþòñÿ, ñ

∫
C

F/2π ∈ Z äëÿ ëþáîãî 2-öèêëà C. Çàìåíà U(1)
n-êðàòíûì íàêðûòèåì îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû ïðèíèìàþò
òóðîé. Â ýòîì ñëó÷àå k ìîæåò áûòü ïîëóöåëûì ÷èñëîì, êàê îáúÿñíåíî â [38]. Ýòî
óñîâåðøåíñòâîâàíèå ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ â êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà ñ äîëåé çà-
ïîëíåíèÿ 1. Ýòîò ýôôåêò ìîæåò áûòü îïèñàí ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì
×åðíà-Ñàéìîíñà ñ k = 1/2; ïîëóöåëîå çíà÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîòîìó ÷òî ìèêðî-
ñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ èìååò ôåðìèîíû è òàê òðåáóåò ñïèíîâîé ñòðóêòóðû.
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çíà÷åíèÿ n−1Z, è äóàëüíî, ìàãíèòíûå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ äåëèìûìè íà
n,

∫
C

F/2π ∈ nZ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ÷åòûðåõ ìíîãîîáðàçèé X, ìû èìååì∫
C

F ∧F/(2π)2 ∈ n2Z. Òàê, òðåáóÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà 8 áû-
ëà õîðîøî îïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ 2π, ìû òðåáóåì, ÷òîáû k ∈ n−2Z. Ýòî
ïîäõîäÿùèé ðåçóëüòàò äëÿ n-êðàòíîãî íàêðûòèÿ. Â ñëó÷àå óíèâåðñàëü-
íîãî íàêðûòèÿ, ñ U(1) çàìåíåííûì íà R, ìàãíèòíûå ïîòîêè èñ÷åçàþò, è
íåò íèêàêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà k.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íåìåäëåííî íà íàêðûòèÿ SO(2, 1), íà-
êðûòèÿ êîòîðîãî âñå contractible ê ñîîòâåòñòâóþùèì íàêðûòèÿì U(1).
Òàê äëÿ n-êðàòíîãî íàêðûòèÿ SO(2, 1), ìû òðåáóåì

k ∈ n−2Z, (12)

è äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ïîêðûòèÿ SO(2, 1), k ïðîèçâîëüíî è ìîæåò èçìå-
íÿòüñÿ íåïðåðûâíî.

Äèàãîíàëüíûå íàêðûòèÿ
Åñòü åùå ÷òî ñêàçàòü, ïîòîìó ÷òî òðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ ôàêòè÷åñêè

ñâÿçàíà ñ SO(2, 1) × SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé, à íå òîëüêî ñ êà-
ëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñ åäèíñòâåííîé SO(2, 1). Òàêèì îáðàçîì ìû äîëæíû
ðàññìîòðåòü íàêðûòèÿ SO(2, 1) × SO(2, 1), êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî âîç-
íèêàþò èç îòäåëüíûõ íàêðûòèé ýòèõ äâóõ ôàêòîðîâ.

Òàê êàê SO(2, 1)×SO(2, 1) - contractible ê SO(2)×SO(2) = U(1)×U(1),
ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü, ñíà÷àëà àíàëèçèðóÿ U(1) × U(1) ñëó÷àé. Ìû
ðàññìàòðèâàåì êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ U(1) × U(1) ñ êàëèáðîâî÷íûìè
ïîëÿìè A,B è äåéñòâèåì ×åðíà-Ñàéìîíñà

I =
kL

2π

∫

W

A ∧ dA− kR

2π

∫

W

B ∧ dB. (13)

×òîáû îïðåäåëèòü I â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå, ìû âûáè-
ðàåì ÷åòûðå 4-ìíîãîîáðàçèå M , íà êîòîðîå âñå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è îïðå-
äåëÿåì

IM =

∫

M

(
kL

2π
FA ∧ FA − kR

2π
FB ∧ FB

)
, (14)

ãäå FA è FB � ýòî äâå êðèâèçíû. Ýòî õîðîøî îïðåäåëåíî ïî ìîäóëþ 2π,
åñëè

IX =

∫

X

(
kL

2π
FA ∧ FA − kR

2π
FB ∧ FB

)
(15)
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� ÷èñëî, êðàòíîå 2π äëÿ ëþáîãî U(1) × U(1) êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ íàä
çàìêíóòûì 4-ìíîãîîáðàçèåì X.

Â U(1)×U(1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ðåøåòêà çàðÿäîâ ïîðîæäåíà çà-
ðÿäàìè (1, 0) è (0, 1), è êëàññû êîãîìîëîãèè x = FA/2π è y = FB/2π
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Äëÿ íàêðûòèÿ U(1) × U(1) ìû õîòèì ðàñøèðèòü ðå-
øåòêó çàðÿäîâ. ×òîáû äåðæàòü âåùè ïðîñòûìè, ìû ðàññìîòðèì òîëüêî
ñëó÷àé, êîòîðûé ôàêòè÷åñêè áóäåò âàæåí â íàøåì ïðèìåíåíèè: äèàãî-
íàëüíîå íàêðûòèå, â êîòîðîì äîáàâëÿþò âåêòîðà çàðÿäà (1/n, 1/n) äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà n. Â ýòîì ñëó÷àå, x è y âñå åùå ÿâëÿþòñÿ öå-
ëûìè, è èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà n: x = y + nz, ãäå n � öåëûé êëàññ. Ìû
èìååì

IX = 2π(kL − kR)

∫

X

y2 + 2πkL

∫

X

(n2z2 + 2nyz). (16)

Óñëîâèå, ÷òî ýòî ÷èñëî, êðàòíîå 2π äëÿ ëþáîãî X è ëþáûõ öåëûõ êëàññîâ
y, z, ñîñòîèò â òîì, ÷òî

kL ∈
{

n−1Z åñëè n íå÷åòíîå
(2n)−1Z åñëè n ÷åòíîå

kL − kR ∈ Z. (17)

Ýòî òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà kL è kR, åñëè êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà åñòü
äèàãîíàëüíîå íàêðûòèå SO(2, 1) × SO(2, 1) ñ äåéñòâèåì (7). Íàïðèìåð,
ãðóïïà SO(2, 2) � äâîéíîå íàêðûòèå SO(2, 1) × SO(2, 1), è ýòî íàêðû-
òèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ n = 2 äëÿ âûøåóïîìÿíóòîãî îáñóæäåíèÿ.
Èòàê äëÿ SO(2, 2) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå
íà óðîâíè ×åðíà-Ñàéìîíñà áóäåò:

kL ∈ 1
4
Z

kL − kR ∈ Z.
(18)

Äëÿ îáùåãî n-êðàòíîãî äèàãîíàëüíîãî íàêðûòèÿ íóæíî èñïîëüçîâàòü
(17).

Òàêæå ìîæíî ñôîðìèðîâàòü �óíèâåðñàëüíîå äèàãîíàëüíîå íàêðûòèå,�
ñîîòâåòñòâóþùåå, ïðèìåðíî, ïðåäåëó n → ∞ â âûøåóïîìÿíóòûõ ôîð-
ìóëàõ. Ñ ýòîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé íåò íèêàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà kL,
íî kL − kR � öåëîå ÷èñëî. Â òåðìèíàõ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè, ê êîòî-
ðîé ìû âîçâðàùàåìñÿ çàòåì, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøåíèþ `/G áûòü
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ñâîáîäíî ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì, â òî âðåìÿ êàê ãðàâèòàöèîííàÿ êîí-
ñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà k′, îïðåäåëåííàÿ â (6) � öåëîå
÷èñëî. Êàê îáúÿñíåíî â Ãëàâå 1.3, õîòÿ ýòî ñîîòâåòñòâóåò â òðåõìåðíîé
ãðàâèòàöèè êîíúþíêòóðå êëàññè÷åñêè, ýòî íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèì îòâåòîì.

2.2 Ñðàâíåíèå ñ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèåé
Ïîêà ìû ïîíÿëè ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìàëèçàöèþ êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè
äëÿ äåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà

I = kLIL + kRIR

= kL

4π

∫
tr

(
AL ∧ dAL + 2

3
AL ∧ AL ∧ AL

)− kR

4π

∫
tr

(
AR ∧ dAR + 2

3
AR ∧ AR ∧ AR

)
.

(19)

Íàø ñëåäóþùèé øàã äîëæåí áóäåò âûðàçèòü AL è AR, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè SO(2, 1)×SO(2, 1) (èëè íàêðûâàþùåé ãðóïïû)
â òåðìèíàõ ãðàâèòàöèîííûõ ïåðåìåííûõ, è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëèòü
îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàâèòàöèîííûå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû èìååì

I =
kL + kR

2
(IL − IR) + (kL − kR)

(IL + IR)

2
. (20)

÷ëåí â (20) ïðîïîðöèîíàëüíûé IL−IR áóäåò äàâàòü äåéñòâèå Ýéíøòåéíà-
Ãèëüáåðòà (1), â òî âðåìÿ êàê ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé (IL + IR)/2 ýê-
âèâàëåíòåí ãðàâèòàöèîííîé êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà
(6) ñ êîýôôèöèåíòîì k′ = kL − kR.

Ñïèíîâàÿ ñâÿçíîñòü ωab =
∑

i dxiωab
i ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé, ïðèíèìàþ-

ùåé çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå àíòèñèììåòðè÷íûõ 3 × 3 ìàòðèö. vierbein
� îáû÷íî 1-ôîðìà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ íà âåêòîðàõ Ëîðåíöà, ea =∑

i dxi ea
i . Ìåòðèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e îáû÷íûì ñïîñîáîì, gijdxi⊗dxj =∑

ab ηabe
a⊗ eb, ãäå η = diag(−1, 1, 1) � ìåòðèêà Ëîðåíöà; è ðèìàíîâà ôîð-

ìà îáúåìà � d3x
√

g = 1
6
εabce

a∧eb∧ec, ãäå εabc � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð,
ñêàæåì, ε012 = 1. Âñå ýòî èìååò î÷åâèäíûé àíàëîã â ëþáîì èçìåðåíèè.
Îäíàêî â òðåõ èçìåðåíèÿõ âåêòîð Ëîðåíöà ýêâèâàëåíòåí àíòèñèììåò-
ðè÷íîìó òåíçîðó; ýòî ôàêò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ãðàâèòàöèþ è
êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ. Óäîáíî ââåñòè îáúåêò ∗eab = εabce

c, ÿâëÿþùèé-
ñÿ 1-ôîðìîé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â àíòèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèöàõ,
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òî÷íî òàê æå êàê ω. Ìû ïîäíèìàåì è îïóñêàåì ëîêàëüíûå èíäåêñû Ëî-
ðåíöà ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Ëîðåíöà η, òàêèì îáðàçîì 1

2
εabcεbcd = −δa

d , è
ec = −1

2
εabc ∗ebc.

Ìû ìîæåì îáúåäèíèòü ω è ∗e è ïîëîæèòü AL = ω−∗e/`, AR = ω+∗e/`.
Íåáîëüøîå âû÷èñëåíèå äàåò

IL − IR = − 1

π`

∫
tr ∗e(dω + ω ∧ ω)− 1

3π`3

∫
tr (∗e ∧ ∗e ∧ ∗e). (21)

Â òåðìèíàõ ìàòðè÷íî-çíà÷íûõ 2-ôîðì êðèâèçíû Rab = (dω + ω ∧ ω)ab =
1
2

∑
ij dxi ∧ dxjR

ab
ij , ãäå Rab

ij � òåíçîð Ðèìàíà, à ìåòðè÷åñêèé òåíçîð � g,
ýòî ýêâèâàëåíòíî

IL − IR =
1

π`

∫
d3x

√
g

(
R +

2

`2

)
. (22)

Çàïîìèíàÿ ìíîæèòåëü (kL + kR)/2 â (20), ìû âèäèì, ÷òî ýòî òî÷íî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ äåéñòâèåì Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà (1), åñëè

kL + kR =
`

8G
. (23)

Öåíòðàëüíûé çàðÿä ãðàíè÷íîé êîíôîðìíîé ïîëåâîé òåîðèè áûë ïåð-
âîíà÷àëüíî âû÷èñëåí Áðàóíîì è Ýííî [21] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàâèòàöè-
îííàÿ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà k′ = kL − kR èñ÷åçàåò.
Â ýòîì ñëó÷àå, ìû êëàäåì k = kL = kR = `/16G. Ôîðìóëà äëÿ öåíòðàëü-
íîãî çàðÿäà èìååò âèä: c = 3`/2G, è ýòî âåäåò ê c = 24k. Äëÿ ñëó÷àÿ
k′ = 0, ãðàíè÷íàÿ CFT ëåâî-ïðàâî ñèììåòðè÷íà, ïðè÷åì cL = cR, òàê
÷òî ôàêòè÷åñêè cL = cR = 24k.

Âîîáùå, ãðàíè÷íàÿ CFT èìååò ëåâî-è ïðàâî- ïåðåìåùàþùèå àëãåá-
ðû Âèðàñîðî, êîòîðûå ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ (äëÿ ïîäõîäÿùåé îðè-
åíòàöèè ãðàíèöû) êàê ãðàíè÷íûå âîçáóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ AL è AR

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì öåíòðàëüíûå çàðÿäû cL è cR ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè òîëüêî kL è kR, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî îáîáùåíèå
ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå èìååò âèä:

(cL, cR) = (24kL, 24kR). (24)

2.3 Ãîëîìîðôíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ
Â êîíôîðìíîé ïîëåâîé òåîðèè â äâóõ èçìåðåíèÿõ ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ åñòü −c/24. Áîëåå øèðîêî, åñëè åñòü îòäåëüíûå ëåâûå è ïðà-
âûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû cL è cR, ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ëåâî-
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è ïðàâîñòîðîííåãî äâèæåíèÿ áóäóò (−cL/24,−cR/24). Ìîäóëÿðíàÿ èí-
âàðèàíòíîñòü ãîâîðèò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ëåâî- è ïðàâî- ñòîðîííèìè
ýíåðãèÿìè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Â âûøå-
óïîìÿíóòîì âû÷èñëåíèè, (cL − cR)/24 = kL − kR. Ñîãëàñíî 24, ýòî öå-
ëîå ÷èñëî ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíñòàíòà ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
×åðíà-Ñàéìîíñà k′ = kL − kR ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ãîëîìîðôíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ òðåáóåò, ÷òîáû ýíåðãèè ëåâî- è ïðàâî- ïå-
ðåìåùàþùèõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ïî îòäåëüíîñòè ÿâëÿëèñü öåëûìè, òàê,
÷òîáû áûëà ìîäóëÿðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü îòäåëüíî äëÿ ëåâî-ïåðåìåùàþùèõ
è ïðàâî-ïåðåìåùàþùèõ ìîä CFT. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãîëîìîðôíîé ôàê-
òîðèçàöèè, cL è cR äîëæíû îáà áûòü öåëûìè êðàòíûìè ÷èñëà 24. Ýòî
åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, òàê êàê ãîëîìîðôíûå CFT ñ c = 24 äåéñòâè-
òåëüíî ñóùåñòâóþò (è áûëè êëàññèôèöèðîâàíû [23] ïî ìîäóëþ ãèïîòåçû,
óïîìÿíóòîé â Ãëàâå 1.4).

Ñîãëàñíî 24, óñëîâèå äëÿ cL è cR áûòü öåëûìè êðàòíûìè 24 ñîñòîèò
òî÷íî â òîì, ÷òî kL è kR äîëæíû áûòü öåëûìè ÷èñëàìè. Êàê è â íàøåì
îáñóæäåíèè óðàâíåíèÿ ( 11), ýòî ïðàâèëüíîå óñëîâèå, åñëè êàëèáðîâî÷-
íàÿ ãðóïïà åñòü â òî÷íîñòè SO(2, 1)× SO(2, 1), à íå ãðóïïà íàêðûòèÿ.

Ìîæíî äàòü èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó ýòî ïðàâèëüíàÿ
êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà, åñëè ãðàíè÷íàÿ CFT äîëæíà áûòü ãîëîìîðôíî
ôàêòîðèçîâàííîé. Àëãåáðà Âèðàñîðî, êîíå÷íî, áåñêîíå÷íîìåðíà, íî îíà
èìååò êîíå÷íîìåðíóþ ïîäàëãåáðó, ïîðæäåííóþ L±1 è L0, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðèåé âàêóóìà. Îáùåïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ãðóïïó ñèììåòðèè âàêóóìà êàê SL(2,R), íî ôàêòè÷åñêè, â ãîëî-
ìîðôíîé CFT, â êîòîðîé âñå ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ãðóï-
ïà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò faithfully, åñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè SO(2, 1). Òàêèì
îáðàçîì ãîëîìîðôíî ôàêòîðèçîâàííàÿ CFT èìååò ãðóïïó ñèììåòðèè
SO(2, 1)×SO(2, 1), è åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé êàëèáðî-
âî÷íîé ãðóïïîé ïðè îïèñàíèè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè (àñïåêòîâ) äóàëü-
íîé ãðàâèòàöèîííîé òåîðèè.

Òåïåðü ïîçâîëüòå íàì ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå äðóãèå âîçìîæíûå êà-
ëèáðîâî÷íûå ãðóïïû. Îäíà âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âçÿòü
äâîéíîå íàêðûòèå äëÿ êàæäîãî ôàêòîðà SO(2, 1)×SO(2, 1), áåðÿ êàëèá-
ðîâî÷íóþ ãðóïïó SL(2,R)× SL(2,R). Ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå íà
êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè áûëî îïðåäåëåíî â 12
(ãäå ìû äîëæíû ïîëîæèòü n = 2), è òî, ÷òî kL è kR ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
â 1

4
Z. Ñëåäîâàòåëüíî öåíòðàëüíûå çàðÿäû cL è cR ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿ-

ìè ÷èñëà 6. Â ÷àñòíîñòè SL(2,R)×SL(2,R) êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ïîçâî-
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ëèëà áû íàì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå
ïðîòèâîðå÷àò ìîäóëÿðíîé èíâàðèàíòíîñòè ãðàíè÷íîé CFT.

Èìååòñÿ, âîçìîæíî ñêîðåå èíòóèòèâíûé, àðãóìåíò, ïðåäëàãàþùèé,
÷òî SL(2,R) × SL(2,R) íå òà ãðóïïà, êîòîðóþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü.
Åñëè êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà åñòü SL(2,R) × SL(2,R), òî ïîñëå âçÿòèÿ
äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé èç ãðóïï SL(2,R) ìû ïîëó÷àåì äâó-
ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå W , êîòîðîå îáîáùàåò òî, ÷òî
â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè åñòü ñïèíîâîå ðàññëîåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ýòî
áûëî áû òåîðèåé, â êîòîðîé, â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå, W ÿâëÿåòñÿ ñïè-
íîâûì ìíîãîîáðàçèåì, îáåñïå÷åííûì âûäàþùåéñÿ ñïèíîâîé ñòðóêòóðîé
(èëè äàæå äâóìÿ). Ýòî íîðìàëüíî â òåîðèè ñ ôåðìèîíàìè, íî ýòî íå òàê,
ïî-âèäèìîìó, â òåîðèè ÷èñòîé ãðàâèòàöèè.

Ìû ïîäîáíûì îáðàçîì òåðÿåì ìîäóëÿðíóþ èíâàðèàíòíîñòü è èìååì
òðóäíîñòè â òîì, êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, åñëè
ìû ðàññìàòðèâàåì äðóãèå íåäèàãîíàëüíûå íàêðûòèÿ SO(2, 1)×SO(2, 1).
Òàê ÷òî äàâàéòå îáñóæäàòü äèàãîíàëüíûå íàêðûòèÿ SO(2, 1)×SO(2, 1),
êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè â êîíöå Ãëàâû 2.1. Ìû çíàåì, ÷òî óíèâåðñàëü-
íîå äèàãîíàëüíîå íàêðûòèå íå ïðàâèëüíî, òàê êàê òîãäà `/G ìîãëî áû
èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî. Ýòî îñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü n-êðàòíîãî äèàãî-
íàëüíîãî íàêðûòèÿ äëÿ íåêîòîðûõ n. Ëó÷øå âñåãî ìîòèâèðîâàííûì ïðè-
ìåðîì âîçìîæíî ÿâëÿåòñÿ äâîéíîå íàêðûòèå SO(2, 2), êîòîðûé ÿâëÿåò-
ñÿ ñèììåòðèåé àíòè-äå-ñèòòåðîâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü íàêðûòèþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè). Â ýòîì ñëó÷àå, ñî-
ãëàñíî 18, kL è kR ìîãóò ïðèíèìàòü âçÿòü çíà÷åíèÿ â Z/4, ïîêà k′ =
kL − kR ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äëÿ ãðàíè÷íîé CFT ýòî îçíà÷àåò, ÷òî cL è cR

ìîãóò áûòü êðàòíûìè 6 (à èõ ðàçíîñòü � êðàòíîé ÷èñëó 24). Íàïðè-
ìåð, ïîçâîëüòå íàì ðàññìîòðåòü ãèïîòåòè÷åñêóþ CFT (cL, cR) = (6, 6).
Ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäóò (−1/4,−1/4). Ïîñêîëüêó ýòè çíà÷å-
íèÿ � íå öåëûå ÷èñëà, ãðóïïà ñèììåòðèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò íå
SO(2, 1) × SO(2, 1), à ÷åòûðåõêðàòíîå äèàãîíàëüíîå íàêðûòèå, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì ïîêðûòèåì êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû SO(2, 2), ÷òî áûëî
ïðåäïîëîæåíî. Òàêàÿ CFT íå ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíî ôàêòîðèçîâàíà,
òàê êàê ýíåðãèè ëåâî-è ïðàâî- ïåðåìåùàþùèõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé � íå
öåëûå ÷èñëà; îíà íå ìîæåò äàæå áûòü ãîëîìîðôíî ðàçëîæåíà íà ìíî-
æèòåëè ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû 10 Ñòðóêòóðà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì â

10Ëåâî-ïåðåìåùàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà áûëà áû áûòü Φ/∆1/4, ãäå
∆ = η(q)24 � äèñêðèìèíàíò, η áóäåò ýòà-ôóíêöèåé Äåäåêèíäà, à Φ � ìîäóëÿðíàÿ ôîð-
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ãîëîìîðôíî ôàêòîðèçîâàííîì ñëó÷àå. Ïîäîáíûå çàìå÷àíèÿ ïðèìåíèìû
è ê äðóãèì äèàãîíàëüíûì íàêðûòèÿì.

Ïðàãìàòè÷åñêè ðàññóæäàÿ, ñàìûé âàæíûé àðãóìåíò ïðîòèâ ïîïûòêè
îïèñûâàòü òðåõìåðíóþ ãðàâèòàöèþ ÷åðåç íàêðûòèå SO(2, 1) × SO(2, 1)
ìîæåò áûòü ïðîñòî ôàêòîì, ÷òî íèêàêèõ õîðîøèõ êàíäèäàòîâ íàì íå
èçâåñòíî. Íàïðèìåð, êàæåòñÿ, íå èçâåñòíî íèêàêîé îñîáåííî èíòåðåñíîé
áîçîííîé CFT (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñóïåðêîíôîðìíîé ïîëåâîé òåîðèè),
ïðè c = 6, 12, èëè 18, à ýòî � çíà÷åíèÿ, êîòîðûõ ìû îæèäàëè áû, åñëè
áû ëè ìû èñïîëüçîâàëè êàëèáðîâî÷íóþ ãðóïïó SO(2, 2). Â îòëè÷èå îò
ýòîãî, ïðè c = 24, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ SO(2, 1) × SO(2, 1),
òåîðèÿ ìîíñòðà Frenkel-Lepowsky-Meurman - âûäàþùèéñÿ êàíäèäàò, êàê
ìû óïîìèíàëè â Ãëàâå 1.4 è îáúÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî â Ãëàâå ? newbie.

Ñàìîé ïðîñòîé ãèïîòåçîé ÿâëÿåòñÿ òà, ÷òî ïðàâèëüíîé êàëèáðîâî÷íîé
ãðóïïîé, êîòîðóþ íàäî ðàññìàòðèâàòü ïðè èçó÷åíèè òðåõìåðíîé ÷èñòîé
ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ SO(2, 1)× SO(2, 1), ñ öåëûìè kL è kR è ãîëîìîðô-
íîé ôàêòîðèçàöèåé ãðàíè÷íîé CFT. Áûëî áû î÷åíü íååñòåñòâåííî ïðî-
ïóñòèòü òîò ôàêò, ÷òî SO(2, 1) × SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ïðèâî-
äèò òî÷íî ê çíà÷åíèÿì öåíòðàëüíîãî çàðÿäà, ïðè êîòîðûõ ðåøèòåëüíîå
óïðîùåíèå ãðàíè÷íîé CFT, èçâåñòíîå êàê ãîëîìîðôíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìûñëèìûì. Êðîìå òîãî, ôàêò, ÷òî êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå 19
êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðàñöåïëåííûõ äåéñòâèé äëÿ AL

è AR, ñâÿçàííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñ ëåâî-è ïðàâî- ïåðåìåùàþùèìè ìîäà-
ìè ãðàíè÷íîé CFT, ÿâëÿåòñÿ íàìåêîì íà ãîëîìîðôíóþ ôàêòîðèçàöèþ
ãðàíè÷íîé òåîðèè.

Âî âñÿêîì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò òîãî, äàþò ëè îíè íàì âñå, äåéñòâè-
òåëüíî êàæåòñÿ õîðîøî ìîòèâèðîâàííûì èñêàòü ãîëîìîðôíî ôàêòîðèçî-
âàííûå CFT ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, êðàòíûìè 24, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
äóàëüíûìè ê òðåõìåðíîé ÷èñòîé ãðàâèòàöèè ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíè-
ÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Ýòî áóäåò íàøèì ãëàâíûì ôîêóñîì â
îñòàëüíîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè.
ìà âåñà 3. Ñòåïåíü ∆ áûëà íàñòðîåíà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ ýíåðãèþ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ; ìîäóëÿðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìîäóëÿðíûé âåñ Φ äîëæåí
ðàâíÿòüñÿ âåñó ∆1/4. Òàê êàê íåò íèêàêîé ìîäóëÿðíîé ôîðìû âåñà 3, òàêàÿ òåîðèÿ íå
ñóùåñòâóåò. Äàæå ïðè (cL, cR) = (12, 12), íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ãîëîìîðôíóþ ôàê-
òîðèçàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû. ×òîáû ïîëó÷èòü ìîäóëÿðíóþ èíâàðèàíòíîñòü è
ïðàâèëüíóþ ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ëåâî-ïåðåìåùàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äîëæíà áûëà áû áûòü E6/∆1/2, ãäå E6 - ðÿä Ýéçåíøòåéíà âåñà 6. Îäíàêî,
êîýôôèöèåíòû â q-ðàçëîæåíèè ýòîé ôóíêöèè íå ïîëîæèòåëüíû.
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2.4 Èíòåðïðåòàöèÿ
Íåñêîëüêî äàëüíåéøèõ ñëîâ îá èíòåðïðåòàöèè êàæóòñÿ íàïðàøèâàþùè-
ìèñÿ.

Ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî òðåõìåðíàÿ ãðàâèòàöèÿ íåïåðòóðáàòèâíî ýê-
âèâàëåíòíà êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà. Íåêîòîðûå âîçðàæå-
íèÿ ïðîòèâ ýòîé èäåè áûëè îïèñàíû â Ãëàâå 1.1. Ìû çíàåì, ÷òî êàëèá-
ðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà ïîëåçíà äëÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, êàê
îáúÿñíÿëñÿ â òîé ãëàâå, è ìû íàäååìñÿ, ÷òî îíà ïîëåçíà è äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîíÿòü íåêîòîðûå íåïåðòóðáàòèâíûå âîïðîñû. Ìû èñïîëüçîâàëè ïîäõîä
êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåêîòîðûå íàìåêè î ïðàâèëüíûõ
çíà÷åíèÿõ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (èëè, ýêâèâàëåíòíî, öåíòðàëüíî-
ãî çàðÿäà) ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ýòî áûë åäèíñòâåííûé äîñòóïíûé èíñòðó-
ìåíò. Ìû êîíå÷íî íå óòâåðæäàåì, ÷òî ó íàñ åñòü òâåðäûé àðãóìåíò â
ïîëüçó òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ (cL, cR), ïðåäëîæåííûå SO(2, 1)×SO(2, 1) êà-
ëèáðîâî÷íîé òåîðèåé ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè óìåñòíûìè.

Íåÿâíûì â ïîäõîäå êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ê êâàíòîâàíèþ áåçðàçìåð-
íîãî ïàðàìåòðà `/G ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íåêî-
òîðûå èç íåãåîìåòðè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû â
êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, èìåþò ñìûñë. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ïîíÿòî â
êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ìåòðèêîé, ïðåäïîëàãàåìîé ãëàäêîé è íåâû-
ðîæäåííîé, äåéñòâèå Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà 1 õîðîøî îïðåäåëåíî êàê
âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû, êîòîðûå çàñòàâëÿþò
åãî áûòü ìíîãîçíà÷íûì, êîãäà îíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â êàëèáðîâî÷íîé
òåîðèè êàê ôóíêöèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà è ïðèâîäèò ê êâàíòîâàíèþ `/G,
çàâèñÿò îò äîïóùåíèÿ îïðåäåëåííûõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûìè â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, íî ñèíãóëÿðíûìè â ãåîìåòðèè,
ïîòîìó ÷òî vierbein íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Êðîìå òîãî, ãîëîìîðôíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíî âîçìîæ-
íà, òîëüêî åñëè èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì âêëþ÷àåò ñóììó ïî íåêîòî-
ðûì íåãåîìåòðè÷åñêèì êîíôèãóðàöèÿì. Â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, ìû ïî
êðàéíåé ìåðå îæèäàåì ñóììèðîâàòü ïî âñåì òîïîëîãèÿì 3-ìíîãîîáðàçèé
W , âîçìîæíî ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíè-
åì. Âûáîð òîïîëîãèè êàê îæèäàåòñÿ, çàòðîíåò è ëåâî- è ïðàâî- äâèæó-
ùèåñÿ ìîäû ãðàíè÷íîé CFT. ×òîáû äîñòèãíóòü ãîëîìîðôíîé ôàêòîðè-
çàöèè, äîëæíà ïî-âèäèìîìó áûòü ñâîåãî ðîäà îòäåëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
ñóììà äëÿ ëåâî- è ïðàâî- äâèæóùèõñÿ ìîä. Ïîñêîëüêó ýòî íå ïðîèñõîäèò
â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ýòî äîëæíî çàâèñåòü îò ñâîåãî ðîäà íåãåîìåò-
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ðè÷åñêèõ âêëàäîâ â èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì, õîòÿ ýòè âêëàäû ìîãóò
áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè ïðè ìíîãèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ.

Ãðàâèòàöèîííîå äåéñòâèå ×åðíà-Ñàéìîíñà íîâûìè ãëàçàìè
Íàøå îáñóæäåíèå êâàíòîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîé êîíñòàíòû âçàèìî-

äåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà (5)

∆0I =
k′

4π

∫

W

tr

(
ω ∧ dω +

2

3
ω ∧ ω ∧ ω

)
(25)

áàçèðîâàëîñü ïîëíîñòüþ íà êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè. Ìû òåïåðü õîòèì
îïèñàòü ïîäîáíûé, íî íåìíîãî îòëè÷íûé îòâåò, êîòîðûé âîçíèê áû èç
êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Êàê âñåãäà, ðàçëè÷èÿ îò-
ðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî àíàëèç íà ÿçûêå êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè äîïóñêàåò
íåêîòîðûå íåãåîìåòðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè.

Ìû ñíà÷àëà êðàòêî ïåðåôîðìóëèðóåì àíàëèç êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè.
ω åñòü ñâÿçíîñòü íà SO(2, 1) èëè (â åâêëèäîâîé ñèãíàòóðå) SO(3) ðàññëî-
åíèè íàä 3-ìíîãîîáðàçèåì W . Êàê îáû÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ∆0I áîëåå
òî÷íî, ìû âûáèðàåì îðèåíòèðóåìîå 4-ìíîãîîáðàçèå M ñ ãðàíèöåé W ñ
ðàñøèðåíèåì ω íà W . Çàòåì ìû îïðåäåëÿåì

IM =
k′

4π

∫

M

tr F ∧ F. (26)

Åñëè M çàìåíÿåòñÿ íåêîòîðûì äðóãèì 4-ìíîãîîáðàçèåì M ′, è X = M −
M ′ áóäåò 4-ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû, ïîëó÷åííîå ïóòåì ñêëåèâàíèÿ M
è M ′, òî

IM − IM ′ =
k′

4π

∫

X

tr F ∧ F = 2πk′
∫

X

p1(F), (27)

ãäå p1(F ) = (1/8π2)tr F∧F � ïåðâàÿ ôîðìà Ïîíòðÿãèíà. Âîîáùå,
∫

X
p1(F )

ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì ÷èñëîì, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå, ÷òî íåîïðå-
äåëåííîñòü â IM ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì 2π, îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî k′ �
öåëîå ÷èñëî.

Ýòî ïðàâèëüíûé îòâåò, åñëè ïðàâèëüíî ïðîñòî äóìàòü îá ω êàê î
SO(3) èëè SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íîì ïîëå, èãíîðèðóÿ åãî êëàññè÷åñêîå îò-
íîøåíèå ê ãðàâèòàöèè. Îäíàêî â êëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèè, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ëó÷øèé îòâåò. Â êëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèè ω � ñâÿçíîñòü â êàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè TW íàä W . Òåïåðü çàìåíèì TW íà TW ⊕ ε, ãäå ε
� òðèâèàëüíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Òîãäà ω ìîæåò áûòü
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ðàñöåíåíà êàê ñâÿçíîñòü íà TW ⊕ ε î÷åâèäíûì ñïîñîáîì, è TW ⊕ ε ðàñ-
øèðÿåòñÿ íà M êàê êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå M . Ñ ýòèì âûáîðîì, (26)
ñòàíîâèòñÿ

IM =
k′

4π

∫

M

tr R ∧ R, (28)

, ãäå R � ôîðìà êðèâèçíû M , è (27) ñòàíîâèòñÿ

IM − I.′ = 2πk′
∫

X

p1(R). (29)

Ýôôåêòîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âìåñòî ïåðâîãî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà îá-
ùåãî ðàññëîåíèÿ íàä X, êàê â (27), ìû èìååì çäåñü ïåðâîå ÷èñëî p1(TX)
Ïîíòðÿãèíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ X. Ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì 3,
èç-çà òåîðåìû ñèãíàòóðû, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî äëÿ 4-ìíîãîîáðàçèé X,
p1(TX)/3 � öåëîå ÷èñëî, ñèãíàòóðà X. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàâèòàöèîííîé
èíòåðïðåòàöèè, óñëîâèå íà k′ áóäåò

k′ ∈ 1

3
Z. (30)

Åñòü òàêæå äðóãîé âàðèàíò ýòîãî. Åñëè W � ñïèíîâîå ìíîãîîáðà-
çèå, è ìû æåëàåì îïðåäåëèòü ãðàâèòàöèîííóþ êîíñòàíòó âçàèìîäåéñòâèÿ
×åðíà-Ñàéìîíñà 25 ïóòåì, êîòîðûé çàâèñèò îò ñïèíîâîé ñòðóêòóðû W
(ýòî íå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì â îáû÷íîé ãðàâèòàöèè, íî ýòî ìîæåò áûòü
åñòåñòâåííûì â ñóïåðãðàâèòàöèè, ê êîòîðîé ìû ïåðåéäåì â Ãëàâå 2.5),
óñëîâèå íà k′ ìîæåò áûòü äàëåå ñìÿã÷åíî. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì âû-
áðàòü M òàê, ÷òîáû âûáðàííàÿ ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà íà W ïðîñòèðàëàñü
íà M . Åñëè M ′ � äðóãîé âûáîð ñ òåì æå ñàìûì ñâîéñòâîì, òî X = M−M ′

� ñïèíîâîå ìíîãîîáðàçèå . Íî (êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èíäåêñå Àòüÿ-
Çèíãåðà äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà) ñèãíàòóðà ÷åòûðåõìåðíîãî ñïèíîâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé íà 16. Òàê â ýòîé ñèòóàöèè p1(TX) �
÷èñëî, êðàòíîå 48, è ðåçóëüòàò äëÿ k′, ñîãëàñíî ýòèì ïðåäïîëîæåíèÿì
áóäåò

k′ ∈ 1

48
Z. (31)

Ôèçè÷åñêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
Òåïåðü ìû îáñóäèì çíà÷åíèå äëÿ ãðàâèòàöèè ôèçè÷åñêîãî ãèëüáåðòî-

âà ïðîñòðàíñòâà êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà.
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Â òðåõìåðíîé êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà, ìîæíî ôèêñè-
ðîâàòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü C è ïîñòðîèòü HC , ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûõ ïóòåì êâàíòîâàíèÿ äàííîé òåî-
ðèè íà C. Ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî çàâèñèò îò êîíñòàíò âçàèìî-
äåéñòâèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà, òàê ÷òî, åñëè ìû õîòèì áûòü áîëåå òî÷íû-
ìè, ìû íàçîâåì ýòî HC(kL, kR). Â [6], áûëî ïðåäëîæåíî, ÷òîáû ôèçè-
÷åñêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè C áûëî ïîëó÷åíî, ïî ñóùåñòâó, ýòèì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ
SO(2, 1)× SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ (èëè íå÷òî ïîäîáíîå, â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, ïîëîæèòåëüíà ëè êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, îòðè-
öàòåëüíà, èëè íîëü). Íåêîòîðûå ñåðüåçíûå âîçðàæåíèÿ íà óòâåðæäåíèå,
÷òî ÷èñòàÿ ãðàâèòàöèÿ è êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà ÿâëÿþò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òðåõ èçìåðåíèÿõ, áûëè îòìå÷åíû â Ãëàâå 1.1. Âñå
æå çàìå÷àòåëüíûé ïðîãðåññ áûë äîñòèãíóò [8], [11] â ïîíèìàíèè êâàí-
òîâàíèÿ SO(2, 1) êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, è åùå áîëåå çàìå÷àòåëüíûé â
ñâÿçè ýòîãî êâàíòîâàíèÿ ñ òåîðèåé Ëèóâèëëÿ. Ïîýòîìó êàæåòñÿ âåðîÿò-
íûì, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïðè êâàíòîâàíèè êàëèá-
ðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà SO(2, 1) × SO(2, 1), êîå-÷òî îçíà÷àåò
äëÿ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè, äàæå åñëè ïðåäëîæåíèå â [6] áûëî ïðåæäå-
âðåìåííî. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî ïîäðàçäåëà áóäåò ïîñâÿùåíà ïîïûòêå
(íå èñïîëüçóåìîé â îñòàëüíîé ÷àñòè ñòàòüè), óðåãóëèðîâàòü äðóãèå òî÷êè
çðåíèÿ. Ñì. íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâåäåíèÿ â [39] .

Ìû ìîæåì íà÷àòü ñ âîïðîñà, ÷òî ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîä ôèçè÷å-
ñêèì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì HC , ïîëó÷åííûì â êâàíòîâîé ãðàâè-
òàöèè ïðè êâàíòîâàíèè íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè C. Íà êàêîé âîïðîñ
ýòî ïðîñòðàíñòâî, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ìîæåò îòâåòèòü? Êâàíòîâàíèå íà,
íàïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðèâîäèò ê
ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó, êîòîðîå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìûì ñïîñîáîì, íî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîëó÷åííîãî ïðè êâàíòîâàíèè íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâåííîì
ìíîãîîáðàçèè (åñëè òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíî âîîáùå), íå ÿñåí.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Õàðòëà-Õîêèíãà wavefunction Ψ âû÷èñëÿåòñÿ ïó-
òåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 3-ìíîãîîáðàçèÿì W ñ äàííîé ãðàíèöåé C. Ïóíê-
òèð, ïîìå÷åííûé r, îáîçíà÷àåò ïóòü â W , ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà
C. Ìîæíî èçìåíèòü W òàê, ÷òîáû äëèíà ýòîãî ïóòè îáðàòèëàñü â íîëü
áåç èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè C. Â ýòîì ïðåäåëå W ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì
äàæå ïðè òîì, ÷òî ãðàíèöà C ãëàäêàÿ. Ýòî äàåò "âêëàä èñòî÷íèêà"â
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óðàâíåíèå Óèëåðà-ÄåÂèòòà, èç-çà êîòîðîãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Õàðòëà-

Õîêèíãà íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.

W

C

r

Îäíà ëèíèÿ ìûñëè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî áëèçêîé ê ðàáîòå,
òðåáóåò ðàññìîòðåòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ Õàðòëà-Õîêèíãà [?] J. Hartle è
S. B. Õîêèíã, "Wavefunction Âñåëåííîé,"Phys. Rev. D28 (1983) 2960. è
ïîòðåáîâàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â HC . (Î÷åâèäíàÿ èäåÿ, ÷òî
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿëèñü áû â òåðìèíàõ âíóò-
ðåííèõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå HC ôèçè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïîäîáíûìè, íî áîëåå ñåðüåçíûìè ïðî-
áëåìàìè.) Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Õàðòëà-Õîêèíãà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì
ìåòðèêè íà C. Äëÿ êàæäîé ìåòðèêè h íà C, ìû îïðåäåëÿåì Ψ(h) êàê ðå-
çóëüòàò âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ïî 3-ìíîãîîáðàçèÿì W ,
÷üåé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ C è ÷üÿ ìåòðèêà g ñîâïàäàåò ñ h íà ãðàíèöå.
Ôîðìàëüíî, ìîæíî ïûòàòüñÿ óòâåðæäàòü, ÷òî Ψ(h) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Óèëåðà-ÄåÂèòòà è òàêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà HC ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ôîð-
ìàëüíî ñîïîñòàâèòü óðàâíåíèÿ Óèëåðà-ÄåÂèòòà ãðàâèòàöèè ñ óñëîâèÿ-
ìè äëÿ ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà.
Õîòÿ ìíîãèå øàãè â ýòîé àðãóìåíòàöèè ðàáîòàþò õîðîøî, ìû ïîïàäàåì
â çàòðóäíèòåëüíîå ïîëîæåíèå, ïîòîìó ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ìîæåò
áûòü ïîãðóæåíà, à íå âëîæåíà, â 3-ìíîãîîáðàçèå, è ñëåäîâàòåëüíî äëÿ W
âîçìîæíî ñòàòü âûðîæäåííûì áåç âûðîæäåíèÿ C (??). Â ðåçóëüòàòå âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ Õàðòëà-Õîêèíãà íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Óèëåðà-
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ÄåÂèòòà è íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â HC .
Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, ãðàíè÷íàÿ CFT

äàåò ñâîåãî ðîäà ëå÷åíèå äëÿ ïðîáëåìû ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé Õàðòëà-
Õîêèíãà. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû äóìàòü î C êàê îá îáû÷íîé ãðàíèöå W , ìû
äóìàåì îá íåì êàê î êîíôîðìíîé ãðàíèöå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ̂(h) ãðàíè÷íîé CFT îïðåäåëåíà ÷åðåç èíòåãðàë ïî òðà-
åêòîðèÿì ïî âñåì âûáîðàì W ñ C â êà÷åñòâå êîíôîðìíîé ãðàíèöû. Ýòî
õîðîøî, ïîòîìó ÷òî, ïðè C íà êîíôîðìíîé áåñêîíå÷íîñòè, ýòî ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåííî âëîæåíèåì, à íå ïîãðóæåíèåì. Êðîìå òîãî, Ψ̂(h) - ñâîåãî ðî-
äà îãðàíè÷èâàþùåå çíà÷åíèå âîëíîâîé ôóíêöèè Õàðòëà-Õîêèíãà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü φ áóäåò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé íà C. Òîãäà Ψ̂(h)
åñòü â ñóùíîñòè11 ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå Ψ(eφh) êîãäà φ →∞.

Ýòî ïðåäëàãàåò, ÷òîáû ìû â ñîñòîÿíèè äóìàòü î Ψ̂(h) êàê î âåêòîðå
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå HC ñâÿçàííîì ñ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèåé
è 2-ìíîãîîáðàçèåì C. Ýòó òî÷êó çðåíèÿ ìîæíî îáúÿñíèòü áîëåå ïîäðîá-
íî. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî SO(2, 1)×SO(2, 1) òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà íà
C åñòü ïðîñòðàíñòâî SO(2, 1) × SO(2, 1) ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé íà C. Ïðî-
ñòðàíñòâî SO(2, 1) ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé íà C èìååò íåñêîëüêî òîïîëîãè-
÷åñêèõ êîìïîíåíò (ïîìå÷åííûõ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà, êîòîðûé ïîÿâëÿ-
åòñÿ, ïîòîìó ÷òî SO(2, 1) ÿâëÿåòñÿ contractible ê SO(2) ∼= U(1)). Îäíà èç
ýòèõ êîìïîíåíò, åäèíñòâåííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïðîñòî èíòåðïðåòèðîâàòü-
ñÿ â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèè ñ îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷å-
ñêîé ïîñòîÿííîé, 12 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíîé ê ïðîñòðàíñòâó Òåéõìþëëåðà
T . Òàêèì îáðàçîì, ýòà êîìïîíåíòà êëàññè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
M åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîïèé T , ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðîé òî÷åê
τ, τ ′ ∈ T . Ìîæíî êâàíòîâàòü M (èëè ïî êðàéíåé ìåðå ýòó åãî êîìïî-
íåíòó) íàèâíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé ãîëîìîðôíîé ñòðóêòóðû
T . Åñëè ìû äåëàåì ýòî, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ
� ýòî �ôóíêöèÿ� τ è τ ′, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â τ è àíòèãî-
ëîìîðôíîé â τ ′. (Àíòèãîëîìîðôíîñòü ïî îäíîé ïåðåìåííîé îòðàæàåò,
÷òî îòíîñèòåëüíûé çíàê ìèíóñ â äåéñòâèè ×åðíà-Ñàéìîíñà 19; ìû ïðåä-

11Ìû íóæäàåìñÿ â íåêîòîðîé ïåðåíîðìèðîâêå â ýòîì ïðåäåëå; íåîáõîäèìàÿ ïåðå-
íîðìèðîâêà îòðàæàåò êîíôîðìíóþ àíîìàëèþ. Èç-çà ýòîé àíîìàëèè, Ψ̂(h) � íå ñîâñåì
ôóíêöèÿ òîëüêî êîíôîðìíîé ñòðóêòóðû C, íî ôóíêöèÿ ìåòðèêè, êîòîðàÿ ïðåîáðà-
çóåòñÿ ñ îïðåäåëåííûì âåñîì ïðè êîíôîðìíûõ ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Â ðå-
çóëüòàòå òî÷íûé âûáîð φ èìååò çíà÷åíèå, íî âñå äîâîëüíî ïðîñòî.

12Â ïîäõîäå ê êâàíòîâàíèþ, ðàçâèòîìó â [8], [11], ýòî åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà,
êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ.
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ïîëàãàåì, ÷òî kL è kR ïîëîæèòåëüíû.) Ôàêòè÷åñêè, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ(τ, τ ′) � íå ñîâñåì ôóíêöèÿ τ è τ ′ â îáû÷-
íîì ñìûñëå, à ôîðìà, âåñîâ, îïðåäåëåííûõ kL è kR. Òàêèì îáðàçîì, îíà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå HC(kL, kR), êîòîðîå
çàâèñèò îò âçàèìîäåéñòâèé ×åðíà-Ñàéìîíñà. Òàêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
Ψ(τ, τ ′) îïðåäåëåíà åãî îãðàíè÷åíèåì íà äèàãîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
τ = τ ′. Êðîìå òîãî, åñëè ìû õîòèì óñòàíîâèòü îòíîøåíèå ê ãðàâèòàöèè,
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû Ψ áûëà èíâàðèàíòíîé ïðè äèàãîíàëüíîì
äåéñòâèè ãðóïïû êëàññà îòîáðàæåíèÿ íà τ è τ ′; ýòî óñëîâèå ñîâìåñòèìî
ñ îãðàíè÷åíèåì τ = τ ′.

Òî÷íî òàê æå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ CFT íà ïîâåðõíîñòè Ðèìàíà C
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé �ôóíêöèåé� (ôàêòè÷åñêè ôîðìà
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâ) Ψ(τ, τ). Áóäó÷è âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé, Ψ
ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà äî ôóíêöèè Ψ(τ, τ ′) ñ τ ′ ïî êðàé-
íåé ìåðå íåìíîãî óäàëåíî îò τ . Êàæåòñÿ, ýòî íå ñòàíäàðòíûé ôàêò 13,
÷òî Ψ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ê ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íà T ×T (ñ
èíâàðèàíòíîñòüþ òîëüêî îòíîñèòåëüíî îäíîé äèàãîíàëüíîé êîïèè ãðóï-
ïû êëàññà îòîáðàæåíèé). Îäíàêî, ýòî âåðíî äëÿ ðîäà 1, òàê êàê ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê Tr qL0q ′L0 , ãäå ìû ìîæåì
âçÿòü q è q′ òàê, ÷òîáû îíè áûëè íåçàâèñèìûìè êîìïëåêñíûìè ïåðå-
ìåííûìè, ïî ìîäóëþ ìåíüøèìè 1. Êàæåòñÿ âåñüìà âåðîÿòíûì, ÷òî ýòî
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè âåðíûì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ðîäà, òàê
êàê ìîæíî óãëóáèòü ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà, �îáðåçàÿ� ïî êðóãó è
âñòàâëÿÿ qL0q ′L0 . Åñëè ýòî òàê, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ CFT ìîæåò
âñåãäà èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê âåêòîð14 â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
×åðíà-Ñàéìîíñà HC(kL, kR).

Åñëè íàì äàíà òåîðèÿ òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè, âîçìîæíî, âçàèìîäåé-
ñòâóþùåé ñ äðóãèìè ïîëÿìè, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äóàëüíîé CFT áó-
äåò âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(τ, τ ′), êîòîðàÿ, ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî çàÿâëåí-
íîé ãèïîòåçå, ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â HC(kL, kR). Ëþáàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ
òåîðèÿ òåõ æå ñàìûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ ïðèâîäèò ê äðóãîìó âåêòîðó
â òîì æå ñàìîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, êàæåòñÿ, ÷òî ìû íå äîëæíû òðåáîâàòü, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â [6], ÷òî HC(kL, kR) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ôèçè÷åñêèõ

13Îäíàêî Ã. Ñèãàë ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.
14Çäåñü ìîæåò áûòü íåîáõîäèìûì ðàñøèðèòü HC(kL, kR) äî ïðîñòðàíñòâà ôîðì íà

T ×T , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïðè äåéñòâèè ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé,
íî íå îáÿçàòåëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè.
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ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè çíà÷àùèìè â ÷èñòîé òðåõìåð-
íîé ãðàâèòàöèè. Ñêîðåå ñïåöèôè÷åñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ òåîðèÿ â îáúå-
ìå, òèïà ÷èñòîé ãðàâèòàöèè, äàåò íà÷àëî ñïåöèôè÷åñêîé äóàëüíîé CFT,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé äàåò îïðåäåëåííûé âåêòîð âHC(kL, kR).
Äðóãàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ òåîðèÿ, âîçìîæíî ñ ïîëÿìè ìàòåðèè, äóàëüíàÿ
CFT äëÿ êîòîðîé èìååò òå æå ñàìûå çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ,
ïðèâåäåò ê äóàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äðóãèì
âåêòîðîì â òîì æå ñàìîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, HC(kL, kR) åñòü,
â íåêîòîðîì ñìûñëå, óíèâåðñàëüíàÿ ìèøåíü äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ òåîðèé
(ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè ìàòåðèè) äàííûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Ìû ñôîðìóëèðîâàëè ýòî äëÿ ñïåöèôè÷åñêîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
C, íî, èëè â ãðàâèòàöèîííîé òåîðèè, èëè â äóàëüíîé CFT, C ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ è èìååòñÿ õîðîøåå ïîâåäåíèå, êîãäà C âûðîæäàåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, áîëåå åñòåñòâåííî äóìàòü îá ýòîì, êàê î ñòðóêòóðå, êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â êîíôîðìíîé òåîðèè,
ýòà ïåðñïåêòèâà îïèñàíà â [40] .
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