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Denna text kompletterar kurslitteraturen (Edelstein-Keshet) i kursenMatematis-
ka modeller i bioteknik(TATA51). Den beskriver kortfattat hur man använder
variabelseparation för att lösa vissa typer av linjära PDE.
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1 Superkort sammanfattning

PDE = partiell differentialekvation.

Flervariabelanalys, partiella derivator (∂). Mycket svårlösta i allmänhet!

ODE = ordinär differentialekvation.

Envariabelanalys, ordinära derivator (d). Lite enklare.

Vi studerarPDE i två variabler – den sökta funktionenu(x, t) beror på en rums-
variabelx och en tidsvariabelt.

Huvudexempel:ut = uxx (värmelednings-eller diffusionsekvationen).

Problemet att lösa består avPDE + begynnelsevillkor+ randvillkor .

Variabelseparationär en metod för att lösa vissa (relativt enkla) sådana problem.

Metoden i korthet: Bestäm allasepareradelösningaru(x, t) = X(x)T(t). Funk-
tionernaX och T löser varsin ODE (så att problemet förenklas från att lösa en
PDE till att lösa två ODE). Dessa separerade lösningar är byggklossar som sätts
ihop till de mer komplicerade lösningar som man egentligen är intresserad av.

2 Värmeledningsekvationen

Att härleda värmeledningsekvationen går kvickt ifall man utgår från kontinuitets-
ekvationen, det allmänna samband som alltid råder mellan koncentrationc, flöde J
och källtäthetσ:

ct + Jx = σ. (1)

Kalla koncentrationen föru i stället förc, sätt källtermenσ till noll, och postulera att
substansen flödar i riktning mot områden med lägre koncentration enligtFicks lagJ=
−α2ux (vilket är en god approximativ beskrivning av diffusion ochvärmeledning). Då
erhållsut+(−α2ux)x = 0. Ifall α är konstant (oberoende avx) så kan detta skrivas som

∂u
∂t

= α2 ∂
2u
∂x2 , (2)

vilket är värmeledningsekvationen (även kallad diffusionsekvationen).

Den grundläggande fysikaliska tolkningen är att ekvationen beskriver temperaturen
u(x, t) i en tunn stav längsx-axeln. Det antas att staven är perfekt isolerad runt om,
så att all värmetransport sker i stavens längdriktning. Diffusionskonstantenα2 har att
göra med materialegenskaper och tjocklek hos staven; stortα ger bra värmelednings-
förmåga.

I biologi kanu(x, t) istället vara t ex koncentrationen av någon bakterie eller kemikalie
som sprider ut sig i vätska i ett tunt rör längsx-axeln.
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Ett par små förenklingar

Ifall stavens ändpunkter ligger vidx= a ochx= b så ska ekvationenut = α
2uxx gälla

för a < x < b. För att förenkla lite kan man flytta ändpunkterna tillX = 0 ochX =
1 med variabelbytetX = (x− a)/(b− a). Då erhålls ekvationenut = βuXX för 0 <
X < 1, därβ = α2/(b− a)2. VariabelbytetT = βt överför sedan ekvationen till den
dimensionslösa formen

∂u
∂T

=
∂2u
∂X2 , 0< X < 1. (3)

Det är denna form av ekvationen som vi ska använda i fortsättningen, men vi återgår
till att använda små bokstäver för variablerna:

∂u
∂t

=
∂2u
∂x2 , 0< x< 1. (4)

Begynnelsevillkor

Begynnelsevillkoret anger temperaturfördelningen i staven vid starttidpunktent = 0:

u(x,0) = f (x), för 0< x< 1, (5)

där f (x) är någon given funktion.

Randvillkor

Vad gäller randvillkor bör man känna till följande terminologi.

• Dirichlet-randvillkor föreskriveru:s värde i ändpunkternax= 0 ochx= 1:

u(0, t) = g0(t), u(1, t) = g1(t), för t > 0. (6)

Detta innebär fysikaliskt att ändpunkterna hålls vid önskad temperaturg0 resp.
g1 genom att utifrån tillföra eller leda bort värme efter behov.

• Neumann-randvillkorföreskriver derivatan∂u/∂x i ändpunkterna:

ux(0, t) = h0(t), ux(1, t) = h1(t), för t > 0. (7)

Detta är ekvivalent med att värmeflödetJ = −α2ux genom ändpunkterna kon-
trolleras på föreskrivet sätt. Ett vanligt fall ärh0 = h1 = 0, dvs att båda ändarna
är värmeisolerade.

Kombinationer kan förstås förekomma. Om t ex den vänstra änden hålls vid fix tem-
peraturK och den högra är isolerad så blir randvillkoren

u(0, t) = K, ux(1, t) = 0, för t > 0. (8)

En annan variant ärperiodiska randvillkor:

u(0, t) = u(1, t), ux(0, t) = ux(1, t), för t > 0. (9)
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3 Variabelseparation: överblick

Variabelseparationsmetoden består av nedanstående steg.Resten av texten kommer att
ägnas åt att förklara detaljerna i varje steg.

1. Kontrollera att problemet uppfyller förutsättningen omsuperposition. Eventu-
ellt kan detta åstadkommas genom förberedande variabelbyten.

2. Söksepareradelösningar, dvs lösningar på formenu(x, t) = X(x)T(t). Tillsam-
mans med randvillkoren leder detta till ettegenvärdesproblem. Man bestämmer
en följd av egenvärden{λn}∞

n=0, och till varje egenvärde hör en separerad lös-
ningun(x, t) = Xn(x)Tn(t) därXn ochTn fås som lösningar till varsin ODE.

3. Varje linjärkombinationu= ∑∞
n=0cnun uppfyller PDEn och randvillkoren. An-

vänd Fourieranalysför att bestämma alla konstanterna{cn}∞
n=0 så att även

begynnelsevillkoret uppfylls.

4 Superposition

För att variabelseparation ska fungera måste randvärdesproblemet uppfyllasuper-
positionsprincipen, dvs att varje linjärkombination av lösningar är en lösning. För
detta krävs att både PDEn och randvillkoren är linjära och homogena.

En linjär PDE i variablernax ocht är en ekvation som kan skrivas

u+ ux+ ut + uxx+ uxt+ utt + . . .= , (10)

där de tomma rutorna betecknar koefficienter som får bero påx och t men inte påu.
(Ofta är dessa koefficienter helt enkelt konstanter.) En linjär ekvation kallashomogen
omhögerledet är nollnär man (som ovan) samlat allau-beroende termer i vänsterledet
och allt annat i högerledet.

Ett linjärt randvillkor i punktenx= c har utseendet

u(c, t)+ ux(c, t)+ uxx(c, t)+ . . .= , (11)

där koefficienterna får bero påt men inte påu eller x. Om dessutom högerledet är noll
kallas randvillkorethomogent.

Exempel. Värmeledningsekvationenut = uxx är linjär och homogen eftersom den kan
skrivas 1·ut +(−1) ·uxx= 0.

Exempel. Sine-Gordon-ekvationen utt − uxx + sinu = 0 och KdV-ekvationen ut +
uux+uxxx = 0 är exempel på icke-linjära PDE som förekommer i tillämpningar. De
har båda den anmärkningsvärda egenskapen att varaintegrabla, vilket betyder att de
kan lösas mer eller mindre exakt trots att de är icke-linjära. Detta kräver dock helt
andra metoder än vad som ska behandlas här.

Exempel. Randvillkoretu(1, t) = 0 är linjärt och homogent. Randvillkoretu(1, t) = 5
är linjärt men inte homogent. Randvillkoretu(1, t) = ux(1, t)2 är inte linjärt.
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5 Förberedande variabelbyten

(Detta avsnitt kan hoppas över vid första genomläsningen.)

Ifall PDEn och/eller randvillkoren inte är linjära och homogena kan man ibland göra
ett variabelbyte så att de blir det. Och även om problemet redan är linjärt och ho-
mogent så kan det vara fördelaktigt att byta variabler så attman får något som är
bekvämare att arbeta med.

En ofta användbar idé, som du redan stött på i analyskursen, är att hitta en partikulär-
lösning som tar hand om de inhomogena termerna, och en homogenlösning som tar
hand om det som blir kvar.

Exempel. Betrakta värmeledningsekvationenut = uxx medinhomogenarandvillkor
u(0, t) = 17, u(1, t) = 43, samt begynnelsevillkoru(x,0) = f (x). Vi söker först en
stationär (dvs tidsoberoende) partikulärlösningu(x, t) = W(x) som uppfyller PDE och
randvillkor:

0= W′′(x), W(0) = 17, W(1) = 43.

Detta gerW(x)= 17+26x. Sättv(x, t)= u(x, t)−W(x). Då uppfyllervvärmelednings-
ekvationenvt = vxx medhomogenarandvillkorv(0, t) = v(1, t) = 0 och begynnelse-
villkor v(x,0) = f (x)−W(x). Metoderna i kommande avsnitt kan nu användas för att
hitta homogenlösningenv, och lösningen på det ursprungliga problemet bliru(x, t) =
v(x, t)+W(x).

Exempel. Ekvationenut = uxx+ 2 är linjär men inte homogen. Antag homogena
Dirichlet-villkor: u= 0 för x= 0 ochx= 1. Sök även här en tidsoberoende partikulär-
lösningu(x, t) = W(x):

0= W′′(x)+2, W(0) = 0, W(1) = 0.

Detta gerW(x) = x(1− x). Sättv(x, t) = u(x, t)−W(x). Fortsättningen blir precis som
i föregående exempel.

Extra termer i ekvationen kan ibland transformeras bort, såatt man kommer tillbaka
till den vanliga värmeledningsekvationen. Fysikalisk intuition kan vara till hjälp för
att hitta sådana smarta variabelbyten.

Exempel. Ekvationenut −α2uxx = −β(u−T), därβ > 0, beskriver värmeledning i
en stav som inte är isolerad runt om. Värme kan alltså transporteras ut och in genom
stavens längsgående sidor, och inte bara i ändpunkterna. KonstantenT anger omgiv-
ningens temperatur. Högerledet representerar en sänka (ifall u > T); värme lämnar
staven i en takt proportionell mot temperaturskillnaden mellan staven och omgivning-
en (Newtons avkylningslag). Om inte diffusionstermen−α2uxx hade funnits så skulle
lösningen ha varitu(x, t)−T = (u(x,0)−T)e−βt. Detta inspirerar till variabelbytet

u(x, t)−T = v(x, t)e−βt ,

vilket transformerar ekvationen till den vanliga värmeledningsekvationenvt = α
2vxx.

Exempel. I ekvationenut+(−α2ux+γu)x= 0 innehåller flödestermen inom parentes
förutom den vanliga diffusionstermen även en konvektionstermγu. Funktionenu(x, t)
kan t ex representera koncentrationen av en kemikalie som diffunderar i en vätska som
rinner genom ett rör med konstant hastighetγ. Vad man ska göra här är ännu mindre
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uppenbart än i det förra exemplet, men det visar sig att om manbryter ut en faktor
som ”rör sig med strömmen”,

u(x, t) = eγ(x−γt)/2α
2
v(x, t),

så kommer man även i detta fall tillbaka tillvt = α
2vxx.

6 Att hitta separerade lösningar

Här ska vi se hur man hittarsepareradelösningar till en linjär PDE, dvs lösningar på
formen

u(x, t) = X(x)T(t). (12)

Som exempel används värmeledningsekvationenut = uxx, men idén fungerar på en
del andra ekvationer också (se övningarna).

6.1 Först ska PDEn uppfyllas. . .

Ifall u(x, t) = X(x)T(t), så ärut = X(x)T ′(t) ochuxx = X′′(x)T(t). Alltså:

ut = uxx ⇐⇒ X(x)T ′(t) = X′′(x)T(t).

Vi antarX(x) 6= 0 ochT(t) 6= 0 eftersom den triviala lösningenu(x, t) = 0 är ointres-
sant. Division medX(x)T(t) ger då

T ′(t)
T(t)

=
X′′(x)
X(x)

. (13)

Det är i detta skede som variabelseparationen sker: vänsterledet är oberoende avx,
medan högerledet är oberoende avt. Eftersom de är lika är följaktligen båda leden
oberoende av bådex ocht och därmed lika med någon konstant som vi kallarλ:

T ′(t)
T(t)

= λ och
X′′(x)
X(x)

= λ. (14)

Slutsats. u= XT är en separerad lösning tillut = uxx om och endast om

X′′(x) = λX(x) (15)

och
T ′(t) = λT(t), (16)

med samma konstantλ i båda fallen. (Vi antar attλ är reell eftersom vi bara söker
reella lösningaru.)

Lösningarna till (15) och (16) ges av grundläggande envariabelanalys. Ekvation (16)
har den allmänna lösningenT(t) = Ceλt, därC är en godtycklig konstant. För ekva-
tion (15) beror den allmänna lösningens struktur på tecknethosλ. Det karaktäristiska
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polynometp(s) = s2−λ kan ha reell dubbelrot, reella enkelrötter, eller ett komplex-
konjugerat par av rötter, vilket motsvarar följande tre typer av lösningar, därA ochB
är godtyckliga konstanter:

X(x) =







Ax+B, omλ= 0,

Aemx+Be−mx, omλ > 0 ochm=
√
λ,

Acos(kx)+Bsin(kx), omλ < 0 ochk=
√
−λ.

(17)

Funktionenu= XT kommer att bero på två konstanterACochBCsom vi kan döpa om
till A ochB igen (man kan också se det som att vi kan sättaC = 1). För varjeλ finns
det alltså en tvåparameterfamilj av separerade lösningar till värmeledningsekvationen.

6.2 . . . sedan randvillkoren

För att få ett konkret exempel att jobba med här så antar vi homogena Dirichlet-villkor:

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, för t > 0. (18)

Andra typer av randvillkor behandlas i övningarna.

En separerad lösningu = XT uppfyller (18) om och endast omX(0)T(t) = 0 och
X(1)T(t) = 0 för alla t > 0, vilket för icketriviala lösningar (därT 6= 0) är ekvivalent
med

X(0) = 0, X(1) = 0. (19)

Dessa två villkor bestämmer konstanternaA ochB i (17):

• Enkla uträkningar (övning) visar attA= B= 0 är enda lösningen i de två första
fallen (λ≥ 0).

• I det tredje fallet (λ < 0) ger villkoret X(0) = 0 att A = 0, varefter villkoret
X(1) = 0 blir uppfyllt om Bsink = 0. Om sink 6= 0 så blir återigenA= B= 0
enda lösningen, men ifall sink = 0 så fås icketriviala lösningar medA= 0 och
B godtyckligt. De positiva rötterna till ekvationen sink= 0 är

kn = nπ (för heltaln≥ 1)

och vi får X(x) = Bsin(knx). Enligt ekvation (17) så vark =
√
−λ, alltsåλ =

−k2. Det betyder attλ-värdena som ska in iTn(t) = eλnt är

λn =−k2
n =−n2π2.

Slutsats. Funktionernaun(x, t) = Xn(x)Tn(t) där

{

Xn(x) = sin(knx) = sin(nπx)

Tn(x) = e−k2
nt = e−n2π2t (n= 1,2,3, . . .) (20)

uppfyller både värmeledningsekvationenut = uxx och randvillkoren (18).

Anmärkning. Notera attX(x) anger ”vågformen” hos funktionenu = XT (se Fi-
gur 1), medanT(t) anger amplituden (se Figur 2).

7



X1(x) X2(x) X3(x)

sin(kx)

med ”fel” k

Figur 1: De tre första funktionernaXn(x) = sin(knx) därkn = nπ, samt ett exempel på att man
missar randvillkoretX(1) = 0 ifall k 6= kn.

Ekvation (15), alltså differentialekvationenX′′ = λX, med tillhörande randvillkor (19),
alltsåX(0) = X(1) = 0, har karaktären avegenvärdesproblem: bestäm deegenvärden
λ för vilka problemet har icketrivial lösningX(x) 6= 0. Det är viktigt att inse att egen-
värdenaλn och egenfunktionernaXn(x) beror på vilken typ av randvillkor man har (se
övningarna).

Det är fysikaliskt rimligt att egenvärdenaλn = −k2
n blir negativa; om de vore posi-

tiva skulle ju amplitudenTn(t) = eλnt växa obegränsat dåt → ∞, och så brukar inte
temperatur i en stav uppföra sig.

7 Att uppfylla begynnelsevillkoret

Till sist betraktar vi hela problemet bestående av PDEnut = uxx och randvillkoren
u(0, t) = u(1, t) = 0 enligt ovan, samt ettbegynnelsevillkor

u(x,0) = f (x), 0< x< 1. (21)

7.1 Enkla lösningar

Ifall begynnelsedataf (x) skulle råka sammanfalla med någon av egenfunktionerna,
f (x) = Xn(x), så kan vi direkt säga att lösningen bliru(x, t) = un(x, t) = Xn(t)Tn(t).
Vi vet ju från föregående avsnitt att denna funktion uppfyller PDEn och randvillkoren,
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u1(x, t) u2(x, t) u3(x, t)

Figur 2: De tre första funktionernaun(x, t) = Xn(x)Tn(t) vid tidpunkternat = 0 (heldraget),
t = 0.01 (streckat) ocht = 0.02 (prickat). Notera attu2 och u3 avtar fyra resp. nio
gånger så snabbt somu1, eftersom amplitudenTn har−n2 i exponenten. (Sensmoral:
snabba variationer ix-led utjämnas mycket fortare än långsamma vid värmeledning
och diffusion.)

och eftersomTn(0) = 1 så uppfylls även begynnelsevillkoret. Man hänger alltså bara
på en exponentiellt avtagande amplitudfaktor på den vågform som begynnelsevillkoret
anger. Figur 2 visar de första enkla lösningarna av denna typ.

7.2 Sammansatta lösningar

Eftersom PDEn och randvillkoren är linjära och homogena så gäller superpositions-
principen: funktionen

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cnun(x, t) (22)

uppfyller också PDEn och randvillkoren, för mer eller mindre godtyckliga värden
på konstanternacn (summan måste konvergera, och man måste kunna derivera den
termvis; se referenserna för detaljer).

Av detta följer att om begynnelsedata är en linjärkombination av egenfunktioner,
f (x) =∑cnXn(x), så kommer lösningen att varasammalinjärkombination av de enkla
lösningarnaun, dvs f (x) = ∑cnXn(x)Tn(t). Man hänger alltså påvarsinexponentiellt
avtagande faktor på termerna i begynnelsevillkoren.

Exempel. Om begynnelsevillkoret är

u(x,0) = f (x) = 0.6 sin(πx)
︸ ︷︷ ︸

X1(x)

+0.8 sin(2πx)
︸ ︷︷ ︸

X2(x)

+0.5 sin(10πx)
︸ ︷︷ ︸

X10(x)

. (23)

så ges lösningen av

u(x, t) = 0.6 sin(πx)e−π
2t

︸ ︷︷ ︸

u1(x,t)=X1T1

+0.8 sin(2πx)e−4π2t

︸ ︷︷ ︸

u2(x,t)=X2T2

+0.5 sin(10πx)e−100π2t

︸ ︷︷ ︸

u10(x,t)=X10T10

. (24)

Denna lösning visas i Figur 3 för några olika värden påt. Notera att den snabbast
varierande komponentenu10 dämpas ut nästan omedelbart, och i den sista bilden har
även den näst snabbaste komponenten dämpats ut så att attu1-termen dominerar helt.
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u(x,0)

= f (x)

u(x,0.01)

u(x,0.05)

u(x,0.1)

Figur 3: En lösning till värmeledningsekvationen, bildad genom att linjärkombinera de separe-
rade lösningarnau1, u2 ochu10. Se ekvation (24).

7.3 Fourieranalys

Frågan är nu slutligen om godtyckliga begynnelsedataf (x) kan uttryckas som linjär-
kombination av egenfunktionernaXn(x), dvs om man kan hitta konstantercn så att

f (x) =
∞

∑
n=1

cnXn(x), för 0< x< 1. (25)

Svaret är nej i allmänhet, men ja för tillräckligt snälla funktioner, t ex omf (x) och
f ′(x) är styckvis kontinuerliga(dvs kontinuerliga utom i ett ändligt antal punkter och
med ändliga höger- och vänstergränsvärden i dessa punkter). Sådana här delikata frå-
gor behandlas iFourieranalys, ett område av matematiken som har sina rötter i Joseph
Fouriers undersökningar av värmeledning (Théorie analytique de la chaleur, 1822).
Summan i (25) är ett exempel påFourierserieutvecklingav f . Se referenserna för
detaljer.

Låt oss alltså tro på att det ska gå att hitta konstantercn så att den oändliga sum-
man konvergerar motf (x) för 0< x< 1. Hur gör man då för att hitta dem? Följande
egenskap (ortogonalitet) hos funktionernaXn(x) = sin(knx) är nyckeln till det hela:

∫ 1

0
Xn(x)Xm(x)dx=

∫ 1

0
sin(nπx)sin(mπx)dx= 0, omn 6= m. (26)
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Att verifiera detta är en standardövning i integration av trigonometriska funktioner.
Multiplicera nu båda sidor av (25) medXm(x) och integrera från 0 till 1. På grund av
(26) blir alla termer i vänsterledet noll, utom termen medn= m; alltså

cm

∫ 1

0
Xm(x)

2 dx=
∫ 1

0
f (x)Xm(x)dx.

Ytterligare en trigonometrisk övning ger
∫ 1

0
X2

mdx=
∫ 1

0
sin2(mπx)dx= 1/2, (27)

och därmed

cm
1
2
=

∫ 1

0
f (x)sin(kmx)dx. (28)

Om vi döper omm till n så erhålls därmed

cn = 2
∫ 1

0
f (x)sin(knx)dx. (29)

Som det står kan vi inte förenkla detta uttryck mer, men ifallman har en konkret
funktion f (x) given så kan man förstås stoppa in den i formeln och försöka beräkna
integralens värde, och då får man ett uttryck för Fourierkoefficienternacn för just den
funktionen.

Lösningen till vårt problem (PDE + randvillkor + begynnelsevillkor) ges alltså av den
oändliga serienu= ∑∞

0 cnun, där allacn ochun är kända. Oftast får man nöja sig med
detta, eftersom det kan vara omöjligt att beräkna seriens summa på sluten form.

Exempel. Om den initiala temperaturfördelningen ärf (x) = x, så blir

cn = 2
∫ 1

0
x sin(nπx)dx= 2

[

− xcos(nπx)
nπ

+
sin(nπx)

n2π2

]1

0
=

2(−1)n−1

nπ
,

så begynnelsevillkoret kan skrivas

f (x) =
∞

∑
n=1

2(−1)n

nπ
sin(nπx) (30)

(se Figur 4) och temperaturfördelningenvid tident fås genom att hänga på den vanliga
exponentiellt avtagande amplitudfaktorn på varje term:

u(x, t) =
∞

∑
n=1

2(−1)n

nπ
sin(nπx)e−n2π2t. (31)

Anmärkning. Definitionen〈 f ,g〉=
∫ 1

0 f (x)g(x)dxuppfyller axiomen för en abstrakt
skalärprodukt (ellerinre produkt) på vektorrummet av kontinuerliga funktioner på
intervallet(0,1). I en abstrakt mening är alltså beräkningen avcn ovan precis samma
sak som det man gör när man med hjälp av skalärprodukt projicerar ut koordinater för
en vektor med avseende på en ON-bas(e1, . . . ,en):

x =
N

∑
1

xnen =⇒ xn = x ·en,

f =
∞

∑
1

cnXn =⇒ cn =
〈 f ,Xn〉
〈Xn,Xn〉

.
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Figur 4: Tionde delsumman
10

∑
n=1

2(−1)n−1

nπ
sin(nπx) i serieutvecklingen (30) av funktionen

f (x) = x. Serien konvergerar i detta fall motf (x) = x för −1< x< 1.

Skillnaden här är att basen(X1(x),X2(x), . . .) består av oändligt många basvektorer,
som dessutom inte är normerade (därav〈Xn,Xn〉 i nämnaren).

Anmärkning. Många PDE i tillämpningar leder vid variabelseparation till Sturm–
Liouville-problem, som är egenvärdesproblem av följande typ:

[
r(x)X′(x)

]′
+
[
p(x)+λw(x)

]
X(x) = 0 (a< x< b), (32)

a1X(a)+a2X′(a) = 0, b1X(b)+b2X′(b) = 0, (33)

där funktionernaw> 0, p, r > 0 ochr ′ antas vara kontinuerliga på intervalleta≤ x≤ b.
För sådana problem blir egenvärdena automatiskt reella, och egenfunktionerna blir
automatiskt inbördes ortogonala med avseende på skalärprodukten

〈 f ,g〉=
∫ b

a
f (x)g(x)w(x)dx.

Varje tillräckligt snäll funktion kan dessutom serieutvecklas som en (oändlig) linjär-
kombination av egenfunktioner. Medr = w = 1 och p = 0 fås våra tidigare egen-
värdesproblem som specialfall. (Vi hade alltså egentligeninte behövt hänvisa till någ-
ra trigonometriska integraluträkningar för att visa att funktionernaXn(x) = sin(knx)
i vårt exempel var ortogonala, utan detta följer av den allmänna teorin för Sturm–
Liouville-problem.)
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Ovanstående är ett litet urval från den enorma litteraturenom differentialekvationer.

Logan [5] är en kortfattad och lättläst introduktion till PDE i allmänhet, som bland
annat tar upp variabelseparation och Sturm–Liouville-problem. Den gräver inte ner
sig i detaljer i onödan, men överförenklar inte heller (vilket jag kanske har gjort här).
Sista kapitlet handlar särskilt om biologiska tillämpningar.

Folland [3] går djupare in på de matematiska frågorna. Den börjar direkt med variabel-
separation som exempel, reder sedan ut Fourierserier grundligt, och återvänder däref-
ter till värmeledningsekvationen och andra tillämpningar.

Jones & Sleeman [4] ägnar bara ett kort avsnitt åt just variabelseparation, men inne-
håller många andra exempel på hur differentialekvationer används i biologi (både
ODE och PDE).

Boyce & DiPrima [1] och Churchill & Brown [2] är standardläroböcker som ofta
brukar rekommenderas. Personligen tycker jag att den förraär för mycket ”amerikansk
tegelsten” och att den senare är rätt torr och tråkig, men andra kan ju tycka annorlunda.
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9 Övningar

1. Ange (utan att räkna!) lösningen tillut = uxx med Dirichletrandvillkoru(0, t) =
u(π, t) = 0 och begynnelsevillkor

u(x,0) = 3 sinx+5 sin2x− sin7x.

2. Visa textens påstående om ekvation (17) med randvillkoren (19): enda möjlig-
heten i fallenλ= 0 ochλ > 0 är attA= B= 0.

3. Vad ändras ifall man löserut = α
2uxx istället för att arbeta med den dimensions-

lösa formenut = uxx? Fysikalisk tolkning?

4. Lös värmeledningsproblemet med ena ändpunkten vid fix temperatur och den
andra isolerad, dvsut = uxx, u(x,0) = f (x), samt randvillkoren

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0.

5. Lös värmeledningsproblemet med isolerade ändpunkter, dvsut = uxx, u(x,0) =
f (x), samt homogena Neumann-randvillkor

ux(0, t) = ux(1, t) = 0.

6. Lösut = uxx, u(x,0) = f (x), med de inhomogena randvillkorenu(0, t) = 5 och
ux(1, t) =−1.

7. Visa de trigonometriska integrationsformlerna (26) och(27) (t ex med hjälp av
Eulers formler eller upprepad partiell integration).

8. FunktionernaXn(x) = cosnx (n≥ 0) är ortogonala med avseende på skalärpro-
dukten〈 f ,g〉= ∫ π

−π f (x)g(x)dx. Bestäm koefficienternacn i utvecklingen

x2 =
∞

∑
n=0

cncosnx, −π < x< π.

9. Lös ekvationenut = uxx−u på intervallet 0< x< 1, med homogena Dirichlet-
randvillkor ochu(x,0) = sin(πx). Prova både att separera variabler direkt och
att använda ett förenklande variabelbyte innan.

10. Vad kan du säga om egenvärdesproblemetX′′(x)+λX(x) = 0,X(0)= 0,X(1)+
X′(1) = 0? Vilka randvillkor i värmeledningsekvationen skulle leda till detta
problem? Kan du tolka de villkoren fysikaliskt?

11. En annan ekvation som kan lösas med variabelseparation är vågekvationen utt =
c2uxx. Den beskriver diverse vågrörelser, t ex amplituden hos en vibrerande
sträng eller hos ljudvågor i en orgelpipa, och konstantenc betecknar ljudhas-
tigheten i mediet. Lös vågekvationen med randvillkorenu = 0 då x = 0 och
x= 1, och begynnelsevillkorenu= f ochut = g dåt = 0.

14



10 Facit

1. u(x, t) = 3e−t sinx+5e−4t sin2x−e−49t sin7x. (Jfr (23) och (24).)

2. (Ett knep som förkortar räkningarna en liten aning i fallet λ = m2 > 0 är att
göra omskrivningenX(x) = Aemx+ Be−mx = Ccoshmx+Dsinhmx. Men det
går alldeles utmärkt att lösa uppgiften även utan denna omskrivning.)

3. Variabelnt kommer att bytas motα2t överallt i svaret, så t ex dubbelt så stor
diffusivitet har samma effekt som om tiden skulle gå fyra gånger fortare.

4. u(x, t)=
∞

∑
n=1

cnsin(knx)e−k2
nt, därcn = 2

∫ 1

0
f (x)sin(knx)dxochkn =

π
2+(n−1)π

för n≥ 1.

5. u(x, t) = c0+
∞

∑
n=1

cncos(nπx)e−n2π2t, därcn = 2
∫ 1

0
f (x)cos(nπx)dx för n≥ 1,

ochc0 =

∫ 1

0
f (x)dx. (Observera att även falletλ = 0 i (17) ger bidrag till lös-

ningen här!)

6. u(x, t) = v(x, t)+5− x, därv löser det homogena problemetvt = vxx, v(x,0) =
f (x)−5+ x, v(0, t) = vx(1, t) = 0. (Funktionenv(x, t) ges alltså av samma for-

mel somu(x, t) i svaret till uppgift 4, fast medcn = 2
∫ 1

0

(
f (x)−5+x

)
sin(knx)dx

istället.

7. (Eulers formler ger sina sinb= 1
2 cos(a−b)− 1

2 cos(a+b).)

8. c0 = π
2/3, ochcn = (−1)n4/n2 för n≥ 1.

9. u(x, t) = e−(π2+1)t sin(πx).

10. Egenvärdena ärλn = k2
n, därk1 < k2 < · · · är de positiva rötterna till ekvationen

k = − tank. (Rita y = x och y = − tanx i samma koordinatsystem, så ser du
att det finns oändligt många rötter, även om det inte går att lösa ut deras värden
explicit ur ekvationen.) EgenfunktionernaärXn(x) = sin(knx). Randvillkor:u=
0 för x= 0 (fix temperatur),u+ux = 0 för x= 1 (värmeflödet−ux ut ur staven
högra ändpunkt är proportionellt mot skillnadenu−0 mellan stavens temperatur
och omgivningens).

11. Lösningen äru(x, t) =
∞

∑
n=1

(
Ancos(knct) + Bnsin(knct)

)
sin(knx), där kn = nπ,

An = 2
∫ 1

0
f (x)sin(knx)dx, ochBn=

2
knc

∫ 1

0
g(x)sin(knx)dx. Fourierserien mot-

svarar uppdelningen av en ton i grundton (n = 1) och övertoner (n ≥ 2), och
begynnelsevillkoren avgör vilken amplitud grund- och övertoner får. (Till skill-
nad från vid värmeledning dämpas inte lösningen ut, utan fortsätter att svänga i
all evighet.)

15


