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Denna text kompletterar kurslitteraturen (Edelsteinh&t}si kursenMatematis-
ka modeller i biotekniK TATA51). Den beskriver kortfattat hur man anvander
variabelseparation for att |6sa vissa typer av linjara PDE.
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1 Superkort sammanfattning

PDE = partiell differentialekvation.

Flervariabelanalys, partiella derivatah) (Mycket svarlgsta i allmanhet!

ODE = ordinar differentialekvation.

Envariabelanalys, ordindra derivatai).(Lite enklare.

Vi studerarPDE i tva variabler — den sokta funktionen(x,t) beror pa en rums-
variabelx och en tidsvariabeil

Huvudexempelu; = uyx (varmelednings-eller diffusionsekvationer).

Problemet att I6sa bestar RDE + begynnelsevillkor+ randvillkor .
Variabelseparation 4r en metod for att I6sa vissa (relativt enkla) sddana pnoble

Metoden i korthet: Bestam allsepareradddsningaru(x,t) = X(x)T (t). Funk-
tionernaX och T loser varsin ODE (s att problemet forenklas fran att 16sa en
PDE till att I6sa tvd ODE). Dessa separerade I6sningar dgidggsar som satts
ihop till de mer komplicerade I6sningar som man egentligentéesserad av.

2 Varmeledningsekvationen

Att harleda varmeledningsekvationen gar kvickt ifall magér frAn kontinuitets-
ekvationen, det allmanna samband som alltid radder mellacdatrationc, flode J
och kalltathet:

C+JIx=o0. (1)

Kalla koncentrationen fou i stallet forc, satt kalltermerr till noll, och postulera att
substansen flodar i riktning mot omraden med lagre koncéorranligtFicks lag J =
—a?uy (vilket &r en god approximativ beskrivning av diffusion ogéirmeledning). D&
erhallsu; + (—a?ux)x = 0. Ifall @ &r konstant (oberoende aysé kan detta skrivas som

ou_ ,0%

Y e (2)

vilket ar varmeledningsekvationen (aven kallad diffusiekvationen).

Den grundlaggande fysikaliska tolkningen ar att ekvatioheskriver temperaturen
u(x,t) i en tunn stav langs-axeln. Det antas att staven &r perfekt isolerad runt om,
sé att all varmetransport sker i stavens langdriktninguBibnskonstantea? har att
g6ra med materialegenskaper och tjocklek hos staven;styet bra varmelednings-
forméaga.

I biologi kanu(x,t) istéllet vara t ex koncentrationen av nagon bakterie edemikalie
som sprider ut sig i vatska i ett tunt ror langsxeln.



Ett par sma forenklingar

Ifall stavens andpunkter ligger vid= a ochx = b s& ska ekvationem = auxx gélla
for a < x < b. For att férenkla lite kan man flytta a&ndpunkterna Hll= 0 ochX =
1 med variabelbyteX = (x—a)/(b— a). D& erhdlls ekvationen; = Buxx for 0 <
X < 1, darg = o?/(b— a)?. VariabelbytefT = gt 6verfér sedan ekvationen till den
dimensionslsa formen
du 4
aT  oxX¥’
Det &ar denna form av ekvationen som vi ska anvanda i forisgtm, men vi atergar
till att anvanda sma bokstaver for variablerna:

0<X<1l 3)

ou  9%u
E:W’ O<X<1. (4)

Begynnelsevillkor
Begynnelsevillkoret anger temperaturférdelningen istawid starttidpunkten= 0:
u(x,0) = f(x), for0<x<1, (5)

dar f(x) ar nagon given funktion.

RandVvillkor

Vad géller randvillkor bér man kanna till féljande termiogi.

o Dirichlet-randvillkor féreskriveru:s varde i &ndpunkterna= 0 ochx = 1:
u(0,t) = go(t), u(1,t) = g1(t), fort> 0. (6)

Detta innebar fysikaliskt att &ndpunkterna halls vid dusteanperatugg resp.
g: genom att utifran tillféra eller leda bort varme efter behov

¢ Neumann-randvillkoféreskriver derivatadu/ox i &ndpunkterna:
ux(0,t) = ho(t), ux(1,t) = hy(t), fort> 0. (7)

Detta &r ekvivalent med att varmeflddet —a?uy genom andpunkterna kon-
trolleras pé& foreskrivet satt. Ett vanligt fall g = h; = 0, dvs att bada dndarna
ar varmeisolerade.

Kombinationer kan forstas forekomma. Om tex den vanstra@mdlls vid fix tem-
peraturK och den hogra ar isolerad s& blir randvillkoren

u(o,t) =K, ux(L,t) =0, fort> 0. (8)
En annan variant geriodiska randvillkor

u(0,t) = u(1,t), ux(0,t) = ux(1,1), fort> 0. 9)



3 \Variabelseparation: dverblick

Variabelseparationsmetoden bestar av nedanstdendRetgn av texten kommer att
agnas at att forklara detaljerna i varje steg.

1. Kontrollera att problemet uppfyller forutsattningen soperposition. Eventu-
ellt kan detta astadkommas genom forberedande varialeglbyt

2. Soksepareradédsningar, dvs losningar pa formeix, t) = X(x)T (t). Tillsam-
mans med randvillkoren leder detta till efjenvardesproblenvian bestammer
en foljd av egenvardefun}o_o, och till varje egenvéarde hor en separerad 10s-
NINg Un(X,t) = Xn(X)Tn(t) dérX, och Ty, f&s som l6sningar till varsin ODE.

3. Varje linjarkombinationu = S1_q chun uppfyller PDEN och randvillkoren. An-
vand Fourieranalysfor att bestamma alla konstanterfien}>_, s& att aven
begynnelsevillkoret uppfylls.

4 Superposition

For att variabelseparation ska fungera maste randvamlaspnet uppfyllasuper-
positionsprincipendvs att varje linjirkombination av I6sningar ar en l6sniRgr
detta kravs att bAde PDEn och randvillkoren &r linjara oandgena.

Enlinjar PDE i variablerna ocht ar en ekvation som kan skrivas

DU+DUX+DUt+Duxx+Duxt+DUtt+---:D, (10)

dar de tomma rutorna betecknar koefficienter som far berog@ént men inte pau.
(Ofta ar dessa koefficienter helt enkelt konstanter.) Hadiekvation kallahvomogen
omhdgerledet ar nolhdr man (som ovan) samlat alleberoende termer i vansterledet
och allt annat i hogerledet.

Ettlinjart randvillkor i punktenx = ¢ har utseendet

Du(c,t)+Dux(c,t)+Duxx(c,t)+... :D, (11)

dar koefficienterna far bero pdnen inte pau eller x. Om dessutom hégerledet &r noll
kallas randvillkorehomogent

Exempel. Varmeledningsekvationern = uyy ar linjar och homogen eftersom den kan
skrivas 1 ug+ (—1) - uxx = 0.

Exempel. Sine-Gordon-ekvationen;u- uxx + sinu = 0 och KdV-ekvationen u+
UUx + Uxxx = O ar exempel pa icke-linjara PDE som forekommer i tillamigain De
har bada den anmarkningsvarda egenskapen atintagrabla vilket betyder att de
kan I6sas mer eller mindre exakt trots att de ar icke-linj@ratta kraver dock helt
andra metoder &n vad som ska behandlas hér.

Exempel. Randvillkoretu(1,t) = O &r linjart och homogent. Randvillkoref1,t) = 5
ar linjart men inte homogent. Randvillkongl, t) = ux(1,t)? &r inte linjart.



5 Forberedande variabelbyten

(Detta avsnitt kan hoppas 6ver vid forsta genomlasningen.)

Ifall PDEn och/eller randvillkoren inte &r linjara och hogema kan man ibland géra
ett variabelbyte sa att de blir det. Och dven om problemednéd linjart och ho-
mogent s kan det vara fordelaktigt att byta variabler sdmatt far nagot som ar
bekvamare att arbeta med.

En ofta anvandbar idé, som du redan stétt pa i analyskursait, itta en partikular-
I6sning som tar hand om de inhomogena termerna, och en howisgig som tar
hand om det som blir kvar.

Exempel. Betrakta varmeledningsekvationan= uxx medinhomogenarandvillkor
u(0,t) = 17, u(1,t) = 43, samt begynnelsevillkar(x,0) = f(x). Vi soker forst en
stationar (dvs tidsoberoende) partikularlésnigg t) = W(x) som uppfyller PDE och
randvillkor:

0=W"(x), W(0) =17, W(1) =43

Detta geMW(x) = 17-+26x. Sattv(x,t) = u(x,t) — W(x). Da uppfyllerv varmelednings-
ekvationenv; = vxx medhomogenarandvillkor v(0,t) = v(1,t) = 0 och begynnelse-
villkor v(x,0) = f(x) — W(x). Metoderna i kommande avsnitt kan nu anvéandas for att
hitta homogenlésningen och I6sningen pa det ursprungliga problemet (i, t) =
V(X 1) +W(X).

Exempel. Ekvationenu; = uxyx+ 2 &r linjar men inte homogen. Antag homogena
Dirichlet-villkor: u= 0 fér x= 0 ochx = 1. S6k &ven héar en tidsoberoende partikular-
[6sningu(x,t) = W(x):

0=W/(x)+2  W(0)=0,  W(1)=D0.

Detta geW(x) = x(1— x). Sattv(x,t) = u(x,t) — W(x). Fortsattningen blir precis som
i foregdende exempel.

Extra termer i ekvationen kan ibland transformeras borgtsénan kommer tillbaka
till den vanliga varmeledningsekvationen. Fysikaliskuition kan vara till hjalp for
att hitta sddana smarta variabelbyten.

Exempel. Ekvationenu; — a?uyx = —B(u— T), darg > 0, beskriver varmeledning i
en stav som inte ar isolerad runt om. Varme kan alltsd trate@s ut och in genom
stavens langsgaende sidor, och inte bara i AndpunktermstddaerT anger omgiv-

ningens temperatur. Hogerledet representerar en sarataw(it T); varme l[Amnar

staven i en takt proportionell mot temperaturskillnadetianestaven och omgivning-
en (Newtons avkylningsldgOm inte diffusionstermera?uyy hade funnits s skulle
I6sningen ha variti(x,t) — T = (u(x,0) — T)e #. Detta inspirerar till variabelbytet

u(x,t) =T =v(x,t)e ™,
vilket transformerar ekvationen till den vanliga varmeledjsekvationem, = @V

Exempel. | ekvationeny; + (faqunLyu)x =0 innehéller flodestermen inom parentes
forutom den vanliga diffusionstermen &ven en konvektiemsyu. Funktioneru(x,t)
kan t ex representera koncentrationen av en kemikalie sfiumderar i en vatska som
rinner genom ett rér med konstant hastighe¥ad man ska géra har ar annu mindre



uppenbart an i det férra exemplet, men det visar sig att om Iongter ut en faktor
som "ror sig med strommen”,

u(x t) = e0/20 (1),

s& kommer man aven i detta fall tillbaka ti{l= a?vyy.

6 Att hitta separerade l6sningar

Har ska vi se hur man hittaepareradddsningar till en linjar PDE, dvs lésningar pa
formen
u(xt) = X(X)T(t). (12)

Som exempel anvands varmeledningsekvatianen uyxx, men idén fungerar pa en
del andra ekvationer ocksa (se évningarna).

6.1 FOorst ska PDEnN uppfyllas. ..

Ifall u(x,t) = X(X)T(t), s& & = X(X)T'(t) ochuxx = X"(X)T(t). Alltsa:
U=Ux <= XX)T'(t)=X"(XT(t).

Vi antarX(x) # 0 ochT(t) # 0 eftersom den triviala I6sningerix,t) = O &r ointres-
sant. Division meX(x)T (t) ger d&
T _ X0

T X(x) (13)

Det ar i detta skede som variabelseparationen sker: vigthte@r oberoende ax
medan hogerledet ar oberoendetaiftersom de ar lika ar foljaktligen bada leden
oberoende av badeocht och darmed lika med ndgon konstant som vi kallar

X//(X)

() _
0 =1 och W = A (14)

Slutsats. u= XT &r en separerad l6sning tilf = uxx om och endast om

X"(x) = AX(X) (15)
och

T'(t) = AT (1), (16)
med samma konstariti bada fallen. (Vi antar att ar reell eftersom vi bara soker

reella I6sningari.)

Lésningarna till (15) och (16) ges av grundlaggande enbaténalys. Ekvation (16)
har den allménna I6sningdi(t) = Ce', darC ar en godtycklig konstant. Fér ekva-
tion (15) beror den allmanna losningens struktur pa teckost. Det karaktaristiska



polynometp(s) = s*> — A kan ha reell dubbelrot, reella enkelrétter, eller ett kaewpl
konjugerat par av rotter, vilket motsvarar foljande tregypv I6sningar, déA ochB
ar godtyckliga konstanter:

AX+ B, omA =0,
X(X) = ¢ Ad™ 4 Be ™ omA>0ochm=+/2, (17)
Acogkx) 4+ Bsin(kx), oma <0 ochk=+/—A.

Funktioneru= XT kommer att bero pa tva konstanfe€ ochBC som vi kan dépa om
till A ochBigen (man kan ocksa se det som att vi kan s@tta1). For varjed finns
det alltsa en tvaparameterfamilj av separerade losniilgaitmeledningsekvationen.

6.2 ...sedan randvillkoren

For att fa ett konkret exempel att jobba med har sa antar vidgema Dirichlet-villkor:
u0,t)=0, u(Lt)y=0, fort>0. (18)

Andra typer av randvillkor behandlas i dvningarna.

En separerad l6sning = XT uppfyller (18) om och endast o{(0)T(t) = 0 och
X(D)T(t) = 0 for allat > 0, vilket for icketriviala I6sningar (daF # 0) &r ekvivalent
med

X(0) =0, X(1) =0. (19)

Dessa tva villkor bestammer konstantemachBi (17):

e Enkla utrakningar (6vning) visar aft= B = 0 &r enda I6sningen i de tva forsta
fallen (1 > 0).

e | det tredje fallet < 0) ger villkoret X(0) = 0 att A = 0, varefter villkoret
X(1) = 0 blir uppfyllt om Bsink = 0. Om sirk # 0 sa blir terigelA= B =0
enda losningen, men ifall ski= 0 sa fas icketriviala I6sningar me&li= 0 och
B godtyckligt. De positiva rotterna till ekvationen &ig- 0 ar

kn=nr  (for heltaln > 1)

och vi farX(x) = Bsin(knx). Enligt ekvation (17) sa vak = /-2, alltsdd =
—k2. Det betyder ati-vardena som ska iniy(t) = e'nt &r

dn= 2= 1P,

Slutsats. Funktionernauy(x,t) = Xn(X)Tn(t) dar

n=123,... 20
Ta(X) = et = g7t ( ) (20)

{Xn(x) = sin(knx) = sin(nrx)

uppfyller bade varmeledningsekvationgnr= uyx och randvillkoren (18).

Anmarkning. Notera attX(x) anger "vagformen” hos funktionem = XT (se Fi-
gur 1), medarT (t) anger amplituden (se Figur 2).



X1(X) T Xa(X) T A Xs(X)

T 7\ sin(kx)
\ med "fel” k

Figur 1: De tre forsta funktionern¥s(x) = sin(k,x) dark, = nr, samt ett exempel pa att man
missar randvillkore(1) = O ifall k # k.

Ekvation (15), alltsa differentialekvation&{ = AX, med tillnérande randvillkor (19),
alltsdX(0) = X(1) = 0, har karaktaren aggenvardesproblerbestam degenvarden
A for vilka problemet har icketrivial 16snin¥(x) # 0. Det &r viktigt att inse att egen-
vardenal, och egenfunktionerns,(x) beror pa vilken typ av randvillkor man har (se
dvningarna).

Det ar fysikaliskt rimligt att egenvardenia = —k2 blir negativa; om de vore posi-
tiva skulle ju amplitudeT,(t) = e'nt véxa obegransat d&— o, och sa brukar inte
temperatur i en stav uppfora sig.

7 Att uppfylla begynnelsevillkoret

Till sist betraktar vi hela problemet bestdende av PDE#® uxx och randvillkoren
u(0,t) = u(1,t) = 0 enligt ovan, samt etiegynnelsevillkor

u(x,0) = f(x), O<x<1 (21)
7.1 Enkla lésningar
Ifall begynnelsedatd (x) skulle rdka sammanfalla med nagon av egenfunktionerna,

f(X) = Xn(X), s& kan vi direkt saga att l6sningen hlifx,t) = un(X,t) = Xn(t)Tn(t).
Vi vet ju fran foregdende avsnitt att denna funktion upEilyPDEn och randvillkoren,



Figur 2: De tre forsta funktionernan(x,t) = Xn(X)Tn(t) vid tidpunkternat = 0 (heldraget),
t = 0.01 (streckat) ocht = 0.02 (prickat). Notera atti, och uz avtar fyra resp. nio
ganger s& snabbt som, eftersom amplitudef, har —n? i exponenten. (Sensmoral:
snabba variationer x-led utjamnas mycket fortare &n langsamma vid varmeledning
och diffusion.)

och eftersonT,(0) = 1 sa& uppfylls &ven begynnelsevillkoret. Man héanger alltsd@b
pa en exponentiellt avtagande amplitudfaktor p& den vagémm begynnelsevillkoret
anger. Figur 2 visar de forsta enkla I6sningarna av denna typ

7.2 Sammansatta ldsningar

Eftersom PDEn och randvillkoren &r linjara och homogenazkeigsuperpositions-
principen: funktionen

u(x,t) = i CnUn(X,t) (22)
n=1

uppfyller ocksd PDEnN och randvillkoren, for mer eller miadyodtyckliga varden
pa konstanterna, (summan maste konvergera, och man maste kunna derivera den
termvis; se referenserna for detaljer).

Av detta foljer att om begynnelsedata &r en linjarkomboratav egenfunktioner,
f(X) = T cnXn(x), s& kommer I6sningen att vasammadinjarkombination av de enkla
I6sningarnaln, dvs f(x) = ¥ cnXn(X)Tn(t). Man hanger alltsd péarsinexponentiellt
avtagande faktor pa termerna i begynnelsevillkoren.

Exempel. Om begynnelsevillkoret ar

u(x,0) = f(x) = 0.6 sin(rx) +0.8 sin(27x) +-0.5 sin(10rX). (23)
X1 (%) X2(X) X10(X)

sa ges l6sningen av

u(xt) = 0.6 sin(zx)e ™t +0.8 sin2rx)e” "t +0.5 sin(10rx)e 0%t (24)

ur(xt)=X1T1 U2(Xt)=XoT2 u1o(X,t)=X10T10

Denna I6sning visas i Figur 3 for ndgra olika vardentpBliotera att den snabbast
varierande komponenteny dampas ut ndstan omedelbart, och i den sista bilden har
aven den nast snabbaste komponenten dampats ut sduattertinen dominerar helt.



u(x,0) + u(x,0.01)
= (%)
u(x,0.05)

u(x,0.1)

Figur 3: En 16sning till varmeledningsekvationen, bildaghgm att linjarkombinera de separe-
rade ldsningarnay, up ochupg. Se ekvation (24).

7.3 Fourieranalys

Fragan ar nu slutligen om godtyckliga begynnelsedéia kan uttryckas som linjar-
kombination av egenfunktionerd@(x), dvs om man kan hitta konstantgysa att

f(x) = z CnXn(X), forO<x< 1. (25)
n=1

Svaret &r nej i allménhet, men ja for tillrackligt snélla ktioner, tex omf(x) och
f’(x) arstyckvis kontinuerligédvs kontinuerliga utom i ett andligt antal punkter och
med andliga hdger- och vanstergransvarden i dessa purkéetana har delikata fra-
gor behandlaskourieranalys ett omrade av matematiken som har sina rotter i Joseph
Fouriers undersokningar av varmelednifdnéorie analytique de la chaleui822).
Summan i (25) ar ett exempel péurierserieutvecklingav f. Se referenserna for
detaljer.

Lat oss alltsa tro pa att det ska ga att hitta konstactesd att den oandliga sum-
man konvergerar moft(x) for 0 < x < 1. Hur gér man da for att hitta dem? Féljande
egenskapdrtogonalite) hos funktionerna(x) = sin(k,x) ar nyckeln till det hela:

/01 Xn(X)Xm(x)dx = /Olsin(nnx)sin(mnx)dx: 0, omn#m. (26)

10



Att verifiera detta &r en standardévning i integration aganometriska funktioner.
Multiplicera nu bada sidor av (25) metiy(x) och integrera fran 0 till 1. P4 grund av
(26) blir alla termer i vansterledet noll, utom termen nmed m; alltsa

1 1
cm/o Xm(x)zdx:./0 f(X)Xm(X) dx

Ytterligare en trigonometrisk 6vning ger
1 1
/ Xﬁ.,dx:/ sir?(mrx) dx = 1/2, 27)
Jo 0

och darmed L 4
Cm> = / f(X) sin(kmx) dx. (28)
Jo

Om vi doper ommtill n sa erhélls darmed

th=2 /(;1 f(x) sin(knX) dx (29)

Som det star kan vi inte forenkla detta uttryck mer, men ifaéin har en konkret
funktion f(x) given s& kan man forstds stoppa in den i formeln och forsokikbe
integralens varde, och da far man ett uttryck for Fouriefficienternac, for just den
funktionen.

Losningen till vart problem (PDE + randvillkor + begynneliior) ges alltsd av den
oandliga seriem = Y caun, dér allac, ochu, ar kédnda. Oftast far man noja sig med
detta, eftersom det kan vara omdjligt att berakna seriemsrsupa sluten form.

Exempel. Om den initiala temperaturférdelningenf(x) = x, sa blir

-1 i 1 2(—-1 n-1
Ch= 2/ xsin(nzx)dx=2 | — xcosnx) + smin;;x) = (1) ,
Jo nr nns g nm

s& begynnelsevillkoret kan skrivas

sin(nx) (30)

(se Figur 4) och temperaturfordelningen vid tidéas genom att hanga pa den vanliga
exponentiellt avtagande amplitudfaktorn pa varje term:

_ < 2(=D"

= sin(nx) et (31)

Anmérkning. Definitionen(f,g) = _fol f(x)g(x) dxuppfyller axiomen for en abstrakt
skalarprodukt (elleinre produk) pa vektorrummet av kontinuerliga funktioner pa
intervallet(0,1). | en abstrakt mening ar alltsd berakningercaovan precis samma
sak som det man gor nar man med hjalp av skalarprodukt prajiaékoordinater for
en vektor med avseende pa en ON-f&s...,en):

N
x:anenrfxn:x-en,

e ~(f. Xn)
f—ZCan:>Cn— <Xn’Xn>.

11



10 (7l)n—l

Figur 4: Tionde delsummanz sin(nzx) i serieutvecklingen (30) av funktionen
n=1

f(x) = x. Serien kom?ergerar i detta fall métx) = xfor —1 < x < 1.

Skillnaden har ar att baseiX;(x), X2(x),...) bestar av oandligt manga basvektorer,
som dessutom inte &r normerade (d&Pdy, Xn) i ndmnaren).

Anmarkning. Manga PDE i tillampningar leder vid variabelseparatioh $iturm—
Liouville-problem som ar egenvardesproblem av féljande typ:

[FOX (0] + [P(x) +aw(x)]X(x) =0  (a<x<b), (32)
a1X(a) + ale(a) =0, bj_X(b) + ble(b) =0, (33)

dar funktionernav> 0, p, r > 0 ochr’ antas vara kontinuerliga pa intervaliet x <b.
For sddana problem blir egenvardena automatiskt reeltaegenfunktionerna blir
automatiskt inbordes ortogonala med avseende pa skadkiritemn

(1.9)= [ f(xgow ax

Varije tillréackligt snall funktion kan dessutom serieutkkss som en (oandlig) linjar-
kombination av egenfunktioner. Mad= w = 1 och p = 0 fas vara tidigare egen-
vardesproblem som specialfall. (Vi hade alltsa egentligenbehdvt hanvisa till nag-
ra trigonometriska integralutrékningar for att visa attftionernaX,(x) = sin(knx)

i vart exempel var ortogonala, utan detta foljer av den afin@teorin for Sturm-—
Liouville-problem.)

12



8 Referenser

[1] W. E. Boyce and R. C. DiPrimé&lementary differential equations and boundary
value problemsJohn Wiley & Sons Inc., New York, seventh edition, 2000.

[2] R. V. Churchill and J. W. Brown.Fourier series and boundary value problems
McGraw-Hill Book Co., New York, fourth edition, 1987.

[3] G. B. Folland. Fourier analysis and its applications The Wadsworth &
Brooks/Cole Mathematics Series. Wadsworth & Brooks/Cotlvakced Books
& Software, Pacific Grove, CA, 1992.

[4] D. S. Jones and B. D. Sleemdbifferential equations and mathematical biology
Chapman & HalllCRC Mathematical Biology and Medicine Seriéhapman &
Hall/CRC, Boca Raton, FL, 2003.

[5] J. D. Logan.Applied partial differential equationdUndergraduate Texts in Mat-
hematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 2004

Ovanstaende &r ett litet urval frAn den enorma litteratorardifferentialekvationer.

Logan [5] ar en kortfattad och lattlast introduktion till ED allménhet, som bland
annat tar upp variabelseparation och Sturm—Liouvillésfgm. Den graver inte ner
sig i detaljer i on6dan, men 6verforenklar inte heller (gilkag kanske har gjort har).
Sista kapitlet handlar sarskilt om biologiska tillamprang

Folland [3] g&r djupare in pa de matematiska fragorna. Dejabdirekt med variabel-
separation som exempel, reder sedan ut Fourierserier ligtjmath atervander daref-
ter till varmeledningsekvationen och andra tillampningar

Jones & Sleeman [4] &gnar bara ett kort avsnitt at just vatsgparation, men inne-
haller madnga andra exempel p& hur differentialekvatiomeéiads i biologi (bade
ODE och PDE).

Boyce & DiPrima [1] och Churchill & Brown [2] &r standardldrocker som ofta
brukar rekommenderas. Personligen tycker jag att den&bifita mycket "amerikansk
tegelsten” och att den senare ar ratt torr och trékig, meredganh ju tycka annorlunda.
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9 Ovningar

1.

10.

11.

Ange (utan att rakna!) [dsningen tilj = uxx med Dirichletrandvillkomu(0,t) =
u(mr,t) = 0 och begynnelsevillkor

u(x,0) = 3 sinx+5sin2—sin7x.
Visa textens pastdende om ekvation (17) med randviltk¢(t®): enda mojlig-
heten i falle® = 0 ochA > 0 &r attA= B =0.

Vad andras ifall man [6ser = a2uyy istallet for att arbeta med den dimensions-
|6sa formeru, = uyy? Fysikalisk tolkning?

Los varmeledningsproblemet med ena &ndpunkten vid fiypéeatur och den
andra isolerad, dvsg = uxx, U(x,0) = f(x), samt randvillkoren

u(0,t) =0, ux(1,t) =0.

. L6s varmeledningsproblemet med isolerade &ndpunkitgty &= uxx, U(x,0) =

f(x), samt homogena Neumann-randvillkor

ux(0,t) = ux(1,t) = 0.

. LBsur = uxx, U(x,0) = f(x), med de inhomogena randvillkoref0,t) = 5 och

Ux(l,t) = 71.

. Visa de trigonometriska integrationsformlerna (26) (eh) (tex med hjalp av

Eulers formler eller upprepad partiell integration).

. Funktionerna&(x) = cosnx (n > 0) ar ortogonala med avseende pa skalarpro-

dukten(f,g) = /™ f(x)g(x)dx Bestam koefficienterna, i utvecklingen

0
X2 = Z)cncosnx, —r<X<n.
=

. Los ekvationemi = uyx — U pa intervallet O< x < 1, med homogena Dirichlet-

randvillkor ochu(x,0) = sin(zX). Prova bade att separera variabler direkt och
att anvéanda ett forenklande variabelbyte innan.

Vad kan du sdga om egenvardesprobleffiet) + AX(x) = 0, X(0) = 0, X(1) +
X'(1) = 0? Vilka randvillkor i varmeledningsekvationen skulle detill detta
problem? Kan du tolka de villkoren fysikaliskt?

En annan ekvation som kan ldsas med variabelseparatidgékvationengi—=
Cuxx. Den beskriver diverse vagrorelser, tex amplituden hosibresande
strang eller hos ljudvagor i en orgelpipa, och konstamtéetecknar ljudhas-
tigheten i mediet. L6s vagekvationen med randvillkoters 0 ddx = 0 och
x =1, och begynnelsevillkorem= f ochu; = g dat = 0.
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10

10.

11.

Facit

u(xt) = 3etsinx+ 5e*sin2x — e *¥sin 7x. (Jfr (23) och (24).)

. (Ett knep som forkortar rakningarna en liten aning i falle= n? > 0 &r att

gora omskrivningerX(x) = A€™ 4 Be ™ = Ccoshmx+ Dsinhmx Men det
gar alldeles utmarkt att Idsa uppgiften dven utan denna ovmshg.)

. Variabelnt kommer att bytas mat?t 6verallt i svaret, s& tex dubbelt s& stor

diffusivitet har samma effekt som om tiden skulle ga fyraggrfortare.

L u(xt) = g Cn sin(knx)e’kf%t, déarc, = 2/0l f(x)sin(knx)dxochky =7 +(n— 1)z
r=1

forn> 1.

o0 1
L u(xt) =co+ Z cncos(nnx)e*r‘zﬂzt, dérc, = 2/ f(x)cognrx)dxforn> 1,
= 0

1

ochcy = / f(x)dx (Observera att &ven fallat= 0 i (17) ger bidrag till 16s-
0

ningen har!)

. u(xt) = v(x,t) +5—x, darv |6ser det homogena problemet= vyy, V(x,0) =

f(X) =5+ %, v(0,t) = vx(1,t) = 0. (Funktionenv(x,t) ges alltsa av samma for-

1
mel somu(x,t) i svaret till uppgift 4, fast med, = 2/ (f(X)—5+x) sin(ksx) dx
0
istallet.

. (Eulers formler ger siasinb = 3 coga—b) — 1 coga+b).)
. Co = n?/3, ochcy = (—1)"4/n? férn > 1.

. u(xt) = e~ +Disin(rx).

Egenvéardena &, = kﬁ dark; < ks < --- ar de positiva rotterna till ekvationen
k = —tank. (Ritay = x ochy = —tanx i samma koordinatsystem, sa ser du
att det finns oandligt manga rotter, aven om det inte gar st lih deras varden
explicit ur ekvationen.) Egenfunktionerna%(x) = sin(k,x). Randvillkor:u =

0 for x = 0 (fix temperatur)u+ uy = 0 for x = 1 (varmeflodet-uy ut ur staven
hdgra andpunkt ar proportionellt mot skillnaden 0 mellan stavens temperatur
och omgivningens).

[

Losningen au(xt) = 5 (Ancogknct) + Bnsin(knct)) sin(knx), dark, = nr,
N - n=1 5 1 - - -
An= 2/0 f(x) sin(knXx) dx, ochBp = kn_C/O 9(x) sin(knx) dx. Fourierserien mot-

svarar uppdelningen av en ton i grundton= 1) och dvertonerr(> 2), och
begynnelsevillkoren avgor vilken amplitud grund- och deaer far. (Till skill-
nad fran vid varmeledning dampas inte lI6sningen ut, utasdtter att svanga i
all evighet.)
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