
Ëåêöèè ïî òåîðèè ñèãíàëîâ

À.À. Ãðèãîðüåâ

1 Ýëåìåíòû òåîðèè ñèãíàëîâ

1.1 Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé

1.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ñèãíàëîâ x(t) ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé∫
|x(t)|2dt <∞

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈x(t), y(t)〉 = 〈x, y〉 =

∫
x(t)y∗(t) dt

ââîäèò ñòðóêòóðó Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (ñèãíàëû)
ñòàíîâÿòñÿ âåêòîðàìè.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

Ëèíåéíîñòü ïî ëåâîé êîîðäèíàòå

〈αx1 + βx2, y〉 = α 〈x1, y〉+ β 〈x2, y〉

Àíòèëèíåéíîñòü ïî ïðàâîé êîîðäèíàòå

〈x, αy1 + βy2〉 = α∗ 〈x, y1〉+ β∗ 〈x, y2〉

Ñîïðÿæåííàÿ ñèììåòðèÿ
〈x, y〉∗ = 〈y, x〉

Âåùåñòâåííîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü íîðìû

〈x, x〉 ≥ 0

Êàê îáû÷íî, âåêòîðû ñ÷èòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈x, y〉 ðàâíî íóëþ. Íîðìà (äëèíà) âåêòîðà ââîäèòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

‖x‖2 = 〈x, x〉 , ‖x‖ =
√
〈x, x〉

Êâàäðàò íîðìû èìååò ñìûñë ýíåðãèè ñèãíàëà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèãíàëàìè - ýòî íîðìà
èõ ðàçíîñòè

d(x, y) = ‖x− y‖

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
‖x− y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

îáåñïå÷èâàåò Åâêëèäîâîñòü ðàññòîÿíèÿ.
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1.1.2 Ñîãëàñîâàííàÿ ôèëüòðàöèÿ

Òåîðåìà 1.1 (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà) Èìååò ìåñòî ãðàíèöà

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖‖y‖

ñ ðàâåíñòâîì åñëè è òîëüêî åñëè y = αx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè âåêòîðà y âåêòîðîì
αx ïî êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîñòè íîðìû ðàçíîñòè

‖y − αx‖2 = 〈y, y〉 − α∗ 〈y, x〉 − α 〈x, y〉+ αα∗ 〈x, x〉 (1)

Ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿì α äàåò
αopt = 〈y, x〉 / 〈x, x〉, ÷òî îòâå÷àåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà îøèáêè y⊥ = y − αx
âåêòîðó x

〈y − αx, x〉 = 〈y, x〉 − α 〈x, x〉 = 〈y, x〉 − 〈y, x〉
〈x, x〉

〈x, x〉 = 0

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå αopt â (1), íàéäåì

‖y − αx‖2 = 〈y, y〉 − 2
| 〈x, y〉 |2

〈x, x〉
+

| 〈x, y〉 |2

〈x, x〉2
〈x, x〉 ≥ 0,

îòêóäà è âûòåêàåò íåðàâåíñòâî N

Îáîáùåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

(e1, e2, . . . , en); 〈ei, ei〉 = 1, 〈ei, ek〉 = 0

Åãî ëèíåéíóþ îáîëî÷êó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ. Ïîñòàâèì çàäà÷ó
àïïðîêñèìàöèè ñèãíàëà (âåêòîðà) y âåêòîðîì y‖ =

∑
αiei èç ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ.

Íàèëó÷øàÿ â ñìûñëå ìèíèìóìà íîðìû ðàçíîñòè y⊥ = y−y‖ àïïðîêñèìàöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ
âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà îøèáêè y⊥ ïðîñòðàíñòâó ñèãíàëîâ

〈y⊥, ei〉 = 0, i = 1, . . . , n

è èìååò âèä

y‖ =
∑

〈y, ei〉 ei

Êîìïîíåíòà y⊥, îðòîãîíàëüíàÿ ïðîñòðàíñòâó ñèãíàëîâ, íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà ðåøåíèÿ,
âûíîñèìûå ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè ñèãíàëà y âíóòðè ïðîñòðàíñòâà. Òî åñòü, íàáîð
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé 〈x, ei〉 äàåò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ïðèíÿòîì ñèãíàëå y.

Ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåé ïðîåêöèè ïðèíÿòîãî ñèãíàëà â ïîäïðîñòðàíñòâî
ñèãíàëîâ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàþò ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèåé. Ñîãëàñîâàííàÿ
ôèëüòðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðå÷ü èäåò î åäèíñòâåííîì ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè.
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1.2 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ

1.2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ñèãíàëó x(t) åãî àìïëèòóäíûé
ñïåêòð

X(f) =

∫
x(t)e−2πift dt =

∫
x(t)e−ft dt.

Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî

x(t) =

∫
X(f)e+2πift df =

∫
X(f)e+ft df

Ñîãëàøåíèå. Äëÿ ëàêîíè÷íîñòè ôîðìóë äàëåå âåçäå ìû îïóñêàåì ìíîæèòåëü 2πi
â ïîêàçàòåëÿõ è ìíîæèòåëü 2π â àðãóìåíòàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêèì
îáðàçîì, eft ñëåäóåò ÷èòàòü êàê e2πi ft, à cos ft êàê cos 2π ft.

Ñèãíàë x(t) è åãî àìïëèòóäíûé ñïåêòðX(f) ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâå ðàçëè÷íûå
ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå ñóùíîñòè. Îí ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåí
êàê âî âðåìåííîé îáëàñòè, ôóíêöèåé x(t), òàê è â ÷àñòîòíîé îáëàñòè - ôóíêöèåé X(f).
Èíûìè ñëîâàìè, ñèãíàë ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü êàê ïàðà ôóíêöèé

x(t) ↔ X(f)

ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå.

Óïðàæíåíèå 1 Ïóñòü

rectX(x) =

{
1 ïðè x ∈ (−X/2, X/2)
0 èíà÷å

ñèììåòðè÷íûé ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ. Ïîêàçàòü, ÷òî

1√
T

rectT (t) ↔
√
T

sin πTf

πTf
=
√
T sinc (πTf),

√
F sinc (πFt) =

√
F

sin πFt

πFt
↔ 1√

F
rectF (f),

ãäå FT = 1

1.2.2 Ñâîéñòâà ñèììåòðèè

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñèììåòðèè âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

Ñîïðÿæåíèþ ñèãíàëà âî âðåìåííîé îáëàñòè îòâå÷àåò ñîïðÿæåíèå ñ îòðàæåíèåì â ÷àñòîòíîé
è íàîáîðîò

x∗(t) ↔ X∗(−f)

x∗(−t) ↔ X∗(f)

Ñîïðÿæåííûå ñèììåòðèè.

Åñëè ñèãíàë âåùåñòâåíåí (x∗ = x), òî åãî ñïåêòð ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷åí

X(−f) = X∗(f).

3



Íàîáîðîò, ìíèìîìó ñèãíàëó (x∗ = −x) îòâå÷àåò ñîïðÿæåííî àíòèñèììåòðè÷íûé ñïåêòð

X(−f) = −X∗(f).

Âñÿêèé ñïåêòð X(f) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóììîé ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íîé è ñîïðÿæåííî
àíòèñèììåòðè÷íîé êîìïîíåíò

X(f) = Xs(f) +Xa(f) =
X(f) +X∗(−f)

2
+
X(f)−X∗(−f)

2

è ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ áóäåò îòâå÷àòü ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîãî ñèãíàëà x(t) = xi(t) +
ixq(t) â ñóììó âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé

xi(t) ↔ Xs(f), ixq(t) ↔ Xa(f).

Íàîáîðîò, ðàçëîæåíèþ ñèãíàëà íà ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ
ñîñòàâëÿþùèå âî âðåìåííîé îáëàñòè

x(t) = xs(t) + xa(t) =
x(t) + x∗(t)

2
+
x(t)− x∗(t)

2

îòâå÷àåò ðàçëîæåíèå ñïåêòðà X(f) = Xi + iXq íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè

xs(t) ↔ Xi(f), xa(t) ↔ iXq(f)

Äâîéíûå ñèììåòðèè.

Ñîïðÿæåííàÿ ñèììåòðèÿ ôóíêöèè îçíà÷àåò ñèììåòðèþ åå âåùåñòâåííîé è
àíòèñèììåòðèþ ìíèìîé ÷àñòåé. Cîïðÿæåíî ñèììåòðè÷íûé âåùåñòâåííûé ñèãíàë ïðîñòî
ñèììåòðè÷åí. Cîïðÿæåíî ñèììåòðè÷íûé ìíèìûé - àíòèñèììåòðè÷åí. Äëÿ ñîïðÿæåííî
àíòèñèììåòðè÷íûõ ñèãíàëîâ âñå íàîáîðîò. Ïî ñâîéñòâó ñîïðÿæåííîé ñèììåòðèè,

1. Åñëè ñèãíàë x(t) âåùåñòâåíåí, òî åãî ñïåêòð X(f) ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷åí.

2. Åñëè ñèãíàë x(t) ìíèì, òî åãî ñïåêòð X(f) ñîïðÿæåííî àíòèñèììåòðè÷åí.

3. Åñëè ñèãíàë x(t) ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷åí , òî åãî ñïåêòð X(f) âåùåñòâåíåí.

4. Åñëè ñèãíàë x(t) ñîïðÿæåííî àíòèñèììåòðè÷åí, òî åãî ñïåêòð X(f) ìíèì.

• Ñîãëàñíî (1) è (3), âåùåñòâåííûé è ñèììåòðè÷íûé ñèãíàë èìååò
âåùåñòâåííûé ñèììåòðè÷íûé ñïåêòð.

• Ñîãëàñíî (1) è (4), âåùåñòâåííûé àíòèñèììåòðè÷íûé ñèãíàë èìååò ìíèìûé
àòèñèììåòðè÷íûé ñïåêòð.

• Ñîãëàñíî (2) è (3), ìíèìûé ñèììåòðè÷íûé ñèãíàë èìååò ìíèìûé ñèììåòðè÷íûé
ñïåêòð.

• Ñîãëàñíî (2) è (4), ìíèìûé àíòèñèììåòðè÷íûé ñèãíàë èìååò âåùåñòâåííûé
àíòèñèììåòðè÷íûé ñïåêòð.

4



1.2.3 Ñèíóñ è êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èìååì

X(f) =

∫ +∞

−∞
(xs + xa)(cosft− isinft)dt = 2

∫ +∞

0

(xscosft− ixasinft)dt

x(t) =

∫ +∞

−∞
(Xs +Xa)(cosft+ isinft)df = 2

∫ +∞

0

(Xscosft+ iXasinft)dt

Îòñþäà, äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèãíàëà (ñïåêòðà) ïîëó÷àåì êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå

X(f) = 2

∫ +∞

0

x(t)cosft dt,

x(t) = 2

∫ +∞

0

X(f)cosft dt,

à äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ ñèãíàëà (ñïåêòðà) - ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå

X(f) = −2

∫ +∞

0

x(t)sinft dt,

x(t) = 2

∫ +∞

0

X(f)sinft dt.

1.2.4 Òåîðìû î ñäâèãå

Ñóòü óòâåðæäåíèé ýòèõ î÷åâèäíûõ òåîðåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñäâèã ñèãíàëà â îäíîì èç
ïðåäñòàâëåíèé ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó â äðóãîì.

x(t− t0) ↔ X(f)e−ft0

x(t)e+f0t ↔ X(f − f0)

Óïðàæíåíèå 2 Îïèðàÿñü íà òåîðåìó î ñäâèãå, íàéòè ñïåêòð èìïóëüñà êîäà
Ìàí÷åñòåðà (äâà ñäâèíóòûå ïðÿìîóãîëüíûå èìïóëüñà)

M(t) = rectT/2(t− T/4)− rectT/2(t+ T/4)

Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñïåêòðîâ ñåðèé èìïóëüñîâ.

1.2.5 Òåîðåìà î ñâåðòêå

Ñâåðòêîé ñèãíàëîâ x(t) è y(t) íàçûâàþò ôóíêöèþ

(x ∗ y)(t) =

∫
x(u)y(t− u) du (2)

Ýëåìåíòàðíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò ñèììåòðèè ñâåðòêè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè
êîîðäèíàò

(x ∗ y)(t) = (y ∗ x)(t).
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Òåîðåìà 1.2 Ñâåðòêå âðåìåííûõ ôîðì ñèãíàëîâ îòâå÷àåò ïåðåìíîæåíèå èõ
÷àñòîòíûõ ôîðì è íàîáîðîò.

(x ∗ y)(t) ↔ X(f)Y (f)

x(t)y(t) ↔ (X ∗ Y )(f)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì â ïðàâîé ÷àñòè (2) ñèãíàë x(t) åãî ïðåäñòàâëåíèåì ÷åðåç
àìïëèòóäíûé ñïåêòð

(x∗y) =

∫ ∫
X(f)efuy(t−u) dudf =

∫
X(f)

{∫
y(t−u)e−f(t−u) du

}
eft df =

∫
X(f)Y (f)eft df H

Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = 0 îòñþäà ïîëó÷àåì ñâåðòî÷íóþ ôîðìó òîæäåñòâà Ïàðñåâàëÿ∫
x(t)y(−t) dt =

∫
X(f)Y (f) df, (3)

èñïîëüçóåìóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Óïðàæíåíèå 3 Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâåðòêå, íàéòè ñïåêòðû èìïóëüñîâ
1. �ãàðìîíè÷åñêàÿ ïîëóâîëíà� (ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà ñóììó êîìïëåêñíûõ

ýêñïîíåíò)
p(t) = rectT (t) cos (πFt), FT = 1

2. �ïðèïîäíÿòûé êîñèíóñ�

p(t) = rectT (t) {1 + cos (2πFt)} , FT = 1

Ïðåîáðàçîâàíèå ñâåðòêè - ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïåðàöèè ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè
ñèãíàëîâ.

Ëèíåéíûé ôèëüòð õàðàêòåðèçóåòñÿ èìïóëüñíîé ðåàêöèåé h(t) - îòêëèêîì ôèëüòðà
íà èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå δ(t). Èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ ñâÿçàíà ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ñ
êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è ôèëüòðà H(f).

Ïóñòü íà âõîäå ôèëüòðà h(t) ↔ H(f) äåéñòâóåò ñèãíàë x(t) ↔ X(f). Òîãäà îòêëèê
ôèëüòðà y(t) ↔ Y (f) ìîæåò áûòü íàéäåí
âî âðåìåííîé îáëàñòè êàê ñâåðòêà

y(t) = (x ∗ h)(f) =

∫
x(u)h(t− u) du,

èëè â ÷àñòîòíîé îáëàñòè êàê ïðîèçâåäåíèå

Y (f) = H(f)X(f).

1.2.6 Ýíåðãåòè÷åñêèå êîððåëÿöèè è ñïåêòðû

Âçàèìíî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ñèãíàëîâ x(t) è y(t) - ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
x(t) íà ñäâèíóòóþ âî âðåìåíè êîïèþ ñèãíàëà y(t).

Rxy(t) = 〈x, y(t)〉 = 〈x(u), y(u− t)〉 =

∫
x(u)y∗(u− t) du (4)
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Â ñëó÷àå, êîãäà x(t) è y(t) - îäèí è òîò æå ñèãíàë, ôóíêöèÿ Rx(t) = 〈x, x(t)〉 íàçûâàåòñÿ
àâòî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñèãíàëà x(t).

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñèììåòðèè

〈x, y(−t)〉 = 〈y, x(t)〉∗

Â ÷àñòíîñòè, àâòî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ñèãíàëà ñîïðÿæåííî
ñèììåòðè÷íà

〈x, x(−t)〉 = 〈x, x(t)〉∗ .

Äëÿ âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà ýòî âëå÷åò ñèììåòðèþ àâòî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
Èç îïðåäåëåíèé ñâåðòêè è êîððåëÿöèè ñëåäóåò, ÷òî âçàèìíî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèè

〈x, y(t)〉 åñòü ñâåðòêà x(t) ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì è îòðàæåííûì âî âðåìåíè ñèãíàëîì
y∗(−t).

〈x, y(t)〉 =
(
x(t) ∗ y∗(−t)

)
.

Ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó çàêîíó ñèììåòðèè, îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ ñ îòðàæåíèåì âî
âðåìåííîé îáëàñòè îòâå÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå â ÷àñòîòíîé. Ïîýòîìó, ñèãíàëó
y∗(−t) îòâå÷àåò ñïåêòð Y ∗(f). Ñ ó÷åòîì ýòîãî, òåîðåìà î ñâåðòêå äàåò ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñïåêòðà âçàèìíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

〈x, y(t)〉 ↔ X(f)Y ∗(f),

èëè â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

Rxy(t) = 〈x, y(t)〉 =

∫
x(u)y∗(u− t) du =

∫
X(f)Y ∗(f)e+ft df (5)

X(f)Y ∗(f) =

∫
Rxy(t)e

−ft dt

Ïðîèçâåäåíèå X(f)Y ∗(f) íàçûâàþò âçàèìíûì ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì ñèãíàëîâ x, y.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäíîãî ñèãíàëà ïîëó÷àåì ïàðó

Rx(t) = 〈x, x(t)〉 ↔ |X(f)|2

àâòî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ↔ ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð.

Ïðè t = 0 (5) äàåò êîððåëÿöèîííóþ ôîðìó òîæäåñòâà Ïàðñåâàëÿ∫
x(u)y∗(u) du =

∫
X(f)Y ∗(f) df, (6)

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèãíàëîâ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïåðåõîäîâ ìåæäó âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿìè - 〈x(t), y(t)〉 = 〈X(f), Y (f)〉.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî è ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèãíàëîâ

âî âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ ñîâïàäàþò.

Â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâó Ïàðñåâàëÿ äëÿ îäíîãî ñèãíàëà

〈x(t), x(t)〉 = 〈X(f), X(f)〉

ýíåðãèÿ ñèãíàëà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò âðåìåííîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ê
÷àñòîòíîé.
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Óïðàæíåíèå 4 Íàéòè àâòî êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð
ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà rectT (t).

Óïðàæíåíèå 5 Íàéòè àâòî êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð
èìïóëüñà Íàéêâèñòà sinc(πFt) = sin(πFt)

πFt
.

Óïðàæíåíèå 6 Íàéòè àâòî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû
èìïóëüñîâ èç óïðàæíåíèÿ 3.
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1.2.7 Îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ ñïåêòðû

Îïèðàÿñü íà òîæäåñòâî Ïàðñåâàëÿ∫
x(t)y(−t) dt =

∫
X(f)Y (f) df,

ââåäåì ïîíÿòèå ñïåêòðà îáîáùåííîé ôóíêöèè.
Ïóñòü g(t) - îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé, G(f) - åå àìïëèòóäíûé ñïåêòð.

Ñïåêòðîì îáîáùåííîé ôóíêöèè x(t), îïðåäåëåííîé ñâîèì äåéñòâèåì íà îñíîâíûå ôóíêöèè
ïî ïðàâèëó ∫

x(t)g(−t)dt,

íàçîâåì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ X(f), äëÿ êîòîðîé∫
x(t)g(−t)dt =

∫
X(f)G(f) df.

Ñïåêòð ñèììåòðè÷íîé åäèíèöû, δ-ôóíêöèÿ

Ïóñòü x(t) = 1(t) = 1 - òîæäåñòâåííàÿ åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Èìååì∫
1 g(−t)dt = G(0) =

∫
X(f)G(f)df.

Ñëåäîâàòåëüíî, X(f) = δ(f). Òàêèì îáðàçîì,

1(t) ↔ δ(f),

δ(t) ↔ 1(f).

Ïîäêëþ÷èâ òåîðåìó î ñäâèãå, íàõîäèì

e+f0t ↔ δ(f − f0),

δ(t− τ) ↔ e−f0τ .

Äàëåå,

cos(f0t) =
e+f0t + e−f0t

2
↔ 1

2
δ(f − f0) +

1

2
δ(f + f0),

sin(f0t) =
e+f0t − e−f0t

2i
↔ 1

2i
δ(f − f0)−

1

2i
δ(f + f0),

Óïðàæíåíèå 7 Ïîêàçàòü, ÷òî (x(t)∗δ(t−τ)) = x(t−τ). Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòîãî
òîæäåñòâà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

Ñïåêòð àíòèñèììåòðè÷íîé åäèíèöû, ãëàâíîå çíà÷åíèå

Ðàññìîòðèì àíòèñèììåòðè÷íóþ åäèíè÷íóþ ôèíêöèþ

sign (t) =


1 ïðè t > 0
0 ïðè t = 0

−1 ïðè t < 0

Åå îáîáùåííûé ñïåêòð ìîæåò áûòü íàéäåí ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì∫
sign (t)e−ftdf = lim

α→ 0

∫
sign (t)e−α|t|e−ft df = − i

πf
.

9



Îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííóþ ôóíêöèþ �ãëàâíîå çíà÷åíèå� - 1/x. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî íàéòè âðåìåííóþ ôîðìó äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîé åäèíèöû â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè sign (f). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïàðû îáîáùåííûõ Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèé

sign (t) ↔ − i

πf
,

i

πt
↔ sign (f).

Óïðàæíåíèå 8 Íàéòè ñïåêòð ôóíêöèè

sign (t+ T/2)− sign (t− T/2).

Óïðàæíåíèå 9 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè �åäèíè÷íàÿ ñòóïåíü�

θ(t) =

{
1 ïðè t > 0
0 ïðè t ≤ 0

=
1

2
{1 + sign(t)}

ñïðàâåäëèâî

θ(t) ↔ 1

2
(δ(f)− i

1

πf
),

θ(f) ↔ 1

2
(δ(t) + i

1

πt
).

Óïðàæíåíèå 10 Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òåîðåì î ñâåðòêå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé

(δ(t) ∗ δ(t))(τ) = δ(τ)

(δ(t) ∗ 1

πt
)(τ) =

1

πt

(
1

πt
∗ 1

πt
) = −δ(t)τ

Òåîðåìà î äâóõ ãðåáåíêàõ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ �ãðåáåíêà�, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå òðàíñëÿöèè δ-ôóíêöèè
âäîëü îñè âðåìåíè (÷àñòîòû) ñ ôèêñèðîâàííûì øàãîì T (F )

χ(t) =
∞∑

n=−∞

δ(t− nT ).

Ýòà ôóíêöèÿ äàåò ïðîñòîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ
• îïåðàöèè ðàâíîìåðíîé äèñêðåòèçàöèè g(t) - âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáîðîê g(nT )

g(t) =⇒ g(t)
∞∑

n=−∞

δ(t− nT ) =
∞∑

n=−∞

g(nT )δ(t− nT )

• îïåðàöèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ g(t) âäîëü îñè âðåìåíè

g(t) =⇒
(
g(t) ∗

∞∑
n=−∞

δ(t− nT )
)

=
∞∑

n=−∞

g(t− nT )

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îïåðàöèÿìè äèñêðåòèçàöèè è
ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, èìåþùóþ ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ öèôðîâîé îáðàáîòêîé ñèãíàëîâ.
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Òåîðåìà 1.3 (Î äâóõ ãðåáåíêàõ) Ôóðüå îáðàçîì ãðåáåíêè ñ øàãîì T âî âðåìåííîé
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ãðåáåíêà ñ øàãîì F â ÷àñòîòíîé îáëàñòè è íàîáîðîò (FT = 1).∑

n

δ(t− nT ) ↔ F
∑
m

δ(f −mF ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîáùåííûé àìïëèòóäíûé ñïåêòð ñóììû â ëåâîé ÷àñòè èìååò âèä∫ (∑
n

δ(t− nT )
)
e−nftdt =

∑
n

e−nTf .

Ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì F
è ðàçëîæèì åå â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå îðòîãîíàëüíûõ íà èíòåðâàëå (−F/2, F/2) ôóíêöèé
e−kTf ∑

m

δ(f −mF ) =
∑
k

cke
−kTf

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ck ýòîãî ðÿäà

Fck =

∫ T/2

−T/2
δ(t)ekTfdf = 1

îäèíàêîâû è ðàâíû 1/F , ÷òî è äîêàçûâàåò òîæäåñòâî H.
Ïî òåîðåìå î ñâåðòêå, ïåðåìíîæåíèþ ôóíêöèé âî âðåìåííîé îáëàñòè îòâå÷àåò èõ

ñâåðòêà â ÷àñòîòíîé è íàîáîðîò. Íî, êàê ïîêàçàíî âûøå, óìíîæåíèå íà ãðåáåíêó îïèñûâàåò
äèñêðåòèçàöèþ, à ñâåðòêà ñ íåé - ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò
òåîðåìû ïðèâîäèò ê âûâîäàì:

• Äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà x(t) âî âðåìåíè ñ øàãîì T â ÷àñòíîé îáëàñòè îòâå÷àåò
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñïåêòðà X(f) ñ ïåðèîäîì F , FT = 1

• Ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ñèãíàëà x(t) âî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T â ÷àñòíîé
îáëàñòè îòâå÷àåò äèñêðåòèçàöèÿ ñïåêòðà X(f) ñ øàãîì F , FT = 1

Êðèòåðèé Íàéêâèñòà îáðàòèìîñòè äèñêðåòèçàöèè

Ïóñòü x(t) - ñèãíàë ñ àìïëèòóäíûì ñïåêòðîì X(f), ôèíèòíîì íà íîñèòåëå (−F/2, F/2).
Îñóùåñòâèì åãî äèñêðåòèçàöèþ ñ øàãîì T . Ñïåêòðîì äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà∑

n

x(nT )δ(t− nT )

ñòàíåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå X(f) c ïåðèîäîì F = 1/T∑
m

X(f −mF ).

Íî, â ñèëó ôèíèòíîñòè ñïåêòðà X(f), åãî òðàíñëèðîâàííûå íà F ðåïëèêè íå
ïåðåêðûâàþòñÿ íà îñè ÷àñòîò. Ïîýòîìó, èñõîäíûé ñïåêòð X(f) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâëåí ïî ïðîäîëæåííîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñèãíàë x(t) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
âîññòàíàâëåí ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîèõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé x(nT ).
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Òåîðåìà 1.4 (Òåîðåìà Íàéêâèñòà î âûáîðêàõ) Âñÿêèé ñèãíàë ñî ñïåêòðîì,
ñîñðåäîòî÷åííûì â ïîëîñå (−F/2, F/2), áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé x(nT ), âçÿòûõ ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè
T ≤ 1/F (èëè ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè Fd ≥ F ).

Åñëè ñèãíàë âåùåñòâåíåí, òî åãî ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íûé ñïåêòð âîëíå
îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòíîé íà ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ ñ âåðõíåé ÷àñòîòîé
Fh = F/2. Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ñîñòàâëÿåò Fd = 2Fh.

Óïðàæíåíèå 11 Ïóñòü ñïåêòð ñèãíàëà x(t) ñîñðåäîòî÷åí â ïîëîñå (−F/2, F/2).
Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë

xd(t) =
∑
n

x(nT )δ(t− nT ), T ≤ 1/F.

Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ñèãíàëà y(t), ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè
xd(t) ôèëüòðîì ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è H(f) = rectF (f). (Ðÿä
Êîòåëüíèêîâà).

Óïðàæíåíèå 12 Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá èíòåðïîëÿöèè.
Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðîê xn, êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ.
Íàéäåòñÿ èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ x(t), òàêàÿ ÷òî x(nT ) = xn, à ñïåêòð X(f) -
ôèíèòåí â ïîëîñå (−F/2, F/2), F ≥ 1/T .

Íàìåê - îäíîé èç èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðÿä Êîòåëüíèêîâà.

Ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà

Ïóñòü x(t) - ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë ñ ïåðèîäîì T . Óìíîæåíèåì íà ïðÿìîóãîëüíûé
èìïóëüñ rectT (t) �âûðåæåì� åãî ðåàëèçàöèþ xT (t) = x(t)rectT (t) è ïóñòü XT (f) -
àìïëèòóäíûé ñïåêòð ðåàëèçàöèè. Ñâåðòêà ñ ãðåáåíêîé âî âðåìåííîé îáëàñòè îáåñïå÷èâàåò
âîññòàíîâëåíèå x(t) ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðåàëèçàöèè xT (t)

x(t) =
(
xT (t) ∗

∑
δ(t− nT )

)
Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòîìó îòâå÷àåò δ-äèñêðåòèçàöèÿ ñïåêòðà XT (f). Ó÷èòûâàÿ ýòî, äëÿ
ñïåêòðà ïåðèîäè÷åñêãî ñèãíàëà x(t) íàõîäèì

X(f) = F
∑

XT (mF )δ(f −mF ), FT = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà èìååò âèä �ãðåáåíêè� δ-ôóíêöèé ñ
âåñàìè XT (mF ), ðàâíûìè âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà ðåàëèçàöèè íà
ïåðèîäå. Ñèãíàë îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî âûáîðêàì ñïåêòðà ñ øàãîì F = 1/T .
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2 Ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ

2.1 Ôèëüòð Ãèëüáåðòà äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ

Ôèëüòð ñ ðàâíîìåðíûì íà âñåõ ÷àñòîòàõ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è 1(f) = 1 íàçîâåì
òðèâèàëüíûì. Åãî èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ h(t) = δ(t).

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûé ôèëüòð ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è sign(f)
i

.

Ìíèìàÿ åäèíèöà â çíàìåíàòåëå îáåñïå÷èâàåò ñîïðÿæåííóþ ñèììåòðè÷íîñòü sign(f)
i

, òàê
÷òî èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ ýòîãî ôèëüòðà âåùåñòâåííà. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì
îáîáùåííûì Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèè sign (f) è èìååò âèä

h(t) =
1

πt
.

Ýòîò ôèëüòð íàçûâàþò ôèëüòðîì Ãèëüáåðòà, à ðåàëèçóåìîå èì ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëîâ

x̃(t) =
(
x(t) ∗ 1

πt

)
=

1

π

∫
x(u)

t− u
du

ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà. Òî æå ïðåîáðàçîâàíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ïðèíèìàåò
îñîáåííî ïðîñòîé âèä

X̃(f) = X(f)
sign(f)

i

Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

˜̃
X(f) = X(f)

sign(f)

i

sign(f)

i
= −X(f), ˜̃x(t) = −x(t)

äàåò èñõîäíûé ñèãíàë x(t) ñ îáðàòíûì çíàêîì. Â ýòîì ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà
îáðàòèìî.

Òåîðåìà 2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
â òîì ÷èñëå - ìåòðèêó.

〈x, y〉 = 〈x̃, ỹ〉 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ â îäíó ñòðîêó ïåðåõîäîì â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü:

〈x̃, ỹ〉 → X(f)
(sign(f)

i

)
Y ∗(f)

(sign(f)

i

)∗
= X(f)Y ∗(f) → 〈x, y〉 H

Òåîðåìà 2.2 Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî àíòèñèììåòðèè

〈x̃, y〉 = −〈x, ỹ〉 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå â îäíó ñòðîêó:

〈x̃, y〉 → [X(f)
sign(f)

i
]Y ∗(f) = −X(f)[Y ∗(f)(

sign(f)

i
)∗] → −〈x, ỹ〉 H

Ñëåäñòâèå 1 Ñèãíàë x(t) è åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà x̃(t) îðòîãîíàëüíû.

〈x̃, x〉 = 〈x, x̃〉 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó àíòèñèììåòðèè, 〈x̃, x〉 = −〈x, x̃〉. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ ñèììåòðè÷íî, è ïîýòîìó 〈x̃, x〉 = 〈x, x̃〉.
Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî íóëþ �

Òåîðåìà 2.3 (Ãèëüáåðòîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ) Èìååì,

c̃os(ft) = sin(ft)

s̃in(ft) = −cos(ft)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

c̃os(f0t) → 1

2
(δ(f − f0) + δ(f + f0))

sign(f)

i
=

1

2i
(δ(f − f0)− δ(f + f0)) → sin(f0t)

Âòîðîå àíàëîãè÷íî �

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü x(t) - ñèãíàë ñî ñïåêòðîì, ôèíèòíîì íà
(
−f0, f0

)
. Òîãäà

˜(x(t)cos(f0t)) = x(t)sin(f0t)

˜(x(t)sin(f0t)) = −x(t)cos(f0t)

Äîêàçàòåëüñòâî, Íà÷íåì ñ ïåðâîãî òîæäåñòâà. Ñðàâíèì ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åãî
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

˜x(t)cos(f0t) → 1

2
(X(f − f0) +X(f + f0))

sign(f)

i
=

1

2i
(X(f − f0)−X(f + f0))

x(t)sin(f0t) → 1

2i
(X(f − f0)−X(f + f0))

Ñîâïàäåíèå ñëóæèò äîêàçàòåëüñòâîì. Âòîðîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì H

Òåîðåìà 2.5 (Îðòîãîíàëüíîñòü êâàäðàòóðíûõ êàíàëîâ) Ïóñòü x(t), y(t) -
- äâà ðàçëè÷íûå ñèãíàëà ñî ñïåêòðîì, ôèíèòíîì íà íîñèòåëå (−f0, f0).
Òîãäà ñèãíàëû x(t)cos(f0t) è y(t)sin(f0t) - îðòîãîíàëüíû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè x(t) = y(t), òî îðòîãîíàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî
x(t)sin(f0t) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà îò x(t)cos(f0t). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê,
îäíàêî îðòîãîíàëüíîñòü âñå æå èìååò ìåñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
〈x(t)cos(f0t), y(t)sin(f0t)〉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

1

4

∫ [
X(f − f0) +X(f + f0)

][
(Y ∗(f − f0) + Y ∗(f + f0))

sinc(f)

i

]
df

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïåêòðû, ñäâèíóòûå âïðàâî (X(f − f0)) è âëåâî (Y (f + f0)) íå
ïåðåêðûâàþòñÿ, ïðèâåäåì ýòî ê âèäó

1

4

∫ [
X(f − f0)Y

∗(f − f0) +X(f + f0)Y
∗(f + f0)

]sinc(f)

i
df,
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÷òî ðàâíî íóëþ ââèäó àíòèñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè H
Â öåëîì, ñêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà.
Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ðàñùåïëåííûì íà äâà ëèíåéíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà - äâå êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû. Ñóùåñòâóåò êîñèíóñíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ñèãíàëàìè âèäà x(t)cos f0t è ñèíóñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ñèãíàëàìè
x(t)sin f0t. Îíè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Ãèëüáåðòîâî ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçóåò ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå îäíîé êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòû íà äðóãóþ ñ ñîõðàíåíèåì ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñèãíàë îáùåãî âèäà ìîæåò áûòü ñóììîé ÷àñòåé, ëåæàùèõ â ðàçíûõ êâàäðàòóðíûõ
êîìïîíåíòàõ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñèãíàëû, ó êîòîðûõ ýòè ÷àñòè
ñâÿçàíû ïî Ãèëüáåðòó.

2.2 Àíàëèòè÷åñêèå ñèãíàëû

Ïóñòü x(t) ↔ X(f) - âåùåñòâåííûé ñèãíàë, x̃(t) ↔ X(f) sign(f)
i

- åãî ãèëüáåðòîâî
ïðåîáðàçîâàíèå.
Àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë x+(t) îïðåäåëèì êàê

x+(t) = x(t) + i x̃(t)

Â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè èìååì

X+(f) = X(f) + iX(f)
sign(f)

i
= X(f)(1 + sign(f)) = 2X(f)θ(f)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäíûé ñïåêòð àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ, è ñîâïàäàåò ñ óäâîåííûì ñïåêòðîì èñõîäíîãî ñèãíàëà íà
ïîëîæèòåëüíûõ. ßñíî, ÷òî íåíóëåâîé àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë íå ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûì,
ïîñêîëüêó ñïåêòð âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà îáÿçàí áûòü ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íûì.

Ïî äâîéñòâåííîñòè ââîäèòñÿ àíòè àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë

x−(t) = x(t)− ix̃(t) = (x+)∗

ñ íóëåâûì ñïåêòðîì íà ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ.
Êàæäûé âåùåñòâåííûé ñèãíàë x(t) äîïóñêàåò, òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå â ñóììó

x(t) = x+(t) + x−(t)

àíàëèòè÷åñêîãî è àíòè àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëîâ. Ïåðâûé ñîäåðæèò êîìïîíåíòû ñèãíàëà
íà ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ, à âòîðîé - íà îòðèöàòåëüíûõ.

Ïðèìåð 1 Ïóñòü x(t) = cos(ft). Òîãäà

x+(t) = cos(ft) + isin(ft) = e+ft

x−(t) = cos(ft)− isin(ft) = e−ft

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêèé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë, ýòî è åñòü êîìïëåêñíàÿ
ýêñïîíåíòà, èñïîëüçóåìàÿ â ìåòîäå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Êîíöåïöèÿ àíàëèòè÷åñêîãî
ñèãíàëà îáîáùàåò ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íà ñèãíàëû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Óïðàæíåíèå 13 Ïóñòü x(t) = sin(ft). Ïîêàçàòü, ÷òî x+(t) = i e+ft, x−(t) = −i e−ft.
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Ïðåäñòàâèâ àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë ÷åðåç ìîäóëü è àðãóìåíò

x+(t) = |x+(t)]ei arg(x
+(t))

ïîëó÷àåì îáùåïðèíÿòûå ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ
ìãíîâåííîé àìïëèòóäû

A(t) = |x+(t)| =
√
x̃2(t) + x2(t)

ìãíîâåííîé ôàçû
ϕ(t) = arg(x+(t)) = arctg(x̃(t)/x(t))

è ìãíîâåííîé ÷àñòîòû

$(t) =
dϕ

dt
.

âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà x(t) ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

2.3 Êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ

Ïîä âåùåñòâåííûì ñèãíàëîì (Passband signal) áóäåì ïîíèìàòü ñèãíàë xp(t), ñïåêòð
êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíà íà (−2f0, 0) ∪ (0, 2f0). Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ
ñèãíàëîâ áóäåì íàçûâàòü P-ïðîñòðàíñòâîì (P-îáëàñòüþ, Passband space). Ýòî íàøè
ôèçè÷åñêèå ñèãíàëû.

Çàôèêñèðóåì íåñóùóþ ÷àñòîòó f0 - òî÷êó íà ÷àñòîòíîé îñè. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïåðåíîñà
ñïåêòðàëüíîãî äèàïàçîíà P-ñèãíàëîâ âëåâî íà f0 ñ òåì, ÷òîáû ñîâìåñòèòü òî÷êó íåñóùåé
÷àñòîòû ñ íóëåì. ×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷àñòîòàìè, ïåðåéäåì
ê àíàëèòè÷åñêîìó ñèãíàëó

x+
p (t) = xp(t) + i x̃p(t)

Óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó ïåðåíåñåì îäíîñòîðîííèé ñïåêòð
àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà âëåâî íà f0

x(t) =
1√
2
x+
p (t)e−f0t (7)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òî, ÷òî íàçûâàþò êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé (Baseband signal)
ðåàëüíîãî ñèãíàëà xp(t). Àìïëèòóäíûé ñïåêòð êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé x(t) ñîñðåäîòî÷åí
â îêðåñòíîñòè íóëåâîé ÷àñòîòû íà èíòåðâàëå (−f0, f0).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ áóäåì íàçûâàòü Â-ïðîñòðàíñòâîì (B-
îáëàñòüþ, Baseband Space). Â íåì ëåæàò âèðòóàëüíûå êîìïëåêñíûå ñèãíàëû - àíàëîãè
èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Àëãîðèòì (7) îïðåäåëÿåò PB-ïðåîáðàçîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñèãíàëîâ xp(t) â
êîìïëåêñíûå îãèáàþùèå x(t). Ýòî âåùåñòâåííî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííîãî P-
ïðîñòðàíñòâà â êîìïëåêñíîå B-ïðîñòðàíñòâî.

Âûäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé

x(t) = xi(t) + i xq(t)

Ïðîñëåæèâàÿ â (7) îáðàòíûé ïåðåõîä îò x(t) ê xp(t), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìå BP-
ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ â ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíûõ
ñèãíàëîâ

xp(t) =
√

2Re
(
x(t)e+f0t

)
=
√

2
{
xi(t)cos f0t − xq(t)sin f0t

}
(8)
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Ôîðìóëà (8) äàåò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëüíîãî P-ñèãíàëà â âèäå ñóììû
êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò - ñèíôàçíîé (inphase) xi(t) cos f0t è êâàäðàòóðíîé (quadrat-
ue) xq(t) sin, f0t. Êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû îðòîãîíàëüíû â P-îáëàñòè. Â B-îáëàñòè èì
îòâå÷àþò âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé x(t).

Ïîäâåäåì èòîãè. Ôèêñàöèÿ íåñóùåé äåëèò P-ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ íà äâà
êâàäðàòóðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà - êîñèíóñíîå è ñèíóñíîå. Êâàäðàòóðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è ñâÿçàíû îäíî ñ äðóãèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà.

Â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ êâàäðàòóðíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì îòâå÷àþò
ïîäïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ñèãíàëîâ. Îíè ñâÿçàíû óìíîæåíèåì íà ìíèìóþ
åäèíèöó. Ýòî àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà äëÿ Â-îáëàñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (7) è (8) îñóùåñòâëÿþò âåùåñòâåííî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ P-îáëàñòè
â B-îáëàñòü è íàîáîðîò ñ ñîõðàíåíèåì ðàçáèåíèÿ íà êâàäðàòóðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Óïðàæíåíèå 14 Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ ñèãíàëà

xp(t) = Acos (f0t) +B cos (f0 +4f)t

îòíîñèòåëüíî íåñóùåé f0 èìååò âèä x(t) = A + Be4ft. Íàéòè êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ
ñèãíàëà

xp(t) = Acos (f0 + F )t+B cos (f0 − F )t

Âðåìåííûå ñäâèãè ñèãíàëîâ â B è P îáëàñòÿõ

Ðàññìîòðèì ñäâèíóòûé âî âðåìåíè âåùåñòâåííûé ñèãíàë

x′p(t) =
√

2
(
xi(t− τ)cos f0(t− τ)− xq(t− τ) sin f0(t− τ)

)
Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿ åãî Ãèëüáåðòîâî ïðåîáðàçîâàíèå

x̃′p(t) =
√

2
(
xi(t− τ)sin f0(t− τ) + xq(t− τ)cos f0(t− τ)

)
,

àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë

x′+p (t) =
√

2
(
xi(t− τ)ef0(t−τ) + ixq(t− τ)ef0(t−τ)),

è êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ

x′(t) =
1√
2
x′+p (t)e−f0t =

(
xi(t− τ) + ixq(t− τ)

)
e−f0τ ,

ïðèäåì ê
x′(t) = x(t− τ)e−iθ, θ = 2πf0τ.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííîìó ñäâèãó P-ñèãíàëà â B-îáëàñòè îòâå÷àåò

• âðåìåííîé ñäâèã êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé è

• ïîâîðîò âåêòîðà êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé íà óãîë θ = 2πf0τ , âûçâàííûé èçìåíåíèåì
ôàçû íåñóùåé.

Â ÷àñòíîñòè, îøèáêà â ôàçå íåñóùåé íà θ ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ êîìïëåêñíîé
îãèáàþùåé íà e−iθ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî åå ïîâîðîòó íà óãîë θ.

Ðàçëè÷àþò äâà âàðèàíòà îáðàáîòêè ñèãíàëà íà ñòîðîíå ïðèåìà - êîãåðåíòûé è
íåêîãåðåíòíûé.
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Êîãåðåíòíûé ïðèåì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ôàçà íåñóùåé íà ïðèíèìàþùåé ñòîðîíå
èçâåñòíà. Ýòî òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ïåðåäàþùåé è
ïðèíèìàþùåé ñòîðîíàìè.

Ôîðìàëüíî, çàäà÷à ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè ýêâèâàëåíòà ñèíõðîíèçàöèè øêàë âðåìåíè
ìåæäó ïåðåäàò÷èêîì è ïðèåìíèêîì. Ïðàêòè÷åñêè æå îíà ðåøàåòñÿ âûäåëåíèåì íåñóùåé
ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ ïåòåëü ôàçîâîé àâòî ïîäñòðîéêè (ÔÀÏ).

Íåêîãåðåíòíûé ïðèåì íå ïðåäïîëàãàåò ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè ýòîì ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òàêèå ìåòîäû îáðàáîòêè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïîâîðîòà
êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé íà ñëó÷àéíûé ôàçîâûé óãîë.

2.4 Ðåàëèçàöèÿ BP/PB ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðåîáðàçîâàíèÿ BP/PB ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò àíàëèçà è ñèíòåçà
ñèãíàëîâ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ ñèñòåì. Ïîäëåæàùèå ïåðåäà÷å ñèãíàëû
ôîðìèðóþòñÿ â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ. Äëÿ ïåðåäà÷è ñôîðìèðîâàííûé
êîìïëåêñíûé ñèãíàë òðàíñôîðìèðóþò â âåùåñòâåííûé ýêâèâàëåíò ñ êîíêðåòíîé íåñóùåé
÷àñòîòîé ñ ïîìîùüþ PB-ïðåîáðàçîâàíèÿ (7). Ïðèíÿòûé ñèãíàë, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
îñâîáîæäàþò îò íåñóùåé, ïðåîáðàçóÿ åãî â êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ BP-ïðåîáðàçîâàíèåì
(8). Ýòî ïðàêòèêà ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â îáëàñòè
êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíîìó âûáîðó íåñóùåé.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ öèôðîâûå ìåòîäû, òàê
÷òî ñôåðà ïðèìåíåíèÿ àíàëîãîâûõ ìåòîäîâ â ñîâðåìåííûõ ðàäèî ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ
ñóæàåòñÿ äî çàäà÷ ðåàëèçàöèè PB/BP-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé x(t) = xi(t) + i xq(t) â âåùåñòâåííûé
ðàäèîñèãíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíûì ìîäóëÿòîðîì, ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Êâàäðàòóðíûé ìîäóëÿòîð.

Ñòðóêòóðà ìîäóëÿòîðà íå âûçûâàåò âîïðîñîâ. Ýòî óñòðîéñòâî, êîòîðîå ðåàëèçóåò
BP-ïðåîáðàçîâàíèå (8). Òåõíè÷åñêè îí ñîäåðæèò äâà àíàëîãîâûõ ïåðåìíîæèòåëÿ
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé êîìïîíåíò êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé íà êâàäðàòóðíûå íåñóùèå
êîëåáàíèÿ è ñóììàòîð.

Ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ïðîöåññ ìîäóëÿöèè. Êîìïëåêñíûé
èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë x(t) ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
íåêîòîðîé ñèãíàëüíîé òî÷êè â äâóõìåðíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè - ïëîñêîñòè çíà÷åíèé
êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé. Ïðîåêöèè ýòîé òðàåêòîðèè íà îñè êîîðäèíàò è ïîäàþòñÿ íà
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âõîäû ìîäóëÿòîðà. Óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó ef0t ìîäóëÿòîð îñóùåñòâëÿåò
ïåðåõîä â áûñòðî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
ñèãíàëüíîé òî÷êè ïðèíèìàåò âèä

x(t)e−f0t = {xi(t)cos f0t− xq(t)sin f0t}
= i {xi(t)sin f0t+ xq(t)cos f0t}

Çàòåì ìîäóëÿòîð �çàáûâàåò� î ïðîåêöèè òðàåêòîðèè íà ìíèìóþ îñü, îñòàâëÿÿ äëÿ
ïåðåäà÷è òîëüêî âåùåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Îòáðàñûâàÿ ìíèìóþ ïðîåêöèþ, äåìîäóëÿòîð,
ïî ñâîåìó ïðàâ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðîåêöèÿ íà ìíèìóþ îñü ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðåîáðàçîâàíèåì îò âåùåñòâåííîé ïðîåêöèè. Ïîýòîìó åå ïåðåäà÷à ïî êàíàëó áûëà áû
èçáûòî÷íîé. Îäíàêî ýòî ñîçäàåò ïðîáëåìó ïðè ïðèåìå. ×òîáû âåðíóòüñÿ â íåïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ïðîåêöèþ íà ìíèìóþ îñü. Ýòèì è çàíèìàåòñÿ
ãèëüáåðòîâ ôèëüòð äåìîäóëÿòîðà.

Àëãîðèòì (7) ôîðìèðîâàíèÿ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé ïî ïðèíÿòîìó ñèãíàëó
ðåàëèçóåòñÿ äåìîäóëÿòîðîì Ãèëüáåðòà, ðèñ. 2. Â ñîñòàâ äåìîäóëÿòîðà âõîäèò ôèëüòð
Ãèëüáåðòà, êîòîðûé âîññòàíàâëèâàåò óòðà÷åííóþ ïðè ïåðåäà÷å ïðîåêöèþ íà ìíèìóþ
îñü. Ïðèíÿòàÿ âåùåñòâåííàÿ xp(t) è âîññòàíîâëåííàÿ ìíèìàÿ x̃p(t) ïðîåêöèè ïîñòóïàþò
äàëåå íà âõîäû êîìïëåêñíîãî ïåðåìíîæèòåëÿ. Çäåñü, â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ íà
êîìïëåêñíóþ íåñóùóþ e−f0t, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò
â íåïîäâèæíóþ. Êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ âîññòàíîâëåíà.

Ðèñ. 2: Äåìîäóëÿòîð Ãèëüáåðòà.

Äåìîäóëÿòîð Ãèëüáåðòà - äîñòàòî÷íî ñëîæíîå óñòðîéñòâî. Â åãî ñîñòàâ, ïîìèìî
ñîáñòâåííî ãèëüáåðòîâà ôèëüòðà, âõîäèò êîìïëåêñíûé ïåðåìíîæèòåëü, êîòîðûé âêëþ÷àåò
â ñåáÿ ÷åòûðå âåùåñòâåííûå ïåðåìíîæèòåëÿ. Ñóùåñòâóåò ãàðàçäî áîëåå ïðîñòàÿ ñõåìà
ïðåîáðàçîâàíèÿ P-ñèãíàëà â B-îáëàñòü. Ýòî òàê íàçûâàåìûé êâàäðàòóðíûé äåìîäóëÿòîð,
ðèñ. 3.

Îí ñîäåðæèò âñåãî äâà âåùåñòâåííûå ïåðåìíîæèòåëÿ è äâà ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò
LPF ñ ãðàíè÷íîé ÷àñòîòîé f0.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó âåðõíåãî (êîñèíóñíîãî) ïëå÷à ýòîãî äåìîäóëÿòîðà â ïðîöåññå
îáðàáîòêè ñèãíàëà

xp(t) = xi(t)cos f0t− xi(t)sin f0t.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà êîñèíóñ ïîëó÷àåòñÿ

xp(t)cos f0t = xi(t)cos
2 f0t− xq(t)sin f0t cos f0t

=
1

2

{
xi(t) + xi(t)cos 2f0t− xq(t)sin 2f0t

}
.
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Ðèñ. 3: Êâàäðàòóðíûé äåìîäóëÿòîð.

Íàçíà÷åíèå ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòñå÷ü âûñîêî÷àñòîíóþ ÷àñòü
ñèãíàëà íà óäâîåííîé ÷àñòîòå íåñóùåé. Ïîñëå ôèëüòðàöèè îñòàåòñÿ îöåíêà âåùåñòâåííîé
÷àñòè êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé.

Óïðàæíåíèå 15 Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàáîòó ñèíóñíîãî ïëå÷à êâàäðàòóðíîãî
äåìîäóëÿòîðà.

Óïðàæíåíèå 16 Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàáîòó êâàäðàòóðíîãî äåìîäóëÿòîðà ïðè íàëè÷èè
îøèáêà θ â ôàçå îïîðíîé íåñóùåé.

Òåîðåìà 2.6 Êâàäðàòóðíûé äåìîäóëÿòîð ýêâèâàëåíòåí äåìîäóëÿòîðó Ãèëüáåðòà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùèé â êâàäðàòóðíûé äåìîäóëÿòîð ïîëîñîâîé
ôèëüòð

rectf0(f) =

{
1, f ∈ (−f0, f0)
0, f /∈ (−f0, f0)

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

rectf0(f) =
1

2
(sign(f + f0)− sing(f − f0))

Ðàññìîòðèì êîñèíóñíûé êàíàë äåìîäóëÿòîðà - óìíîæåíèå ðàäèîñèãíàëà xp(t) íà êîñèíóñ
+ ïîëîñîâàÿ ôèëüòðàöèÿ. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ðåçóëüòàò ýòîé îáðàáîòêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

X(f) =
1

4
{(Xp(f + f0) +Xp(f − f0) ( sign(f + f0)− sing(f − f0) )}

Ó÷èòûâàÿ ëîêàëèçàöèþ ñïåêòðà Xp(f) â ïîëîñàõ (−2f0, 0), (0,+2f0), íàéäåì

−Xp(f + f0)sing(f − f0) = +Xp(f + f0),

Xp(f − f0)sing(f + f0) = +Xp(f − f0),

Xp(f + f0)sing(f + f0) = iX̃p(f + f0),

−Xp(f − f0)sing(f − f0) = −iX̃p(f − f0).
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Òàêèì îáðàçîì,

X(f) =
1

4
{(Xp + iX̃p)(f + f0) + (Xp − iX̃p)(f − f0)}

Ïåðåõîäÿ âî âðåìåííóþ îáëàñòü, ïîëó÷èì

x(t) =
1

4
{x+

p (t)e−f0t + x−p (t)e+f0t} =
1

2
Re(x+

p (t)e−f0t) =
1√
2
xi(t)

Òàêèì îáðàçîì, ñèãíàë íà âûõîäå êîñèíóñíîãî êàíàëà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/
√

2
äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé H

Óïðàæíåíèå 17 Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ïðîàíàëèçèðîâàâ ñëó÷àé
ñèíóñíîãî êàíàëà. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò êàíàë ôîðìèðóåò 1/

√
2 xq(t).

2.5 Ñâåðòêè è êîððåëÿöèè â P è B îáëàñòÿõ

Îáñóäèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâåðêàìè/êîððåëÿöèÿìè â P è B îáëàñòÿõ. Âíà÷àëå âàæíûé
ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1 (Îá óìíîæåíèè íà ýêñïîíåíòó) Ïóñòü a(t), b(t) - ñèãíàëû ñ êîíå÷íîé
ýíåðãèåé. Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû èõ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó - â(t) =
a(t)e−ft, b̂(t) = b(t)e−ft. Äëÿ ñâåðòêè è êîððåëÿöèè óìíîæåííûõ íà ýêñïîíåíòó ñèãíàëîâ
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (

â(t) ∗ b̂(t)
)

= e−ft
(
a(t) ∗ b(t)

)
,〈

â(t), b̂(t)
〉
) = e−ft 〈a(t), b(t)〉 .

Ñëîâàìè - ñâåðòêà(êîððåëÿöèÿ) óìíîæåííûõ íà ýêñïîíåíòó ñèãíàëîâ ðàâíà óìíîæåííîé
íà òó æå ýêñïîíåíòó ñâåðòêå(êîððåëÿöèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîé ïðîâåðêîé, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé ñâåðòêè è êîððåëÿöèè.(
a(u)e−fu ∗ b(u)e−fu

)
(t) =

∫
a(u)e−fub(t− u)e−f(t−u) = e−ft(a ∗ b)

〈
a(u)e−fu, b(u− t)e−f(u−t)〉 =

∫
a(u)e−fub∗(t− u)e+f(u−t) = e−ft 〈a, b(t)〉

Åùå ïðîùå çàìåòèòü, ÷òî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ñäâèíóòûõ ñïåêòðîâ ðàâíî ñäâèíóòîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Òåîðåìà 2.7 (Î ñâåðòêå) Ñâåðòêå êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ îòâå÷àåò ñâåðòêà
ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè).

xp(t) hp(t) yp(t) = (xp ∗ hp)
m m m BP/PB −Ïðåîáðàçîâàíèÿ
x(t) h(t) y(t) = 1√

2
(x ∗ h)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xp(t) - ðåàëüíûé ñèãíàë, hp(t) - èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ
ðàäèî÷àñòîòíîãî ôèëüòðà, yp(t) = (xp ∗ hp) - ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè. Ââåäåì êîìïëåêñíûå
îãèáàþùèå íàçâàííûõ ôóíêöèé

√
2x(t) = (xp + ix̃p)e

−f0t

√
2h(t) = (hp + ih̃p)e

−f0t

√
2y(t) = (yp + iỹp)e

−f0t

Âû÷èñëèì ñâåðòêó â êîìïëåêñíîé îáëàñòè

2(x*h) =
(
(xp + ix̃p)e

−f0t ∗ (hp + ih̃p)e
−f0t

)
Ñîãëàñíî ëåììå 1,

2(x*h) = e−f0t
(
(xp + ix̃p) ∗ (hp + ih̃p)

)
=

= e−f0t
[
(xp ∗ hp)− (x̃p ∗ h̃p) + i(xp ∗ h̃p) + i(x̃p ∗ hp)

]
Äàëåå

(x̃p ∗ h̃p) → Xp(f)Yp(f)[
sign(f)

i
]2 → −(xp ∗ hp)

(x̃p ∗ hp) = (xp ∗ h̃p) → Xp(f)Yp(f)
sign(f)

i
→ ˜(xp ∗ hp)

Ó÷èòûâàÿ ýòî, íàéäåì
2(x*h) = 2e−f0t(yp + iỹp) =

√
2y

èëè (
x ∗ h√

2

)
= y. H

Ýòîò ðåçóëüòàò ñâîäèò çàäà÷ó ðàäèî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè ê ôèëüòðàöèè â îáëàñòè
êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ. Åñëè ñëîâàìè, òî åãî ñìûñë ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèìåíÿòü ôèëüòð hp(t) ê ñèãíàëó xp(t) íà ÷àñòîòå íåñóùåé,
à çàòåì ïðåîáðàçîâûâàòü ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè yp(t) â êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ,
ìîæíî ñðàçó íàéòè êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ ñèãíàëà xp(t), à çàòåì âûïîëíèòü åå
ýêâèâàëåíòíóþ ôèëüòðàöèþ â îáëàñòè îãèáàþùèõ. Èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ ýêâèâàëåíòíîãî
êîìïëåêñíîãî ôèëüòðà h(t) åñòü ðåçóëüòàò PB-ïðåîáðàçîâàíèÿ hp(t), äåëåííûé íà
íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü 1√

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ðàäèî÷àñòîòíîãî ôèëüòðà ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé
ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ.

Óïðàæíåíèå 18 Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïëåêñíûì àíàëîãîì ïîëîñîâîãî ôèëüòðà c
êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è

Hp(f) =
1

1 + i2Qf−f0
f0

(êîëåáàòåëüíûé êîíòóð) ÿâëÿåòñÿ ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò

H(f) =
1

1 + iτf
, τ =

2Q

f0
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Òåîðåìà 2.8 (Î êîððåëÿöèè) Âçàèìíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â P è B îáëàñòÿõ
ñâÿçíû ñîîòíîøåíèåì:

〈x, y(t)〉 =
(
〈xp, yp(t)〉+ i ˜〈xp, yp(t)〉

)
e−f0t (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è âûøå, íàéäåì

2 〈x, y(t)〉 =
〈(
xp(u) + ix̃p(u)

)
e−f0u,

(
yp(u− t) + iỹp(u− t)

)
e−f0(u−t)〉

Ñîãëàñíî ëåììå 1,
2 〈x, y(t)〉 = e−f0t 〈xp + ix̃p, xp(t) + iỹp(t)〉 =

= e−f0t[〈xp, yp(t)〉+ 〈x̃p, ỹp(t)〉+ i 〈x̃p, yp(t)〉 − i 〈xp, ỹp(t)〉]

Äàëåå

〈x̃p, ỹp(t)〉 → xp(f)y∗p(f)|sign(f)

i
|2 → 〈xp, yp(t)〉

〈x̃p, yp(t)〉 → xp(f)
sign(f)

i
y∗p(f) → ˜〈xp, yp(t)〉

〈xp, ỹp(t)〉 → xp(f)y∗p(f)
sign(f)

i∗
→ ˜〈xp, yp(t)〉

Èñïîëüçóÿ ýòè òîæäåñòâà, íàéäåì

2 〈x, y(t)〉 = 2e−f0t[〈xp, yp(t)〉+ 2i ˜〈xp, yp(t)〉],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü H
Ñòîèò óäèâèòüñÿ òîìó, ÷òî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìåæäó P

è B îáëàñòÿìè ïî ôîðìå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ïðåîáðàçîâàíèÿì ñèãíàëîâ. Â ÷àñòíîñòè,
êàê ñëåäóåò èç (9), êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ ìîæíî íàéòè ïî
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èõ êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈xp, yp(t)〉 = Re 〈x, y(t)〉 cosf0t − Im 〈x, y(t)〉 sinf0t

Ïîëîæèâ t = 0, íàéäåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñèãíàëîâ è èõ
êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ

〈x, y〉 = 〈xp, yp〉+ i ˜〈xp, yp〉

Íàëèöî ïå÷àëüíûé ôàêò. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â P è B îáëàñòÿõ, íå
ñîâïàäàþò. Â âåùåñòâåííîé îáëàñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âñåãäà âåùåñòâåííî. Â
îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ îíî ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îãèáàþùèõ ñîâïàäàåò ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ðåàëüíûõ
ñèãíàëîâ

〈xp, yp〉 = Re 〈x, y〉 .

Ìíèìàÿ æå ÷àñòü - åñòü çíà÷åíèå â íóëå Ãèëüáåðòîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ âçàèìíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ. Â ñèëó ðàçëè÷èÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé,
èìåþòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè â P â B îáëàñòÿõ.

Â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ ðàçëè÷àþò

Êîãåðåíòíóþ îðòîãîíàëüíîñòü

Re 〈x, y〉 = 0
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Íåêîãåðåíòíóþ îðòîãîíàëüíîñòü

〈x, y〉 = 0

Êîãåðåíòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü íàðóøàåòñÿ ïðè ñäâèãå íåñóùåé îäíîãî èç ñèãíàëîâ. Â
ñàìîì äåëå

Re
〈
x, ye−iθ

〉
= Re 〈x, y〉 cos θ − Im 〈x, y〉 sin θ

Íåêîãåðåíòíî (ïî íàñòîÿùåìó) îðòîãîíàëüíûå ñèãíàëû ñîõðàíÿþò îðòîãîíàëüíîñòü ïðè
âñåõ ñäâèãàõ íåñóùèõ.

Îðòîãîíàëüíîñòü êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ â ëþáîì èç ýòèõ ñìûñëîâ ïðèâîäèò
ê îðòîãîíàëüíîñòè ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ. Îáðàòíîå íåâåðíî. Ñèãíàëû ìîãóò áûòü
îðòîãîíàëüíû â ðàäèîêàíàëå, íî íåîðòîãîíàëüíû â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Ýòî ñëó÷àé
íàëè÷èÿ êîãåðåíòíîé, íî îòñóòñòâèÿ íåêîãåðåíòíîé îðòîãîíàëüíîñòè. Ðåàëèçóåòñÿ îí
ïðîñòî. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîçäàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà ðàäèîñèãíàëû îðòîãîíàëüíû â ñèëó
ïðèíàäëåæíîñòè ðàçíûì êâàäðàòóðíûì êîìïîíåíòàì - ñèíóñíîé è êîñèíóñíîé. Ïðè ýòîì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ âñåãî ëèøü ÷èñòî ìíèìî.

Óäèâèòåëüíî, íî ôàêò. Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå â ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ íîðìû
(ìåòðèêè) â ïðîñòðàíñòâàõ ðàäèîñèãíàëîâ è êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2.9 (Òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ìåòðèê)

‖x‖2 = 〈x, x〉 = 〈xp, xp〉 = ‖xp‖2

Äîêàçàòåëüñòâî. Â âåùåñòâåííîé P-îáëàñòè àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
ñèììåòðè÷íà. Ïîýòîìó, åå Ãèëüáåðòîâî ïðåîáðàçîâàíèå àíòèñèììåòðè÷íî, è, êàê è
âñÿêàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â íóëå. Â ñèëó ýòîãî,

〈x, x〉 = 〈xp, xp〉+ i ˜〈xp, xp(0)〉 = 〈xp, xp〉 ,

÷òî è îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå íîðì H
Îêîí÷àòåëüíî. BP/PB ïðåîáðàçîâàíèÿ - ýòî âåùåñòâåííî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

ñèãíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (îðòîãîíàëüíîñòü), íî
ñîõðàíÿþùèå ìåòðèêó.
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3 Ìåòîäû ìîäóëÿöèè

3.1 Àíàëîãîâàÿ ìîäóëÿöèÿ

Ëþáîé ìåòîäà àíàëîãîâîé ìîäóëÿöèè - ýòî îòîáðàæåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà íà òðàåêòîðèþ
äâèæåíèÿ òî÷êè â ïëîñêîñòè çíà÷åíèé êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé. Ïðîåêöèè ýòîé
òðàåêòîðèè íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ îñè ïåðåäàþòñÿ çàòåì ïî êàíàëó â âèäå
êâàäðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ.

Ïîëîæåíèå äåë ñëåãêà îñëîæíÿåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
äâóõìåðíà, à ñèãíàë äëÿ ïåðåäà÷è ó íàñ èìååòñÿ òîëüêî îäèí. Ïðèõîäèòñÿ èñêóññòâåííî
âûáèðàòü êàêèå òî ñïåöèàëüíûå êëàññû äâèæåíèé.

Ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûå âèäà àíàëîãîâîé ìîäóëÿöèè - àìïëèòóäíàÿ è ôàçîâàÿ.
Ïðè àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè â êà÷åñòâå îáëàñòè äîïóñòèìûõ äâèæåíèé âûáèðàåòñÿ

êàêàÿ-ëèáî ïðÿìàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåùåñòâåííàÿ
îñü. Ïîëåçíûé ñèãíàë óïðàâëÿåò â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî àìïëèòóäîé êîìïëåêñíîé
îãèáàþùåé.

Â ñëó÷àå ôàçîâîé ìîäóëÿöèè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ïîñòîÿííîé îñòàåòñÿ àìïëèòóäà îãèáàþùåé.

Èòàê, ïóñòü ïåðåäà÷å ïî ðàäèîêàíàëó ïîäëåæèò ïîëåçíûé ñèãíàë s(t). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü åãî íîðìèðîâàííûì ïî óðîâíþ ê åäèíè÷íîìó äèàïàçîíó:
|s(t)| ≤ 1.

Ñàìîå ïðîñòîå, ÷òî ìîæåò áûòü - ýòî áàëàíñíàÿ ìîäóëÿöèÿ (ÁÌ). Ïîëåçíûé ñèãíàë
óïðàâëÿåò äâèæåíèåì ïî âåùåñòâåííîé îñè. Êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ ñîâïàäàåò ñ ñàìèì
ñèãíàëîì - x(t) = s(t). Â ðàäèîêàíàëå c íåñóùåé f0 ÁÌ- ñèãíàë ïðèíèìàåò âèä

xp(t) = s(t) cos f0t.

Íà ïðèåìå íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå òðåáóåòñÿ. Ïîëåçíûé ñèãíàë s(t)
âîññòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî êâàäðàòóðíûì äåìîäóëÿòîðîì.

Â ÷èñëå íåäîñòàòêîâ ÁÌ âûäåëÿþò äâà.

1. ÁÌ ñèãíàë íå äîïóñêàåò íåêîãåðåíòíîé äåìîäóëÿöèè ïî ìîäóëþ êîìïëåêñíîé
îãèáàþùåé. Äåëî â òîì, ÷òî ñèãíàë s(t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê, à ìîäóëü îãèáàþùåé
âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Íåêîãåðåíòíûé äåìîäóëÿòîð âîññòàíîâèò |s(t)| âìåñòî s(t). Âûõîä
ïðîñò - ïåðåäàâàòü íå÷òî, íå ìåíÿþùåå çíàêà. ×òîáû èñêëþ÷èòü ïåðåìåíû çíàêà ê
êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé äîáàâëÿþò êîíñòàíòó. Ïîëó÷àåòñÿ òî, ÷òî íàçûâàþò áàëàíñíîé
àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèé (AM)

x(t) = 1 +ms(t), xp(t) = (1 +ms(t))cos f0t, 0 ≤ m ≤ 1− ãëóáèíà ìîäóëÿöèè

ÀÌ ñèãíàë ìîæíî äåìîäóëèðîâàòü ïî ìîäóëþ îãèáàþùåé (íåêîãåðåíòíî). Â
òðàäèöèîííûõ ÀÌ-ïðèåìíèêàõ ýòó çàäà÷ó óñïåøíî ðåøàåò äèîäíûé äåòåêòîð,
ðàáîòàþùèé íåïîñðåäñòâåííî â P-îáëàñòè. Ýòî ñòàðåéøèé èç ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè,
èçâåñòíûé ñî âðåìåí Ïîïîâà.

2. ÁÌ ìîäóëÿöèÿ íåýôôåêòèâíà ñïåêòðàëüíî. Ðàäèîñèãíàë, ïåðåíîñÿùèé ïîëåçíûé
ñèãíàë s(t) ñ âåðõíåé ÷àñòîòîé F , çàíèìàåò â êàíàëå ïîëîñó (f0 − F, f0 + F ) óäâîåííîé
øèðèíû 2F . Ýòî òèïè÷íî äëÿ âñåõ ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè, èñïîëüçóþùèõ îäíó êâàäðàòóðíóþ
ñîñòàâëÿþùóþ.

Ïðîáëåìà ñ ïîëîñíîé ýôôåêòèâíîñòüþ ðåøàåòñÿ ïåðåäà÷åé àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà,
íå ñîäåðæàùåãî êîìïîíåíò ñïåêòðà íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ. Íà ïåðåäàþùåé ñòîðîíå
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ôîðìèðóåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðåîáðàçîâàíèå s̃(t) ñèãíàëà s(t) è ñòðîèòñÿ àíàëèòè÷åñêèé
ñèãíàë s+(t) = s(t) + is̃(t). Îí è ïåðåäàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Â ýôèðå ýòî âûãëÿäèò òàê:

xp(t) = s(t) cos f0t− s̃(t) sin f0t

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ îäíîïîëîñíàÿ ìîäóëÿöèÿ (SSB-single side band). Ñòðîãî ãîâîðÿ,
îíà íå îòíîñèòñÿ íè ê ÷èñòî àìïëèòóäíûì, íè ê ôàçîâûì. SSB òðåáóåò êîãåðåíòíîé
äåìîäóëÿöèè.

1. Ïðè ôàçîâîé ìîäóëÿöèè (ÔÌ) ïîëåçíûé ñèãíàë óïðàâëÿåò äâèæåíèåì ïî
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îãèáàþùàÿ èìååò âèä x(t) = eψs(t),
ãäå ψ-èíäåêñ ìîäóëÿöèè. Â ýôèðå ýòî âûãëÿäèò êàê ìîäóëÿöèÿ ôàçû íåñóùåé ïîëåçíûì
ñèãíàëîì

xp(t) = cos (f0t + ψs(t))

Â ýòîì âèäå ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ ïî÷òè íå ïðèìåíÿåòñÿ. Çàòî øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàøëà
åå ìîäèôèêàöèÿ - ÷àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèÿ (×Ì). Îòëè÷èå íåáîëüøîå, íî ïðèíöèïèàëüíîå.
Ïðè ×Ì ïîëåçíûé ñèãíàë óïðàâëÿåò íå ôàçîé, à ïðîèçâîäíîé îò ôàçû, òî åñòü ÷àñòîòîé -
f(t) = Ds(t). Ïàðàìåòð D (â ãåðöàõ) íàçûâàåòñÿ äåâèàöèåé ÷àñòîòû. Îí çàäàåò ãðàíèöû
äèàïàçîíà [−D,D] ïåðåñòðîéêè ÷àñòîòû ïðè èçìåíåíèè óðîâíÿ ñèãíàëà â ïðåäåëàõ îò -1
äî +1.

Â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ ×Ì ñèãíàë èìååò âèä

x(t) = eψ(t) = eD
R t
0 s(t)dt

è èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé, âðàùàþùåéñÿ ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ ÷àñòîòîé Ds(t).
Ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì óðîâíÿì ñèãíàëà îòâå÷àþò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ
âðàùåíèÿ.

Áëîê ñõåìà ×Ì-äåìîäóëÿòîðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Ýòî ïåòëÿ ôàçîâîé àâòî ïîäñòðîéêè
(ÔÀÏ). Åå îñíîâà - óïðàâëÿåìûé íàïðÿæåíèåì ãåíåðàòîð VCO, êîòîðûé âûñòóïàåò â
ðîëè ÷àñòîòíîãî ìîäóëÿòîðà, ïûòàÿñü ñôîðìèðîâàòü ìåñòíóþ êîïèþ eψ

′(t) ïðèíèìàåìîãî
ñèãíàëà eψ(t). Ìåñòíîìó ìîäóëÿòîðó ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ñèãíàëîì s̃(t), êîòîðûé
ïîêà ëèøü ïðåòåíäóåò íà ðîëü îöåíêè ïîëåçíîãî. Ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð FD èçìåðÿåò
âåëè÷èíó òåêóùåé ôàçîâîé îøèáêè θ(t) = ψ(t) − ψ′(t). Ïîñëå óñèëåíèÿ â K ðàç ñèãíàë
îøèáêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ VCO.

Èìååì
dθ

dt
= D(s(t)− s̃(t)),

íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, s̃(t) = Kθ(t). Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ s̃(t)

τ
ds̃(t)

dt
+ s̃(t) = s(t); τ = 1/KD

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè òî óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ïðîõîæäåíèå
ñèãíàëà s(t) ÷åðåç èíòåãðèðóþùóþ öåïü ñ ïîñòîÿííîé âðåìåíè τ .

Òàêèì îáðàçîì, ïåòëÿ ÔÀÏ äåéñòâèòåëüíî äàåò îöåíêó s̃(t) ïîëåçíîãî ñèãíàëà
s(t) c òî÷íîñòüþ äî ôèëüòðàöèè ýêâèâàëåíòíîé èíòåãðèðóþùåé öåïüþ. Óâåëè÷åíèåì
êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ïåòëè K ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè 1/KD èíòåãðèðóþùåé öåïè ìîæåò
áûòü ñäåëàíà ïðîèçâîëüíî ìàëîé, òàê ÷òî ôèëüòðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåçàìåòíîé. Áëîê LPF
ñëóæèò ôèëüòðîì íèæíèõ ÷àñòîò, îòñåêàþùèì âîçìîæíûå ïîìåõè âíå ïîëîñû ïîëåçíîãî
ñèãíàëà.
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Ðèñ. 4: ×àñòîòíûé äåìîäóëÿòîð íà ïåòëå ÔÀÏ

3.2 Öèôðîâàÿ ëèíåéíàÿ ìîäóëÿöèÿ

Íàèáîëåå ïðîñòûå òåõíè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåäà÷è öèôðîâûõ äàííûõ îòíîñÿòñÿ ê
êëàññó ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè.

Ïóñòü ïåðåäà÷å ïîäëåæèò íåêîòîðûé öèôðîâîé èíôîðìàöèîííûé ïîòîê. Áóäåì
îïèñûâàòü åãî áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ñèìâîëîâ
cn ∈ C, ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà C (ñîçâåçäèÿ) ìîùíîñòè
M .

Â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ âûáåðåì íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ñèãíàë
p(t) - áàçîâûé èìïóëüñ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü åãî ýíåðãèþ 〈p, p〉
ðàâíîé åäèíèöå. Îáùàÿ ôîðìà ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà â B-îáëàñòè èìååò âèä
âçâåøåííîé ñóììû êîïèé áàçîâîãî èìïóëüñà, ñäâèíóòûõ âî âðåìåíè ñ øàãîì T

x(t) =
+∞∑

n=−∞

cnp(t− nT ) (10)

Ýòî è åñòü êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ ñèãíàëà ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè. Êàæäûé îòäåëüíûé
èìïóëüñ ïåðåíîñèò îäèí èíôîðìàöèîííûé ñèìâîë. Ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ñîñòàâëÿåò 1/T
ñèìâîëîâ â ñåêóíäó èëè log2M/T áèòîâ â ñåêóíäó.

Ðåàëüíûé ðàäèîñèãíàë xp(t) ôîðìèðóåòñÿ èç êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé ïî ñòàíäàðòíîé
ñõåìå êâàäðàòóðíîãî ìîäóëÿòîðà. Íà ñòîðîíå ïðèåìà êâàäðàòóðíûé äåìîäóëÿòîð
âîññîçäàåò êîïèþ îãèáàþùåé x(t) äëÿ îáðàáîòêè.

Çàìå÷åíèå 1 Çàìåòèì, ÷òî ñèãíàë (10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò
ôèëüòðàöèè ñåðèè δ-èìïóëüñîâ

c(t) =
+∞∑

n=−∞

cnδ(t− nT )

ëèíåéíûì ôèëüòðîì ñ èìïóëüñíîé ðåàêöèåé h = p(t). Îòñþäà ñëîâî �ëèíåéíàÿ� â
íàçâàíèè. Ñ ýòèõ ïîçèöèé, ìîäóëÿöèÿ - ýòî íå÷òî ïðîòèâîïîëîæíîå äèñêðåòèçàöèè.
Â îäíîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò è ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëà ïîòîêîì âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, à âî
âòîðîì - î ïðåäñòàâëåíèè ïîòîêà ñèìâîëîâ ñèãíàëîì.

27



Îïòèìàëüíûé ïðèåìíèê ðåàëèçóåò ñîãëàñîâàííóþ ôèëüòðàöèþ. Äëÿ ýòîãî îí
âû÷èñëÿåò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ R(t) = 〈x, p(t)〉 ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè ñ áàçîâûì
èìïóëüñîì è áåðåò åå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t = mT .

Ïóñòü áàçîâûé èìïóëüñ îðòîãîíàëåí âñåì ñâîèì ñäâèãàì íà âðåìÿ, êðàòíîå T

〈p(t), p(t−mT )〉 = δm,0.

Òîãäà çíà÷åíèå îòñ÷åòà êîððåëÿòîðà â ìîìåíò t = mT îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
cm, äàâàÿ îöåíêó m-ãî ñèìâîëà, íå çàâèñÿùóþ îò äðóãèõ èíôîðìàöèîííûõ
ñèìâîëîâ. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñäâèãîâ áàçîâîãî èìïóëüñà íàçûâàþò óñëîâèåì
îòñóòñòâèÿ ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè. Îòñóòñòâèå èíòåðôåðåíöèè àâòîìàòè÷åñêè
îáåñïå÷èâàåòñÿ òðåáîâàíèåì ôèíèòíîñòè èìïóëüñà íà âðåìåííîì èíòåðâàëå (−T/2, T/2),
íî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ èìïóëüñîâ, íå ôèíèòíûõ âî âðåìåíè.

Ñõåìà ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì

• áàçîâîãî èìïóëüñà p(t)

• ñèãíàëüíîãî ñîçâåçäèÿ C.

Ëèíåéíàÿ ìîäóëÿöèÿ îòíîñèòñÿ ê îäíîìåðíûì - â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ
åþ èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî îäíî èçìåðåíèå. Êàæäûé îòäåëüíûé ïåðåäàâàåìûé ñèãíàë
cnp(t) êîëëèíåàðåí áàçîâîìó èìïóëüñó. Ïîýòîìó ñîãëàñîâàííóþ ôèëüòðàöèþ óäàåòñÿ
ðåàëèçîâàòü ïðèìåíåíèåì åäèíñòâåííîãî êîððåëÿòîðà.

Ïåðåäà÷à ñèãíàëà cnp(t) ñâÿçàíà ñ çàòðàòîé ýíåðãèè 〈cnp, cnp〉 = |cn|2 〈p, p〉 = |cn|2.
Ýíåðãåòèêó ñîçâåçäèÿ â öåëîì õàðàêòåðèçóåò ñðåäíÿÿ ýíåðãèåé ñèãíàëà

Es =
1

M

M∑
n=1

|cn|2

èëè ýíåðãèÿ íà áèò èíôîðìàöèè Eb = Es/log2M .
Ñòåïåíü íàäåæíîñòè ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ cnp(t), cmp(t) íà ïðèåìå îïðåäåëÿåòñÿ

Åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè

dn,m = ||cnp(t)− cmp(t)|| = |cn − cm|.

Â ýòîì êîíòåêñòå çàäà÷à âûáîðà ñîçâåçäèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âûáðàòü çàäàííîå ÷èñëî M òî÷åê òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

ìàêñèìóì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè ïðè îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé ýíåðãèè ñîçâåçäèÿ.
Â êà÷åñòâå ðàçóìíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ñîçâåçäèÿ èñïîëüçóþò ýíåðãåòè÷åñêóþ
ýôôåêòèâíîñòü - îòíîøåíèå êâàäðàòà ìèíèìàëüíîãî Åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ê ñðåäíåé
ýíåðãèè ñèãíàëà.

η =
minn6=md

2
n,m

Es

Ñóùåñòâóåò äâà ïîïóëÿðíûå êëàññà ñîçâåçäèé. Ýòî ñîçâåçäèÿ ôàçîâîé ìàíèïóëÿöèè
PSK (Pahse Shift Keying), ðèñ. 5, è ñîçâåçäèÿ êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè QAM
(Quadrature Amplitude Modulation), ðèñ. 6.

Ïðîñòåéøèé è íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé âèä ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè - ýòî äâîè÷íàÿ ôàçîâàÿ
ìàíèïóëÿöèÿ PSK-2, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò ñîçâåçäèå âñåãî èç äâóõ òî÷åê. Ýòîò âèä
ìîäóëÿöèè èìååò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ. Ìîæíî âñòðåòèòü òàêèå êàê BPSK (Binary Phàse
Shift Keying), PAM (Pulse Amplitude Modulation).
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Ðèñ. 5: Ñîçâåçäèÿ PSK

Ðèñ. 6: Ñîçâåçäèÿ QAM

Ïðè âûáîðå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà äâîè÷íàÿ ôàçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ ñâîäèòñÿ
ê èçìåíåíèþ çíàêà íåñóùåé â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè ñèìâîëîâ áèíàðíîãî
èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà.

xp(t) =

√
2

T

∑
n

rect(t− nT ) cn cos f0t, cn = ±1

BPSK çàâåäîìî íåýôôåêòèâíà ñïåêòðàëüíî, òàê êàê èñïîëüçóåò âñåãî îäèí
êâàäðàòóðíûé êàíàë. Â òîé æå ïîëîñå ÷àñòîò ìîæíî ðàçìåñòèòü îðòîãîíàëüíûé
êâàäðàòóðíûé êàíàë ñ äðóãèì BPSK ñèãíàëîì, ïåðåíîñÿùèì íåçàâèñèìûé áèíàðíûé
ïîòîê ĉn = ±1.

xp(t) =

√
2

T

∑
rect(t− nT ) (cn cos f0t− ĉnsinf0t)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôàçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ QPSK (Quadrature Phase
Shift Keying). QPSK â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ QAM-4 è îòëè÷àåòñÿ îò PSK-4 ëèøü
ïîâîðîòîì ñèãíàëüíîãî ñîçâåçäèÿ íà π/4. Òàê ÷òî âñå ýòè âèäû ìîäóëÿöèè, ïî ñóùåñòâó,
ýêâèâàëåíòíû.

Ïðè àíàëèçå QPSK åå ÷àùå âñåãî èíòåðïðåòèðóþò êàê äâà îðòîãîíàëüíûå BPSK
êàíàëà, èñïîëüçóþùèå åäèíóþ ïîëîñó. Íà ïðèåìå êîñèíóñíàÿ è ñèíóñíàÿ êîìïîíåíòû QP-
SK ñèãíàëà ïðåîáðàçóþòñÿ êâàäðàòóðíûì äåìîäóëÿòîðîì â âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè
êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé, êîòîðûå ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ íåçàâèñèìî êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå
BPSK-ñèãíàëû.

Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ, ïðàâäà, âñòàòü íó òó òî÷êó çðåíèÿ, ÷òî ïåðåêðûâàþùèåñÿ âî
âðåìåíè èìïóëüñû, ïåðåíîñÿùèå ñèìâîëû cn, ĉn, - ýòî ðàçíûå èìïóëüñû. Â P-îáëàñòè
ýòè èìïóëüñû îðòîãîíàëüíû â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè ðàçíûì êâàäðàòóðíûì êîìïîíåíòàì.
Â îáëàñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ îíè îðòîãîíàëüíû ëèøü êîãåðåíòíî. Ïåðâûé -
âåùåñòâåíåí, âòîðîé - ìíèì.
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Ïðè òàêîé òðàêòîâêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èìïóëüñ ïåðåíîñèò îäèí áèò, ýíåðãèÿ
íà ñèìâîë ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé íà áèò, âåðîÿòíîñòè îøèáêè â áèòàõ ìîæíî àíàëèçèðîâàòü
íåçàâèñèìî.

QPSK ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñïåêòðàëüíî ýôôåêòèâíûì âèäîì öèôðîâîé ìîäóëÿöèè.
Ìîäåëü QPSK ïðîñòà è äî êîíöà àíàëèçèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó îíà
ïîëó÷èëà ñòàòóñ ðåôåðåíñíîé ìîäåëè, ñ êîòîðîé ñðàâíèâàþò õàðàêòåðèñòèêè äðóãèõ ñõåì
ìîäóëÿöèè.

3.2.1 Ñïåêòðàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü è ìåæñèìâîëüíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ

Ïîëîñà ÷àñòîò, çàíèìàåìàÿ ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííûì ñèãíàëîì, îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíîé
ñïåêòðà áàçîâîãî èìïóëüñà. Ïðîèçâåäåíèå ýôôåêòèâíîé äâóõñòîðîííåé ïîëîñû F íà
ýôôåêòèâíóþ äëèòåëüíîñòü T íàçûâàþò áàçîé èìïóëüñà B = FT . Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà
ρs = 1/B = 1/T

F
èìååò ñìûñë îòíîøåíèÿ ñèìâîëüíîé (áîäîâîé) ñêîðîñòè ïåðåäà÷è

ê ïîëîñå. Îíà èçìåðÿåòñÿ â ÷èñëå êîìïëåêñíûõ èçìåðåíèé (Áîä) â ñåêóíäó íà ãåðö
äâóõñòîðîííåé ïîëîñû.

Áèòîâîé ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòüþ ρ íàçûâàþò ñêîðîñòü ïåðåäà÷è â áèòàõ â
ñåêóíäó íà ãåðö äâóõñòîðîííåé ïîëîñû. Áèòîâàÿ ýôôåêòèâíîñòü ρ = log2M

T
1
F
áîëüøå

áîäîâîé ρS â log2M ðàç, ãäå M-ìîùíîñòü ñîçâåçäèÿ. Â îòëè÷èå îò áîäîâîé, áèòîâàÿ
ýôôåêòèâíîñòü ρ íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñòî ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì, ïîñêîëüêó
îíà ó÷èòûâàåò òàêæå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîçâåçäèÿ.

Äëÿ ðåàëüíûõ èìïóëüñîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè îöåíèòü ñïåêòðàëüíóþ
ýôôåêòèâíîñòü ìîæíî ëèøü ïðèáëèæåííî, ïðèíÿâ íåêèå ðàçóìíûå ñîãëàøåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîé ïîëîñû.

Íèæå äàíû ïðèìåðû ñïåêòðîâ P (f) ðÿäà òèïîâûõ èìïóëüñîâ p(t). Çäåñü FT = 1.

Èìïóëüñ Íàéêâèñòà

√
F
sin πFt

πFt
↔ 1√

F
rectF (f)

Ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ

1√
T
rectT (t) ↔

√
T
sin πTf

πTf

Èìïóëüñ êîäà Ìàí÷åñòåðà

1√
T
{rectT/2(t− T/2)− rectT/2(t+ T/2)} ↔ −i

√
T
sin2 π T

2
f

π T
2
f

Ãàðìîíè÷åñêèé ïîëóïåðèîä√
2

T
cos

(
π
t

T

)
rectT (t) ↔ 2

√
2T

π

cos πTf

1− (2Tf)2

Ïðèïîäíÿòûé êîñèíóñ√
2

3T

(
1 + cos(2π

t

T
)
)
rectT (t) ↔

√
2T

3

sin πTf

πTf

1

1− (Tf)2
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Ýôôåêòèâíàÿ ïîëîñà ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà, îïðåäåëåííàÿ ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó
ïåðâûìè íóëÿìè P (f), ñîñòàâëÿåò 2F, F = 1/T , ÷òî îòâå÷àåò áàçå B = 2FT = 2,
èëè ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ρs = 1/2 èçìåðåíèé íà ãåðö. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, áàçà
B èìïóëüñà Íàéêâèñòà ñîñòàâëÿåò FT , ÷òî äàåò âäâîå áîëüøóþ áîäîâóþ ñïåêòðàëüíóþ
ýôôåêòèâíîñòü - îäíî èçìåðåíèå íà ãåðö.

Îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå î íåïðîñòîé ñâÿçè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñ
ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèåé äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1 (Êðèòåðèé Íàéêâèñòà) Ìåæñèìâîëüíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ïðè âçÿòèè
îòñ÷åòîâ ñ øàãîì Ò îòñóòñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè ñïåêòð P (f) áàçîâîãî èìïóëüñà
p(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

m=+∞∑
m=−∞

|P (f −mF )|2 ≡ T, FT = 1. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâèå ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ê
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè: R(nT ) = 〈p, p(nT )〉 = δn,0. Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè âî âðåìåíè

R(t)
∑

δ(t−mT ) =
∑

R(mT )δ(t−mT ) = δ(t)

Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòîìó îòâå÷àåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà

F
∑

|P (f −mF )|2

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïåêòð δ-ôóíêöèè - ýòî òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà H
Ïîëîæèâ f = 0 â (11), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2 Ìåæñèìâîëüíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ïðè âçÿòèè îòñ÷åòîâ ñ øàãîì Ò
îòñóòñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè ñïåêòð P (f) áàçîâîãî èìïóëüñà p(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

m=+∞∑
m=−∞

|P (mF )|2 = T, FT = 1. (12)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Íàéêâèñòà, äëÿ îòñóòñòâèÿ ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè
íåîáõîäèìî, ÷òîáû

• Ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ïî ÷àñòîòå ñ øàãîì F = 1/T
ðàâíîìåðíî ïîêðûâàëî âñþ îñü.

• Ñóììà âûáîðîê ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà â òî÷êàõ mF áûëà ðàâíà T .

Âûáîðêà |P (f)|2 â òî÷êå 0 ìîæåò ñëóæèòü îöåíêîé ýíåðãèè ãëàâíîãî ëåïåñòêà
ñïåêòðà. Ñóììà æå âûáîðîê â òî÷êàõ mF,m 6= 0 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñóììàðíîé
âíåïîëîñíîé ýíåðãèè. Îñîáåííî èíòåðåñåí óðîâåíü ïåðâîé âíåïîëîñíîé âûáîðêè íà
ãðàíèöå F �ðàçðåøåííîãî� ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà.

Åñëè óðîâåíü ãëàâíîãî ëåïåñòêà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ T , òî
ñîãëàñíî (12), âíåïîëîñíûå âûáîðêè ñïåêòðà äîëæíû îáðàòèòüñÿ â íóëü. Ïî ìåðå ñíèæåíèÿ
óðîâíÿ ãëàâíîãî ëåïåñòêà, ñóììàðíàÿ âíåïîëîñíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò. Êðàñîòó êàðòèíû
íåñêîëüêî ïîðòèò îñîáûé ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà, êîãäà ñïåêòð ÿâíî ïëîõ, íî
ýòî ìàñêèðóåòñÿ åãî �ñëó÷àéíûì� îáðàùåíèåì â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ äèñêðåòèçàöèè
mF,m 6= 0, ãäå áåðóòñÿ îöåíêè âíåïîëîñíîãî èçëó÷åíèÿ.
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Èç êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà âûòåêàåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè èìïóëüñ
Íàéêâèñòà îïòèìàëåí ïî êðèòåðèþ êîìïàêòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà. Ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå åãî ñïåêòðà ðàâíîìåðíî ïîêðûâàåò îñü ÷àñòîò, âíåïîëîñíîå èçëó÷åíèå
îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñà Íàéêâèñòà äàåò òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ
ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè áåç ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè.
Ýòî çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò îäíî êîìïëåêñíîå èçìåðåíèå (Áîä) â ñåêóíäó íà ãåðö
äâóõñòîðîííåé ïîëîñû.

Ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ èìååò âäâîå áîëüøóþ ýôôåêòèâíóþ øèðèíó ñïåêòðà ïî
ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïåðâûìè íóëÿìè, ÷òî äàåò ñïåêòðàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü 1/2. Ê òîìó
æå, åãî ñïåêòð ìåäëåííî ñïàäàåò ñ ÷àñòîòîé - ñêîðîñòü ñïàäà âñåãî 1/f . Â ñðàâíåíèè
ñ íèì, èìïóëüñ �ãàðìîíè÷åñêèé ïîëóïåðèîä� èìååò íåñêîëüêî áîëåå øèðîêèé ñïåêòð.
Îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü ïåðâîé âíåïîëîñíîé âûáîðêè ïî ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò 1/9. Ýòî
ïëàòà çà áîëüøóþ ñêîðîñòü ñïàäà - 1/f2. Ñêîðîñòü ñïàäà ñïåêòðà èìïóëüñà �ïðèïîäíÿòûé
êîñèíóñ� åùå âûøå - 1/f3, íî êîìïàêòíîñòü ñïåêòðà õóæå - óðîâåíü ïåðâîé âíåïîëîñíîé
âûáîðêè - 1/4. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå â ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè íåïåðåêðûâàþùèõñÿ
âî âðåìåíè èìïóëüñîâ ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïîðÿäêà 1/2, ÷òî âäâîå
íèæå òåîðåòè÷åñêîãî ïðåäåëà.

Òåîðèÿ ðåêîìåíäóåò ïðèìåíÿòü â ñèñòåìàõ ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè íåôèíèòíûé âî
âðåìåíè èìïóëüñ Íàéêâèñòà. Ïðàêòè÷åñêè æå îí íå èñïîëüçóåòñÿ ñîâñåì. È äåëî òóò
íå òîëüêî â ñëîæíîñòè åãî ôîðìèðîâàíèÿ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ýòîò
èìïóëüñ îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå èíòåðôåðåíöèè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñ÷åòû
êîððåëÿòîðà áåðóòñÿ â òî÷íîñòè â ìîìåíòû nT . Ëþáàÿ îøèáêà âî âðåìåííîì ïîëîæåíèè
òî÷åê äèñêðåòèçàöèè ïðèâîäèò ê êàòàñòðîôè÷åñêîé ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè.
Ñêîðîñòü ñïàäà èìïóëüñà Íàéêâèñòà âî âðåìåíè ñîñòàâëÿåò âñåãî 1/t. Ïîýòîìó, ïðè
íàëè÷èè îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè, èìïóëüñû, óäàëåííûå ïî âðåìåíè íà nT , íà÷èíàþò äàâàòü
âêëàä â îòñ÷åò êîððåëÿòîðà ñ óðîâíåì ïîðÿäêà 1/nT . Ðÿä æå

∑
1/nT - ðàñõîäèòñÿ.

Óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íåôèíèòíûå âî âðåìåíè èìïóëüñû ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ ñïàäà,
ñêàæåì, ïîðÿäêà 1/t2. Îäíàêî ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óõóäøåíèÿ êîìïàêòíîñòè ñïåêòðà.
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3.3 Âàðèàíòû ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ

Ïðè ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè êîìïëåêñíûé ñèìâîë ñîçâåçäèÿ c = ci + icq ôàêòè÷åñêè
ïåðåäàåòñÿ ïî ÷àñòÿì - âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü â êîñèíóñíîì êàíàëå, à ìíèìàÿ â ñèíóñíîì.

xp(t) =
√

2{ci p(t)cos f0t − cq p(t)sin f0t}

Ïðè ïðèåìå ñèãíàëó cip(t) îòâå÷àåò âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âûõîäà êîððåëÿòîðà, à ñèãíàëó
cqp(t)-ìíèìàÿ.

Ýêñïëóàòèðóåòñÿ èäåÿ ðàçíåñåíèÿ ýòèõ äâóõ âåùåñòâåííûõ ïîäêàíàëîâ íà ïîëîâèíó
äëèòåëüíîñòè ñèìâîëüíîãî èíòåðâàëà T .

xp(t) =
√

2{ci p(t)cos f0t − cq p(t− T/2)sin f0t}

Åñòåñòâåííî, ÷òî è ðåøåíèÿ â âåùåñòâåííîì è ìíèìîì ïîäêàíàëàõ òàêæå äîëæíû
ïðèíèìàòüñÿ ñî ñäâèãîì - â ìîìåíòû nT è nT + T/2.

Òàê âîçíèêàþò ñèñòåìû ìîäóëÿöèè ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ. Â òå÷åíèå êàæäîãî T/2-
èíòåðâàëà ñèãíàë çàâèñèò ñðàçó îò äâóõ ñèìâîëîâ ñîçâåçäèÿ. Âëèÿíèå æå äàííîãî ñèìâîëà
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ðîâíî íà äâà T/2-èíòåðâàëà.

Ðèñ. 7: Ê îáñóæäåíèþ ñõåì ìîäóëÿöèè ñ ïàìÿòüþ.

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ PSK-4 c ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîì, ðèñ. 7(a).
Ïðè ñòàíäàðòíîé ñõåìå ìîäóëÿöèè ñèãíàëüíàÿ òî÷êà ïðåáûâàåò â îäíîé èç òî÷åê

ñîçâåçäèÿ (÷åðíûå òî÷êè íà ðèñóíêå). Â ìîìåíòû, êðàòíûå T , îíà ëèáî îñòàåòñÿ íà
ìåñòå, ëèáî ñîâåðøàåò ïåðåõîä â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó. Ýòîìó îòâå÷àþò ñäâèãè íåñóùåé
íà 0,+π/2,−π/2, π.

Ïðè ìîäóëÿöèè ñ T/2-ñäâèãîì ïîëíûé ñèãíàë ìîæåò ïðåáûâàòü â îäíîé èç 4-õ òî÷åê,
ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå ñåðûìè. Â T -ìîìåíòû ìåíÿåò çíàê âåùåñòâåííàÿ êîìïîíåíòà
ñèãíàëà. Ýòîìó îòâå÷àåò îäèí èç âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ïî ãîðèçîíòàëè. Â T/2-ìîìåíòû
ìåíÿåò çíàê ìíèìàÿ ÷àñòü, ÷òî âûçûâàåò âåðòèêàëüíûé ïåðåõîä. Ôîêóñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðè ýòîì ôàçà ñèãíàëà íèêîãäà íå èçìåíÿåòñÿ áîëüøå ÷åì íà π/2.

Âèä ìîäóëÿöèè, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå, ÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò êàê
ñïåêòðàëüíî ýôôåêòèâíóþ äâîè÷íóþ ôàçîâóþ ìàíèïóëÿöèþ BPSK. Î÷åðåäíîé áèò
èíôîðìàöèè ïåðåäàåòñÿ êàæäûå T/2 ñåêóíä. Â ÷åòíûå ìîìåíòû âðåìåíè îí îïðåäåëÿåò
àìïëèòóäó êîñèíóñíîé êîìïîíåíòû ñèãíàëà, â íå÷åòíûå - ñèíóñíîé. Ìîäóëÿöèÿ ïîëó÷àåòñÿ
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÷èñòî äâîè÷íîé, ïîñêîëüêó íà ïðèåìå ðåøåíèÿ î ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñèìâîëàõ
âûíîñÿòñÿ íåçàâèñèìî íà îñíîâàíèè îáðàáîòêè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé êîìïîíåíò îòêëèêà
êîððåëÿòîðà.

Íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîé ñõåìû âåäåò ê çíàìåíèòîé ñèñòåìå ìàíèïóëÿöèè
ìèíèìàëüíûì ÷àñòîòíûì ñäâèãîì (Minimal Shift Keying). Ìîäèôèêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ
ïðîñòî â òîì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûé áàçîâûé èìïóëüñ çàìåíÿåòñÿ íà �ãàðìîíè÷åñêóþ
ïîëóâîëíó�

p(t) = cos(
π

2

t

T/2
), t ∈ (−T/2, T/2).

Â Ò-ìîìåíòû èìïóëüñ p(t) ìàêñèìàëåí, à ñäâèíóòûé íà T/2 èìïóëüñ ðàâåí íóëþ
è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, â T -ìîìåíòû ñèãíàë íàõîäèòñÿ â îäíîé èç òî÷åê íà
ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ðèñ. 7(b). Çäåñü ðåøàåòñÿ âîïðîñ î çíàêå î÷åðåäíîãî ñèìâîëà â ìíèìîì
êàíàëå. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïëàâíîå, ïî çàêîíó íàðàñòàíèÿ ñèíóñà,
äâèæåíèå ïî ìíèìîé îñè ââåðõ èëè âíèç îò íóëÿ. Äâèæåíèå æå âäîëü âåùåñòâåííîé îñè
ïðîñòî ïðîäîëæàåòñÿ - â ñòîðîíó íóëÿ. Â î÷åðåäíîé T/2 ìîìåíò ñèãíàë äîñòèãàåò îäíîé èç
äâóõ âîçìîæíûõ òî÷åê íà ìíèìîé îñè. Çäåñü ðåøàåòñÿ âîïðîñ î íàïðàâëåíèè ñëåäóþùåãî
âåùåñòâåííîãî äâèæåíèÿ.

Íà êàæäîì T/2-èíòåðâàëå ñëîæåíèå äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ äâèæåíèé âäîëü
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñåé ïîðîæäàåò äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Çà âðåìÿ T/2
ïðîõîäèòñÿ ðîâíî ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè - îò òî÷êè äî òî÷êè. Âîò ñïèñîê ÷åòûðåõ
âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ â êîìïëåêñíîé ôîðìå

x(t) = ±e±i
π
2

t
T/2 , t ∈ [0, T/2] (13)

Êàæäîå íîâîå äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ òî÷êå ñîçâåçäèÿ, äîñòèãíóòîé íà ïðåäûäóùåì
ïîëóèíòåðâàëå. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíûì áèòîì èíôîðìàöèè.
Ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè âëåâî/âïðàâî ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó ïî ÷àñòîòå íà

2π∆f =
± π/2

T/2
; ∆f = ± 1/2T = F/2; FT = 1

Èçâåñòíî, ÷òî 1/2T - ýòî ìèíèìàëüíûé ñäâèã ïî ÷àñòîòå, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò
êîãåðåíòíóþ îðòîãîíàëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà îòðåçêå äëèòåëüíîñòè T .
Îòñþäà íàçâàíèå - ìàíèïóëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ÷àñòîòíûì ñäâèãîì.

Óïðàæíåíèå 19 Ïðîâåðèòü íåêîãåðåíòóþ îðòîãîíàëüíîñòü ñèãíàëîâ (13)

3.4 Ðåøåò÷àòàÿ ìîäóëÿöèÿ

Â îòñóòñòâèå ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè ñõåìû ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè íå îáëàäàþò
ïàìÿòüþ. Ñèãíàë íà äàííîì T -èíòåðâàëå, çàâèñèò òîëüêî îò òåêóùåãî èíôîðìàöèîííîãî
ñèìâîëà. Ìàðêîâñêèå ìåòîäû ìîäóëÿöèè, êîòîðûå áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå, ïîäêëþ÷àþò
çàâèñèìîñòü îò ïðåäûñòîðèè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëÿòîðû ýòîãî êëàññà îáëàäàþò ïàìÿòüþ.

Ìîäóëÿòîð ñ ïàìÿòüþ óäîáíî îïèñûâàòü êàê êîíå÷íûé àâòîìàò.
Ôîðìàëüíî, êîíå÷íûé àâòîìàò - ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé {s ∈ S, |S| = S},

âõîäíîé àëôàâèò
{b ∈ B, |B| = B} è âûõîäíîé àëôàâèò {c ∈ C, |C| = C}.

Àâòîìàò ôóíêöèîíèðóåò â äèñêðåòíîì âðåìåíè n. Åñëè â ìîìåíò n àâòîìàò íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè sn, à íà åãî âõîäå ïðèñóòñòâóåò ñèìâîë bn, òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò îí îêàæåòñÿ
â ñîñòîÿíèè sn+1 = Fs(sn, bn) è âûäàñò íà âûõîä ñèìâîë cn+1 = Fc(sn, bn). Îòîáðàæåíèÿ
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ñëåäîâàíèÿ Fs : S × B 7→ S è âûâîäà Fb : S × B 7→ C âïîëíå îïðåäåëÿþò ðàáîòó àâòîìàòà
ïðè çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäîâ.

Â ïðîöåññå ðàáîòû àâòîìàò ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûõîäíûõ ñèìâîëîâ
cn ∈ C. Êàæäûé íîâûé ñèìâîë îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèìè ñîñòîÿíèåì è âõîäîì. Òåêóùåå
ñîñòîÿíèå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè ðàáîòû àâòîìàòà, â òîì ÷èñëå, îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðåäûäóùèõ âõîäíûõ ñèìâîëîâ. Â èòîãå àâòîìàò ïîðîæäàåò ïîòîê ñèìâîëîâ ìàðêîâñêîãî
òèïà, êàæäûé íîâûé ñèìâîë êîòîðîãî ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ.

Ðàáîòà àâòîìàòà îïèñûâàåòñÿ äèàãðàììîé ñîñòîÿíèé èëè ðåøåò÷àòîé (trellis)
äèàãðàììîé, ðèñ. 8. Íà ïåðâîé èçîáðàæàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ-òî÷êè è ïåðåõîäû-ñòðåëêè.
Ðåøåò÷àòàÿ äèàãðàììà ðàçâîðà÷èâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîòû àâòîìàòà ïî âðåìåíè.
Ñîñòîÿíèÿì íà íåé îòâå÷àþò âåðøèíû, ïåðåõîäàì - ðåáðà.

Ðèñ. 8: Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé è åå ðåøåòêà.

Ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò àâòîìàò ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè
S = {s0, s1, s2, s3} è äâîè÷íûì âõîäíûì àëôàâèòîì B = [0, 1]. Ïðè äâîè÷íûõ âõîäàõ èç
êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ èìååòñÿ ðîâíî äâà ïåðåõîäà. Íà äèàãðàììå ñîñòîÿíèé îíè ïîêàçàíû
ñïëîøíûìè (b = 1) è ïóíêòèðíûìè (b = 0) ñòðåëêàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, íà ðåøåòêå èç
êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò äâà ðåáðà. Ïåðåõîä (ðåáðî) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
- òåêóùåå ñîñòîÿíèå/âõîä. Ôóíêöèÿ âûâîäà Fc : S × C 7→ B çàäàåò ìàðêèðîâêó ðåáåð
ñèìâîëàìè âûõîäíîãî àëôàâèòà. Íàø àâòîìàò íàñ÷èòûâàåò 8 ïåðåõîäîâ(ðåáåð). Äëÿ èõ
ìàðêèðîâêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé êîíå÷íûé àëôàâèò. Åñëè åñòü æåëàíèå ïðèñâîèòü
ðàçíûì ðåáðàì ðàçíûå ñèìâîëû, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî, òî õâàòèò 8-ñèìâîëüíîãî àëôàâèòà.

Èäåÿ ðåøåò÷àòîãî êîäèðîâàíèÿ ïðîñòà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèîííûé ïîòîê äëÿ óïðàâëåíèÿ àâòîìàòîì, à ïî

êàíàëó ïåðåäàâàòü ìàðêèðîâêó ðåáåð.

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîìó èç ðåáåð ïðèñâîåí íåêîòîðûé
óíèêàëüíûé ñèãíàë. Â ðåàëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, ðåáðà ìàðêèðóþò ñèìâîëàìè èç
ïîäõîäÿùåãî ñèãíàëüíîãî ñîçâåçäèÿ, ïðèìåíÿÿ äëÿ èõ ïåðåäà÷è ëèíåéíóþ ìîäóëÿöèþ.
Ê ïðèìåðó, ìíîæåñòâî ðåáåð íàøåãî àâòîìàòà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà
ñîçâåçäèå PSK-8. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ïðèìåíèòü è îòîáðàæåíèå íà PSK-2. Ïðè ýòîì
íåêîòîðûì èç ðåáåð ïðèäåòñÿ ïðèñâîèòü îäèíàêîâûå ñèãíàëû.

Ðåøåò÷àòàÿ ìîäóëÿöèÿ îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü äåìîäóëÿöèþ íå ëîêàëüíî,
ïðèíèìàÿ íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ïî êàæäîìó ñèìâîëó, à ðàñïðåäåëåííî, àíàëèçèðóÿ
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äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåð - ïóòè íà ðåøåò÷àòîé äèàãðàììå. Äëÿ ýòîãî
ïðèìåíÿåòñÿ, àëãîðèòì Âèòåðáè, ïîÿâëåíèå êîòîðîãî âûçâàëî ðåâîëþöèþ â òåõíèêå ñâÿçè.
Àëãîðèòì Âèòåðáè.

Àëãîðèòì Âèòåðáè èñïîëüçóåò ðåøåò÷àòóþ äèàãðàììó àâòîìàòà è ïîñòàâëÿåìûå
äåìîäóëÿòîðîì ìåòðèêè ïóòåé.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ìåòðèê. Ïóñòü, äëÿ êîíêðåòíîñòè, ïóòè íàøåãî
àâòîìàòà ìàðêèðîâàíû ñèìâîëàìè {c0, ..., c7} ñîçâåçäèÿ PSK-8. Êàæäîìó ïóòè îòâå÷àåò
òîãäà ïîñëàííûé ïî êàíàëó ñèãíàë cip(t). Ïðèåìíèê ïîëó÷àåò ýòîò ñèãíàë ñ àääèòèâíîé
ïîìåõîé y(t) = cip(t)+n(t). Ïðèðîäà ïîìåõè äëÿ íàñ ñåé÷àñ íåñóùåñòâåííà. Ñîãëàñîâàííûé
ôèëüòð ïðèåìíèêà âû÷èñëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ŷ = 〈y(t), p(t)〉 = ci + 〈n(t), b(t)〉 .

Ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè ŷ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç îæèäàåìûõ ñèãíàëîâ.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû, òåì íå ìåíåå, ïðèíÿòü æåñòêîå ðåøåíèå î ïåðåäàííîì ñèìâîëå,
äåìîäóëÿòîð îãðàíè÷èâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì íàáîðà èç 8-è ðàññòîÿíèé äî íèõ - di = |ŷ −
bi|. Ýòî íàçûâàþò äåìîäóëÿöèåé ñ ìÿãêèì ðåøåíèåì. Ìÿãêîå ðåøåíèå, òî åñòü, íàáîð
ðàññòîÿíèé äî ñèãíàëîâ, è îáðàçóåò íàáîð ðåáåðíûõ ìåòðèê äëÿ äàííîãî òàêòîâîãî
èíòåðâàëà.

Ïîñëå äåìîäóëÿöèè ñ ìÿãêèìè ðåøåíèÿìè ìû ïîëó÷àåì íå äàííûå, à âñåãî ëèøü
ðåøåò÷àòóþ äèàãðàììó ñ ðåáåðíûìè ìåòðèêàìè. Âðåìÿ âûäåëÿòü äàííûå. Çäåñü è
íà÷èíàåòñÿ ðàáîòà àëãîðèòìà Âèòåðáè.

Àëãîðèòì Âèòåðáè èñõîäèò èç òîãî, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ äàííûõ äîñòàòî÷íî íàéòè
ïðàâèëüíûé ïóòü íà ðåøåòêå è ðåøàåò èìåííî ýòó çàäà÷ó. Ïðàâèëüíûé ïóòü èùåòñÿ ïî
êðèòåðèþ íàèìåíüøåé äëèíû ïóòè - íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ñóììû ðåáåðíûõ ìåòðèê.

Ðèñ. 9: Ê ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî ïóòè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû èç òî÷êè A â òî÷êó C, ðèñ. 9.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïóòü óæå íàéäåí, è ýòî ïóòü, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå. Òîãäà åãî
íà÷àëüíûé ó÷àñòîê îò À äî Â òàêæå ìèíèìàëåí ïî äëèíå ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé èç À
â Â. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò áîëåå êîðîòêèé ïóòü èç À â Â. Ïîéäÿ
ïî íåìó ìû, çàîäíî, ñîêðàòèì è ïóòü èç A â C, ÷òî íåâîçìîæíî. Â òåîðèè îïòèìèçàöèè
ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ñëóæèò îñíîâîé ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ . Â
íàøåì ñëó÷àå îíî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïóòåé ðåêóðñèåé ïî
ãëóáèíå ðåøåòêè.
Øàã ðåêóðñèè Âèòåðáè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò íåêîòîðîé èñõîäíîé
âåðøèíû äî âñåõ âîçìîæíûõ âåðøèí â ìîìåíò N óæå ðåøåíà. Ýòè ïóòè íàçûâàþò
âûæèâøèìè äî ìîìåíòà N .
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Ðèñ. 10: Ê ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî ïóòè.

Íà ðèñ.10 âñå ïóòè èç èñõîäíîé âåðøèíû s1, âûæèâøèå äî ìîìåíòà N , ïîêàçàíû ñ èõ
äëèíàìè. Äëÿ ïðîñòîòû âçÿòû öåëî÷èñëåííûå ðåáåðíûå ìåòðèêè. Âèäèì, ÷òî âûæèâøèé
ïóòü â âåðøèíó s0 èìååò äëèíó 6, âûæèâøèé ïóòü â s1-äëèíó 5, è ò.ä.

Ñïèñîê âûæèâøèõ ïóòåé ñ èõ ñóììàðíûìè äëèíàìè - ýòî íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ
øàãà èòåðàöèè àëãîðèòìà Âèòåðáè. Èòåðàöèÿ ïðîäëåâàåò âûæèâøèå ïóòè íà îäèí øàã, äî
ìîìåíòà N + 1. Ðåàëèçóåòñÿ îíà òàê:

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå âåðøèíû â ñëåäóþùèé ìîìåíò N+1 ïîî÷åðåäíî.
Âûäåëèì îäíó èç íèõ. Â âûäåëåííóþ âåðøèíó âåäåò íåêîòîðûé íàáîð ðåáåð èç

ïðåäøåñòâóþùèõ âåðøèí. Êàæäîå èç íèõ, óäëèíÿÿ óæå èçâåñòíûé îïòèìàëüíûé ïóòü
íà îäèí øàã, äàåò ïóòü èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â âûäåëåííîå. Èìååì ñïèñîê òàêèõ
ïóòåé. Ìîæåì âû÷èñëèòü èõ äëèíû. Äëÿ ýòîãî ê èçâåñòíîé äëèíå âûæèâøåãî äî N ïóòè
ïðèáàâëÿåì ìåòðèêó óäëèíÿþùåãî åãî ðåáðà. Îñòàëîñü âûáðàòü èç ýòîãî ñïèñêà ïóòåé
íàèáîëåå êîðîòêèé. Ýòî è áóäåò íîâûì ïóòåì, âûæèâøèì äî ìîìåíòà N + 1. Åãî äëèíà
òàêæå èçâåñòíà.

Ê ïðèìåðó, íà ðèñóíêå â âåðøèíó s2 ïðèâîäÿò äâà ðåáðà, íà÷èíàþùèåñÿ â s0 è s2.
Äëèíà ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç s0 ñîñòàâëÿåò 6+6=12. Äëèíà ïóòè ÷åðåç s2 ñîñòàâëÿåò
9+2=11. Âûæèâàåò âòîðîé ïóòü ñ äëèíîé 11.

Îñòàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîé âåðøèíû. Åñòü äâà âàðèàíòà åå ðåøåíèÿ.
Ïåðâûé îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïóòåé ôèêñèðîâàííîé äëèíû N ñ ðàç è

íàâñåãäà âûáðàííûìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíàìè, ê ïðèìåðó, âåðøèíàìè s0. Ïóòü
íà÷èíàþò âåñòè èç s0 è ïðîäîëæàþò åãî äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàñòóïàåò ïîðà çàêàí÷èâàòü
áëîê. Òîãäà îðãàíèçóþò èñêóññòâåííóþ âñòàâêó äàííûõ, ïðèâîäÿùóþ àâòîìàò ñíîâà â s0.
Ê ñîæàëåíèþ, ýòî òðåáóåò ñèíõðîíèçàöèè ãðàíèö áëîêîâ ìåæäó ñòîðîíàìè.

Âòîðîé ïóòü òàêîâ. Äåêîäåð Âèòåðáè íà÷èíàåò ðàáîòó èç ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèñêîì
âûæèâøèõ ïóòåé íóëåâîé äëèíû. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî îí äîñòàòî÷íî áûñòðî âûõîäèò
íà øòàòíûé ðåæèì, âîçìîæíî ñîâåðøàÿ íåñêîëüêî îøèáîê íà ïåðâûõ ñèìâîëîâ.

Óïðàæíåíèå 20 Îòíîñèòåëüíàÿ ôàçîâàÿ òåëåãðàôèÿ.
Ïóñòü äëÿ ïåðåäà÷è äâîè÷íîãî ïîòîêà {b} èñïîëüçóåòñÿ àâòîìàò ñ äâóìÿ

ñîñòîÿíèÿìè {s}, ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ sn+1 = sn⊕bn è ôóíêöèåé âûõîäîâ cn+1 = sn⊕bn.
Ïîêàçàòü, ÷òî èíôîðìàöèîííûå ñèìâîëû ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ïî ïðàâèëó

bn = cn ⊕ cn−1,

÷òî îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî èíâåðòèðîâàíèÿ
ñèìâîëîâ ïðèíÿòîãî ïîòîêà {c}.
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Ïîñòðîèòü äèàãðàììó ñîñòîÿíèé, ðåøåò÷àòóþ äèàãðàììó. Ïîêàçàòü, ÷òî
çíàíèå äâóõ ñîñåäíèõ ðåáåð íà ðåøåò÷àòîé äèàãðàììå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îäèí
èíôîðìàöèîííûé áèò, ïðè÷åì, çíà÷åíèå òàê îïðåäåëåííîãî áèòà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
èíâåðòèðîâàíèè ðàçìåòêè ðåáåð.

Âûáðàâ òðèâèàëüíóþ ðåáåðíóþ ìåòðèêó - 0 äëÿ ïðàâèëüíîãî ðåáðà è 1 äëÿ îøèáî÷íîãî,
ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàáîòó àëãîðèòìà Âèòåðáè.

Óïðàæíåíèå 21 Ïîñòðîèòü äèàãðàììó ñîñòîÿíèé è ðåøåòêó äëÿ MSK-ìîäóëÿòîðà ,
ðèñ. 7.

Ê ðåøåò÷àòîé ìîäóëÿöèè àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå ñâåðòî÷íîãî
êîäèðîâàíèÿ äàííûõ. Ïðèìåð ñâåðòî÷íîãî êîäåðà ïîêàçàí íà ðèñ. 11. Ýòî
àâòîìàò, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò äâîè÷íóþ èíôîðìàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ ïàð (c0n, c

1
n). Ïàðû èñïîëüçóþòñÿ çàòåì äëÿ ìàðêèðîâêè

òî÷åê ñîçâåçäèÿ. Ê ïðèìåðó, ÷åòûðå äâîè÷íûå ïàðû (c0n, c
1
n) èäåàëüíî îòîáðàæàþòñÿ íà

ñîçâåçäèå QPSK.

Ðèñ. 11: Ñâåðòî÷íûé êîäåð.

Óïðàæíåíèå 22 Ïîñòðîèòü äèàãðàììó ñîñòîÿíèé è ðåøåò÷àòóþ äèàãðàììó äëÿ
ñâåðòî÷íîãî êîäåðà íà ðèñ. 11

Ðåøåò÷àòàÿ ìîäóëÿöèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ôîðìîé ñïåêòðà
ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííûõ ðàäèîñèãíàëîâ çà ñ÷åò äîëæíîé îðãàíèçàöèè êîððåëÿöèé
ìåæäó ïåðåäàâàåìûìè ñèìâîëàìè. Èñïîëüçîâàíèå ìÿãêîé äåìîäóëÿöèè ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà Âèòåðáè - ýòî îñíîâíîé ïóòü áîðüáû ñ ïîñëåäñòâèÿìè
ìåæñèìâîëüíîé èíòåðôåðåíöèè, âîçíèêàþùåé êàê èç çà ôèëüòðàöèè ñèãíàëà â
ðàäèîòðàêòå, òàê è âñëåäñòâèå ìíîãîëó÷åâîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

38



3.5 Îðòîãîíàëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ, âðåìåííîå, ÷àñòîòíîå è êîäîâîå
ðàçäåëåíèå

Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû ìîäóëÿöèè èñïîëüçóþò îäíî êîìïëåêñíîå èçìåðåíèå.
Ýòî ïðåäåëüíî óïðîùàåò îáðàáîòêó íà ïðèåìå. Òðåáóåòñÿ âñåãî îäèí êîððåëÿòîð,
âû÷èñëÿþùèé íàèëó÷øóþ ïðîåêöèþ ïðèíÿòîãî ñèãíàëà íà âåêòîð áàçîâîãî èìïóëüñà.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè ïðåäïîëàãàåò âûõîä â ñèãíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñõåìàì ìîäóëÿöèè ñ îðòîãîíàëüíûìè ñèãíàëàìè.

3.5.1 Îðòîãîíàëüíûå ñèãíàëû ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ ñî ñïåêòðîì, ôèíèòíûì â
÷àñòîòíîé îáëàñòè íà èíòåðâàëå (−F/2, F/2). Íàáîð ôóíêöèé

φk(f) =
1√
F
rectF (f)e−ikTf , TF = 1, k ∈ [−∞,+∞]

îáðàçóåò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà ýòîì èíòåðâàëå, òàê ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
X(f) ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì

X(f) =
+∞∑

k=−∞

xkφk(f), (14)

â êîòîðîì ëåãêî îïîçíàåòñÿ îáû÷íûé ðÿä Ôóðüå ñ êîýôôèöèåíòàìè xk. Ïåðåíåñåì ýòî
ðàçëîæåíèå âî âðåìåííóþ îáëàñòü. Áàçèñíûì ôóíêöèÿì φk(f) âî âðåìåííîé îáëàñòè
îòâå÷àþò ñäâèíóòûå âî âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà rectF (f)

φk(t) =
√
F
sin πF (t− kT )

πF (t− kT )
=
√
F sinc πF (t− kT ), FT = 1, k ∈ [−∞,+∞],

êîòîðûå òàêæå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Âðåìåííàÿ ôîðìà ðÿäà (14)
ïðèíèìàåò âèä

x(t) =
√
F

+∞∑
k=−∞

xk sinc πF (t− kT )

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî sinc(πFmT ) = δm,0. Îöåíèâàÿ çíà÷åíèå ðÿäà x(t) â òî÷êå t =
mT , íàéäåì: x(mT ) =

√
Fxm. Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðÿä Êîòåëüíèêîâà äëÿ

ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì

x(t) =
+∞∑

k=−∞

x(kT ) sinc πF (t− kT ) (15)

Îí äàåò ïðåäñòàâëåíèå ëþáîé ôóíêöèè x(t) ñ äâóõñòîðîííåé ïîëîñîé F ïî äèñêðåòíîìó
íàáîðó åå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé x(kT ), âçÿòûõ ñ øàãîì T = 1/F . Â îáëàñòè ðåàëüíûõ
ñèãíàëîâ ðÿä Êîòåëüíèêîâà ïðèíèìàåò âèä

xp(t) =
√

2
+∞∑

k=−∞

xi(kT )sinc πF (t− kT ) cos f0t − xq(kT )sinc πF (t− kT ) sin f0t,

ãäå xi(nT ), (xq(nT )) - âåùåñòâåííàÿ (ìíèìàÿ) ÷àñòè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíîé
îãèáàþùåé.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîñòîèí òîãî, ÷òîáû áûòü ñôîðìóëèðîâàííûì â êà÷åñòâå
îòäåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.2 (Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà) Ñèãíàë ñ ôèíèòíûé â äâóõñòîðîííåé ïîëîñå
F ñïåêòðîì, âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïëåêñíûõ âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé, âçÿòûõ ñ âðåìåííûì øàãîì T = 1/F . Ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè
áåç ïîòåðü èíôîðìàöèè ñîñòàâëÿåò F êîìïëåêñíûõ èëè 2F âåùåñòâåííûõ âûáîðîê â
ñåêóíäó.

Ñåé÷àñ âàæíî òî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé âðåìåíè ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì
èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {φk(t)}, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ëþáóþ
ôóíêöèþ â âèäå ðàçëîæåíèÿ (15). Ýòà ñèñòåìà áåñêîíå÷íà. Âûáåðåì èç íåå êîíå÷íûé
áàçèñ, âêëþ÷àþùèé N ôóíêöèé ñ èíäåêñàìè k = [0, N − 1] è ðàññìîòðèì íàòÿíóòîå íà
íåãî êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

x(t) =
√
F

N−1∑
k=0

xk
sin πF (t− kT )

πF (t− kT )
.

Âñå áàçèñíûå ôóíêöèè èìåþò ñòðîãî ôèíèòíûé ñïåêòð â ïîëîñå (−F/2, F/2). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îíè ïðàêòè÷åñêè ôèíèòíû òàêæå è âî âðåìåíè, ïîñêîëüêó áàçèñíûå
èìïóëüñû sinc πFt áûñòðî ñïàäàþò. Ýôôåêòèâíóþ âðåìåííóþ äëèòåëüíîñòü ôóíêöèé,
ïðåäñòàâèìûõ â âûáðàííîì êîíå÷íîì áàçèñå, ðàçóìíî îöåíèòü êàê

(N − 1)T + 2T (N + 1)T ' NT = Ts.

Â îöåíêó âêëþ÷åíû (N − 1) ðàññòîÿíèé ìåæäó N sinc-èìïóëüñàìè ïëþñ 2 çàùèòíûå T-
èíòåðâàëà íà ãðàíèöàõ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíî çíà÷èìûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.3 (Î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ) Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ,
îäíîâðåìåííî ôèíèòíûõ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè â ïîëîñå F è âî âðåìåííîé îáëàñòè íà
èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè Ts êîíå÷íîìåðíî. Åãî êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ñîñòàâëÿåò
B = FTs, âåùåñòâåííàÿ 2FTs.

Êàê ïðàâèëî, ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèãíàëîâ èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà áàçó B = FTs
- ïðîèçâåäåíèå ðàçðåøåííîé äëèòåëüíîñòè ñèãíàëîâ íà âûäåëåííóþ ïîëîñó ÷àñòîò. Ïðè
òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ ìû âñåãäà îêàçûâàåìñÿ â êîíå÷íîìåðíîì ñèãíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè N = B. Çäåñü è ðàçâîðà÷èâàåòñÿ èãðà.

Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿìè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ, ñòðîãî ôèíèòíûõ âî âðåìåíè.
Íà èíòåðâàëå (−T/2, T/2) ñëåäóåò âûáðàòü áàçèñ â âèäå

φk(t) =
1√
T
rectT (t)ekFt, TF = 1, k ∈ [−∞,+∞]

Ýòî äàñò ðÿä Êîòåëüíèêîâà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè - ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà ñèãíàëà ÷åðåç
âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ X(kF )

X(f) =
+∞∑

k=−∞

X(kF ) sincT (f − kF )

ñóììîé sinc-èìïóëüñîâ, ñäâèíóòûõ ïî ÷àñòîòå ñ øàãîì F . Â êîíå÷íîì èòîãå âñå ïðèâåäåò
ê òîé æå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ - B = TFs.

Óïðàæíåíèå 23 Âîññòàíîâèòü îïóùåííûå äåòàëè àíàëèçà äëÿ ÷àñòîòíîé îáëàñòè.
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Ïîìèìî ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ekFt ñ øàãîì F íà
èíòåðâàëå (−T/2, T/2) ìîæíî ïîñòðîèòü êîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, îáðàçîâàííûé
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ âäâîå ìåíüøèì øàãîì ïî ÷àñòîòå.

Òåîðåìà 3.4 Ôóíêöèè

ψk(t) = (i)kek
F
2
t, FT = 1

êîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíû íà (−T/2, T/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈ψj, ψk〉. Ïóñòü n = j − k. Èìååì,

〈ψj, ψk〉 =

∫ T/2

−T/2
inen

F
2
t = inT

sin πnF
2
T

πnF
2
T

Ïðè ÷åòíûõ n = 2m ýòî ðàâíî íóëþ â ñèëó îáðàùåíèÿ â íóëü ñèíóñà. Ýòî íåêîãåðåíòíàÿ
(íàñòîÿùàÿ) îðòîãîíàëüíîñòü. Ïðè íå÷åòíûõ n = 2m + 1 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷èñòî
ìíèìî. À ýòî êîãåðåíòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ íàñòîÿùåé â P-îáëàñòè H

Ðàçóìååòñÿ, ïî êîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíûì ôóíêöèÿì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ðÿäû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè xn. Òàêîé ðÿä

x(t) =
∑
n

x̂nψn =
∑
m

x2me
mFt + i

∑
m

x2m+1 e
(m+ 1

2
)Ft, (16)

ãäå x2m = (−1)mx̂2m, x2m+1 = (−1)mx̂2m+1.

äàåò ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî (−T/2, T/2)-ñèãíàëà x(t) íàáîðîì âåùåñòâåííûõ
àìïëèòóä xn ãàðìîíèê ñ øàãîì F/2 ïî ÷àñòîòå. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè x(t)
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðè ýòîì ðÿäàìè

Re(x(t)) =
∑
m

x2mcos mFt −
∑
m

x2m+1sin(m+
1

2
)Ft,

Im(x(t)) =
∑
m

x2msin mFt +
∑
m

x2m+1cos(m+
1

2
)Ft.

Óïðàæíåíèå 24 Ïðåîáðàçîâàòü ðÿä (16) â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü. Íàéòè ôîðìó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà Êîòåëüíèêîâà.

Òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðâàëå Ts êîìïëåêñíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèáî N
êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëàõ ñ øàãîì F = 1/Ts ÷àñòîòå,
ëèáî 2N âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ãàðìîíèêàõ ñ øàãîì F/2. Ðàçóìååòñÿ,
îáå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ äàþò îäíó è òó æå âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü ñèãíàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà B = 2FsTs, Fs = NF .

3.5.2 Ìîäóëÿöèÿ îðòîãîíàëüíûìè ñèãíàëàìè

Äëÿ êàíàëà c çàäàííîé áàçîé B âûáåðåì òó ëè èíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñèãíàëîâ
e1, ..., eN ðàçìåðíîñòè N = B è áóäåì ïåðåäàâàòü äàííûå, âûáèðàÿ îäèí ñèãíàë èç ýòîãî
íàáîðà. Òàê ïîëó÷àþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ìîäóëÿöèè. Îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
çàìå÷àòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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Âñå ñèãíàëû èìåþò ðàâíóþ, åäèíè÷íóþ ýíåðãèþ. Îíè ýêâèäèñòàíòíû. Åâêëèäîâî
ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé ñèãíàëîâ ñîñòàâëÿåò

||ei − ek|| =
√

2.

Îáåñïå÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü ïåðåäà÷è â log2B áèòîâ íà ñèãíàë. Cïåêòðàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
ρ ñîñòàâëÿåò ïðè òîì log2B/B áèòîâ â ñåêóíäó íà ãåðö ïîëîñû è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì
áàçû.

Îðòîãîíàëüíûå ñèãíàëû õîðîøè â ñìûñëå ýíåðãåòèêè, íî íèêóäà íå ãîäÿòñÿ â ïëàíå
ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ - äàëüíÿÿ êîñìè÷åñêàÿ ñâÿçü, ãäå
ïðàêòè÷åñêè íåò îãðàíè÷åíèé íà ïîëîñó.

Íèçêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìû âûáèðàåì äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ñëèøêîì ìàëóþ äîëþ ñèãíàëîâ. Áàçèñ - ýòî äàëåêî íå âñå â N -ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Âñòàåò ïðîáëåìà âûáîðà â ïðîñòðàíñòâå N -èçìåðåíèé êàê ìîæíî áîëüøåãî
÷èñëà òî÷åê ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ýíåðãèþ è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå. Îòìåòèì,
÷òî èìåííî íà ýòîì ïóòè äîñòèãàåòñÿ èçâåñòíàÿ ãðàíèöà Øåííîíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
êàíàëà ñâÿçè.

Óïðàæíåíèå 25 Ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå ei, i = [1, N ] ñòðîÿò ñèñòåìó
ñèìïëåêñíûõ ñèãíàëîâ

si = ei −
∑N

k=1 ek
N

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òîì æå ðàññòîÿíèè ýòè ñèãíàëû îáëàäàþò íåñêîëüêî ìåíüøåé
ýíåðãèåé 1− 1/N . Îáúÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîñòðîåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé äàþò íà÷àëî äâóì
äâîéñòâåííûì ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíîé ìîäóëÿöèè. Ýòî ñèñòåìû ñ ðàçäåëåíèåì ïî âðåìåíè
OTDM (Orthogonal Time Division Modulation) è OFDM (Orthogonal Frequency Division
Modulation). Ïåðâàÿ èñïîëüçóåò sinc-ïîäîáíûå èìïóëüñû, îðòîãîíàëüíî ñäâèíóòûå âî
âðåìåíè. Âòîðàÿ - ãàðìîíè÷åñêèå ñèãíàëû, îðòîãîíàëüíî ñäâèíóòûå ïî ÷àñòîòå.

Âîçìîæíî áåçóìíîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìîäóëÿöèè - ïî ÷èñëó
îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ â N -ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Âîïðîñ â âûáîðå
ñèñòåìû, äîïóñêàþùåé ïðîñòóþ àïïàðàòíóþ ðåàëèçàöèþ.

Óïðàæíåíèå 26 (Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà Óîëøà) Íàòóðàëüíûå ÷èñëà k îò 0 äî
2m − 1 â äâîè÷íîé ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿþòñÿ m-ðàçðÿäíûìè äâîè÷íûìè
êîäàìè.

Ïóñòü k = (k0, k1, ..., km−1) - äâîè÷íûé ïîçèöèîííûé êîä ÷èñëà k. Ââåäåì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

(j, k) =
m−1∑

0

jiki

è ðàññìîòðèì ñèñòåìó öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé Óîëøà

ζj(k) = eiπ(j,k), j = [0, 2m − 1]

Ïðîâåðèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé

2m−1∑
k=0

ζi(k)ζ
∗
j (k) = 2m δi,j
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Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ñèãíàëîâ Óîëøà xj(t) ñòðîèòñÿ èç ëþáîé óäîáíîé
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû φk(t) îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñà

xj(t) =
2m−1∑
k=0

ζj(k)φk(t), j = [0, 2m − 1]

Â êà÷åñòâå φk(t) ìîãóò áûòü âçÿòû ïðåäñòàâèòåëè èç ñèñòåì OTDM

φk(t) =
√
F
sin πF (t− kT )

πF (t− kT )

èëè OTFM

φk(f) =
1√
T
rectT (t)e+ikF t

3.5.3 Ïðèíöèïû ðàçäåëåíèÿ ðàäèîêàíàëà

Ðàäèîêàíàë ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåñóðñîì. Íåîáõîäèìî êàê-òî îðãàíèçîâàòü åãî ðàçäåëåíèå
åãî ìåæäó ìíîãèìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Ïðåäñòàâëåíèå îá îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ ñèãíàëîâ
äàåò êîíöåïòóàëüíóþ îñíîâó äëÿ îáñóæäåíèÿ ïóòåé îðãàíèçàöèè ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà
â êàíàë.

Êàê ìû çíàåì, ðàäèîêàíàë ñ îãðàíè÷åííûìè ÷àñòîòíûì è âðåìåííûì ðåñóðñàìè
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè N =
FsTs. Åñòåñòâåííûé ñïîñîá åãî ðàçäåëåíèÿ - ýòî ââåñòè â íåì îðîòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó
ñèãíàëîâ â êîëè÷åñòâå N øòóê è ðàçäàâàòü ýòè ñèãíàëû ïîëüçîâàòåëÿì ïî ïîòðåáíîñòè.
Îðòîãîíàëüíîñòü ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëüçîâàòåëè íå áóäóò ìåøàòü äðóã äðóãó, åñëè êàæäûé
áóäåò ôèëüòðîâàòü ýôèð íà ñâîþ ñèñòåìó êîððåëÿòîðîâ.

Ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ OTDM è OTFM âåäóò ê äàâíî èñïîëüçóåìûì
ìåòîäàì ðàçäåëåíèÿ. Ñèñòåìå OTDM îòâå÷àåò ðàçäåëåíèå âðåìåííîãî ðåñóðñà êàíàëà.
Àáîíåíòó âûäåëÿåòñÿ âðåìåííîå îêíî, â òå÷åíèå êîòîðîãî èìååò ïðàâî èñïîëüçîâàòü âåñü
÷àñòîòíûé ðåñóðñ. Ýòî ìåòîä OTDMA (Orthogonal Time Division Multiple Access). Ñèñòåìà
ñèãíàëîâ OFDM ïðèâîäèò ê ñõåìå ðàçäåëåíèÿ êàíàëà ïî ÷àñòîòå Ýòî ñèñòåìà OFDMA
(Orthogonal Frequency Division Multiple Access). Ïîëüçîâàòåëþ íàâñåãäà âûäåëÿåòñÿ ÷àñòü
÷àñòîòíîãî ðåñóðñà êàíàëà. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòî ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé âàðèàíò
ðàçäåëåíèÿ.

Ìîæíî äåëèòü ðåñóðñû êàíàëà èíà÷å. Ê ïðèìåðó, âîçüìåì ñèñòåìó ñèãíàëîâ Óîëøà,
êàæäûé èç êîòîðûõ èñïîëüçóåò ÷àñòîòíûé è âðåìåííîé ðåñóðñ â ïîëíîé ìåðå, è ïîäåëèì
ýòè ñèãíàëû ìåæäó ïîëüçîâàòåëÿìè. Ïðèäåì ñ ñèñòåìå êîäîâîãî ðàçäåëåíèÿ êàíàëà OCD-
MA (Orthogonal Code Division Multiple Access).

3.6 Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ðàäèîñèãíàëîâ áåñêîíå÷íîé ýíåðãèè

Ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííûé ñèãíàë

x(t) =
∞∑

n=−∞

cnp(t− nT )

íå èìåþùèé íè íà÷àëà, íè êîíöà âî âðåìåíè, íå îáëàäàåò êîíå÷íîé ýíåðãèåé. Ñòàíîâèòñÿ
íåÿñíî, êàê âîîáùå ìîæåò èäòè ðå÷ü î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ òàêèõ ñèãíàëîâ.

Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ââåäåíèåì íîâûõ ïîíÿòèé - ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè è
ìîùíîñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
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Ðàññìîòðèì �óðåçàííûé� âàðèàíò ñèãíàëà x(t)

xW (t) =
n=N−1∑
n=0

cnp(t− nT ), W = NT (17)

Ýòî óæå âïîëíå íîðìàëüíûé ñèãíàë ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé. Äëÿ íåãî êîððåêòíî îïðåäåëåíû
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ RW (t) = 〈xW , xW (t)〉 è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð |XW (f)|2,
ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå. Òåïåðü ñëåäóåò ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî äëèòåëüíîñòè
îêíà: W → ∞. ×òîáû ýòîò ïðåäåë íå óõîäèë â áåñêîíå÷íîñòü, ïðèõîäèòñÿ âñå
íîðìèðîâàòü íà äëèòåëüíîñòü îêíà W . Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ïîíÿòèÿì

1. Ìîùíîñòîíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

R(t) = limW→∞
RW (t)

W
(18)

2. Ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè

X(f) = limW→∞
|XW (f)|2

W
(19)

Íîâûå ïîíÿòèÿ íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ðàíåå ââåäåííûìè ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðàìè è
êîððåëÿöèÿìè. Ìîùíîñòíûå êîððåëÿöèÿ è ñïåêòð - ýòî ñîâåðøåííî íîâûå êàòåãîðèè,
òîëüêî ñ ïîõîæèìè íàçâàíèÿìè. Ó íèõ äàæå ðàçìåðíîñòè äðóãèå.

Òàáëèöà 1. Ôèçè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè â òåîðèè ñèãíàëîâ

Âåëè÷èíà Îáîçíà÷åíèå Ðàçìåðíîñòü Êîììåíòàðèé

Âðåìÿ t [T ] = 1/[F ] Ñåêóíäà
×àñòîòà f [F ] = 1/[T ] Ãåðö
Óðîâåíü x(t) [V ] Âîëüòû (àìïåðû, ...)
Ñïåêòð àìïëèòóäíûé X(f) [V ][T ] = [V ]/[F ] Âîëüòû íà ãåðö
Êâàäðàò óðîâíÿ x2(t) [V ]2 Ìîùíîñòü
Êîððåëÿöèÿ ïî ýíåðãèè 〈x, y〉 [V ]2[T ] Ýíåðãèÿ
Ñïåêòð ýíåðãèè |X(f)|2 [V ]2[T ]/[F ] Ýíåðãèÿ íà ãåðö
Êîððåëÿöèÿ ïî ìîùíîñòè R(τ) [V ]2 Ìîùíîñòü
Ñïåêòð ìîùíîñòè X(f) [V ]2[T ] = [V ]2/[F ] Ýíåðãèÿ

Èññëåäóåì ââåäåííûå ìîùíîñòíûå ïîíÿòèÿ áîëåå ïðèñòàëüíî. Íàéäÿ êâàäðàò ìîäóëÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñå÷åííîãî ñèãíàëà (17) , ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ
ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà

|XW (f)|2 = |P (f)|2
N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

e−(j−k)Tfcjc
∗
k,

ãäå |P (f)|2 - ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð áàçîâîãî èìïóëüñà p(t), à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî
N ×N -êâàäðàòó. Ïåðåéäåì ê ñóììèðîâàíèþ ïî äèàãîíàëè n = j − k. Ïîëó÷èì

|XW (f)|2 =

+(N−1)∑
n=−(N−1)

e−nTf
{ ∑

[0,N−1]

cn+kc
∗
k

}
(20)

×òîáû íå âîçèòüñÿ ñ ïðåäåëàìè âî âíóòðåííåé ñóììå, ìû ââåëè íîâîå îáîçíà÷åíèå
∑

[0,N−1],

èìåÿ â âèäó, ÷òî â ñóììó âõîäÿò òîëüêî òå ÷ëåíû, ó êîòîðûõ îáà èíäåêñà (k, n + k)
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ïðèíàäëåæàò äèàïàçîíó [0, N − 1]. Ôàêòè÷åñêè, òåì ñàìûì ìû ðàññìàòðèâàåì áëîê
èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ [c0, c1, ..., cN−1] êàê äîïîëíåííûé íóëÿìè ñëåâà è ñïðàâà äî
áåñêîíå÷íîñòè. Âíóòðåííÿÿ ñóììà õîðîøî èçâåñòíà ñïåöèàëèñòàì ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå
ñèãíàëîâ. Ýòî àâòî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñèìâîëüíîãî áëîêà

RW
c (n) =

1

N

∑
[0,N−1]

cn+kc
∗
k.

Ôîðìàëüíî ââåäåì òàêæå è àâòî êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ áåñêîíå÷íîãî ïîòîêà ñèìâîëîâ
cn êàê ïðåäåë

Rc(n) = limN → ∞
1

N

∞∑
k=−∞

cn+kc
∗
k. (21)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî N â (20), íàéäåì

X(f) =
|P (f)|2

T

∞∑
n=−∞

Rc(n)e−nTf (22)

ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè ñèãíàëà ÷åðåç íîðìèðîâàííûé íà T ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð áàçîâîãî èìïóëüñà è àâòî êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñèìâîëüíîãî ïîòîêà.

Óïðàæíåíèå 27 Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñèãíàëà x(t)

R(t) =
1

T

∞∑
n=−∞

Rp(t− nT )Rc(n) (23)

ãäå Rp(t) = 〈p, p(t)〉 - êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìïóëüñà.

Óïðàæíåíèå 28 Ïîêàçàòü, ÷òî àâòî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè äâóõ ñèãíàëîâ
åñòü ñâåðòêà èõ àâòî êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. (Ïåðåéòè â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü). Äàòü
èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòà (23) â ñâåòå ýòîãî ôàêòà.

Òåîðåìà 3.5 Åñëè îïðåäåëåíèå (21) àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñèìâîëüíîãî ïîòîêà
êîððåêòíî, òî ñïåêòð ìîùíîñòè (22) è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (23) ñèãíàëà x(t)
êîððåêòíî îïðåäåëåíû è ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Ñìûñë ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (22) òàêîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ ñèìâîëüíîãî ïîòîêà Rc(n), îïðåäåëåííàÿ òîëüêî äëÿ öåëûõ n, íà ñàìîì äåëå
ñóùåñòâóåò êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè Rc(t). Ïðîñòî ìû èìååì äåëî ñ åå
äèñêðåòèçîâàííîé âåðñèåé Rc(n) = Rc(nT ). Ïóñòü Xc(f) ñïåêòð ãèïîòåòè÷åñêîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Rc(t). Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèè îòâå÷àåò
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå åå ñïåêòðà∑

Rc(nT )δ(t− nT ) ↔
∑

Rc(n)e−nTf = F
∑

Xc(f −mF )

Îêîí÷àòåëüíî, âûðàæåíèå (22) äëÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X(f) =
|P (f)|2

T 2

∞∑
n=−∞

Xc(f −mF ) (24)
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÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð èìïóëüñà è ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåííûé ñïåêòð
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñèìâîëüíîãî ïîòîêà.

Ýòîò ðåçóëüòàò äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè
ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà X(f) âûáîðîì ñïåêòðà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñèìâîëüíîãî
ïîòîêà - Xc(f). Âîçìîæíîñòü ýòà ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäàìè ðåøåò÷àòîé ìîäóëÿöèè. Ðàçóìíûì
âûáîðîì àâòîìàòà ðåøåò÷àòîãî ìîäóëÿòîðà ôîðìèðóþòñÿ ñèìâîëüíûå ïîòîêè, ôóíêöèè
êîððåëÿöèè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ êîìïàêòíûì ñïåêòðîì. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ
êîìïàêòíîñòè ñïåêòðà ìîùíîñòè ðàäèîñèãíàëà â öåëîì.

Óïðàæíåíèå 29 Ïóñòü c(t) - ñèãíàë êîíå÷íîé ýíåðãèè, cd(t) - ðåçóëüòàò åãî
äèñêðåòèçàöèè.

cd(t) = c(t)
∑
n

δ(t− nT ) =
∑
n

c(nT )δ(t− nT ).

Ïðîâåðüòå, ÷òî

〈cd, cd(τ)〉 =
∑
n

{∑
k

cnc
∗
n+k

}
δ(nT − τ) =

∑
n

Rc(n)δ(nT − τ)

Óïðàæíåíèå 30 Êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñèìâîëüíîãî ïîòîêà Rc(t) âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ðåïëèêè ñïåêòðà Xc(f) íå
ïåðåêðûâàëèñü. Ïî÷åìó ? Íàìåê: ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñ øàãîì T ñóùåñòâóåò èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ñî ñïåêòðîì,
ôèíèòíûì â ïîëîñå F .

Óïðàæíåíèå 31 Ïðîâåðüòå, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèÿõ (22) è (24) ñîáëþäåíû ðàçìåðíîñòè.

Ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé áåñêîíå÷íîãî ñèìâîëüíîãî ïîòîêà (21) âñå íå ïðîñòî.
È äåëî çäåñü íå â ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà, à â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèå ýòîé
ôóíêöèè ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîì (òèïà ôîðìóëû îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà). Òàêîå îïèñàíèå,
ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ î÷åíü îãðàíè÷åííîãî êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Âîîáùå, äåòåðìèíèñòñêèå ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ìàëîïðèãîäûìè ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å
îïèñàíèÿ ñèìâîëüíûõ ïîòîêîâ.

Ýòî îáóñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèìâîëû èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà êàê ñëó÷àéíûå. Ýòî ïðåäïîëàãàåò îïèñàíèå ïîòîêà
íåêîòîðûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé ñèìâîëîâ. Ïóñòü äëÿ êàæäîé ïàðû ck, ck+n
çàäàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Qn(ck, ck+n), çàâèñÿùèå òîëüêî îò ìåðû óäàëåííîñòè
ñèìâîëîâ n (óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè). Ââåäåì âåðîÿòíîñòíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

R̃c(n) =
∑
c0,cn

Qn(c0, cn)c0c
∗
n

êàê ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ.
Ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ýðãîäè÷åñêîé åñëè äëÿ íåå ñðåäíåå ïî

àíñàìáëþ R̃c(n) ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïî âðåìåíè Rc (21). Ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè
ïîçâîëÿåò ïîäìåíèòü â ïðåäñòàâëåíèÿõ (22) è (24) ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè
ýêâèâàëåíòíûì ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ. Â ðåçóëüòàòå ìîùíîñòíàÿ êîððåëÿöèÿ è ñïåêòð
ìîùíîñòè îêàçûâàþòñÿ îïðåäåëåííûìè äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ýðãîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ,
ïåðåâîäÿ ñèãíàëû â ðàíã ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñ íåèçáåæíîñòüþ ïðèâîäèò ê
èñïîëüçîâàíèþ ìîùíîñòíûõ êàòåãîðèé êîððåëÿöèè è ñïåêòðà. Ôàêòè÷åñêè, ýòè êàòåãîðèè
ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíò êîððåëÿöèîííîé òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
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Óïðàæíåíèå 32 Ïóñòü ñèìâîëû áèíàðíîãî èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà ci = ± 1
ñëó÷àéíû, ðàâíîâåðîÿòíû (Q(1) = Q(−1) = 1/2) è íåçàâèñèìû

Q(ck, ck+n) = Q(ck)Q(ck+n).

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî

R̃c(n) = δn,0.

Èñïîëüçóÿ (22), ïîêàæèòå, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëà x(t),
ëèíåéíî ìîäóëèðîâàíîãî ýòèì ïîòîêîì èìååò âèä

X(f) =
|P (f)|2

T
,

ãäå P (f) - àìïëèòóäíûé ñïåêòð áàçîâîãî èìïóëüñà p(t)
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4 Êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ øóìîâ

4.0.1 Ýêñêóðñ â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

Îïèñàíèå âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p(x) ïîçâîëÿåò
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (x) íàéòè åå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèå (ñòàòèñòè÷åñêîå
ñðåäíåå)

E(F (x)) =

∫
F (x)p(x) dx.

Â ÷àñòíîñòè, ââîäèòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ñàìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû m = E(x) è åå ìîìåíò
E

(
(x−m)n

)
ïîðÿäêà n.

Ñîãëàøåíèå. Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáëàäàþò íóëåâûì ñðåäíèì. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè,
ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì m âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå x′ = x+m ñ ðàñïðåäåëåíèåì p(x′ −m).

Â êîððåëÿöèîííîé òåîðèè âåäóùóþ ðîëü èãðàþò ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ
åäèíñòâåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêîé ìîìåíò âñåãî îäèí - ýòî åå äèñïåðñèÿ σ2 = E(x2).

Äëÿ íàñ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà - ýòî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå øóìà, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
(ýôôåêòèâíîå) çíà÷åíèå σ =

√
E(x2) - ýòî åãî óðîâåíü, à äèñïåðñèÿ σ2 - ìîùíîñòü.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

p(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 (25)

íàçûâàþò ãàóññîâñêîé. Äèñïåðñèÿ x ñîñòàâëÿåò σ2 è âïîëíå îïðåäåëÿåòå ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé.

4.0.2 Âåùåñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû

Êîíå÷íûé íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð

x = (x1, x2, . . . xn).

Äëÿ n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xj ñóùåñòâóåò n
2 ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà E(xjxk). Âñå îíè

óïàêîâûâàþòñÿ â ìàòðèöó êîððåëÿöèé

C = E(xTx) =
{
E(xjxk)

}
.

Çäåñü xT - âåêòîð-ñòîëáåö - ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ x. (Óìíîæåíèå ñòîëáöà íà
ñòðîêó äàåò ìàòðèöó).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî ìàòðèöà êîððåëÿöèé ñèììåòðè÷íà.
Ïî àíàëîãèè, äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x è y ââîäèòñÿ ìàòðèöà âçàèìíûõ

êîððåëÿöèé

Cxy = E(xTy) =
{
E(xjyk)

}
.

ßñíî, ÷òî
Cyx = CT

xy

Ìàòðèöà êîððåëÿöèé ïîçâîëÿåò íàéòè äèñïåðñèþ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé ôîðìû

y =
∑

ajxj = xaT (26)
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â âèäå
E(yy) = 〈y|y〉 = aCaT (27)

Îòñþäà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû êîððåëÿöèé

aCaT ≥ 0, ∀a 6= 0

Îïðåäåëåíèå 1 Ñëó÷àéíûé âåêòîð x íàçîâåì ãàóññîâñêèì, åñëè ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà
îò åãî êîìïîíåíò (26) äàåò Ãàóññîâñîêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ äèñïåðñèåé (27). Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîìïîíåíòû ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îáðàçóþò íàáîð ñîâìåñòíî
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñîõðàíåíèè
ñâîéñòâà ãàóññîâîñòè ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü x - ãàóññîâñêèé âåêòîð, A - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âåêòîð
y = xA òàêæå ãóàññîâñêèé ñ ìàòðèöåé êîððåëÿöèé

Cy = ATxTxA = ATCxA

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîððåëÿöèé.

Òåîðåìà 4.2 Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò
ãàóññîâñîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èìååò âèä

p(x) =
1√

(2π)ndetC
e−xC−1xT

×àñòî ýòó ôîðìó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóþò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
ñîâìåñòíîé ãàóññîâîñòè. Òîãäà ñâîéñòâî ãàóññîâîñòè ëèíåéíûõ ôîðì (26) ñòàíîâèòñÿ
òåîðåìîé.

Óïðàæíåíèå 33 Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íå êîððåëèðîâàíû, åñëè ìàòðèöà
êîððåëÿöèé - äèàãîíàëüíà. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
íåêîððåëèðîâàííîñòü êîìïîíåíò ýêâèâàëåíòíà èõ ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè â
ñìûñëå

p(x) = p(x1)p(x2) . . . p(xn).

4.0.3 Êîìïëåêñíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû

Èìåÿ ïàðó âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ x è y, ìîæåì ðàññìîòðåòü êîìïëåêñíûé
âåêòîð z = x + iy. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó
êîððåëÿöèé

Cz = E(z+z) = E(xTx) + E(yTy) + i E(xTy)− i E(yTx),

ãäå z+ - ñîïðÿæåííûé è òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð, è ìàòðèöó ïñåâäîêîððåëÿöèé

C̃z = E(zTz) = E(xTx)− E(yTy) + i E(xTy) + i E(yTx).

Îïðåäåëåíèå 2 Ñëó÷àéíûé âåêòîð z íàçîâåì íîðìàëüíûì, åñëè åãî ìàòðèöà
ïñåâäîêîððåëÿöèé ðàâíà íóëþ.
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Äëÿ íîðìàëüíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ìàòðèöû êîððåëÿöèé âåùåñòâåííîé è ìíèìîé
êîìïîíåíò óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

E(xTx) = E(yTy), E(xTy) = −E(yTx),

à êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà êîððåëÿöèé ïðèîáðåòàåò âèä

Cz = 2Ci
z + 2iCq

z; Ci
z = E(xTx) = E(yTy), Cq

z = E(xTy) = −E(yTx)

Óïðàæíåíèå 34 Ïðîâåðèòü, ÷òî íîðìàëüíîñòü âåêòîðà z ýêâèâàëåíòà
èíâàðèàíòíîñòè âåùåñòâåííûõ ìàòðèö êîððåëÿöèé

E(xTx), E(yTy), E(yTx)

îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà âåêòîðà z íà óãîë θ

z′ = zeiθ

x′ = x cosθ − y sinθ, y′ = x sinθ + y cosθ.

Óïðàæíåíèå 35 Ïðîâåðèòü, ÷òî ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ z′ = zA ñ êîìïëåêñíîé ìàòðèöåé À.

Äàëüíåéøåå äëÿ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ îòëè÷àþòñÿ îò âåùåñòâåííîãî
ñëó÷àÿ ëèøü â íåçíà÷èòåëüíûõ äåòàëÿõ.

Ìàòðèöà êîððåëÿöèé íîðìàëüíîãî âåêòîðà ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íà (Ýðìèòîâà), åå
âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü - ñèììåòðè÷íà, à ìíèìàÿ - àíòèñèììåòðè÷íà

C+
z = Cz, (Ci

z)
T = Ci

z, (Cq
z)
T = −Cq

z

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäíîìåðíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà - êîìïëåêñíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû z = x+ i y, èìååì

E(xx) = E(yy) = σ2, E(xy) = −E(yx) = 0,

E(zz∗) = 2σ2

Íîðìàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêîé, åñëè åå
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èìååò

p(z) =
1

2πσ2
e
|z|2

2σ2

Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìû è
ðàñïðåäåëåíû ïî ãàóññîâñêîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé σ2. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z = |z|eiϕ
ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ôàçû ϕ è ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ äëÿ àìïëèòóäû
|z|.

p(|z|) =
|z|
σ2
e
|z|2

2σ2 .

Ëèíåéíàÿ ôîðìà

y =
∑

ajzj = zaT

îò êîìïîíåíò êîìïëåêñíîãî âåêòîðà z äàåò íîðìàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
y c äèñïåðñèåé

E(y∗y) = 〈y|y〉 = aCza
+ (28)

Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû êîððåëÿöèé.
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Îïðåäåëåíèå 3 Ñëó÷àéíûé êîìïëåêñíûé âåêòîð z íàçîâåì ãàóññîâñêèì, åñëè ëþáàÿ
ëèíåéíàÿ ôîðìà îò åãî êîìïîíåíò äàåò êîìïëåêñíóþ ãàóññîâñîêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
ñ äèñïåðñèåé (28).

Òåîðåìà 4.3 Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò
êîìïëåêñíîãî ãàóññîâñîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîððåëÿöèé
è èìååò âèä

p(z) =
1

πndetC
e−zC−1z+

Óïðàæíåíèå 36 Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà êîððåëÿöèé äâóõìåðíîãî íîðìàëüíîãî
âåêòîðà (z1, z2) = (x1 + i y1, x2 + i y2) èìååò âèä

Cz =

∥∥∥∥ σ2
1 %2 + i γ2

%2 − i γ2 σ2
2

∥∥∥∥ ,
ãäå

σ2
1 = E(x1x1) = E(y1y1), σ2

2 = E(x2x2) = E(y2y2)

%2 = E(x1x2) = E(y1y1),

γ2 = E(x1y2) = E(x2y1).

4.0.4 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) (øóì) - ýòî êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, çíà÷åíèå êîòîðîé â
êàæäîé òî÷êå åñòü êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Ïîëíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ êàæäûõ n òî÷åê
(t1, t2, . . . , tn) çàäàíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé. Äëÿ öåëåé êîððåëÿöèîííîé òåîðèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì n = 2.

Èòàê, ïóñòü äëÿ êàæäûõ (t1, t2) çàäàíà äâóõìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé
p(x(t1), x(t2)) = p(x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùàÿ åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè

p(x) =

∫
p(x1, x2) dx1 =

∫
p(x1, x2) dx2.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí, åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ñäâèãàõ âî âðåìåíè, òî åñòü çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè τ = t2 − t1,

p(x(t1), x(t2))) = pτ (x1, x2) = p−τ (x2, x1)

Ýòà äâóõìåðíàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåò 2 × 2-ìàòðèöó êîððåëÿöèé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (x1, x2). Åäèíñòâåííûé åå íåäèàãîíàëüíûé êîìïîíåíò äàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t)

Rx(τ) = 〈x1|x∗2(τ)〉 = E(x1x
∗
2) =

∫ ∫
x1x

∗
2 pτ (x1, x2) dx1dx2

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íàçîâåì ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
X(f) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (øóìà) x(t). Èòàê, äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îïðåäåëåíû
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Rx(t) ↔ X(f).
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Ýòî áàçîâûå ïîíÿòèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîé òåîðèè øóìîâ.

Ñâîéñòâà ñèììåòðèè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íà

Rx(−τ) = R∗x(τ).

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü X(f) âñåãäà âåùåñòâåííà ( ñì. ñâîéñòâà
ñèììåòðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå).

Åñëè øóì âåùåñòâåíåí, òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå âåùåñòâåííà, à
ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íà. Òîãäà ñèììåòðè÷íà òàêæå è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü. Òî
åñòü, â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è ñïåêòðàëüíàÿ âåùåñòâåííû è
ñèììåòðè÷íû. Ïðè ýòîì îíè îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Rx(t) = Ri(t) + i Rq(t), âîîáùå
ãîâîðÿ, êîìïëåêñíà. Îäíàêî, åå ñîïðÿæåííàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ãàðàíòèðóåò ñèììåòðèþ
âåùåñòâåííîé è àíòèñèììåòðèþ ìíèìîé ÷àñòåé,

Ri(−t) = Ri(t), Rq(−t) = −Rq(t).

Âåùåñòâåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü X(f) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé
ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé êîìïîíåíò

X(f) = Xs(f) +Xa(f) =
X(f) +X(−f)

2
+
X(f)−X(−f)

2

Ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü - åñòü Ôóðüå îáðàç âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, à
àíòèñèììåòðè÷íàÿ - ìíèìîé,

Ri(t) ↔ Xs(f), Rq(t) ↔ Xa(f).

Çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â íóëå âñåãäà âåùåñòâåííî. Îíî äàåò îöåíêó
ìîùíîñòè øóìà. Ýòó æå ìîùíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê èíòåãðàë îò ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè

σ2 = Rx(0) =

∫
|X(f)|2df

Ïî àíàëîãèè ââîäèòñÿ âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

Rxy(τ) = 〈x|y∗(τ)〉 = E(xy∗).

Â ðàñ÷åò áåðåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå îäíîãî øóìà â ìîìåíò âðåìåíè t1 è äðóãîãî - â
ìîìåíò t2, t2 − t1 = τ . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî òðåáóåòñÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
p(x(t1), y(t2)). Âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îñîáîé ñèììåòðèåé.
Âåðíî ëèøü, ÷òî

Rxy(−τ) = R∗yx(τ).

Ôóðüå îáðàç âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè - ýòî âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Rxy(τ) ↔ Xxy(f)

ñî ñâîéñòâîì ñèììåòðèè
X∗
xy(f) = Xyx(f)

Ñèãíàëû íàçûâàþò íåêîððåëèðîâàííûìè ïðè âðåìåííîì ñäâèãå τ , åñëè Rxy(τ) = 0.
×àùå âñåãî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåêîððåëèðîâàííîñòüþ â äàííûé ìîìåíò (τ = 0) è
íåêîððåëèðîâàííîñòüþ ïðè âñåõ ñäâèãàõ. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ïåðâîìó óñëîâèþ îòâå÷àåò
ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà îò âçàèìíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, à âòîðîìó - îáðàùåíèå â
íóëü ñàìîé ýòîé ïëîòíîñòè.

Ïîäêëþ÷àåì óñëîâèå ãàóññîâîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 4 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) íàçûâàþò ãàóññîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà
ìîìåíòîâ âðåìåíè (t1, t2, . . . , tn) âåêòîð âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

(
x(t1), x(t2), . . . , x(tn)

)
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì âåêòðîì.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ãàóññîâîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì â êîððåëÿöèîííîé
òåîðèè. Ïðåäïîëîæåíèå î ãàóññîâîñòè øóìîâ äàåò ëèøü äîïîëíèòåëüíóþ âîçìîæíîñòü
âîññòàíàâëèâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî êîððåëÿöèîííîìó îïèñàíèþ.

Ê ïðèìåðó, äëÿ ïðîñòî øóìà çíàíèå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â íóëå Rx(0)
- ýòî îöåíêà äèñïåðñèè σ2 è òîëüêî. Åñëè æå øóì ãàóññîâñêèé, òî äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåò
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé öåëèêîì, ÷òî äàåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì çíàíèå åäèíñòâåííîãî
ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â Ãàóññîâñêîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå
øóìà, ïîçâîëÿÿ íàõîäèòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Â ñàìîì äåëå. Ðàññìîòðèì n-âåêòîð âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé(
x(t1), x(t2), . . . , x(tn)

)
= (x1, x2, . . . , xn).

Âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî êîìïîíåíòàìè E(xix
∗
k) îïðåäåëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì êîððåëÿöèîíîé ôóíêöèè â òî÷êå tk − ti

E(xix
∗
k) = Rx(tk − ti).

Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû
êîððåëÿöèé. Äëÿ ãàóññîâñêîãî âåêòîðà ýòî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ãóàññîâñêîãî âåêòîðà - ýòî ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Ïîýòîìó, ïðåäïîëîæåíèå î ãàóññîâñêîé ïðèðîäå øóìà ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîäû î
ãàóññîâîñòè ëþáûõ ðåçóëüòàòîâ åãî ëèíåéíîé îáðàáîòêè.

Ñîãëàñíî ïðåäåëüíûì òåîðåìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò òåíäåíöèþ ñòàíîâèòüñÿ ãàóññîâñêîé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëèíåéíàÿ îáðàáîòêà øóìà ñâîéñòâî ãàóññîâîñòè ñîõðàíÿåò. Ïîýòîìó ìîäåëü
ãàóññîâñêîãî øóìà îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîé â îáëàñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ
ëèíåéíîé îáðàáîòêîé ñèãíàëîâ.

Óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè, ýðãîäè÷åñêèé ïåðåõîä.

Ââåäåì âðåìåííîå îêíî w(t) = rectT (t) è ñ åãî ïîìîùüþ �âûðåæåì� ôèíèòíóþ
âî âðåìåíè ðåàëèçàöèþ øóìà xT (t) = w(t)x(t). Ýòî îáû÷íûé ñèãíàë ñ êîíå÷íîé
ýíåðãèåé è äëÿ íåãî îïðåäåëåíû êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Rw(τ) = 〈xw, xw(τ)〉 è
ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð |Xw(f)|2. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî äëèòåëüíîñòè îêíà, ââåäåì
ìîùíîñòíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

R(τ) = lim
T→∞

Rw(τ)

T

è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ñïåêòð ìîùíîñòè

X(f) = lim
T→∞

|Xw|2(f)

T

Îïðåäåëåíèå 5 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçîâåì ýðãîäè÷åñêèì, åñëè äëÿ íåãî ìîìåíòû
(äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî), íàéäåííûå óñðåäíåíèåì ïî ðàñïðåäåëåíèþ
âåðîÿòíîñòåé, ñîâïàäàþò ñ íàéäåííûìè óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè.
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Ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â êîððåëÿöèîííîé òåîðèè,
ïîçâîëÿÿ çàìåíÿòü êîððåëÿöèè R(τ), ââåäåííûå ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè, íà
ñòàòèñòè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè R(τ). Ýòó çàìåíó áóäåì íàçûâàòü ýðãîäè÷åñêèì
ïåðåõîäîì.

Çàìå÷åíèå 2 Âîò ïðîñòîé ïðèìåð íå ýðãîäè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Ïóñòü íåêòî áðîñàåò ìîíåòó, à çàòåì, â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà, ïðåäúÿâëÿåò ëèáî

ðåàëèçàöèþ øóìà n(t), ëèáî ðåàëèçàöèþ òîãî æå øóìà, íî ñ àääèòèâíî äîáàâêîé - a+n(t).
Ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà â ýòîé ìîäåëè ðàâíî 1/2 × 0 + 1/2 × a = a/2.
Ðåçóëüòàò æå óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè ñëó÷àåí è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 èëè a c ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ.

Âñå íå ýðãîäè÷åñêèå ïðîöåññû óñòðîåíû ïîäîáíûì îáðàçîì. Ñðåäíèå ïî âðåìåíè äëÿ
íèõ ñàìè îêàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

4.0.5 Ôèëüòðàöèÿ øóìîâ, òîðåìà Âèíåðà-Õèí÷èíà

Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé ÷åðåç ëèíåéíûé ôèëüòð
ñ èìïóëüñíîé ðåàêöèåé h(t), ðèñ. 12. Ðåçóëüòàòîì ôèëüòðàöèè ñòàíîâèòñÿ ñèãíàë y(t),
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêîé y(t) = (h ∗ x) . Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòîìó îòâå÷àåò
óìíîæåíèå àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà ñèãíàëà íà êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è H(f).

Çàìå÷åíèå 3 ×òîáû ñèãíàëû íà âõîäå è âûõîäå ôèëüòðà áûëè îäíîé ðàçìåðíîñòè,
èìïóëüñíóþ ðåàêöèþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü èìåþùåé ðàçìåðíîñòü îáðàòíîãî âðåìåíè
(÷àñòîòû). Òîãäà êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è îêàçûâàåòñÿ áåçðàçìåðíûì.

Ðèñ. 12: Ê ôèëüòðàöèè

Òåîðåìà 4.4 (Î ôèëüòðàöèè êîððåëÿöèé.) Àâòî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñèãíàëà
y(t) íà âûõîäå ôèëüòðà åñòü ñâåðòêà àâòî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè âõîäà x(t) c àâòî
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé èìïóëüñíîé ðåàêöèè ôèëüòðà.

〈y, y(τ)〉 =
(
〈h, h(τ)〉 ∗ 〈x, x(τ)〉

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü. Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð. Â ïðàâîé èìååì ñâåðòêó äâóõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè åé
áóäåò îòâå÷àòü ïðîèçâåäåíèå èõ ñïåêòðîâ

|Y (f)|2 = 〈h, h(τ)〉 (f) 〈x, x(τ)〉 (f).
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Íî ñïåêòð êîððåëÿöèîíîé ôóíêöèè åñòü ìîäóëü êâàäðàò ñïåêòðà ñèãíàëà. Îêîí÷àòåëüíî
èìååì,

Y (f)Y ∗(f) = |H(f)|2|X(f)|2 = (H(f)X(f))(H∗(f)X∗(f)),

÷òî âåðíî, ïîñêîëüêó Y(f)=H(f)X(f) H
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôèëüòðàöèè øóìà. Ïóñòü, êàê è âûøå, xw(t) - ðåàëèçàöèÿ øóìà,

êëèïïèðîâàííàÿ îêíîì äëèòåëüíîñòè T . Ïîñêîëüêó ýòî ñèãíàë ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé, ìîæåì
ïðèìåíèòü òåîðåìó î ôèëüòðàöèè êîððåëÿöèé

〈y, y(τ)〉 =
(
〈h, h(τ)〉 ∗ 〈xw, xw(τ)〉

)
Ïåðåõîäÿ çäåñü ïðåäåëó ïðè T →∞, íàéäåì

Ry(τ) =
(
〈h, h(τ)〉 ∗ Rx(τ)

)
Íàêîíåö, ïðèâëåêàÿ ýðãîäè÷íîñòü øóìà, çàìåíèì ôèãóðèðóþùèå çäåñü êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè ñ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè êîððåëÿöèÿìè ñ óñðåäíåíèåì ïî ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòåé (ýðãîäè÷åñêèé ïåðåõîä). Â èòîãå ïðèäåì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.5 (Òåîðåìà Âèíåðà-Õèí÷èíà)

Âî âðåìåííîé îáëàñòè.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñèãíàëà íà âûõîäå ëèíåéíîãî ôèëüòðà åñòü ñâåðòêà
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè âõîäíîãî ñèãíàëà ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé èìïóëüñíîé
ðåàêöèè.

Ry(τ) =
(
〈h, h(τ)〉 ∗Rx(τ)

)
. (29)

Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà íà âûõîäå ôèëüòðà åñòü ïðîèçâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè âõîäíîãî øóìà íà ìîäóëü êâàäðàò êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ôèëüòðà

Y (f) = |H(f)|2X(f). (30)

Òåîðåìà 4.6 (Î ïàðå ôèëüòðîâ)
Ïóñòü èìååòñÿ ïàðà ôèëüòðîâ h1(t) ↔ H1(f) è h2(t) ↔ H2(f) è íà èõ âõîäàõ
äåéñòâóþò øóìû x1(t) è x2(t) ñî âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé Rx1x2(τ) (âçàèìíîé
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ Xx1x2(f)). Òîãäà ñèãíàëû íà âûõîäàõ y1(t) = (h1 ∗ x1)(t) è
y2(t) = (h2 ∗ x2)(t):
Âî âðåìåííîé îáëàñòè.

Îáëàäàþò âçàèìíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Ry1y2(τ) =
(
〈h1, h2(τ)〉 ∗Rx1x2(τ)

)
, (31)

ðàâíîé ñâåðòêå âçàèìíîé êîððåëÿöèîíîé ôóíêöèè âõîäîâ ñî âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé èìïóëüñíûõ ðåàêöèé ôèëüòðîâ èëè
Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

Xy1y2(f) = H1(f)H∗
2 (f)Xx1x2(f). (32)

Èìåþò âçàèìíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ âçàèìíîé
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè âõîäîâ íà âçàèìíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ôèëüòðîâ.
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Óïðàæíåíèå 37 Ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äâóõ ôèëüòðàõ ïî àíàëîãèè ñ
òåîðåìîé Âèíåðà-Õèí÷èíà.

Ôèëüòðû íàçûâàþò íåêîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ âçàèìíûé ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Îðòîãîíàëüíûìè â ýòîì ñìûñëå áóäóò, ê ïðèìåðó,
äâà ïîëîñîâûå ôèëüòðà ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïîëîñàìè ïðîïóñêàíèÿ. Áîëåå ñëàáîå
òðåáîâàíèå êîãåðåíòíîé îðòîãîíàëüíîñòè ïðåäïîëàãàåò ëèøü ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà îò
âçàèìíîãî ñïåêòðà. Íåêîãåðåíòíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âðåìåííûõ ñäâèãàõ
èìïóëüñíûõ ðåàêöèé, êîãåðåíòíàÿ - íåò.

Óïðàæíåíèå 38 Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôèëüòðû íåêîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíû, òî øóìû
íà èõ âûõîäå íå êîððåëèðîâàíû ïðè ëþáîé ïðèðîäå âõîäíûõ øóìîâ. Êàêèå âûâîäû î
âçàèìíî êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâàõ âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êîãåðåíòíàÿ
îðòîãîíàëüíîñòü ?

4.0.6 Áåëûé øóì. øóìîâàÿ ïîëîñà

Ïðè àíàëèçå øóìîâ êðàéíå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü áåëîãî øóìà. Íà÷íåì ñ
âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 6 Áåëûì øóìîì ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ N0/2 íàçûâàþò òàêîé
øóì, êîòîðûé, äåéñòâóÿ íà âõîäå ëþáîãî ëèíåéíîãî ôèëüòðà, äàåò íà åãî âûõîäå øóì
ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

X(f) = N0/2 |H(f)|2,

Ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè áåëîãî øóìà îáëàäàåò, òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

R(τ) = N0/2

∫
|H(f)|2e+ftdf,

è ìîùíîñòüþ (äèñïåðñèåé)

σ2 = N0/2

∫
|H(f)|2df

Èç (30) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñàìîãî áåëîãî øóìà ïîñòîÿííà è
ñîñòàâëÿåò N0/2 íà âñåõ ÷àñòîòàõ. Ñîîòâåòñòâåííî, êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé áåëîãî
øóìà ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèÿ

N0

2
δ(τ) ↔ N0

2
1(f)

.
Áåëûé øóì - ýòî íå áîëåå ÷åì óäîáíàÿ àáñòðàêöèÿ õîòÿ áû óæå ïîòîìó, ÷òî åãî

ìîùíîñòü áåñêîíå÷íà. Åñëè íåïðåìåííî õîòÿò ðàññìàòðèâàòü øóì íà âûõîäå ôèëüòðà êàê
ãàóññîâñêèé, òî â îïðàâäàíèå äîáàâëÿþò ýïèòåò �ãàóññîâñêèé� ê íàçâàíèþ áåëîãî øóìà íà
âõîäå. Ïîëó÷àåòñÿ çíàìåíèòûé àääèòèâíûé áåëûé ãàóññîâñêèé øóì (ÀÁÃØ). Ãàóññîâîñòü
çäåñü - íå áîëåå ÷åì èãðà ñëîâ.

Èíæåíåðàì áëèæå îäíîñòîðîííÿÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ N0, êîòîðàÿ âäâîå áîëüøå
äâóõñòîðîííåé. Îíà ïîçâîëÿåò èì ëóêàâî îöåíèâàòü ìîùíîñòè øóìà íà âûõîäå ôèëüòðà
ñ ïîëîñîé F êàê σ2 = N0F , �çàáûâÿ� î íàëè÷èè òàêîé æå ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà
íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ. Íà ñàìîì äåëå σ2 = N0

2
2F .

Êîìïëåêñíûé áåëûé øóì ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò âåùåñòâåííîãî. Ó íåãî òå
æå ïî ôîðìå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Òîëüêî ïîíÿòèå
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îäíîñòîðîííåé ïëîòíîñòè äëÿ íåãî áåññìûñëåííî - â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ñïåêòðû íå
ñèììåòðè÷íû. Ïîòîìó ïèøóò ïðîñòî

N0δ(τ) ↔ N0 1(f),

è îêàçûâàþòñÿ ïðàâû, ïîòîìó ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîìïëåêñíîãî ýêâèâàëåíòà
áåëîãî øóìà êàê ðàç âäîâîå áîëüøå ïëîòíîñòè âåùåñòâåííîãî.

Óïðàæíåíèå 39 Ïóñòü äâà ôèëüòðà êîãåðåíòíî îðòîãîíàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå îò èõ âçàèìíîãî ñïåêòðà ðàâåí íóëþ.

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî îðòîãîíàëüíîñòè èìïóëüñíûõ ðåàêöèé.
Ïîäêëþ÷èì âõîäû ôèëüòðîâ ê îäíîìó è òîìó æå èñòî÷íèêó áåëîãî øóìà.
Ïîêàæèòå, ÷òî øóìû íà âûõîäàõ ôèëüòðîâ íå êîððåëèðîâàíû ïðè íóëåâîì ñäâèãå ïî

âðåìåíè.
Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä î íåêîððåëèðîâàííîñòè øóìîâ íà âûõîäàõ

îðòîãîíàëüíûõ êîððåëÿòîðîâ.

Ñàìàÿ òèïîâàÿ èíæåíåðíàÿ çàäà÷à - ýòî îöåíèâàíèå ìîùíîñòè øóìà íà âûõîäå
ôèëüòðà. Ââèäó åå âàæíîñòè ïðèäóìàíî ñïåöèàëüíîå ïîíÿòèå - øóìîâàÿ ïîëîñà.

Îïðåäåëåíèå 7 Øóìîâàÿ ïîëîñà ôèëüòðà ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è H(f) ýòî øèðèíà
ïðÿìîóãîëüíèêà åäèíè÷íîãî óðîâíÿ, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè ïîä íîðìèðîâàíîé
êðèâîé |H(f)|2

Fn =

∫
|H(f)|2 df

maxf |H(f)|2

Ìîùíîñòü øóìà íà âûõîäå îöåíèâàþò, óìíîæàÿ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü âõîäíîãî
(áåëîãî) øóìà íà øóìîâóþ ïîëîñó. Áûâàåò íå ëèøíå ó÷åñòü òàêæå êâàäðàò êîýôôèöèåíòà
óñèëåíèÿ ôèëüòðà.

Óïðàæíåíèå 40 Îöåíèòü øóìîâóþ ïîëîñó èíòåãðèðóþùåé öåïè H(f) = 1
1+i(f/f0)

ñ ÷àñòîòîé ñðåçà f0 (Îòâåò - πf0
2
).

Óïðàæíåíèå 41 Îöåíèòü øóìîâóþ ïîëîñó ïîëîñîâîãî ôèëüòðà H(f) = 1
1+i2Q(f−f0/f0)

ñ

ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé f0 è äîáðîòíîñòüþ Q (Îòâåò - π
2
f0
Q
).

4.0.7 Êîððåëÿöèîííàÿ àëãåáðà

Ñëîæíîñòü îñâîåíèÿ êîððåëÿöèîííîé òåîðèè øóìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþäè ñïëîøü
è ðÿäîì ãîâîðÿò è ñèãíàëàõ, à èìåþò â âèäó èõ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Ïîëîæåíèå óñóãóáëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè îáñóæäåíèè
ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ íåäâóñìûñëåííûå îáîçíà÷åíèÿ òèïà �øóì n(t), åãî ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü Xn(f), êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Rn(τ)� áûñòðî íàäîåäàþò. Íà èõ ìåñòî
ïðèõîäèò íåêèé �ïòè÷èé ÿçûê�, íå âñåãäà àäåêâàòíî ïîíèìàåìûé íîâè÷êîì.

Ïîýòîìó, ïðèñòóïàÿ ê ðåàëüíûì çàäà÷àì, îò ñòðîãèõ îáîçíà÷åíèÿ ëó÷øå îòîéòè ñðàçó,
ââåäÿ ñïåöèàëüíî îãîâîðåííûé ëàêîíè÷íûé ÿçûê.

Óäîáíåå âñåãî îáîçíà÷àòü âñå ñóùíîñòè - øóì, êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ,
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü - îäíîé áóêâîé. Ýòî óìåíüøàåò íàãðóçêó íà ïàìÿòü, ÷òî ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ âàæíî. Êîððåëÿöèè è ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè îòëè÷àþòñÿ îò øóìîâ
òåì, ÷òî îíè êâàäðàòè÷íû. Ñàìè æå êîððåëÿöèè è ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè íàõîäÿòñÿ â
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ðîäñòâå. Ýòî ïðîñòî äâå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé ñóùíîñòè âî âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé
îáëàñòÿõ.

Ðàçóìíî ïîñòóïàòü òàê. Øóìû îáîçíà÷àòü êàê åñòü - n(t), à äëÿ ñïåêòðàëüíûõ
ïëîòíîñòåé (êîððåëÿöèé) ââåñòè ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ - n2(f), n2(t). Ñèìâîëè÷åñêèé
êâàäðàò ïðèñóòñòâóåò âñåãäà, îòëè÷àÿ øóì îò íå øóìà. À âîò àðãóìåíò t, f ìîæíî
îïóñêàòü, åñëè íå âàæíî î ÷åì èäåò ðå÷ü - î êîððåëÿöèè èëè ïëîòíîñòè. Ïîñòàâèâ àðãóìåíò,
ìû áåç ëèøíèõ ñëîâ îêàçûâàåìñÿ âî âðåìåííîé èëè ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Èñïîëüçîâàíèå
ýòèõ îáîçíà÷åíèé âåäåò, ïðàâäà, ê íåëåïîìó íà âèä âûðàæåíèþ äëÿ äèñïåðñèè

σ2
n =

∫
n2(f)df = n2(0)

Íà ñàìîì äåëå ýòî âñåãî ëèøü îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèþ øóìà ìîæíî îöåíèòü ëèáî êàê
èíòåãðàë îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè n2(f), ëèáî êàê çíà÷åíèå â íóëå êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè n2(t).

Áóäóò âñòðå÷àòüñÿ òàêæå âçàèìíûå êîððåëÿöèè è âçàèìíûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè.
Äëÿ íèõ îñòàâèì ñêîáî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ - 〈ei | ek〉(t), 〈ei | ek〉 (f).

Çàäà÷à êîððåëÿöèîííîé àëãåáðû ñòàâèòñÿ òàê.

Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà, ñîäåðæàùàÿ, íàðÿäó ñ LRC-êîìïîíåíòàìè,
èñòî÷íèêè øóìà e(t) ñ èçâåñòíûì êîððåëÿöèîííûì îïèñàíèåì. Òðåáóåòñÿ íàéòè
êîððåëÿöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè øóìà n(t) íà âûõîäå.

Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Íà ïåðâîì ýòàïå ñ÷èòàåì âñå èñòî÷íèêè îáû÷íûìè ñèãíàëàìè. Åñëè öåïü íå ñîäåðæèò

ðåàêòèâíûõ êîìïîíåíòîâ, òî ìîæíî ðàáîòàòü ñ ïîñòîÿííûìè íàïðÿæåíèÿìè, åñëè æå
òàêîâûå èìåþòñÿ, ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Öåëü ïåðâîãî ýòàïà
- íàéòè ðåøåíèå â âèäå

n =
∑

Hj(f)ej (33)

âçâåøåííîé ñóììû èñòî÷íèêîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåäà÷è Hi(f). Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè
ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ â ýòîì âèäå äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Âåðñèÿ ðåøåíèÿ (33) äëÿ âðåìåííîé îáëàñòè èìååò âèä

n(t) =
∑

(hj(t) ∗ ej(t),

ñóììû ñâåðòîê âðåìåííûõ ôîðì ñèãíàëîâ ñ èìïóëüñíûìè ðåàêöèÿìè hj ôèëüòðîâ,
îòâå÷àþùèõ çà êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è Hj. (Âû÷èñëÿòü èìïóëüñíûå ðåàêöèè ðåàëüíî
íå ïðèäåòñÿ).

Òåïåðü ïðèñòóïàåì ê íàõîæäåíèþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè n(t). Èìååì

n2(t) =< n, n(t) >=
∑
j,k

〈(hi ∗ ei), (hk ∗ ek)(t)〉 =
∑
j,k

(
〈hi, hk(t)〉 ∗ 〈ei, ek(t)〉

)
Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü òåì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñâåðòîê åñòü ñâåðòêà

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èëèñü âðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè øóìîâ. Ïðîãîâàðèâàåì ñòàíäàðòíûå ñëîâà, ñîïðîâîæäàþùèå ýðãîäè÷åñêèé
ïåðåõîä, è ïðèõîäèì ê òîìó æå âûðàæåíèþ, íî óæå ñî ñðåäíèìè ïî ïëîòíîñòÿì
âåðîÿòíîñòåé

n2(t) =
∑
j,k

(
〈hj, hk)〉 (t) ∗ 〈ej | ek〉 (t)

)
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Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòî ïðèíèìàåò áîëåå ïðèÿòíûé âèä

n2(f) =
∑
j,k

Hj(f)H∗
k(f) 〈ej | ek〉 (f) (34)

Â ïðèíöèïå îòâåò, ãîòîâ. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðåçóëüòèðóþùåãî øóìà ïðåäñòàâëåíà
â âèäå âçâåøåííîé ñóììû âçàèìíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé âñåõ ïàð èñòî÷íèêîâ.
Âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âçàèìíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû ïàð ôèëüòðîâ.

Ïîêà åùå âñå äîâîëüíî ñëîæíî. Ê ñ÷àñòüþ, â çàäà÷àõ îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðàçíûå èñòî÷íèêè øóìà íå êîððåëèðîâàíû. Òîãäà âñå íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû â (34)
îáðàùàþòñÿ â íóëü è ìû ïîëó÷àåì ïðîñòîé îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

n2(f) =
∑
j

|hj(f)|2e2j(f), (35)

êîòîðûé âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà íà âûõîäå åñòü âçâåøåííàÿ
ñóììà ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ. Â êà÷åñòâå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ âûñòóïàþò êâàäðàòû
ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäà÷è. Ýòî ïðîñòî îáîáùåíèå òåîðåìû Âèíåðà-Õèí÷èíà íà
ñëó÷àé íåñêîëüêèõ íåêîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðåõîä îò (33) ê (35) îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ ññûëêîé íà
î÷åâèäíîñòü.

Âîò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ êîððåëÿöèîííîé àëãåáðû.

Ïðèìåð 2 Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ øóìîâûõ èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ.

e(t) = e1(t) + e2(t).

Èìååì ôîðìó (33) ñ åäèíè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðåäà÷è. Ïðèâëåêàÿ (35), íàõîäèì

e2(f) = e21(f) + e22(f).

Ýòî çàêîí ñëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé íåêîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.
Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ êîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ èç (34) ïîëó÷èì

e2(f) = e21(f) + e22(f) + 〈e1 | e2〉 (f) + 〈e2 | e1〉 (f) =

= e21(f) + e22(f) + 2Re{〈e1 | e2〉 (f)}

ñóììó ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ïëþñ óäâîåííàÿ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âçàèìíîé
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè.

Ïðèìåð 3 Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ ðåàëüíûõ øóìîâûõ èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ ñ
âíóòðåííèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè R1, R2. Èìååì

e(t) = h1e1(t) + h2e2(t)

ãäå h1 = R2/(R1 +R2), h2 = R1/(R1 +R2). Ñëåäîâàòåëüíî,

e2(f) = h2
1e

2
1(f) + h2

2e
2
2(f)
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Ïðèìåð 4 Çàêîí Îìà äëÿ øóìîâ. Ïóñòü ïî ðåçèñòîðó R ïðîòåêàåò øóìîâîé òîê
i(t). Äëÿ íàïðÿæåíèÿ íà ðåçèñòîðå èìååì

e(t) = Ri(t)

Êîýôôèöèåíò R - ýòî è åñòü êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è â (33), ïðîñòî îí ðàçìåðíûé.
Ïîýòîìó

e2(f) = R2i2(f).

Cïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü íàïðÿæåíèÿ íå ðåçèñòîðå åñòü ïðîèçâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè òîêà íà êâàäðàò ñîïðîòèâëåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 42 Ïî àíàëîãèè âûâåñòè øóìîâûå çàêîíû Îìà äëÿ LC êîìïîíåíòîâ,
ïîêàçàâ ÷òî

e2(f) = (1/2πfC)2 i2(f) äëÿ åìêîñòè C,

e2(f) = (2πfL)2 i2(f) äëÿ èíäóêòèâíîñòè L.

4.0.8 Øóìû â ýëåêòðîííûõ ñõåìàõ

Ôèçè÷åñêèå èñòî÷íèêè øóìà.

Åñòåñòâåííûìè èñòî÷íèêàìè øóìà â ýëåêòðîííûõ ñõåìàõ ÿâëÿþòñÿ

• Äæîíñîíîâñêèå òåïëîâûå øóìû, ñâÿçàííûå ñ äèññèïàöååé ýíåðãèè. Äâóõñòîðîííÿÿ
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áåëîãî øóìà íà âûâîäàõ ðåçèñòîðà R ñîñòàâëÿåò

e2(f) = N0 = 4kTR
(
[V ]2/[F ]

)
,

ãäå k = 1.38 10−23 - ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T - òåìïåðàòóðà â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà.

• Äðîáîâûå øóìû, ñâÿçàííûå ñ ïðîõîæäåíèåì ïîòîêà íîñèòåëåé ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð. Äâóõñòîðîííÿÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü äðîáîâîãî øóìîâîãî òîêà ñîñòàâëÿåò

i2(f) = N0 = 2qI
(
[I]2/[F ]

)
,

ãäå q = 1.6 10−19 - çàðÿä ýëåêòðîíà, I - ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òîêà ÷åðåç áàðüåð.

• Ôëèêêåð øóìû íå âïîëíå ïîíÿòíîé ïðèðîäû ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

e2(f) =
N

f
,

ãäå N - êîíñòàíòà ðàçìåðíîñòè ìîùíîñòè. Äëÿ ôëèêêåð øóìîâ õàðàêòåðíî ñâîéñòâî
ðàâíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ìîùíîñòè ïî îêòàâàì (äåêàäàì) - ìîùíîñòü øóìà â ïîëîñå
îò (F, 2F ) òàêàÿ æå, êàê è ïîëîñå îò (2F, 4F ).

Ïðèìåð 5 Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå øóìà ðåçèñòîðà
ñ ñîïðîòèâëåíèåì R(Îì) â ïîëîñå F (Ãåðö) ñîñòàâëÿåò

σ ' 1.27 10−4
√
RF ìêâ
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Ïðèìåð 6 Ñðåäíèé êâàäðàò íàïðÿæåíèÿ òåïëîâîãî øóìà ðåçèñòîðà â äâóõñòîðîííåé
ïîëîñå F ñîñòàâëÿåò e2 = 2kTRF . Ýòîìó îòâå÷àåò ìîùíîñòü P = e2/R = 2kTF èëè
ýíåðãèÿ E = 2kTFt çà âðåìÿ t. Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ ïîëîñû F è äëèòåëüíîñòè t
èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü N = 2Ft. Ïðèõîäèì ñ ñëåäóþùåé îöåíêå ýíåðãèè
òåïëîâîãî øóìà íà âåùåñòâåííîå èçìåðåíèå E/N = kT (kT - ýòî ýíåðãèÿ íà îñöèëëÿòîð
ïðè òåîðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè).

Ïðèìåð 7 Òîê äðîáîâîãî øóìà, ïðîõîäÿ ïî ðåçèñòîðó R(Îì), ñîçäàåò íà íåì øóìîâîå
íàïðÿæåíèå ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ e2(f) = 2qIR2. Ïðè òîêå â I(ìÀ) â ïîëîñå
F (Ãåðö) ýòî äàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ

σ ' 1.8 10−5 R
√
IF ìêâ.

Óïðàæíåíèå 43 Ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà Äæîíñîíà,
ïîðîæäàåìîãî äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûìè ðåçèñòîðàìè R1, R2, ðàâíà
4kT (R1 +R2). Òî æå äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ - 4kT ( R1R2

R1+R2
).

Óïðàæíåíèå 44 Ðàññìîòðåòü ðåçèñòîð íàãðóçêè Rc â êîëëåêòîðíîé öåïè óñèëèòåëÿ
íà áèïîëÿðíîì òðàíçèñòîðå ñ íà÷àëüíûì òîêîì êîëëåêòîðà Ic. Ñðàâíèòü ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü øóìà Äæîíñîíà è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü íàïðÿæåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî
ïðîòåêàíèåì ïî ðåçèñòîðó íàãðóçêè äðîáîâîãî êîëëåêòîðíîãî òîêà. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè
ïëîòíîñòè îäèíàêîâû, åñëè IcRc = kT/q '50 ìÂ. Ïðè áîëüøèõ òîêàõ ïðåâàëèðóåò
äðîáîâîé øóì.

Óïðàæíåíèå 45 Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå øóìîâîå íàïðÿæåíèå íà
ðåçèñòîðå R, øóíòèðîâàííîì åìêîñòüþ C ñîñòàâëÿåò kT/C.

Óïðàæíåíèå 46 Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå øóìîâîå íàïðÿæåíèå íà ïàðàëëåëüíîì
êîëåáàòåëüíîì RLC-êîíòóðå.

Øóìû óñèëèòåëåé.
Ðàññìîòðèì óñèëèòåëü ñ êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ K, êî âõîäó êîòîðîãî ïîäêëþ÷åí

èñòî÷íèê ñèãíàëà es ñî âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì R, ðèñ. 13

Ðèñ. 13:

Äëÿ íà÷àëà èñêëþ÷èì âñå, ÷òî ìåøàåò. Ïîëîæèì es = 0 è îõëàäèì ðåçèñòîð R äî
àáñîëþòíîãî íóëÿ. Òåïåðü íà âõîäå ó íàñ ÷èñòûé íóëü è íà âûõîäå óñèëèòåëÿ ïðèñóòñòâóþò
òîëüêî åãî ñîáñòâåííûå øóìû. Ïóñòü U2(f) - íàáëþäàåìàÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü âûõîäíîãî øóìà.

Óäîáíî ïðèâîäèòü øóì óñèëèòåëÿ ê åãî âõîäó. Íà÷èíàþò ñ÷èòàòü, ÷òî âûõîäíîé øóì
âîçíèê íå ñàì ïî ñåáå, à ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óñèëåíèÿ øóìà íåêîåãî âèðòóàëüíîãî
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èñòî÷íèêà u(t), äîáàâëåííîãî íà âõîä óñèëèòåëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ R. Ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü âèðòóàëüíîãî èñòî÷íèêà ìåíüøå ïëîòíîñòè øóìà íà âûõîäå â êâàäðàò
êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ðàç - u2(f) = U2(f)/K2.

Òåïåðü ñòàíåì ñ÷èòàòü, ÷òî âèðòóàëüíûé èñòî÷íèê - ýòî êàê áû øóì Äæîíñîíà,
ñîçäàííûé ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà.

u2(f) = 4kTn(f)R.

Â èòîãå ïðèäåì ê ïîíÿòèþ øóìîâîé òåìïåðàòóðû óñèëèòåëÿ

Tn(f) =
u2(f)

4kR
=

U2(f)

4kRK2
.

Øóìîâàÿ òåìïåðàòóðà äàåò ðàçóìíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ øóìîâûõ ñâîéñòâ óñèëèòåëÿ
ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó ñîïðîòèâëåíèþ èñòî÷íèêà ñèãíàëà. Âîîáùå ãîâîðÿ, îíà çàâèñèò
îò ÷àñòîòû, ïîñêîëüêó øóì íà âûõîäå óñèëèòåëÿ âîâñå íå îáÿçàí áûòü áåëûì.

Òåïåðü âûíåì ðåçèñòîð R èç æèäêîãî ãåëèÿ. Îí áûñòðî íàãðååòñÿ äî êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðû T è ñîçäàñò äîïîëíèòåëüíûé Äæîíñîíîâñêèé øóì eR(t) ñî ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ e2R(t) = 4kTR. Íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò øóì êàê-òî
êîððåëèðîâàí ñ øóìîì âèðòóàëüíîãî èñòî÷íèêà. Ïîýòîìó ïîëíàÿ ïëîòíîñòü øóìà íà âõîäå
óñèëèòåëÿ ñîñòàâèò

4kTR + u2(f) = 4k(T + Tn)R.

Êîýôôèöèåíò øóìà óñèëèòåëÿ ââîäÿò êàê îòíîøåíèå â äåöèáåëàõ ñóììàðíîé ïëîòíîñòè
ê òîé, êîòîðàÿ èìåëà áû ìåñòî â ñëó÷àå íå øóìÿùåãî óñèëèòåëÿ.

Kn(äÁ) = 10 lg
4kTR + u2(f)

4kTR
= 10 lg

(
1 +

Tn(f)

T

)
Ýòî âòîðîé îáùåïðèíÿòûé ñïîñîá îïèñàíèÿ øóìîâûõ ñâîéñòâ óñèëèòåëÿ. Âàæíî ïîíèìàòü,
÷òî êîýôôèöèåíò øóìà îïðåäåëåí ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó ñîïðîòèâëåíèþ èñòî÷íèêà,
à åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Äëÿ îðèåíòèðîâêè, åñëè øóìîâàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà
êîìíàòíîé, òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà øóìà ñîñòàâëÿåò 3 äÁ. Ýòî ïëîõîé óñèëèòåëü.

Íàêîíåö, âêëþ÷èì èñòî÷íèê ñèãíàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëíûé ñèãíàë íà âõîäå óñèëèòåëÿ
ñòàíåò ñóììîé òðåõ êîìïîíåíò

es(t) + eR(t) + u(t),

èç êîòîðûõ òîëüêî òðåòüÿ ñâÿçàíà ñ øóìîâûìè ñâîéñòâàìè ñàìîãî óñèëèòåëÿ.
Íà ýòîì ýòàïå ó íàñ âîçíèêàåò ïðîáëåìà. Çàêëþ÷àåòñÿ îíà â òîì, ÷òî â äàííîé ñóììå

ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûå - ýòî øóìû, à ïåðâîå ñëàãàåìîå - íåò. Åäèíñòâåííî êîððåêòíûé
âûõîä èç ïîëîæåíèÿ - íà÷àòü ñ÷èòàòü ñèãíàë es(t) øóìîì.

Ýòî íå òàê óæ ãëóïî. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ
ìîäåëåé èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ äåëàåò ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû ñëó÷àéíûìè
ïðîöåññàìè, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñïåêòðà ìîùíîñòè. Äàæå îáû÷íûé
ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê øóì, åñëè ïðèíèìàòü
âî âíèìàíèå íàëè÷èå â íåì ôàçîâûõ øóìîâ, âûçûâàþùèõ ôëþêòóàöèè ÷àñòîòû.
Ðàññìàòðèâàåìûé êàê øóì, ñèãíàë îáëàäàåò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ e2s(t). Äëÿ
ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà ýòà ïëîòíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà â óçêîé ïîëîñå âîêðóã îñíîâíîé
÷àñòîòû. Äëÿ ëèíåéíî ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà îíà çàíèìàåò íåêîòîðóþ ïîëîñó ÷àñòîò.
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî øóì ñèãíàëà íåêîððåëèðîâàí ñ äâóìÿ äðóãèìè øóìàìè, òî äëÿ
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè øóìà íà âõîäå óñèëèòåëÿ íàéäåì

e2s(f) + e2R(f) + u2(f)

62



Îòíîøåíèå ñèãíàë øóì.

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò ââåñòè ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì (SNR - Signal to Noise
Ratio). Îïðåäåëÿòü åãî êàê îòíîøåíèå ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñèãíàëà è øóìà íå
âïîëíå ðàçóìíî, ïîñêîëüêó òàêîå îïðåäåëåíèå ó÷èòûâàëî áû êîíêðåòíóþ ôîðìó êðèâîé
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà, î êîòîðîé ìàëî ÷òî èçâåñòíî. Ðàçóìíûé èíæåíåðíûé
ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íåêîòîðóþ ïîëîñó ÷àñòîò F , â êîòîðîé çàâåäîìî
ëåæèò ïî÷òè âñÿ ýíåðãèÿ ñèãíàëà, è ïåðåéòè îò ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ê ìîùíîñòÿì â
ýòîé ïîëîñå ∫

F

e2s(f)df +

∫
F

e2R(f)df +

∫
F

u2(f)df

Çäåñü âñå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ïîëîñå ÷àñòîò ñèãíàëà. Ïåðâûé äàåò ïîëíóþ ìîùíîñòü
ñèãíàëà σ2

s . Äðóãèå äâà - îöåíêè ìîùíîñòåé øóìîâ â ïîëîñå F . Åñëè ñ÷èòàòü øóìû áåëûìè,
òî äëÿ ìîùíîñòè ñìåñè ñèãíàëà ñ øóìàìè íàéäåì

σ2
s + e2R(f)F + u2(f)F

Îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ââåäåì òåïåðü êàê îòíîøåíèå ïîëíîé ìîùíîñòè ñèãíàëà ê
ìîùíîñòè øóìà â ïîëîñå F .

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî òàê ââåäåííîå SNR îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò êîíêðåòíîé ôîðìû
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà. Ïðè èçìåðåíèè SNR â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ñèãíàëà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê óçêîïîëîñíûé ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë, òàê è ïðèáëèæåííûé ê
ðåàëüíîìó ñèãíàë ñ ïîëîñîé F . Â îïðåäåëåíèè SNR ó÷àñòâóåò òîëüêî ïîëíàÿ ìîùíîñòü
ñèãíàëà σ2

s è åãî ïîëîñà F .

Óïðàæíåíèå 47 Ïðåäëîæèòü ñõåìó ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþ îòíîøåíèÿ
ñèãíàë/øóì. (Ñèãíàë âûêëþ÷èòü ìîæíî, øóì - íåò).

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äâà îòíîøåíèÿ ñèãíàë øóì:

• SNR íà âûõîäå èñòî÷íèêà ñèãíàëà

SNRs = 10 lg
σ2
s

e2R(f)F
= 10 lg

σ2
s

4kTRF
.

• SNR íà ýêâèâàëåíòíîì âõîäå øóìÿùåãî óñèëèòåëÿ ñèãíàëà

SNRu = 10 lg
σ2
s

e2R(f)F + u2(f)F
= 10 lg

σ2
s

4kTRF + u2(f)F
.

Òàêèì æå îíî îêàæåòñÿ è íà åãî âûõîäå, ïîñêîëüêó ñèãíàë è øóìû óñèëÿòñÿ â
îäèíàêîâîå ÷èñëî K ðàç.

Èìååì,

SNRs = 10 lg
σ2
s

e2R(f)F
= 10 lg

σ2
s

e2R(f)F + u2(f)F

e2R(f)F + u2(f)F

e2R(f)F
= SNRu +Kn.

Ýòî ðàñêðûâàåò ñìûñë ââåäåíèÿ êîýôôèöèåíòà øóìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå
ñèãíàë/øóì íà âûõîäå øóìÿùåãî óñèëèòåëÿ õóæå îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì èñòî÷íèêà
ñèãíàëà ðîâíî íà êîýôôèöèåíòà øóìà.

SNRu = SNRs −Kn.

63



Îòíîøåíèå ñèãíàë øóì äëÿ ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà.

Äëÿ ñèñòåì ñ ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèåé îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ââîäèòñÿ íåñêîëüêî
èíà÷å. Â ðàñ÷åò áåðåòñÿ îòíîøåíèå ñèãíàëà è øóìà íå â ïîëîñå ÷àñòîò, à íà âûõîäå
êîíêðåòíîãî ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè - ìîìåíò
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

Ôîðìàëüíî, ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð - ýòî êîððåëÿòîð, âû÷èñëÿþùèé ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå - èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè íà ìåñòíóþ (îïîðíóþ)
êîïèþ ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà. Ìåæäó îïåðàöèÿìè âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè è
ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèåé èìååòñÿ òîíêîå ðàçëè÷èå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñòîé àëãåáðû, â
îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿþòñÿ îäèíàêîâûå îïåðàöèè. Ðàçëè÷èå â ðàçìåðíîñòÿõ. Êîððåëÿòîð
- ýòî êâàäðàòè÷íîå óñòðîéñòâî. Åãî îòêëèê, âû÷èñëÿåìûé êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ
ñèãíàëîâ, èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè. Íàïðîòèâ, ôèëüòð - óñòðîéñòâî ëèíåéíîå. Åãî
îòêëèê èìååò ðàçìåðíîñòü óðîâíÿ ñèãíàëà.

Ðàçáåðåìñÿ ñ êàëèáðîâêàìè íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà äëÿ
èìïóëüñà p(t) íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ôèëüòð, èìïóëüñíàÿ ðåàêöèè êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà p∗(−t). Âñå î÷åâèäíî,
íî íàëèöî ïðîáëåìà ñ ðàçìåðíîñòÿìè. Ðàçìåðíîñòü ñèãíàëà - ýòî óðîâåíü (âîëüòû).
Ðàçìåðíîñòü èìïóëüñíîé ðåàêöèè - îáðàòíîå âðåìÿ.

Ïðîáëåìà ñ ðàçìåðíîñòüþ óðîâíÿ ñèãíàëà ðåøàåòñÿ ïðîñòî. Ââåäåì àìïëèòóäó
èìïóëüñà c è áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî â âîëüòàõ èçìåðÿåòñÿ èìåííî îíà, à ñàì èìïóëüñ p(t)
- áåçðàçìåðåí. Ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèþ ñèãíàëà â âèäå cp(t). Äëÿ ýíåðãèè ýòîãî ñèãíàëà
íàéäåì

Es = 〈cp, cp〉 = |c|2 〈p, p〉 = |c|2
∫
p(t)p∗(t) dt = |c|2T.

Ïîÿâèâøóþñÿ íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó T ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó
ýôôåêòèâíîé äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà. Òîãäà êâàäðàò àìïëèòóäû |c|2 = Es/T ïðèîáðåòàåò
ñìûñë ñðåäíåé ìîùíîñòè ñèãíàëà.

Èìïóëüñíóþ ðåàêöèþ ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà âûáåðåì òåïåðü â âèäå h(t) = p∗(−t)/T .
Âñå òðåáîâàíèÿ ê ðàçìåðíîñòè èìïóëüñíîé ðåàêöèè ñîáëþäåíû. Ôèëüòðàöèÿ ñèãíàëà cp(t)
ôèëüòðîì h(t) â ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ τ = 0 äàåò îòñ÷åò óðîâíÿ ñèãíàëà.

(h ∗ cp) = c (h ∗ p) =
c

T
(p(−t) ∗ p(t)) =

c

T
〈p, p〉 =

c

T
T = c

Êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è H(f) ôèëüòðà h(t), êàê è äîëæíî áûòü,
áåçðàçìåðåí. Èìååì

〈H(f), H(f)〉 =

∫
|H(f)|2 df =

∫
|h(t)|2 dt = 〈h, h〉 =

1

T 2
〈p, p〉 =

1

T

Ïóñòü ñèãíàë cp(t) ïðèíèìàåòñÿ íà ôîíå àääèòèâíîãî øóìà ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
n2(f). Íà âûõîäå ôèëüòðà øóì ïðèîáðåòåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü |H(f)|2n2(f).

Îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì (SNR) ââåäåì òåïåðü êàê îòíîøåíèå ìîùíîñòè ñèãíàëà ê
äèñïåðñèè øóìà â äåöèáåëàõ,

SNR = 10 lg
|c|2∫

|H(f)|2n2(f)
.

Ýòî îòíîøåíèå àíàëîãè÷íî ââåäåííîìó ðàíåå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò òîì, ÷òî
òåïåðü ìîùíîñòü øóìà áåðåòñÿ íå â àáñòðàêòíîé ïîëîñå ñèãíàëà F , à íà âûõîäå âïîëíå
êîíêðåòíîãî ôèëüòðà ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è H(f).
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Ñåé÷àñ ìû èìååì êëàññè÷åñêóþ êàëèáðîâêó ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ.
Ðàçìåðíîñòüþ ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü (âîëüòû), äèñïåðñèÿ øóìà èìååò ðàçìåðíîñòü
ìîùíîñòè. Ñëàáûì ìåñòîì â ýòîé êàëèáðîâêå îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ïîíÿòèå ìîùíîñòè
ôèíèòíîãî âî âðåìåíè ñèãíàëà ââåäåíî íåñêîëüêî èñêóññòâåííî, ÷åðåç ïîíÿòèå
ýôôåêòèâíîé äëèòåëüíîñòè T .

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü SNR íà T .

SNR = 10 lg
|c|2T∫

T |H(f)|2 n2(f)
= 10 lg

Es∫
T |H(f)|2 n2(f)

(36)

Â ÷èñëèòåëå èìååì òåïåðü ýíåðãèþ ñèãíàëà - Es = |c|2T . Ýòî âïîëíå êîððåêòíî
îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà. Áîëåå òîãî, îíà îïðåäåëåíà èìåííî êàê àòðèáóò ñèãíàëà,
áåçîòíîñèòåëüíî ê êàêèì áû òî íè áûëî ôèëüòðàì. Îäíàêî ïðîáëåìíûé íîðìèðîâî÷íûé
ìíîæèòåëü T ïåðåìåñòèëñÿ â çíàìåíàòåëü.

Õîðîøåé èäååé îêàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàíèå ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà íà åäèíè÷íóþ
øóìîâóþ ïîëîñó. Ââåäåì íîðìèðîâàííûé ôèëüòð

H̃(f) =
√
TH(f),

ó êîòîðîãî ∫
|H̃(f)|2df =

∫
|h̃(t)|2 dt = 1. (37)

Òîãäà äëÿ SNR ïîëó÷èì

SNR = 10 lg
Es∫

|H̃(f)|2n2(f)
. (38)

Â ýòîé íîðìèðîâêå ðàçìåðíîñòüþ ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ îêàçûâàåòñÿ
êîðåíü êâàäðàòíûé èç ýíåðãèè. Êâàäðàò ñèãíàëà ïðèîáðåòàåò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè.
Èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå îò |H(f)|2 áåçðàçìåðåí. Ïîýòîìó èíòåãðàë îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
e2(f) (äèñïåðñèÿ øóìà) îêàçûâàåòñÿ òîé æå ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè, ÷òî è ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü. Âñå ýòî íåñêîëüêî íåïðèâû÷íî, ïîñêîëüêó îáû÷íî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü -
ýòî ýíåðãèÿ, à äèñïåðñèÿ øóìà - ìîùíîñòü.

Ïóñòü, íàêîíåö, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà ðàâíîìåðíà â ïîëîñå ôèëüòðà H(f)
è ñîñòàâëÿåò n2(f0) = N0. Òîãäà îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò
îò ñâîéñòâ ôèëüòðà âî âñåì, êðîìå íîðìèðîâêè. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
òðàêòîâêå îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì

Îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì íà âûõîäå ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà åñòü îòíîøåíèå
ýíåðãèè ñèãíàëà ê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè øóìà.

SNR = 10 lg
Es
N0

(39)

È ÷èñëåííî è ïî ñóùåñòâó ýòî îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì òîæäåñòâåííî êëàññè÷åñêîìó.
Òàê ÷òî øóìû â óñèëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ âëèÿþò íà åãî ðîâíî òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî
âûøå.

Ïðèìåíåíèå ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè ÷àñòî îáîñíîâûâàþò ññûëêîé íà ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 4.7 Ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð îïòèìàëåí â êëàññå ëèíåéíûõ ôèëüòðîâ ïî
êðèòåðèþ ìàêñèìóìà îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì íà âûõîäå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè îáðàáîòêó ñèãíàëà ëèíåéíûì ôèëüòðîì ñ èìïóëüñíîé
ðåàêöèåé h(t). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü ôèëüòð íîðìèðîâàííûì íà
åäèèíöó

〈h(t), h(t)〉 = 〈H(f), H(f)〉 = 1.

Äëÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì íà âûõîäå ôèëüòðà íàéäåì

SNR =
c 〈p(t), h∗(−t)〉

N0

Íîðìèðîâêà ôèëüòðà îáåñïå÷èëà íåçàâèñèìîñòü çíàìåíàòåëÿ îò åãî âûáîðà. Äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ÷èñëèòåëå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà

〈p(t), h∗(−t)〉 ≤ ‖p(t)‖‖h∗(−t)‖,

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ (âûïîëíÿåòñÿ ñî çíàêîì ðàâåíñòâà), åñëè è òîëüêî åñëè h∗(−t) = αp(t).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ìàêñèìèçèðóåò èìåííî ñîãëàñîâàííûé ôèëüòð
H.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè êàëèáðîâêà ðàçìåðíîñòè ñèãíàëîâ íà
êîðåíü èç ýíåðãèè íàèáîëåå ïîïóëÿðíà, íî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíà.

Çàìå÷åíèå 4 Îò ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êîððåëÿòîðà â ñîãëàñîâàííûé
ôèëüòð, ìîæíî óéòè ñîâñåì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü, ÷òî ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ
îòêëèê êîððåëÿòîðà êàê òàêîâîãî. Òîãäà ñèãíàë ïðèîáðåòåò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè Es =∫
p2(t)dt. Â åäèíèöàõ æå ýíåðãèè áóäåò èçìåðÿòüñÿ è óðîâåíü øóìà. À âîò äèñïåðñèÿ

øóìà

σ2 =

∫
e2(f)|H(f)|2df = N0

∫
|H(f)|2df = N0Es

îêàæåòñÿ èìåþùåé �äèêóþ� ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ýíåðãèè. È ýòî íîðìàëüíàÿ òî÷êà
çðåíèÿ. Îòíîøåíèå êâàäðàòà óðîâíÿ ñèãíàëà ê äèñïåðñèè øóìà E2

s/N0Es = Es/N0

îñòàíåòñÿ âñå òåì æå îòíîøåíèåì ñèãíàë/øóì.

Ñòîèò ñêàçàòü ïàðó ñëîâ î êàëèáðîâêàõ â òåîðèè ñèãíàëîâ. Çà ðàçìåðíîñòÿìè çäåñü
áûâàåò âåñüìà ñëîæíî óñëåäèòü. Ïðîáëåìîé ñòàíîâÿòñÿ ðàçìåðíûå íîðìèðîâàíèÿ. Ê
ïðèìåðó, ïî õîäó äåëà ãîâîðÿò: "äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
〈p, p〉 = 1". Òàê ïîÿâëÿåòñÿ åäèíèöà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü. Åñëè çàáûòü î ðàçìåðíîñòè
è ïåðåñòàòü ïèñàòü ýòó åäèíèöó â ôîðìóëàõ, ÷òî âñåãäà è ïðîèñõîäèò, òî àíàëèç
ðàçìåðíîñòåé ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèé áóäåò âûçûâàòü ñèëüíîå èçóìëåíèå.

Ñóùåñòâóåò äâå êðàéíîñòè. Ìàòåìàòèêè ïðåäïî÷èòàþò äóìàòü î ðàçìåðíîñòÿõ â
ïîñëåäíþþ î÷åðåäü. Èõ öåëü - ïîäìåòèòü àëãåáðàè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, âåäóùèå ê òåì
èëè èíûì ïîëåçíûì ïðèåìàì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ó÷åò ðàçìåðíîñòåé çäåñü òîëüêî âðåäèò.
Íàîáîðîò, â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, â îñîáåííîñòè ñâÿçàííûõ ýíåðãåòèêîé ðàäèîòðàêòîâ,
àíàëèç ðàçìåðíîñòåé ïðèîáðåòàåò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Ðàçóìíûé ïîäõîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû íå ñîñðåäîòî÷èâàòüñÿ íà ðàçìåðíîñòÿõ ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ,
îòêëàäûâàÿ èõ àíàëèç äî ïîëó÷åíèÿ çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðè àíàëèçå âëèÿíèÿ øóìîâ â ñèñòåìàõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ëþáîé ôèçè÷åñêîé
ïðèðîäû îáÿçàòåëüíî âñòàåò âîïðîñ î ïðèâÿçêå èñïîëüçóåìûõ âåëè÷èí ê òåðìîäèíàìèêå. Â
òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ýòó ïðèâÿçêó êàê ðàç è îáåñïå÷èâàåò ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ
ñèãíàë/øóì (39), ñâÿçûâàÿ ýíåðãèþ ñèãíàëîâ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ôèçè÷åñêîãî
òåïëîâîãî øóìà.
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4.0.9 Øóìû â P è B îáëàñòÿõ

Ðåçóëüòàòîì ïðîõîæäåíèÿ ðåàëüíîãî øóìà np(t) ÷åðåç äåìîäóëÿòîð Ãèëüáåðòà ñòàíîâèòñÿ
ýêâèâàëåíòíûé êîìïëåêñíûé øóì â B-îáëàñòè.

n(t) =
1√
2
(np(t) + iñp(t))e

−f0t,

ãäå ñp(t) - ðåçóëüòàò ïðîõîæäåíèÿ øóìà np(t) ÷åðåç ëèíåéíûé ôèëüòð Ãèëüáåðòà ñ

èìïóëüñíîé ðåàêöèåé 1
πt
è êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è sign(f)

i
.

Ìîñò ìåæäó øóìàìè â P è B îáëàñòÿõ íàâîäèò ðåçóëüòàò òåîðåìû î êîððåëÿöèè,
óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿöèÿìè ñèãíàëîâ è èõ êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ

〈x, y(t)〉 =
(
〈xp, yp(t)〉+ i ˜〈xp, yp(t)〉

)
e−f0t (40)

Íà ñëó÷àé øóìîâ ýòî òîæäåñòâî ïåðåíîñèòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå ýðãîäè÷åñêîãî
ïåðåõîäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã (40) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êîððåëÿöèé

〈n|n(t)〉 =
(
〈np|np(t)〉+ i ˜〈np|np(t)〉

)
e−f0t.

Ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ôèçè÷åñêîãî øóìà Rp(t) =

〈np|np(t)〉, åå Ãèëüáåðòîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì R̃p(t) = ˜〈np|np(t)〉 è êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé R(t) = 〈n|n(t)〉 êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé.

R(t) =
(
Rp(t) + i R̃p(t)

)
e−f0t, (41)

ãäå

R̃p(t) =
1

π

∫
Rp(u)

u− t
du.

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, âûðàæåííîå ÷åðåç ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè N,
ïðèíèìàåò âèä

N(f) = Np(f + f0) + i Ñp(f + f0), (42)

ãäå

Ñp = N
sign(f)

i
.

Âîò ñâîäêà ñâåäåíèé î äîâîëüíî ìíîãî÷èñëåííûõ ñèììåòðèÿõ.

• Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Rp(t) âåùåñòâåííîãî øóìà âåùåñòâåííà è ñèììåòðè÷íà.

• Ïîýòîìó ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Np(f) ↔ Rp(t) òàêæå ñèììåòðè÷íà è âåùåñòâåííà.

• Ôóíêöèÿ R(t) êîìïëåêñíà, íî ñîïðÿæåííî ñèììåòðè÷íà - R(−t) = R∗(t).

• Ïîýòîìó åå Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå N(f) ↔ R(t) âåùåñòâåííî.

• Åñëè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâèòü ñóììîé âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé
R(t) = Ri(t) + iRq(t), à åå ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü - ñóììîé ñèììåòðè÷íîé è
àíòèñèììåòðè÷íîé êîìïîíåíò

N = Ns + Na =
N(f) + N(−f)

2
+

N(f)−N(−f)

2
,

òî îêàæåòñÿ, ÷òî
Ri(f) ↔ Ns(f), Rq(f) ↔ Na(f)
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Ðèñ. 14: Ôîðìèðîâàíèå êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé øóìà

• È, ñëåäîâàòåëüíî,

Ri(−t) = Ri(t), Rq(−t) = −Rq(t). Â ÷àñòíîñòè, Rq(0) = 0

Òåîðåìà 4.8 Êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî øóìà íîðìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íîðìàëüíîñòè øóìà

n(t) = ni(t) + nq(t)

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

〈ni|ni〉 (t) = 〈nq|nq〉 (t), 〈ni|nq〉 (t) = −〈nq|ni〉 (t).

Íî ýòî â òî÷íîñòè ïîñëåäíåå èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè H.

Çàìå÷åíèå 5 Íîðìàëüíîñòü êîìïëåêñíîãî øóìà îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü åãî âòîðûõ
ìîìåíòîâ, à â Ãàóññîâîì ñëó÷àå è ðàñïðåäåëåíèÿ, îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíûõ îãèáàþùèõ - n(t) → n(t)eθ.
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Ïðîöåäóðó (42) ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé
âåùåñòâåííîãî øóìà èëëþñòðèðóåò ðèñ. 14. Ðèñ. (a) ïîêàçûâàåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü
âåùåñòâåííîãî øóìà Np(f), ñîñðåäîòî÷åííóþ â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû f0. Êàê è äîëæíî
áûòü, ýòà ïëîòíîñòü ïîêàçàíà âåùåñòâåííîé è ñèììåòðè÷íîé. Íà ïåðâîì ýòàïå, ðèñ.
(b), ñòðîèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Ãèëüáåðòîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè øóìà. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòî ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ íà signf

i
. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ ìíèìàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ïëîòíîñòü Ñp(f). Ðèñóíîê ïðåäñòàâëÿåò ãðàôèê

i Ñp(f), êîòîðûé âåùåñòâåíåí è àíòèñèììåòðè÷åí. Ðåçóëüòàòîì ñëîæåíèÿ Np(f) + i Ñp(f)
ñòàíîâèòñÿ óíè÷òîæåíèå êîìïîíåíò ñïåêòðà íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ è èõ óäâîåíèå - íà
ïîëîæèòåëüíûõ, ðèñ. (c). Ýòî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî øóìà. Ïîñëåäíåå -
ýòî ïåðåíîñ ñïåêòðà âëåâî óìíîæåíèåì íà e−f0t âî âðåìåííîé îáëàñòè.

Ðåçóëüòàòîì îêàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé øóìà.
Îíà ñîñðåäîòî÷åíà â îêðåñòíîñòè íóëåâîé ÷àñòîòû, âåùåñòâåííà, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñèììåòðè÷íà. Åå ðàçëîæåíèþ íà ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè îòâå÷àåò
ðàçëîæåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ êîìïîíåíòû. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèììåòðè÷íà, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
øóìà îêàæåòñÿ âåùåñòâåííîé, à âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ êîìïîíåíòû øóìà -
íåêîððåëèðîâàííûìè.

Òåîðåìà 4.9 (Î áåëîì øóìå) Êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ âåùåñòâåííîãî áåëîãî øóìà ñî
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ N0/2 ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì áåëûì øóìîì ñî ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ N0.

Â P-îáëàñòè:
N0

2
↔ N0

2
δ(t),

Â B-îáëàñòè: N0 ↔ N0 δ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ðèñ. 14(a) çàìåíèòü êðèâóþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà ðàâíîìåðíóþ
- N0/2 è ïîâòîðèòü âñå ýòàïû ïðåîáðàçîâàíèé H.

Åñëè ê âåùåñòâåííîìó áåëîìó øóìó äîáàâèòü ýïèòåò �ãàóññîâñêèé�, òî ýòà
õàðàêòåðèñòèêà ïåðåéäåò è íà êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ.

Òåîðåìà 4.10 Ëþáîé øóì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè
áåëîãî øóìà, èìååò íîðìàëüíóþ êîìïëåêñíóþ îãèáàþùóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíûé áåëûé øóì íîðìàëåí. Íî ëèíåéíàÿ îáðàáîòêà
íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âñåãäà äàåò íîðìàëüíûé ïðîöåññ. Ïîýòîìó âñå
ðåçóëüòàòû ôèëüòðàöèè áåëîãî øóìà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè íîðìàëüíû.

Êàæäûé âåùåñòâåííûé ôèëüòð èìååò êîìïëåêñíûé ýêâèâàëåíò. Ïîýòîìó êîìïëåêñíûå
îãèáàþùèå âñåõ ðåçóëüòàòîâ ôèëüòðàöèè áåëîãî øóìà â P-îáëàñòè òàêæå íîðìàëüíû H.

Ïðîáëåìû íàèâíîãî ïîäõîäà ê êâàäðàòóðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì øóìà

Ïåðåõîä îò ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ ê êîìïëåêñíûì îãèáàþùèì ÷åðåç ãèëüáåðòîâî
ïðåîáðàçîâàíèå äàåò çàêîí (41) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé øóìîâ ìåæäó P
è B îáëàñòÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò îáîéòè íå çàìåòèâ íåêîòîðûå ïîäâîäíûå êàìíè, ñ êîòîðûìè
ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè íàèâíûõ ïîïûòêàõ êâàäðàòóðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ øóìîâ.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè øóìîâ ïðè èõ óìíîæåíèè íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè
áîëåå òùàòåëüíî.

Ïóñòü n(t)-øóì ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé n2(τ) = 〈n, n(τ)〉 è ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ n2(f).
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Óìíîæåíèå øóìà íà êîìïëåêñíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ íå ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî〈

n(t)ef0t, n(t− τ)ef0(t−τ)〉 = ef0τ 〈n, n〉 = ef0τn2(τ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óìíîæåíèå øóìà íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó âåäåò ê óìíîæåíèþ
íà òó æå ýêñïîíåíòó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè e2(f) íà f0.

Òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè óìíîæåíèè øóìà íà âåùåñòâåííóþ ãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ. Óìíîæåííûé íà êîñèíóñ øóì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êîìïîíåíò

2n(t) cos f0t = n(t)e+f0t + n(t)e−f0t = n+(t) + n−(t).

Åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóììîé ÷åòûðåõ êîððåëÿöèé - äâóõ àâòî
〈n+, n+〉 , 〈n−, n−〉, è äâóõ âçàèìíûõ - 〈n+, n−〉 , 〈n−, n+〉.

Ñ àâòîêîððåëÿöèÿìè âñå ïðîñòî. Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óìíîæåííûå íà êîìïëåêñíûå
ýêñïîíåíòû êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè 〈n, n〉 è äàþò êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè,
ñäâèíóòûå âëåâî è âïðàâî íà f0. Åñëè äîïóñòèòü íåêîððåëèðîâàííîñòü êîìïîíåíò -
〈n+, n−〉 = 〈n−, n+〉 = 0, òî äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè N(f) óìíîæåííîãî íà êîñèíóñ
øóìà ïîëó÷àåòñÿ îæèäàåìûé ðåçóëüòàò

N(f) =
1

4

(
n2(f − f0) + n2(f + f0)

)
.

Åñëè n(t) - áåëûé øóì ñ ðàâíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ N0/2, òî

N(f) =
1

2
N0/2,

ãäå N0/2 - ïîëîâèíà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòü ýêâèâàëåíòíîãî êîìïëåêñíîãî øóìà, à
íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü 1/2 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò
ïåðåäà÷è óìíîæèòåëÿ íà êîñèíóñ - ñðåäíåå çíà÷åíèå cos2 f0t.

Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè îáðàùåíèÿ â íóëü ïåðåêðåñòíûõ êîððåëÿöèèé. Âîò
ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà îäíîé èç íèõ:〈

n+, n−
〉

= e−f0τ
∫
n(t)n∗(t− τ)e2f0tdt.

Òðåáóåòñÿ îáîñíîâàòü îáðàùåíèå â íóëü èíòåãðàëà.
Âûõîäà èç çàòðóäíèòåëüíîé ñèòóàöèè íàõîäèòñÿ íà ïóòè îáîáùåíèÿ. Ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå íà÷àëüíóþ ôàçó íåñóùåé - cos(f0t + θ). Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà îíà âñåãäà
âûáèðàëàñü íóëåâîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå àâòî êîððåëÿöèè îò θ íå çàâèñÿò. Â
ïåðåêðåñòíóþ æå êîððåëÿöèþ íà÷àëüíàÿ ôàçà íåñóùåé âîéäåò ÿâíî.〈

n+, n−
〉

= e2πiθ e−f0τ
∫
n(t)n∗(t− τ)e2f0tdt. (43)

Óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíîé ôàçå θ è äàåò æåëàåìîå îáðàùåíèå ïåðåêðåñòíûõ êîððåëÿöèé â
íóëü.

Ýòî òåõíè÷åñêàÿ ñòîðîíà äåëà. Ñóòü æå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óìíîæåííûé íà êîñèíóñ
øóì íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì. Ïëîòíîñòü p(u(t)) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé åãî
çíà÷åíèÿ u(t) = n(t)cos f0t â ìîìåíò t, ðàçóìååòñÿ, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êîñèíóñà
â ýòîò ìîìåíò. Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü òîëüêî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ñòàöèîíàðíîñòè - p(u(t+mT )) = p(u(t)), Tf0 = 1.
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Ïîäîáíûå øóìû íàçûâàþò öèêëè÷åñêè ñòàöèîíàðíûìè. Ê öèêëè÷åñêè ñòàöèîíàðíûì
øóìàì ïðèâîäÿò, íàïðèìåð, âñå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ìîäóëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ íà áàçå
ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ ñèìâîëîâ.

Äëÿ öèêëè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ øóìîâ êîððåëÿöèîííóþ òåîðèþ óäàåòñÿ
�ñïàñòè� ââåäåíèåì èñêóññòâåííîé ðàíäîìèçàöèè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè. Ââîäèòñÿ
ñëó÷àéíûé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà ïåðèîäå íà÷àëüíûé ìîìåíò τ è ïî íåìó
ïðîèçâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ôóíêöèè êîððåëÿöèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
íå çàâèñÿùàÿ îò τ ñòàöèîíàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, ÷åðåç êîòîðóþ è ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè.

Â ïðèìåðå ñ øóìîì, óìíîæåííûì íà êîñèíóñ, ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî øóì èìååò
íåíóëåâîå íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè τ = 2πθ è óñðåäíåíèå â (43) âåäåòñÿ èìåííî ïî τ , à
ôàçà íåñóùåé - íóëåâàÿ. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ øóìà çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè äëÿ øóìà.
Óñðåäíåíèå ïî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîìó íà÷àëó îòñ÷åòà äåëàåò øóì ñòàöèîíàðíûì è,
çàîäíî, èñêëþ÷àåò çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îò íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè.

Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ôàçà θ â (43) íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Òî
åñòü, îíà íå ôëóêòóèðóåò �âñå âðåìÿ�. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàç è
íàâñåãäà áûëà âûáðàíî êîãäà-òî â íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåí, ïîñëå ÷åãî îíî íå èçìåíÿåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 48 Ïî àíàëîãèè íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü øóìà íà âûõîäå
óìíîæèòåëÿ íà ñèíóñ.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü óìíîæåíèå øóìà íà cosf0t + i sinf0t. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïåðåêðåñòíûå êîððåëÿöèè áëàãîïîëó÷íî âûáûâàþò èç èãðû âìåñòå ñî âñåìè
ñâÿçàííûìè ñ íèìè ïðîáëåìàìè.

Óçêîïîëîñíûé âåùåñòâåííûé øóì

Äëÿ îïèñàíèÿ øóìîâ íà âûõîäå óçêîïîëîñíûõ ôèëüòðîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü
óçêîïîëîñíîãî øóìà. Ïðîùå âñåãî ê íåé ïðèéòè ïðåîáðàçîâàíèåì íèçêî÷àñòîòíîãî
êîìïëåêñíîãî øóìà â P-îáëàñòü.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé øóì n(t) = ni(t) + i nq(t). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà â îòíîñèòåëüíî óçêîé ïîëîñå ÷àñòîò â îêðåñòíîñòè
íóëÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî øóìà â P-îáëàñòü íà ÷àñòîòó íåñóùåé f0 äàåò

np(t) =
√

2
{
ni(t)cos f0t− nq(t)sinf0t

}
. (44)

Ýòî è åñòü óçêîïîëîñíûé øóì. Îí ñîäåðæèò äâå ñëó÷àéíûå êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû
ni, nq, ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà øóìà.

Ôóíêöèÿ àâòî êîððåëÿöèè óçêîïîëîñíîãî øóìà îïðåäåëÿåòñÿ èç (41) ÷åðåç
âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ êîìïîíåíòû êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé
R(t)

Rp(t) = Re{R(t)ef0t} = Ri(t)cos f0t−Rq(t)sin f0t (45)

è îêàçûâàåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç êîððåëÿöèè êâàäðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ

Ri(t) = 2 〈ni, ni〉 (t) = 2 〈nq, nq〉 (t), Rq(t) = 2 〈nq, ni〉 (t) = −2 〈ni, nq〉 (t). (46)

Óïðàæíåíèå 49 Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (45)
íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìû (44) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ (46).
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Ïðè òðàäèöèîííîì ïîñòðîåíèè ìîäåëè óçêîïîëîñíîãî øóìà ñâîéñòâà ñèììåòðèè
êîððåëÿöèé (46) ïðîñòî ïîñòóëèðóþòñÿ, à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàê,
êàê ýòî ïðåäëîæåíî ñäåëàòü â óïðàæíåíèè. Åñëè íå çíàòü, îòêóäà ðàñòóò óøè, òî
îïðàâäàòü ââåäåíèå ñèììåòðèé áûâàåò äîâîëüíî ñëîæíî. Ïðèâëåêàþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ
âïëîòü äî ðàâíî ðàñïðåäåëåííîñòè øóìîâîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Â êàêîé òî
ñòåïåíè ýòî òàê è åñòü. Íî ôàêòè÷åñêè ýòè ñèììåòðèè ïðîñòî âûðàæàþò òðåáîâàíèå
íîðìàëüíîñòè êîìïëåêñíîãî øóìà. Èõ íåâûïîëíåíèå ïðèâåëî áû ê ìîäåëè óçêîïîëîñíîãî
øóìà ñ êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé, íå èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Òàêîé øóì, â ÷àñòíîñòè, íå ìîã áû áûòü ïîëó÷åí íèêàêîé ôèëüòðàöèåé áåëîãî
øóìà.

Óïðàæíåíèå 50 Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ óçêîïîëîñíîãî øóìà (45). (Âñå ýòî
ïðÿìûå ñëåäñòâèÿ ñâîéñòâà íîðìàëüíîñòè êîìïëåêñíîãî øóìà).

• Êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû èìåþò îäèíàêîâûå äèñïåðñèè

σ2 = 〈ni, ni〉 (t) = 〈nq, nq〉 (t).

• Êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû íå êîððåëèðîâàíû ïðè íóëåâîì âðåìåííîì ñäâèãå -

〈ni, ni〉 = Rq(0) = 0.

• Äèñïåðñèÿ óçêîïîëîñíîãî øóìà ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé êâàäðàòóðíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ è ñîñòàâëÿåò 2σ2.

• Åñëè øóì - Ãàóññîâñêèé, òî êâàäðàòóðíûå êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç
íèõ ðàñïðåäåëåíà ïî Ãàóññîâñêîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé σ2.

• Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

〈ni, ni〉 (t) = 〈nq, nq〉 (t) = Ri(t)/2

ñèììåòðè÷íû.

• Ïåðåêðåñòíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

〈nq, ni〉 (t) = −〈ni, nq〉 (t) = Rq(t)/2

àíòèñèììåòðè÷íû.

• Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî f0, òî
ïåðåêðåñòíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè - íóëåâûå. Ïðè ýòîì êâàäðàòóðíûå øóìû
íå êîððåëèðîâàíû ïðè ëþáûõ ñäâèãàõ.
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5 Îïòèìàëüíàÿ äåìîäóëÿöèÿ

5.1 Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàçëè÷åíèå ãèïîòåç

Ðàññìîòðèì ñõåìó ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè ñ íîðìèðîâàííûì áàçîâûì èìïóëüñîì p(t),
〈p, p〉 = 1 è ñîçâåçäèåì C = {cj, j = 1 . . .M}, ðèñ.15(a). Ïåðåäàííîìó ñèãíàëó x(t) = cjp(t)
îòâå÷àåò ïðèíÿòàÿ ðåàëèçàöèÿ y(t) = cjp(t) + n(t) ñ àääèòèâíûì øóìîì. Ðåçóëüòàòîì åå
ñîãëàñîâàííîé ôèëüòðàöèè îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

y = cj 〈p, p〉+ 〈n, p〉 = cj + 〈n, p〉 .

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé øóìà çàäàåò óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p(y/cj)
îòêëèêà y ïðè äàííîì ïåðåäàííîì ñèìâîëå. Çàäàäèì òàêæå íåêîòîðîå àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåäàâàåìûõ ñèìâîëîâ ñîçâåçäèÿ

π(c) = {π(c1), . . . , π(cM)},
∑
j

π(cj) = 1.

Ðèñ. 15: Ê çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç

Ïåðåä íàìè êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç.
ÈìååìM ãèïîòåç {cj, j = 1 . . .M}. Èçâåñòíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå èõ âåðîÿòíîñòåé

π(cj) è íàáîð óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé p(y/cj), j = 1 . . .M . Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèè y
ïðèíÿòü ðåøåíèå â ïîëüçó îäíîé èç ãèïîòåç òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ
îêàçàëàñü ìèíèìàëüíîé.

Èñõîäíûå äàííûå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå p(c, y) = π(c)p(y/c)
è àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ãèïîòåç ïðè çàäàííîì íàáëþäåíèè

p(c/y) =
p(c, y)

p(y)
=

π(c)p(y/c)∑
c π(c)p(y/c)

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ðåçóëüòàòó íàáëþäåíèÿ y âûíîñèòñÿ ñëó÷àéíîå ðåøåíèå ĉ î
ïåðåäàííîì ñèìâîëå â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé γ(ĉ/y).
Â ýòîé ìîäåëè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
ïåðåäàâàëñÿ ñèìâîë c, íàáëþäàëîñü çíà÷åíèå y è áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ĉ

p(c, y, ĉ) = π(c)p(y/c)γ(ĉ/y) = p(y)p(c/y)γ(ĉ/y). (47)
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Óñðåäíÿÿ ïî y, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé îöåíêå ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ

Pe =
∑
c 6=ĉ

∫
p(c, y, ĉ) dy = 1−

∑
c=ĉ

∫
p(c, y, ĉ) dy =

1−
∫
p(y)

∑
c

p(c/y)γ(c/y) dy (48)

Ïîñêîëüêó p(y) íåîòðèöàòåëüíî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè Pe
îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ìàêñèìèçàöèè ïî ðàñïðåäåëåíèþ γ ñóììû∑

c

p(c/y)γ(c/y) (49)

äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ y. Çäåñü îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò.

Ëåììà 2 (Î âðåäå ñîâìåñòèòåëüñòâà) Ïóñòü íåêàÿ ðàáîòà i ïðèíîñèò äîõîä wi ≥ 0
ïðè ïîëíîé çàíÿòîñòè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå

{γ1, . . . , γM},
M∑
i=1

γi = 1

ñâîåãî ðàáî÷åãî âðåìåíè ìåæäóM ìåñòàìè ðàáîòû, ìàêñèìèçèðóþùåå ñóììàðíûé äîõîä

W =
M∑
i=1

wiγi

Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä

γi =

{
1 i = arg maxj wj
0 èíà÷å

Èíûìè ñëîâàìè, âñå ðàáî÷åå âðåìÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü òàì, ãäå áîëüøå ïëàòÿò.

Óïðàæíåíèå 51 Ïðåäëîæèòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ñîãëàñíî ëåììå, ñóììó (49) ìàêñèìèçèðóåò àëãîðèòì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé γ, êîòîðûé ïî
êàæäîìó ðåçóëüòàòó íàáëþäåíèÿ y ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûäàåò ðåøåíèå ĉ, ìàêñèìèçèðóþùåå
âåñ p(c/y)

ĉ = argmax
c
p(c/y) (50)

Ýòî èçâåñòíûé êðèòåðèé ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè, êîòîðûé
ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ìèíèìàëüíîé ñðåäíåé îøèáêè ïðè ïðèíÿòèè òîé ãèïîòåçû, êîòîðàÿ
èìååò íàèáîëüøóþ àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü ïðè äàííûõ ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé.

Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ðàçáèâàåò îáëàñòü çíà÷åíèé y íà M ïîäìíîæåñòâ, ðèñ.15(b)

Γĉ =
{
y : argmax

c
p(c/y) = ĉ

}
Ïîäìíîæåñòâî Γĉ èìååò ñìûñë îáëàñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ïîëüçó ãèïîòåçû ĉ. Ðàçáèåíèå
ïðîñòðàíñòâà íàáëþäåíèé íà îáëàñòè Γĉ ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè âûðàæåíèå (48) äëÿ ñðåäíåé
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ê âèäó

Pe = 1−
∑
c

∫
Γc

p(y)p(c/y) dy = 1−
∑
c

π(c)

∫
Γc

p(y/c) dy.
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Ïóñòü

Pĉ(Γc) =

∫
Γc

p(y/ĉ)dy

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îáëàñòè Γc, âû÷èñëåííàÿ ïî óñëîâíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé p(y/ĉ).
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè íàéäåì

Pe = 1−
∑
c

π(c)Pc(Γc) =
∑
c

π(c)Pc(Γc) =
∑
c

π(c)
∑
ĉ 6=c

Pc(Γĉ) (51)

ãäå

Γc =
⋃
ĉ 6=c

Γĉ.

Êðèòåðèþ ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (50) ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ
ôîðìó

ĉ = argmax
c
p(c/y) = argmax

c

π(c)p(y/c)

p(y)
= argmax

c
π(c)p(y/c).

Â îòñóòñòâèè ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé
ãèïîòåç åãî ïðèíèìàþò ðàâíîìåðíûì - π(c) = 1/M . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé
êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ĉ = argmax
c
p(y/c), (52)

ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåøåíèå ñëåäóåò ïðèíèìàòü â ïîëüçó òîé ãèïîòåçû, êîòîðàÿ
ìàêñèìèçèðóåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ.

Ïîäâåäåì èòîãè. Âûíîñèòü ðåøåíèå î ïåðåäàííîì ñèìâîëå c ïî îòñ÷åòó y íà âûõîäå
ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà ñëåäóåò ïî êðèòåðèþ ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (50)
(ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè) èëè ïî êðèòåðèþ ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ (52)
(â åå îòñóòñòâèè).

Ëþáîé èç ýòèõ êðèòåðèåâ ïðèâîäèò ê ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäåíèé y íà îáëàñòè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ Γc. Ïðè ïîïàäàíèè îòñ÷åòà y â îáëàñòü Γc âûíîñèòñÿ ðåøåíèå â ïîëüçó
ñèìâîëà c. Òàêîå ïîâåäåíèå ãàðàíòèðóåò ìèíèìèçàöèþ ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè.

Ôîðìóëà (51) ïðåäëàãàåò äâà ïóòè ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè.

• ×åðåç ïîñòðîåíèå îöåíêè ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü
Pc(Γc) ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè ïåðåäà÷å äàííîãî ñèìâîëà c íàõîäèòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(y/c) ïî îáëàñòè Γc.

• Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè. Âåðîÿòíîñòü Pc(Γc) îøèáêè
ïðè ïåðåäà÷å ñèìâîëà c íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè p(y/c)
ïî äîïîëíåíèþ Γc ê ìíîæåñòâó Γc.

Äëÿ íå ñîâñåì òðèâèàëüíûõ ñîçâåçäèé îáà âàðèàíòà âåäóò ê äîñòàòî÷íî ñëîæíûì
âû÷èñëåíèÿì äàæå â ïðåäïîëîæåíèè î ãàóññîâñêîì õàðàêòåðå óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ýòî ïðèäåò ñìûñë ïîñòðîåíèþ ïðîñòûõ ïðèáëèæåííûõ îöåíîê.

5.2 Ãðàíèöà ñóììû ïîïàðíûõ âåðîÿòíîñòåé

Ïóñòü ïðîòèâ ïåðåäàííîãî ñèãíàëà cj âûñòàâëåí âñåãî îäèí êàíäèäàò ck, ðèñ. 16(a). Ëþáîå
èç îïòèìàëüíûõ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ðàçîáúåò ïðîñòðàíñòâî íàáëþäåíèé íà äâå
îáëàñòè - îáëàñòü Γj/k ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ïîëüçó cj è åå äîïîëíåíèå, Γk/j. Ãðàíèöà
îáëàñòåé ïîêàçàíà íà ðèñóíêå ïóíêòèðíîé ëèíèåé.
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Ðèñ. 16: Îáëàñòè ðåøåíèÿ â ïîëüçó cj

Óïðàæíåíèå 52 Ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê óñëîâíûì ïëîòíîñòÿì âåðîÿòíîñòÿì
p(y/c), âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò ïðÿìîëèíåéíîñòü ãðàíèöû îáëàñòåé Γ.

Äîáàâëåíèå åùå îäíîãî îïïîíåíòà cl, ðèñ. 16(b), ââîäèò íîâîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà
íà îáëàñòè Γj/l, Γl/j. Ñèãíàë cj âûñòàèâàåò ïðîòèâ îáîèõ îïïîíåíòîâ, åñëè íàáëþäåíèå y
îêàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì ïåðåñå÷åíèþ Γj/k

⋂
Γj/l. Îáîáùàÿ, ëåãêî ïðèéòè ê âûâîäó,

÷òî ïðè íàëè÷èè ìíîæåñòâà îïïîíèðóþùèõ òî÷åê îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ ïðàâèëüíîãî
ðåøåíèÿ â ïîëüçó cj îêàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå

Γj =
⋂
k 6=j

Γj/k.

Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ â ïîëüçó cj åñòü ìåðà ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ p(y/cj). Â ñèëó ýòîãî, äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ
ïðè ïðèåìå cj íàéäåì

Pe,j = 1− Pj(
⋂
k 6=j

Γj/k) = Pj(
⋃
k 6=j

Γj/k) = Pj(
⋃
k 6=j

Γk/j).

Îöåíèâ ñâåðõó âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ñóììîé èõ ìåð, ïîëó÷èì

Pe,j ≤
∑
k 6=j

Pj(Γk/j) =

∫
Γk/j

p(y/sj)dy. (53)

Ýòî ãðàíèöà ñóììû äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè äåìîäóëÿöèè ñèìâîëà cj.

Çàìå÷åíèå 6 Ñîãëàñíî (51), òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè Pe,j èìååò âèä ñóììû
ìåð îáëàñòåé Γk.

Pe,j ≤
∑
k 6=j

Pj(Γk)

Ïåðåõîä ê ãðàíèöå (53) ýêâèâàëåíòåí çàìåíå ìåð îïòèìàëüíûõ îáëàñòåé Γk ìåðàìè
ïîëóïðîñòðàíñòâ Γk/j. Òàê ÷òî ãðàíèöà ñóììû îêàçûâàåòñÿ ñòðîãîé òîëüêî äëÿ
ñîçâåçäèÿ èç äâóõ òî÷åê.
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Ïðèìåíèâ îöåíêó (53) â (51), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ãðàíèöó ñóììû ïîïàðíûõ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè

Pe ≤
M∑
j=1

π(cj)
∑
k 6=j

Pj(Γk/j) =
M∑
j=1

π(cj)
∑
k 6=j

∫
Γk/j

p(y/sj).

Ýòî ãðàíèöà ñâîäèò çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ ñîçâåçäèÿ ê
âû÷èñëåíèþ ïîïàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ âñåõ ïàð ñèãíàëüíûõ òî÷åê.

Áîëåå òîãî, ïóñòü Q(C) - âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ íàèõóäøåé ïàðû òî÷åê ñîçâåçäèÿ C,

Q(C) = max
j 6=k

Pj(Γk/j).

Òîãäà
Pe ≤ (M − 1)Q(C)

ãäå M - ÷èñëî òî÷åê ñîçâåçäèÿ.

5.3 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ äâóõ òî÷åê

Çàéìåìñÿ îöåíèâàíèåì âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ñîçâåçäèÿ íà ðèñ. 17.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àääèòèâíûé øóì íà âûõîäå ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíûì ãàóññîâñêèì ñ äèñïåðñèåé 2σ2.

Ðèñ. 17: Ê îöåíèâàíèþ âåðîÿòíîñòè îøèáêè

Òîãäà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îòêëèêà y ïðè ïðèåìå ñèãíàëà cj ïðèíèìàåò
âèä

p(y/cj) =
1

2πσ2
e−

|y−cj |
2

2σ2 .

Ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîðäèíàò,
ñîõðàíÿþùèì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü ãåîìåòðèþ
çàäà÷è.

Ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåíåñåì â íà÷àëî êîîðäèíàò
ñåðåäèíó îòðåçêà ìåæäó ñèãíàëüíûìè òî÷êàìè, à çàòåì ïîâåðíåì ïëîñêîñòü íà óãîë
θ, òàê ÷òîáû îáå ñèãíàëüíûå òî÷êè îêàçàëèñü ëåæàùèìè íà âåùåñòâåííîé îñè, ðèñ.17.
Íèêàêèå ðàññòîÿíèÿ ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íå èçìåíèëèñü. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü â
íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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Ïîñòðîèì ãðàíèöû îïòèìàëüíûõ îáëàñòåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé Γk/j, Γj/k. Êðèòåðèé
ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåäïèñûâàåò âûíîñèòü ðåøåíèå â ïîëüçó cj, åñëè
íàáëþäåíèå y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

π(cj)p(y/cj) ≥ π(ck)p(y/ck)

Ââåäåíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

L(y) = ln
π(cj)p(y/cj)

π(ck)p(y/ck)

ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ýòî óñëîâèå â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå - L(y) > 0. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé äàåò

|y − cj|2 − |y − ck|2 ≤ σ2 ln
π(cj)

π(ck)
.

Ãðàíèöó ðàçäåëà ìåæäó äâóìÿ îáëàñòÿìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îáðàçóþò òå òî÷êè y, äëÿ
êîòîðûõ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ñî çíàêîì ðàâåíñòâà. ßñíî, ÷òî ýòîé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ
âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ. Ïðè ðàâíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ îíà ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ
ìíèìîé îñüþ. Â îáùåì ñëó÷àå ãðàíèöà îêàçûâàåòñÿ ñìåùåííîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà

ρ =
σ2

2d
ln
π(ck)

π(cj)
, d = |ck − cj|.

Ôîðìàëüíî îáëàñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ïîëüçó cj, ck ìîæíî îïèñàòü òàê

Γj/k =
{
y : Re(y) ≥ ρ

}
, Γk/j =

{
y : Re(y) < ρ

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ôîðìå îáëàñòåé ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ìíèìîé ÷àñòè íàáëþäåíèÿ
y⊥. Òî åñòü, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü y‖ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé.

Îöåíèì, íàêîíåö, âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè ïðèåìå ñèìâîëà cj. Èìååì

Pe,j =

∫
Γk/j

p(y/cj)dy =
1

2πσ2

∫
Γk/j

e−
|y−cj |

2

2σ2 dy‖dy⊥.

Äâóõìåðíóþ ïëîòíîñòü p(y/cj), y = y‖ + iy⊥ ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé

p(y/cj) =
1

2πσ2
e−

|y−cj |
2

2σ2 =
1√
2πσ

e−
|y‖−cj |

2

2σ2
1√
2πσ

e−
|y⊥|

2

2σ2

Âòîðîé ñîìíîæèòåëü - ýòî ïðîñòî îäíîìåðíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèåé
σ2. Èíòåãðàë îò íåãî ïî dy⊥ äàåò åäèíèöó. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Pe,j =
1√
2πσ

∫ ρ

−∞
e−

|y‖−cj |
2

2σ2 dy‖ (54)

Ôóíêöèÿ îøèáîê. Ââîäèòñÿ êàê

Q(x) =
1√
2π

∫ ∞

x

e−
x2

2 dx
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Äàåò îöåíêó ïëîùàäè ïîä ãóññîâñêîé êðèâîé ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé íà èíòåðâàëå (x,∞).
ßñíî, ÷òî Q(0) = 1/2. Ñïðàâåäëèâà âåðõíÿÿ ãðàíèöà

Q(x) ≤ 1

2
e−

x2

2 , x ≥ 0.

Ïðè áîëüøèõ x âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

Q(x) ∼ e−
x2

2 ,

âåðíàÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå

lim
x→∞

− ln Q(x)

x2/2
= 1

×åðåç ôóíêöèþ îøèáîê Q(x) ôîðìóëà (54) äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

Pe,j = Q
( d

2σ

(
1 +

σ2

d2
ln

π(cj)

π(ck)

))
,

ãäå d = |ck − cj| ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèãíàëüíûìè òî÷êàìè.
Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàåò ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ d

ê äèñïåðñèè øóìà. Ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè äàåò äîïîëíèòåëüíîå ñíèæåíèþ
âåðîÿòíîñòè îøèáêè äëÿ ñèìâîëà ñ áîëüøåé àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ. Íàîáîðîò, äëÿ
àïðèîðíî ìåíåå âåðîÿòíîãî ñèìâîëà âåðîÿòíîñòü îøèáêè âîçðàñòàåò. Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü
îøèáêè â ðåçóëüòàòå ñíèæàåòñÿ.

Ïðèíÿòèþ ðåøåíèé ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ îòâå÷àåò ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå
àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé - π(cj) = π(ck). Â òîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè
óïðîùàåòñÿ

Pe,j = Q
( d

2σ

)
= Q

(1

2

√
d2

σ2

)
. (55)

Óïðàæíåíèå 53 Ïóñòü àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü îäíîãî èç ñèìâîëîâ ñòðåìèòñÿ ê 1,
à âòîðîãî ê íóëþ. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü
îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â
òî âðåìÿ êàê ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Ôîðìóëà (55) äàåò âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïîïàðíûõ îøèáîê ïðè äåìîäóëÿöèè
ñèìâîëîâ ïðîèçâîëüíîãî ñîçâåçäèÿ ïî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîïàðíàÿ
âåðîÿòíîñòü îêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ îáîèõ ñèìâîëîâ ïàðû è çàâèñèò òîëüêî îò
ðàññòîÿíèÿ d ìåæäó ñèãíàëüíûìè òî÷êàìè. Â êàæäîì ñîçâåçäèè ìîæíî âûáðàòü
ïàðó òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè dmin. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ãðàíèöó
ñóììû ïîïàðíûõ âåðîÿòíîñòåé, äëÿ ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè äåìîäóëÿöèè ñîçâåçäèÿ
ìîùíîñòè M íàéäåì

Pe < (M − 1)Q
(1

2

√
d2
min

σ2

)
.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ BPSK.

Ïðîñòåéøèé âèä öèôðîâîé ìîäóëÿöèè - ýòî äâóõóðîâíåâàÿ ôàçîâàÿ ìàíèïóëÿöèÿ BP-
SK ñ ñîçâåçäèåì èç äâóõ òî÷åê. Äëÿ íåå ôîðìóëà (55) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé
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âåðîÿòíîñòè îøèáêè äåìîäóëÿöèè ñèìâîëà (áèòà). Ïîäñòàâèâ â íåå óðîâíè ñèãíàëîâ
c = d/2, íàéäåì

Pe = Q
( c
σ

)
= Q

(√
c2

σ2

)
.

Çäåñü c2 = Es = Eb - ýòî ýíåðãèÿ ñèãíàëà (îíà æå ýíåðãèÿ íà áèò èíôîðìàöèè), σ2

- ýòî ïîëîâèíà äèñïåðñèè êîìïëåêñíîãî øóìà íà âûõîäå íîðìèðîâàííîãî ñîãëàñîâàííîãî
ôèëüòðà. Ïîëíàÿ äèñïåðñèÿ êîìïëåêñíîãî øóìà 2σ2 ñîñòàâëÿåò N0. Ïîýòîìó

Pe = Q
( c
σ

)
= Q

(√
2Es
N0

)
' e

−Es
N0 .

Ýòî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ñðåäíåé îøèáêè äåìîäóëÿöèè BPSK,
âûðàæåííîå ÷åðåç îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì Es/N0.

Çàìå÷åíèå 7 Òî æå ñàìîå âûðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ âåðîÿòíîñòè
îøèáêè íà áèò ïðè äåìîäóëÿöèè QPSK-ñèãíàëà.

5.4 Øåííîíîâñêèé ïðåäåë

Ïðåäñòàâëåíèå î ïðåäåëüíî äîñòèæèìûõ âîçìîæíîñòÿõ ïåðåäà÷è öèôðîâîé èíôîðìàöèè
äàåò òåîðåìà Øåííîíà î ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà. Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé äëÿ
òåîðèè ñâÿçè ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óÿñíèòü ìåñòî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ öèôðîâîé ìîäóëÿöèè
è äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ïóòÿõ èõ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Îáñóäèì ðåçóëüòàò Øåííîíà íà ïðèìåðå ìîäåëè êàíàëà ñ àääèòèâíûì áåëûì
ãàóññîâñêèì øóìîì (ÀÁÃØ).

Ïóñòü â ðàäèîêàíàëå ñ ïîëîñîé F äåéñòâóåò ÀÁÃØ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
N0. Èññëåäóåì âîïðîñ î ïðåäåëüíîì îáúåìå èíôîðìàöèè, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàäåæíî
ïåðåäàí ïî ýòîìó êàíàëó â òå÷åíèå îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè T .

Êàíàë áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ. Êàê
èçâåñòíî, êàíàë ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî âðåìåíè è ïîëîñå êîíå÷íîìåðåí. Åãî êîìïëåêñíàÿ
ðàçìåðíîñòü N îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé êàíàëà FT . Âûáåðåì íåêîòîðóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó áàçèñíûõ ôóíêöèé

ϕn(t), 〈ϕn(t), ϕm(t)〉 = δn,m, n,m ∈ [1, N ].

Òîãäà ëþáîé ïåðåäàâàåìûé ñèãíàë îêàæåòñÿ ïðåäñòàâèìûì â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó

x(t) =
N∑
n=1

cnϕn(t)

c âåêòîðîì êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñèìâîëîâ) c = (c1, . . . , cN). Äëÿ ýíåðãèè ñèãíàëà
íàéäåì

E = 〈x, x〉 =
∑

cnc
∗
m 〈ϕn, ϕm〉 =

∑
cnc

∗
n = NEs,

ãäå Es - ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íà ñèìâîë.
Ïðèíÿòûé ñ àääèòèâíûì øóìîì ñèãíàë

y(t) = x(t) + n(t)
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áóäåì îáðàáàòûâàòü ñ ïîìîùüþ N íîðìèðîâàííûõ ôèëüòðîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ áàçèñíûìè
ôóíêöèÿìè. Îòêëèêîì j-ãî ôèëüòðà

yj = 〈y, ϕj〉 = cj + 〈n, ϕj〉 = cj + nj

îêàæåòñÿ ñóììà ñèãíàëà cj è øóìà nj ñ äèñïåðñèåé 2σ2 = N0. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè
ôèëüòðîâ øóìû íà èõ âûõîäàõ ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîððåëèðîâàííûìè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âåêòîðûé êàíàë

y = c + n,

ïî êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ N -ìåðíûå êîìïëåêñíûå ñèãíàëüíûå âåêòîðû ñ ýíåðãèåé NEs.
Â êàíàëå ê íèì äîáàâëÿþòñÿ N -âåêòîðû øóìà ñ íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè
äèñïåðñèè 2σ2.

Ïîïûòàåìñÿ îöåíèòü êîëè÷åñòâî M ñèãíàëîâ c ñ çàäàííîé ñðåäíåé ýíåðãèåé Es,
êîòîðûå ìîãóò áûòü íàäåæíî ðàçëè÷åíû â ïðèñóòñòâèè øóìà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ëåììà 3 Ïóñòü x - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ìàòîæèäàíèåì E(x) , x = (x1, . . . , xN) -
âåêòîð èç N åå íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé. Òîãäà ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå

1

N

∑
xj

ñõîäèòñÿ ê ìàòîæèäàíèþ â ñìûñëå

lim
N→∞

P
(
| 1
N

∑
xj − E(x)| < ε

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ N ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíèå îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
ìàòîæèäàíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Øóì n - ýòî ñëó÷àéíûé âåêòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè N
(âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 2N). Ìàòîæèäàíèå êâàäðàòà åãî äëèíû ñîñòàâëÿåò

R2
n =

∑
j

∑
k

E(njnk) =
∑
j

E(njnj) = N2σ2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè N →∞ ýìïèðè÷åñêàÿ äëèíà âåêòîðà øóìà áóäåò ñîâïàäàòü ñ Rn ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Òî åñòü, ïðè áîëüøèõ N çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî øóìîâîãî âåêòîðà ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ëåæàò â 2N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íà ñôåðå ðàäèóñà Rn =

√
N2σ2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèíÿòûé âåêòîð y. Ìàòîæèäàíèå êâàäðàòà åãî äëèíû ñîñòàâëÿåò

R2
y = N(Es + 2σ2).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû y ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ëåæàò íà ñôåðå ðàäèóñà Ry =√
N(Es + 2σ2).
Â 2N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü ñôåðû ðàäèóñà R îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

γNR
2N , ãäå γN - íåêèé áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü. Îöåíèì ÷èñëî M �øóìîâûõ� ñôåð

ðàäèóñà Rn, êîòîðûå ìîãóò áûòü áåç ïåðåñå÷åíèé óïàêîâàíû íà �ñèãíàëüíîé� ñôåðå
ðàäèóñà Ry.

M ≤
R2N
y

R2N
n

=
(√

N(Es + 2σ2)√
N2σ2

)2N

=
(
1 +

Es
2σ2

)N
.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ãðàíèöå ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè äëÿ ÷èñëà ñèãíàëîâ,
ðàçëè÷èìûõ â ïðèñóòñòâèè øóìà

log2 M

N
≤ log2

(
1 +

Es
N0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî log2 M - ýòî ÷èñëî áèòîâ èíôîðìàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû
íàáîðîì èçM ñèãíàëîâ. Ââåäåì ñêîðîñòü ïåðåäà÷è R = log2 M

T
áèòîâ â ñåêóíäó. Ïðèïîìíèâ,

÷òî N = FT , íàéäåì

R ≤ F log2

(
1 +

Es
N0

)
. (56)

Ýòî è åñòü ãðàíèöà Øåííîíà äëÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà ñ ÀÁÃØ.

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Øåííîíà) Äëÿ âñåõ ñêîðîñòåé ïåðåäà÷è , óäîâëåòâîðÿþùèõ
ãðàíèöå (56) ñóùåñòâóåò íàáîð ñèãíàëîâ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê íóëþ
ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè äåìîäóëÿöèè ñèãíàëà Pe ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè êàíàëà
(N →∞).

Òåîðåìà 5.2 (Îáðàùåíèå) Äëÿ ñêîðîñòåé ïåðåäà÷è, ïðåâûøàþùèõ ãðàíèöó (56) ëþáîé
ñïîñîá ïåðåäà÷è äàåò îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè Pb íà áèò
èíôîðìàöèè.

Òåîðåìà Øåííîíà óñòàíàâëèâàåò ïðåäåë ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñèñòåì öèôðîâîé
ìîäóëÿöèè. Ïðè÷åì, ýòîò ïðåäåë óñòàíàâëèâàåòñÿ àáñîëþòíî, äëÿ ëþáûõ îòëè÷íûõ îò
íóëÿ âåðîÿòíîñòåé îøèáêè. Ñ øåííîíîâñêèõ ïîçèöèé, ñõåìà ïåðåäà÷è äàííûõ ñ çàäàííûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ëèáî íå âîçìîæíà âîîáùå, ëèáî, åñëè âîçìîæíà, òî ñïîñîáíà îáåñïå÷èòü
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè äîñòàòî÷íîé ðàçìåðíîñòè êàíàëà.

Ïðè ñîïîñòàâëåíèè êîíêðåòíûõ ñèñòåì ìîäóëÿöèè ñ Øåííîíîâñêèì ïðåäåëîì âìåñòî
ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èñïîëüçóåòñÿ èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâêè ðàçìåðíîñòåé
ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

% =
log2 M

FT
=
R

F
.

Ýòî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, èçìåðÿåìàÿ â ÷èñëå áèòîâ â ñåêóíäó íà ãåðö ïîëîñû êàíàëà,
èëè â ÷èñëå áèòîâ íà êîìïëåêñíîå èçìåðåíèå.

Âûðàæåííûé ÷åðåç êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû - ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü
è îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì, - øåííîíîâñêèé ïðåäåë ïðèîáðåòàåò âèä

% ≤ log2

(
1 +

Es
N0

)
= log2

(
1 + SNR

)
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

SNR ≥ 2% − 1.

Â ýòîé ôîðìå îí óñòàíàâëèâàåò ãðàíèöó ñíèçó íà îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì, òðåáóåìîå
äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè. Ê ïðèìåðó, äëÿ ñèñòåì
ìîäóëÿöèè ñî ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòüþ ρ = 2 (QPSK) ãðàíèöà ãàðàíòèðóåò
äîñòèæåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè SNR ≥ 3/2 = 1.76 äÁ.

Ôîðìà ãðàíèöû ïîçâîëÿåò âûäåëèòü äâà êëàññà ñèñòåì ïåðåäà÷è äàííûõ
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• Íèøó ìàëûõ ñïåêòðàëüíûõ ýôôåêòèâíîñòåé % çàíèìàþò ñèñòåìû ñ âûñîêèìè
òðåáîâàíèÿìè ïî ýíåðãåòèêå, íî áåç îñîáûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîëîñó êàíàëà. Ýòî
îáëàñòü äàëüíåé êîñìè÷åñêîé ñâÿçè. Äëÿ ñèñòåì ýòîãî ðîäà ïðåäåë Øåííîíà
ïðèîáðåòàåò âèä

SNR ≥ ρ ln 2.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è çäåñü òðåáóåòñÿ ëèøü ïðîïîðöèîíàëüíîå
óâåëè÷åíèå ýíåðãèè ñèãíàëà.

• Â îáëàñòè âûñîêèõ ñïåêòðàëüíûõ ýôôåêòèâíîñòåé ðàñïîëàãàþòñÿ ñâÿçíûå ñèñòåìû ñ
æåñòêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ïî ïîëîñå. Äëÿ ýòîé îáëàñòè õàðàêòåðíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü òðåáóåìîé ýíåðãèè îò ñêîðîñòè ïåðåäà÷è. Êàæäîå óäâîåíèå ñêîðîñòè
ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ñèãíàëà â 4 ðàçà.

Îáùåïðèíÿò ñëåäóþùèé óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê ñîïîñòàâëåíèþ õàðàêòåðèñòèê
ðåàëüíûõ ñõåì ìîäóëÿöèè ñ øåííîíîâñêèì ïðåäåëîì. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íîðìèðîâàíîãî
îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì SNRn = SNR/(2%− 1). Äëÿ íåãî ïðåäåë Øåííîíà ïðèíèìàåò âèä

SNRn =
SNR

2% − 1
≥ 1 = 0äÁ.

Äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû ìîäóëÿöèè àíàëèòè÷åñêè èëè ìîäåëèðîâàíèåì ñòðîÿò
çàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà ñèìâîë Pe îò íîðìèðîâàííîãî îòíîøåíèÿ
ñèãíàë øóì.

Ðèñ. 18: Ñîïîñòàâëåíèå ñ ïðåäåëîì Øåííîíà

Òèïè÷íàÿ êðèâàÿ ýòîãî ðîäà ïîêàçàíà íà ðèñ. 18(a). Øåííîíîâñêèé ïðåäåë íà ýòîì
ðèñóíêå - ýòî âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ íà óðîâíå 0 äÁ. Ïðè íîðìèðîâàííîì îòíîøåíèè
ñèãíàë/øóì ìåíüøå 0 äÁ íèêàêàÿ ïåðåäà÷à äàííûõ íåâîçìîæíà. Ïóñòü Âàøà ñèñòåìà
ìîäóëÿöèè îáåñïå÷èâàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà ñèìâîë Pe = 10−5 ïðè SNRn ∼ 8äÁ.
Òîãäà Âû ïðîèãðûâàåòå Øåííîíó ∆ = 8 äåöèáåë è ìîæíî äóìàòü îá óëó÷øåíèè ñèñòåìû.
Ïðîèãðûø ýòîãî ïîðÿäêà õàðàêòåðåí äëÿ âñåõ ñèñòåì ëèíåéíîé ìîäóëÿöèè.

Óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò íîðìèðîâàíèå âñåõ âåëè÷èí - îòíîøåíèÿ
ñèãíàë/øóì, ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, âåðîÿòíîñòè îøèáêè, - íà ñèìâîë (êîìïëåêñíîå
èçìåðåíèå). Â îáëàñòè ìàëûõ ñïåêòðàëüíûõ ýôôåêòèâíîñòåé ïîïóëÿðíà íåñêîëüêî
äðóãàÿ íîðìèðîâêà. Çäåñü êàæäûé ñèìâîë ïåðåíîñèò íåìíîãî áèòîâ èíôîðìàöèè.
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Ïîýòîìó âîçíèêàåò æåëàíèå ïåðåéòè îò ñèìâîë-îðèåíòèðîâàííîé íîðìèðîâêè ê áèò-
îðèåíòèðîâàííîé.

Ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ýíåðãèè íà áèò. Ïåðåäà÷à N ñèìâîëîâ êàíàëà ñâÿçàíà ñ
çàòðàòîé ýíåðãèè NEs è ïåðåíîñèò log2M áèòîâ èíôîðìàöèè. Òîãäà ýíåðãèÿ íà áèò
ñîñòàâëÿåò

Eb =
NEs

log2M
=
Es
ρ
, Es = Ebρ.

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ øåííîíîâñêèé ïðåäåë ïðåäñòàåò â âèäå

% ≤ log2

(
1 +

Eb
N0

%
)
,

èëè
Eb
N0

≥ 2% − 1

%
.

Ïðè %→ 0 îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ �îêîí÷àòåëüíûé� øåííîíîâñêèé ïðåäåë

Eb
N0

≥ ln 2 = −1.57äÁ.

Îí óñòàíàâëèâàåò îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó ýíåðãèè Eb, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü
íà ïåðåäà÷ó îäíîãî áèòà èíôîðìàöèè âîîáùå, áåçîòíîñèòåëüíî ê ñêîðîñòè. Ïðè Eb < N0

íèêàêàÿ ïåðåäà÷à íåâîçìîæíà â ïðèíöèïå.
Cðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê ìåòîäîâ ìîäóëÿöèè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðîâîäÿò ïðè

ôèêñèðîâàííîé ñïåêòðàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, ðèñ. 18(b). Ïðîâîäèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ
ëèíèÿ, îáîçíà÷àþùàÿ øåííîíîâñêèé ïðåäåë äëÿ äàííîé ýôôåêòèâíîñòè %. Äëÿ
êîíêðåòíîãî ìåòîäà ìîäóëÿöèè òàê èëè èíà÷å ñòðîèòñÿ êðèâàÿ çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè
îøèáêè íà áèò îò îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì, âûðàæåííîãî â Eb/N0. Òîãäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíî,
÷òî, ñêàæåì, ïðè âåðîÿòíîñòè îøèáêè 10−5 ìû ïðîèãðûâàåì Øåííîíó îêîëî 7 äÁ. Ïðè
ìåíüøåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðîèãðûø áóäåò çíà÷èòåëüíåå.

Çàìå÷åíèå 8 Ñðàâíåíèå â áèò-îðèåíòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà áèò. Äëÿ ìíîãî òî÷å÷íûõ ñîçâåçäèé òèïà QAM − 128 çàäà÷à
ïåðåñ÷åòà ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè íà ñèìâîë ñîçâåçäèÿ â ñðåäíþþ âåðîÿòíîñòü
îøèáêè íà áèò ñòàíîâèòñÿ íå ïðîñòîé. Áîëåå òîãî, îòâåò îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò
âûáîðà êîíêðåòíîé ìàðêèðîâêè òî÷åê ñîçâåçäèÿ íàáîðàìè áèòîâ.

Óïðàæíåíèå 54 Îöåíèòü ðàññòîÿíèå äî øåííîíîâñêîãî ïðåäåëà äëÿ QPSK ïðè Pb =

10−6. Ïðèíÿòü ρ = 2, Eb = Es, Pb = e
− Eb

N0 .
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6 Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, ïåòëè ÔÀÏ

Êîãåðåíòíàÿ äåìîäóëÿöèÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íà ïðèíèìàþùåé ñòîðîíå îïîðíîé
íåñóùåé, ñèíõðîíèçîâàííîé ñ íåñóùåé ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû.
Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîãåðåíòíûõ îïîðíûõ íåñóùèõ ïðèìåíÿþòñÿ ïåòëè ôàçîâîé
àâòîïîäñòðîéêè (ÔÀÏ).

6.1 Èäåàëüíàÿ ïåòëÿ ÔÀÏ

Èäåàëüíàÿ ïåòëÿ ÔÀÏ, ðèñ. 19(a), âêëþ÷àåò ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð FD, óïðàâëÿåìûé
íàïðÿæåíèåì ãåíåðàòîð VCO è, â îáùåì ñëó÷àå, ïåòëåâîé ôèëüòð ñ èìïóëüñíîé ðåàêöèåé
Kh(t).

Ðèñ. 19: Èäåàëüíàÿ ïåòëÿ è åå p-ìîäåëü

Íà âõîä ïåòëè ïîñòóïàåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ôàçîé ψ(t). VCO ôîðìèðóåò
åãî ìåñòíûé àíàëîã - ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ôàçîé ψ′(t). Çàäà÷à ïåòëè - îáåñïå÷èòü
ñîâïàäåíèå ôàç ψ(t) è ψ′(t). Îíà ðåøàåòñÿ òèïîâîé ïåòëåé àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ.
Ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð FD èçìåðÿåò òåêóùóþ ôàçîâîþ îøèáêó θ(t) = ψ − ψ′, êîòîðàÿ,
ïîñëå äîëæíîãî óñèëåíèÿ (K) è ôèëüòðàöèè (h(t)), èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ìåñòíûì
ãåíåðàòîðîì â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ òåêóùåé îøèáêè.

VCO êàê èíòåãðàòîð

Ñïåöèôèêà ïåòëè ÔÀÏ êàê ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
íàëè÷èåì â íåé èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà - VCO. Ôàçà ñèãíàëà óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà
åñòü èíòåãðàë îò óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà.

ψ′(t) = D

∫ t

0

θ̂(u)du.

Êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è èíòåãðàòîðà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ëèíåéíûé
ôèëüòð, èìååò âèä

K(f) =
D

i f
=

1

i f/D
.

Îí âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîíñòðóêòèâíûì ïàðàìåòðîì D ðàçìåðíîñòè
÷àñòîòû. Ïàðàìåòð ýòîò ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìåðó äåâèàöèè (îòêëîíåíèÿ) ÷àñòîòû
ïðè åäèíè÷íîì âîçäåéñòâèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D - ýòî òà ÷àñòîòà, íà êîòîðîé ìîäóëü
êîìïëåêñíîãî êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ðàâåí åäèíèöå. Â ýòîé òðàêòîâêå D íàçûâàþò
÷àñòîòîé åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ èíòåãðàòîðà.
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Îòêëèê èíòåãðàòîðà íà åäèíè÷íîå âîçäåéñòâèå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò Dt. Ýòî
ãîâîðèò î ôèçè÷åñêîé íå ðåàëèçóåìîñòè èíòåãðàòîðà êàê ôèëüòðà. Äðóãèì óêàçàíèåì
íà íå ðåàëèçóåìîñòü ñëóæèò áåñêîíå÷íîñòü êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è íà íóëåâîé ÷àñòîòå.
VCO íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôèëüòðîì è ðåàëèçóåìûé èì èíòåãðàòîð èäåàëåí â ñìûñëå
îòñóòñòâèÿ ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðîñò ôàçû ψ′. Ïðàâäà, ôàçó êàê òàêîâóþ îí íàì
íå ïðåäúÿâëÿåò, îãðàíè÷èâàÿñü âûäà÷åé ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà eψ

′
, êîòîðûé ïîçâîëÿåò

ñóäèòü î ôàçå òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà îáîðîòîâ.

Óðàâíåíèå ÔÀÏ

Ñîãëàñíî ðèñ. 19(a), èìååì θ = ψ − ψ′. Íî

ψ′(t) = D

∫ t

0

θ̂(u)du = KD

∫ t

0

(h ∗ θ)(u)du, ãäå(h ∗ θ)(u)-ñâåðòêà.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ èäåàëüíîé ïåòëè ÔÀÏ

KD

∫ t

0

(h ∗ θ)(u)du+ θ(t) = ψ(t).

ÏàðàìåòðKD èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ðàçîìêíóòîé ïåòëè. Îí õàðàêòåðèçóåò
âåëè÷èíó ñäâèãà ÷àñòîòû VCO ïðè åäèíè÷íîé ôàçîâîé îøèáêå. Ýòîò êîýôôèöèåíò èìååò
ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû, ÷òî îòðàæàåò ôàêò ïðèñóòñòâèÿ â ïåòëå èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà.

Ðàçóìíî ââåñòè ïàðàìåòð F1 = KD - ÷àñòîòó åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ ïåòëè, êîòîðûé
îáúåäèíÿåò â ñåáå êàê ìåðó D äåâèàöèè ÷àñòîòû VCO, òàê è âñå âîçìîæíûå â ïåòëå
÷àñòîòíî-íåçàâèñèìûå êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ. Óäîáíî íîðìèðîâàòü ôèçè÷åñêèå âðåìÿ
tp è ÷àñòîòó fp íà ÷àñòîòó åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ, ïîëîæèâ

t = F1tp, f = fp/F1.

Â ýòîé íîðìèðîâêå â óðàâíåíèè ïåòëè ðàçìåðíûé ìíîæèòåëüKD ñòàíåò åäèíèöåé. Òåïåðü,
ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïåðåéäåì â p-îáëàñòü. Ïîëó÷èì(

H(p)

p
+ 1

)
θ(p) = ψ(p).

Îòñþäà íàéäåì êëþ÷åâîå äëÿ íàñ âûðàæåíèå äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïåòëè îò
ôàçû ñèãíàëà ψ äî ôàçîâîé îøèáêè θ

H(p) =
θ(p)

ψ(p)
=

p

p+H(p)
. (57)

Ïåòëÿ ÔÀÏ, 19(b), îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé îõâà÷åííîìó îáðàòíîé ñâÿçüþ óñèëèòåëþ.
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå - ýòî íàëè÷èå èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà 1/p â îáðàòíîé ñâÿçè. Åñëè
ñèãíàë ôàçîâîé îøèáêè èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, êàê ýòî áûâàåò â
ñëó÷àå ÷àñòîòíîãî äåìîäóëÿòîðà íà ÔÀÏ, òî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ðåçóëüòàò åãî
ôèëüòðàöèè ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïåòëåâûì ôèëüòðîì H(p), ëèáî îòäåëüíûì ôèëüòðîì

H̃(p). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ïîêàçàíû íà ðèñ.19(b).

6.2 Î ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèÿõ

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ H(p) ïîçâîëÿåò ñóäèòü

• Î äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïåòëè - õàðàêòåðå ïðîòåêàþùèõ â íåé ïåðåõîäíûõ
ïðîöåññîâ.
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• Î àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïåòëè ïðè t→ 0 è t→∞.

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû

Ïðåæäå âñåãî, âñÿêàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé
÷àñòîòû p

H(p) =
Q(p)

R(p)
,

ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì

ñâîèõ íóëåé (êîðíåé Q(p)) è ïîëþñîâ (êîðíåé R(p)). Ó ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè êîðíè ìîãóò áûòü ëèáî âåùåñòâåííûìè, ëèáî îáðàçîâûâàòü êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå ïàðû.

Ïðåäñòàâëåíèå î ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ â ïåòëå äàþò ïîëþñû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
- ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Âåùåñòâåííîìó ïîëþñó −σ îòâå÷àåò
ñîáñòâåííîå ðåøåíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû âèäà e−σt, ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
ïîëþñîâ −σ± if - êîëåáàòåëüíîå ñîáñòâåííîå ðåøåíèå e−σtcos(ft+ϕ). Ëþáîé ïåðåõîäíûé
ïðîöåññ â ïåòëå åñòü ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé
çàäàþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïåòëÿ óñòîé÷èâà, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ïîëþñû åå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ëåæàò
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ó óñòîé÷èâîé ïåòëè ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàþò âî âðåìåíè.

Ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè âåùåñòâåííûõ
÷àñòåé ïîëþñîâ.

Ñ âåùåñòâåííûìè ïîëþñàìè âñå ïðîñòî - ÷åì ëåâåå ïîëþñ, òåì áûñòðåå çàòóõàíèå.
Ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ïîëþñîâ - ýòî ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ âèäà p2 + 2δf0p + f 2
0 . Íîðìèðîâêà ÷àñòîòû p íà f0 ïðèâîäèò ýòî óðàâíåíèå

ê ñòàíäàðòíîìó âèäó
p2 + 2δp+ 1,

åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ δ. Îáðàòíóþ
âåëè÷èíó Q = 1

2δ
íàçûâàþò äîáðîòíîñòüþ ïàðû ïîëþñîâ.

Ïîëþñû óñòîé÷èâû (ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè), åñëè δ > 0.
Ïðè ìàëûõ δ < 1 èìååòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ïîëþñîâ p1,2 = −δ± i

√
1− δ2,

êîòîðûå ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïðèáëèæàÿñü ê ìíèìîé îñè ïðè δ → 0. Ïðè
δ > 1 ïîëþñû ñòàíîâÿòñÿ âåùåñòâåííûìè - p1,2 = −δ ±

√
δ2 − 1. Ñ ðîñòîì δ îäèí èç íèõ

óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, à âòîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê 1/2δ. Êðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ
δ = 1 îòâå÷àåò êðàòíûé âåùåñòâåííûé ïîëþñ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âðåìåíè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïëîõèì îêàçûâàåòñÿ âûáîð êàê
ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ çàòóõàíèé. Ìàëûì çàòóõàíèÿì îòâå÷àþò ïðîäîëæèòåëüíûå
ïåðåõîäíûå ïðîöåññû êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà. Ïðè áîëüøèõ çàòóõàíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ
�ëåíèâîå� ñîáñòâåííîå ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ïîëþñó 1/2δ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Âîçíèêàåò
çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàòóõàíèÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïåðåõîäíûõ
ïðîöåññîâ. Îïòèìóì íàõîäèòñÿ ãäå-òî â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çàòóõàíèÿ δ ' 1, Q '
1/2.

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé, óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ

Îñíîâó äëÿ àíàëèçà àñèìïòîòèêè ïî âèäó ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè äàåò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò
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Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü y(t), t > 0 ôóíêöèÿ, Y (p) - åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òîãäà

lim
t→0

y(t) = lim
p→∞

pY (p),

lim
t→∞

y(t) = lim
p→0

pY (p).

Ïóñòü íà âõîä ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé H(p) ïîäàí òåñòîâûé ñèãíàë â âèäå
åäèíè÷íîé ñòóïåíè 1(t) = 1, t > 0 ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà 1(p) = 1/p. Îòêëèê
ñèñòåìû íà åäèíè÷íóþ ñòóïåíü - ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà h(t), â p-îáëàñòè áóäåò èìåòü

âèä h(p) = H(p)
p
. Ïðèâëåêàÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê íàõîæäåíèþ àñèìïòîòèê ïîâåäåíèÿ

ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè, íàéäåì

lim
t→0

h(t) = lim
p→∞

H(p),

lim
t→∞

h(t) = lim
p→0

H(p).

Çíà÷åíèå ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðè t → 0 îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ óñèëåíèåì
ñèñòåìû â áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè óñèëåíèå H(f) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè f → ∞, òî íà
ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå íàáëþäàåòñÿ ðåçêèé ñêà÷îê ïðè t = 0. Åñëè æå H(f) èìååò
íóëü â áåñêîíå÷íîé óäàëåííîé òî÷êå, òî h(t) íàðàñòàåò ïëàâíî.

Íàîáîðîò, óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè - h(∞) îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è â íóëå. Åñëè H(f) èìååò íóëü â íóëåâîé òî÷êå p-
ïëîñêîñòè, òî óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Ïåòëÿ îòðàáàòûâàåò ñêà÷îê
íà âõîäå ñ íóëåâîé îøèáêîé.

Ïîìèìî åäèíè÷íîé ñòóïåíè, ïðè àíàëèçå ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ
ðàññìàòðèâàþò òåñòîâûå ñèãíàëû 1k(t), ÿâëÿþùèåñÿ k-êðàòíûìè èíòåãðàëàìè îò 1(t) ïî
âðåìåíè

11(t) =

∫ t

0

1(u)du = t, 12(t) =

∫ t

0

11(u)du = t2/2, . . . ,

ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà

hk(t) =
1

pk+1

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñíûõ ðåàêöèé hk(t) õàðàêòåðèçóþò
ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→0

hk(t) = lim
p→∞

H(p)

pk
,

lim
t→∞

hk(t) = lim
p→0

H(p)

pk
.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ÔÀÏ h(t) - ýòî ðåàêöèÿ íà åäèíè÷íûé ñêà÷åê â ôàçå, h1(t)
- ðåàêöèÿ íà ñêà÷îê ïî ÷àñòîòå, h2(t) - ðåàêöèÿ íà ñêà÷îê â ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû
è ò.ä.

Ñóùåñòâóåò ýôôåêòà Äîïïëåðà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñäâèãó ÷àñòîòû ñèãíàëà,
ïðîïîðöèîíàëüíîìó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ èçëó÷àòåëÿ, ∆f/f0 = v/c. Îí ïîçâîëÿåò ïðèäàòü
íàøèì òåñòîâûì ñèãíàëàì ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó: 1(t) - ýòî ñêà÷îê äàëüíîñòè,
11(t) - ñêà÷îê ñêîðîñòè, 12(t) - ñêà÷îê óñêîðåíèÿ.

Ïðè ñâÿçè ñ ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè
íåñóùåé ñ ó÷åòîì äîïïëåðîñêèõ ñäâèãîâ, âûçâàííûõ èçìåíåíèÿìè ñêîðîñòè èçëó÷àþùåãî
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îáúåêòà. Òðåáîâàíèå íóëåâîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ ôàçîâîé îøèáêè â îòâåò íà
ñêà÷îê ïî ÷àñòîòå ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

lim
t→∞

h1(t) = lim
p→0

H(p)

p
= 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåòëè äîëæíà èìåòü â òî÷êå p = 0 íóëü êðàòíîñòè,
êàê ìèíèìóì, äâà.

6.3 Ïåòëÿ ÔÀÏ áåç ôèëüòðà

Â îòñóòñòâèå ïåòëåâîãî ôèëüòðà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåòëè ïðèîáðåòàåò âèä

H(p) =
p

1 + p
.

Íàïîìíèì, ÷òî âðåìÿ è ÷àñòîòà íîðìèðîâàíû ó íàñ íà ÷àñòîòó åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ
ïåòëè F1.

Èìååì, H(∞) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåàêöèåé ïåòëè íà ñêà÷îê ôàçû ψ ÿâëÿåòñÿ òàêîé
æå ñêà÷îê ôàçîâîé îøèáêè θ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó H(0) = 0, óñòàíîâèâøååñÿ
çíà÷åíèå ôàçîâîé îøèáêè θ(∞) îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Âïðî÷åì, äëÿ ýòîé ïåòëè ôîðìà
èìïóëüñíîé ðåàêöèè íà ôàçîâûé ñêà÷îê ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå

h(t) = 1(t)e−t = 1(t)e−F1tp ,

ãäå tp-ôèçè÷åñêîå âðåìÿ, à t = F1tp - áåçðàçìåðíîå.
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé ñêà÷îê ïî ÷àñòîòå 11(t). Óñòàíîâèâøèìñÿ çíà÷åíèåì

èìïóëüñíîé ðåàêöèè h1(t) îêàçûâàåòñÿ

lim
p→0

H(p)

p
= lim

p→0

1

1 + p
= 1

Òî åñòü, ñêà÷îê ïî ÷àñòîòå íà ∆F ïðèâåäåò ê óñòàíîâèâøåéñÿ îøèáêå

∆θ =
∆F

F1

îáîðîòîâ èëè 2π
∆F

F1

ðàäèàíîâ.

Óïðàæíåíèå 55 Â ôèçè÷åñêèõ åäèíèöàõ âûïèñàòü ôîðìóëó äëÿ èìïóëüñíîé ðåàêöèè
h1(t) íà îøèáêó ïî ÷àñòîòå.

Óâåëè÷åíèåì óñèëåíèÿ ïåòëè F1 → ∞, â ïðèíöèïå, äîñòèãàþòñÿ âñå öåëè. Ðåàêöèÿ íà
îøèáêó ïî ôàçå ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî êîðîòêîé, à óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà ïî ÷àñòîòå
- ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

Â îòñóòñòâèå øóìà áîëüøå æåëàòü íå÷åãî. Ïðîáëåìà òîëüêî â òîì, ÷òî íàøà ïåòëÿ
êðàéíå øèðîêîïîëîñíà - ÷àñòîòà åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ ðàçîìêíóòîé ïåòëè ñîñòàâëÿåò F1.

Øóì ýôèðà, âîçäåéñòâóÿ íà ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ øóìîâîé
êîìïîíåíòû ôàçîâîé îøèáêè. Äàëåå âåñü ýòîò øóì íàïðÿìóþ ïîñòóïàåò íà âõîä
óïðàâëåíèÿ VCO, ÷òî âûçûâàåò ôëþêòóàöèè ôàçû ìåñòíîé íåñóùåé. Äëÿ ñèñòåì
âûäåëåíèÿ íåñóùåé òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåïðèåìëåìà. Â êîãåðåíòíîé ñèñòåìå ñâÿçè ôàçîâûé
øóì îïîðíîãî ãåíåðàòîðà íåñóùåé äîëæåí, ïî âîçìîæíîñòè, îòñóòñòâîâàòü.

Îñîçíàâ ýòî, ïðîáóåì ñóçèòü ïîëîñó ïåòëè ââåäåíèåì ïåòëåâîãî ôèëüòðà.
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6.4 Ïåòëè ñ ôèëüòðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî.

Èíòåãðèðóþùàÿ öåïü

Ââåäåì â ïåòëþ ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò ïåðâîãî ïîðÿäêà â âèäå ïðîñòîé
èíòåãðèðóþùèé öåïè

H =
1

1 + i(fp/Fh)
=

1

1 + i(fp/F1)(F1/Fh)
=

1

1 + i(f/α)
=

1

1 + p/α
.

Çäåñü Fh - âåðõíÿÿ ÷àñòîòà èíòåãðèðóþùåé öåïè, à α = Fh/F1 - îíà æå â áåçðàçìåðíûõ
åäèíèöàõ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â âûðàæåíèå (57) äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïåòëè íàéäåì

H(p) =
p(1 + p/α)

p2/α+ p+ 1
.

Ïåðåíîðìèðóåì ÷àñòîòó, ïîëîæèâ s2 = p2/α. Ïîëó÷èì,

H(s) =
s2 +

√
αs

s2 +
√
αs+ 1

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â íîâîé íîðìèðîâêå åäèíèöåé ÷àñòîòû ñòàëà âåëè÷èíà
√
FhF1, à

ñàìè íîðìèðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíÿëè âèä

f =
fp√
FhF1

, α =
Fh
F1

Ðåçóëüòàò íåóòåøèòåëåí. ×òîáû ïîïàñòü â îáëàñòü êðèòè÷åñêèõ çàòóõàíèé, íåîáõîäèìî
èìåòü δ =

√
α/2 ' 1 èëè α = Fh

F1
' 4. Òî åñòü, èíòåãðèðóþùàÿ öåïü äîëæíà áûòü ïðèìåðíî

â 4 ðàçà øèðîêîïîëîñíåå ïåòëè. Ýòî áåññìûñëåííî. Ñóæåíèå ïîëîñû ïåòëè (α → 0) äàåò
ïàðó ïîëþñîâ ñ íèçêèì çàòóõàíèåì. Ýòî âåäåò ê ïðîäîëæèòåëüíîìó ïåðåõîäíîìó ïðîöåññó
êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà.

Óïðàæíåíèå 56 Ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â
ðàññìàòðèâàåìîé ïåòëå èìååò ïîðÿäîê

e
−

r
Fh
F1
Fhtp

Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè α→ 0 ïîëó÷àåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

H(s) =
s2

s2 + 1

c äâóìÿ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñè, ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â êîòîðîé íå çàòóõàþò âîâñå.

Ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðèðóþùàÿ öåïü

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðèðóþùåé öåïè èìååò âèä

H =
1 + γ p

α

1 + p
α

,
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îòëè÷àÿñü îò ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè èíòåãðèðóþùåé öåïè îäíèì äîïîëíèòåëüíûì
ïàðàìåòðîì γ, èìåþùèì ñìûñë êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è íà áåñêîíå÷íîé ÷àñòîòå.
Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è öåïè èçìåíÿåòñÿ îò 1 íà íóëåâîé ÷àñòîòå äî óðîâíÿ γ íà âûñîêèõ
÷àñòîòàõ, ïàäàÿ äî óðîâíÿ 1/

√
2 íà ÷àñòîòå ïîðÿäêà Fh = αF1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â âûðàæåíèå (57) è ïðèìåíèâ òó æå ïåðåíîðìèðîâêó, ÷òî è âûøå,
íàéäåì

H(s) =
s2 +

√
αs

s2 +
√
α

(
1 + γ

α

)
s+ 1

.

Äëÿ ýòîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ èìååò âèä

δ =
1

2

(√
α+

γ√
α

)
è îêàçûâàåòñÿ ðàñòóùåé êàê ïðè áîëüøèõ, òàê è ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α.

Çàäà÷à âûáîðà ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíîãî ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðèðóþùåãî ôèëüòðà
äëÿ ïåòëè ÔÀÏ ðåøàåòñÿ â ñëåäóþùåì êîíòåêñòå. Çàäàåìñÿ íåêîòîðûì ïðèåìëåìûì
çíà÷åíèåì γ óðîâíÿ ïîäàâëåíèÿ øóìà â äàëüíåé çîíå, ñêàæåì, ïîëàãàåì γ = 10−3. Òîãäà
ïîïàäàíèå ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ δ â îáëàñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè
çíà÷åíèÿõ α = Fh

F1
' γ2 = 10−6. Ïðè çàäàííîé ïîëîñå ôèëüòðà Fh ýòîãî âñåãäà ìîæíî

äîáèòüñÿ âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ðàçîìêíóòîé ïåòëè
F1. Ââèäó ïëàâíîñòè ôèãóðèðóþùèõ â îïòèìèçàöèè çàâèñèìîñòåé, áîëüøîé òî÷íîñòè â
âûáîðå ïàðàìåòðîâ íå òðåáóåòñÿ. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîðÿäêè âåëè÷èí áûëè âûáðàíû
ðàçóìíî.

6.5 Ïåòëè âòîðîãî ïîðÿäêà - äâà èíòåãðàòîðà.

Íóëåâîé óðîâåíü óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ îøèáêè ïî ôàçå â îòâåò íà ñêà÷îê ÷àñòîòû
îáåñïå÷èâàþò òîëüêî ïåòëè ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàòîðîì â êà÷åñòâå ïåòëåâîãî
ôèëüòðà. Íàèâíàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè èíòåãðàòîðà 1/p â (57) ïðèâîäèò ê
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè íåóñòîé÷èâîé ïåòëè

H(p) =
p2

1 + p2

ñ äâóìÿ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñè. Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñîñòîèò âî ââåäåíèè
ïðîïîðöèîíàëüíîé êîìïîíåíòû. Ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ïåòëåâîãî ôèëüòðà âûáèðàþò
â âèäå

H(p) =
α

p
+ γ,

ãäå α = Fh/F1 - ÷àñòîòà åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàòîðà, íîðìèðîâàííàÿ íà
óñèëåíèå ïåòëè F1. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî â (57), ïîñëå íàøåé ñòàíäàðòíîé ïåðåíîðìèðîâêè,
äàåò

H(s) =
s2

s2 + γ√
α
s+ 1

.

Ñ ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè çäåñü âñå â ïîðÿäêå. Ïðè ëþáîé çàäàííîé ïîëîñå
åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ ïåòëåâîãî èíòåãðàòîðà Fh âûáîðîì ïîñòîÿííîé γ ' 2

√
α äåëàåì

ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îêîëî êðèòè÷åñêîé. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò â íóëå íóëü
êðàòíîñòè äâà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî íóëþ óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåõîäíîé
õàðàêòåðèñòèêè h1(t) - ðåàêöèè íà åäèíè÷íóþ ñòóïåíü ïî ÷àñòîòå 11(t).
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Îñíîâíóþ ñëîæíîñòü çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè
�íàñòîÿùåãî� èíòåãðàòîðà ñ ðåàëüíûì ïîëþñîì ïåðåäà÷è íà íóëåâîé ÷àñòîòå. Íèêàêèå
êîìïðîìèññû çäåñü íå ïðîõîäÿò. Ëþáàÿ ïîïûòêà ïðèáëèæåííîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàòîðà
â âèäå èíòåãðèðóþùåé öåïè ñ �î÷åíü áîëüøîé� ïîñòîÿííîé âðåìåíè íåìåäëåííî ïðèâîäèò
ê âàðèàíòó ïåòëè ñ ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåãðèðóþùåé öåïüþ, äëÿ êîòîðîé óñòàíîâèâøååñÿ
çíà÷åíèå îøèáêè ïî ÷àñòîòå ðàâíî 1.

Ïåòëè ýòîãî êëàññà, â îñíîâíîì, ðåàëèçóþòñÿ â öèôðîâîé ôîðìå. Öèôðîâàÿ ðåàëèçàöèÿ
èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà, êàê ðàç, òðèâèàëüíà. Â åãî ðîëè ìîæåò âûñòóïàòü, íàïðèìåð,
îáû÷íûé ñ÷åò÷èê.

6.6 Ôàçîâûå äèñêðèìèíàòîðû. Ýôôåêòû íåèäåàëüíîñòè.

Îñíîâíîé èñòî÷íèê ïðîáëåì ñ ïåòëÿìè ÔÀÏ ñêðûò â ðåàëèçàöèè ôàçîâîãî
äèñêðèìèíàòîðà. Â èäåàëüíîì âàðèàíòå ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð ñòðîèòñÿ íà áàçå
êâàäðàòóðíîãî äåìîäóëÿòîðà, êîòîðûé âîññòàíàâëèâàåò êîñèíóñíóþ è ñèíóñíóþ
êîìïîíåíòû ñèãíàëà îòíîñèòåëüíî ìåñòíîé íåñóùåé, ðèñ. 20. Äëÿ ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêîãî
ñèãíàëà ýòè êîìïîíåíòû îêàçûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè êîñèíóñó è ñèíóñó òåêóùåé
îøèáêè ïî ôàçå. Çíà÷åíèå ôàçîâîé îøèáêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê àðêòàíãåíñ îòíîøåíèÿ
êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò.

Ðèñ. 20: Ê îáñóæäåíèþ ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà

Ïåðâàÿ ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îáðàáîòêà
êîíêðåòíîé ïàðû çíà÷åíèé êâàäðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü
çíà÷åíèå ôàçû òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðèîäà (îáîðîòà).

Èäåàëüíûé ôàçîâûé äèñêðèìèíàòîð äîëæåí âåñòè ñ÷åò ÷èñëà ïîëíûõ îáîðîòîâ è
âêëþ÷àòü åãî â îöåíêó òåêóùåé ôàçîâîé îøèáêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî ñèãíàëà äèñêðèìèíàòîðà îò îøèáêè ïî ôàçå.

Åñëè äèñêðèìèíàòîð íå âåäåò ñ÷åò îáîðîòîâ, åãî ñèãíàë îêàçûâàåòñÿ �íàìîòàííûì íà
öèëèíäð�, ñòàíîâÿñü ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ôàçîâîé îøèáêè. Ïðè ðàçóìíîì âûáîðå
íà÷àëà îòñ÷åòà ñèãíàë äèñêðèìèíàòîðà ëèíåéíî èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −π äî +π -
ïîë îáîðîòà â ñòîðîíó îïåðåæåíèÿ è ïîë îáîðîòà â ñòîðîíó îòñòàâàíèÿ. Â ýòèõ ïðåäåëàõ
äèñêðèìèíàöèîííàÿ êðèâàÿ îñòàåòñÿ ëèíåéíîé. Ïðåâûøåíèå çíà÷åíèåì ôàçîâîé îøèáêè
ãðàíèöû ±π âûçûâàåò ïðîñêàëüçûâàíèå öèêëà. Èíôîðìàöèÿ î ôàçîâîé îøèáêå íà îäèí
îáîðîò òåðÿåòñÿ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà ïðîñòî èñïîëüçóåò â
êà÷åñòâå ñèãíàëà ôàçîâîé îøèáêè âûõîä ñèíóñíîãî êàíàëà êâàäðàòóðíîãî äåìîäóëÿòîðà.
Ïðè ýòîì äèàïàçîí äîïóñòèìûõ èçìåíåíèé âåëè÷èíû ôàçîâîé îøèáêè ñîñòàâëÿåò âñåãî
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±π/2, à çàâèñèìîñòü ñèãíàëà äèñêðèìèíàòîðà îò ôàçîâîé îøèáêè ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé.
Ïåòëÿ ñ òàêèì äèñêðèìèíàòîðîì îñòàåòñÿ ëèíåéíîé òîëüêî ïðè ìàëûõ îøèáêàõ ïî ôàçå.

Âòîðàÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü äèñêðèìèíàòîðîâ ýòîãî òèïà ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè
çàâèñèìîñòè ñèãíàëà ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà îò óðîâíÿ A ñèãíàëà íà âõîäå. Ýòî
ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ñèãíàë êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ðàçîìêíóòîé ïåòëè.
Ïðè ìàëûõ ñèãíàëàõ ïîëîñà åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ ïåòëè ñóæàåòñÿ, ïðè áîëüøèõ -
ïðîïîðöèîíàëüíî ðàñøèðÿåòñÿ. Êîëåáàíèÿ ïåòëåâîãî óñèëåíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà
äèíàìèêó ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ïåòëå.

Ïîëîñà óäåðæàíèÿ

Ñëåäñòâèåì ïåðèîäè÷íîñòè äèñêðèìèíàöèîííîé êðèâîé ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
ïîëîñû óäåðæàíèÿ.

Ïóñòü ÷àñòîòà âõîäíîãî ñèãíàëà ïåòëè ïëàâíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïåòëÿ îòñëåæèâàåò
ýòî óâåëè÷åíèå. Â õîäå îòñëåæèâàíèÿ â ïåòëå ðàñòåò çíà÷åíèå óñòàíîâèâøåéñÿ ôàçîâîé
îøèáêè. Íî, ïðè ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé FD, äèàïàçîí âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôàçîâîé
îøèáêè îãðàíè÷åí. Êîãäà îí îêàçûâàåòñÿ èñ÷åðïàííûì, ïðîèñõîäèò ñðûâ ñëåæåíèÿ. Ê
ïðèìåðó, â ïåòëÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà óñòàíîâèâøàÿñÿ îøèáêà ïî ôàçå ïðè ñäâèãå ÷àñòîòû
íà ∆F ñîñòàâëÿåò 2π∆F

F1
. Ïðè ïèëîîáðàçíîé äèñêðèìèíàöèîííîé êðèâîé ñðûâ ñëåæåíèÿ

ïðîèçîéäåò ïðè ∆F > F1/2. Øèðèíà äâóõñòîðîííåé ïîëîñû óäåðæàíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîé ïîëîñå åäèíè÷íîãî óñèëåíèÿ F1.

Óïðàæíåíèå 57 Îöåíèòü øèðèíó äâóõñòîðîííåé ïîëîñû ñëåæåíèÿ äëÿ ïåòëè ñ
ñèíóñíîé äèñêðèìèíàöèîííîé êðèâîé (Îòâåò: ∆F > AF1/2).

Â ïåòëÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå ôàçîâîé îøèáêè ïðè ñëåæåíèè
çà ÷àñòîòîé ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó, òåîðåòè÷åñêè, ïîëîñà ñëåæåíèÿ áåçãðàíè÷íà. Â
ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ îíà îãðàíè÷èâàåòñÿ äèàïàçîíîì ïåðåñòðîéêè ïî ÷àñòîòå
óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà.

Óïðàæíåíèå 58 Çàäàâ æåñòêèå ãðàíèöû äèàïàçîíà ïåðåñòðîéêè óïðàâëÿåìîãî
ãåíåðàòîðà [−D,+D], îöåíèòü øèðèíó ïîëîñû ñëåæåíèÿ äëÿ ïåòåëü ïåðîâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ (îäèí è äâà èíòåãðàòîðà).

Ïîëîñà çàõâàòà

Ïîíÿòèå ïîëîñû çàõâàòà îòíîñèòñÿ ê àíàëèçó ïðîöåññà âõîæäåíèÿ ïåòëè â ñèíõðîíèçì
ñ âíåçàïíî ïîÿâèâøèìñÿ ñèãíàëîì.

Ïóñòü ïåòëÿ âðåìåííî ðàçîìêíóòà. Íà âõîäå óïðàâëåíèÿ VCO-íóëåâîé ñèãíàë è îí
ôîðìèðóåò ñâîþ íîìèíàëüíóþ ÷àñòîòó f0. Ïðè íàëè÷èè íà âõîäå ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé
f0 + ∆F íà âûõîäå ôàçîâîãî äèñêðèìèíàòîðà áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë
÷àñòîòû ∆F - íåïðåðûâíîå ïðîñêàëüçûâàíèå öèêëîâ.

Ïîäêëþ÷èì ýòîò ñèãíàë êî âõîäó VCO. Îäíà èç åãî ïîëóâîëí áóäåò ñäâèãàòü
÷àñòîòó VCO â �ïðàâèëüíóþ� ñòîðîíó, äðóãàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ðåçóëüòàòîì
�ïðàâèëüíîãî� ñäâèãà ñòàíåò ñíèæåíèå îøèáêè ïî ÷àñòîòå, òî åñòü, óìåíüøåíèå
ñêîðîñòè ðàñõîæäåíèÿ ôàç. Ýòî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîëóâîëíû.
Ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîëóâîëí îáðàòíîãî çíàêà, íàîáîðîò, ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò
ïîÿâëåíèå â ñèãíàëå FD ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé, êîòîðàÿ ñìåùàåò ÷àñòîòó VCO â
íóæíóþ ñòîðîíó. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ çàõâàòîì ôàçû.

Â ïåòëÿõ áåç ôèëüòðà ïîëîñà çàõâàòà èìååò òó æå øèðèíó, ÷òî è ïîëîñà óäåðæàíèÿ.
Â ïåòëÿõ ñ ïîëîñîâûì ôèëüòðîì ýòî íå òàê. Îáúÿñíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
óçêîïîëîñíûé ïåòëåâîé ôèëüòð ìîæåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîäàâèòü ñèãíàë îøèáêè íà
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÷àñòîòå ∆F . Â ðåçóëüòàòå íà âõîä VCO íè÷åãî íå ïîñòóïàåò, ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â
ñèãíàëå äèñêðèìèíàòîðà íå îáðàçóåòñÿ. Ïðàêòè÷åñêè ïîëîñà çàõâàòà óçêîïîëîñíûõ ïåòåëü
âñåãî ëèøü â íåñêîëüêî ðàç øèðå ïîëîñû ïåòëåâîãî ôèëüòðà.
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