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13. BELKI CIAGLE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

13.1. Metoda trzech momentow

Rozwiazanie wieloprzgstowych belek statycznie niewyznaczalnych mozna utatwi¢ w znaczacym stopniu
przez dobranie odpowiedniego schematu podstawowego oraz zastosowanie szczegolnej postaci metody sit
zwanej metoda trzech momentow.

Rozwazmy dowolnie obciazong wieloprzgstowa belkg statycznie niewyznaczalna.

VAN ANV ANV ANRVAN

Rys. 13.1. Belka wieloprzestowa statycznie niewyznaczalna

Najbardziej dogodnym schematem zastepczym (podstawowym), bedzie schemat, w ktorym przerwiemy
ciaglos¢ belki przez wprowadzenie przegubow nad podporami i przyjmiemy nadliczbowe niewiadome w
postaci momentow podporowych.
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Rys. 13.2. Schemat podstawowy

Uwaga: przy tak dobranym uktadzie podstawowym macierz podatnosci bedzie macierza pasmowa.

Rozwazmy teraz dwa sasiednie, dowolnie wybrane przesta belki /x oraz I+, 0 r6znej sztywnosci EJ;,
EJi+1, ale stalej na catej dlugosci przesta. Zatézmy takze jako wiodacy wplyw momentow (wplyw sit
normalnych i poprzecznych w belce zginanej jest znikomy).
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Rys. 13.3. Wykresy momentow w stanach jednostkowych

Uktad rownan kanonicznych zapiszemy w postaci:

20, X +A,=0, i=12,..,n (13.1)

j=1

W celu otrzymania wspolczynnikow k-tego wiersza macierzy podatnosci, nalezy wykres momentow M;
mnozy¢ kolejno przez pozostate wykresy. Analizujac wykresy momentow dla kolejnych stanow obciazen
(rys. 13.3) tatwo zauwazyc¢, ze wykres M; pokrywa si¢ jedynie z dwoma sasiednimi wykresami. Stad tylko
trzy wspolczynniki z indeksem k beda mialy warto$¢ r6zna od zera.

3 1 (1 1\ L

81470 5k—1‘k—6k,k—1_Ejk' E'Zk'] 'E'l _6EJk (13.2)
5. #0 S __L i.[ .1 .2.1 + ! .l.] .1 .3.1 _1 [k s (13.3)
ok e Er o\2 703 EJ,  \2 """ 3 3 \EJ, EJ_, ’

1 1 1 Ly
i) 120 8iur =0, =—-(—-1 R )=— (13.4)

k+1,k k+1k k,k+1 EJk+1 2 k+1 3 6EJk+1

Podstawiajac otrzymane warto$ci i mnozac przez 6 cate rownanie kanoniczne otrzymujemy:
Xk,,-l—k+2X,, by o +X,., i +6A,=0 (13.5)
EJ, EJ, EJyy, EJ i,

Mnozac nastgpnie roOwnanie przez sztywno$¢ porownawcza EJ, uzyskujemy roOwnanie zwane roéwnaniem
trzech momentdéw (nazwa pochodzi stad, ze w tym réwnaniu wystepuja trzy sasiednie momenty podporowe):
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X oL 42X L+ )+ Xl =6 EJ A,
gdzie:
1, =1, ==

" EJ,

jest dlugoscia sprowadzona (dtugos¢ zastepcza).

(13.6)

(13.7)

Roéwnanie trzech momentéw na koncach belki wieloprzestowej wymaga pewnej modyfikacji — warunki

brzegowe omoéwimy dla trzech przypadkow zakonczenia belki.

1. Przypadek pierwszy - belka jest podparta na koncu w sposdb przegubowo przesuwny.
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Rys. 13.4. Przegubowo-przesuwne zakonczenie belki

Dla takiego zamocowania konca belko moment w punkcie 0 jest rowny 0, stad X, = 0 i rdwnie trzech

momentoéw bedzie sktadato si¢ tylko z trzech wyrazow.

2X (1,41, )+ X 01, =—6 EJ A,

2. Przypadek drugi - belka z wolnym, nie podpartym koncem:
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Rys. 13.5. Belka z przewieszeniem

W tym przypadku na koncu belki moment mozna tatwo wyznaczy¢ i wtedyM; = M, X, # 0
dal X,=M

dla2 X,-1,"+2X,(1,"+1," )+ X 1,'=—6 EJ,A,,
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Przypadek trzeci — utwierdzenie na poczatku belki
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Rys. 13.6. Utwierdzony poczqtek belki
Taka belke nalezy rozszerzy¢ o jedno przgsto wstecz, zaktadajac rownoczesnie, ze [, = 0
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Rys. 13.7. Model zastepczy przy utwierdzeniu
Taki zabieg doprowadzi do uzyskania rownania brzegowego w postaci:
2X,1,"+X,1,"=—6EJ,A,, (13.8)
13.2. Linie wplywu sil nadliczbowych X; belek wieloprzestowych

Rozpatrzmy sytuacje, w ktoérej obciazenie belki wieloprzestowej, statycznie niewyznaczalnej jest

zmienne.
X
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Rys. 13.8. Belka wieloprzestowa statycznie niewyznaczalna

Wyznaczanie w ukladach statycznie niewyznaczalnych linii wptywu wielkosci statycznych klasyczna
metoda sil, nalezy rozpocza¢ od wyznaczenia linii wptywu nadliczbowych niewiadomych X;. Zmiennymi beda
wyrazy wolne Asr 1 w konsekwencji takze X; przyjma wartosci zalezne od polozenia obciazenia.

Problemem jest sposéb wyznaczenia A przy obciazeniu poruszajacym si¢ po belce. Rozpocznijmy
rozwazania od rozwigzania tego problemu. Niech dana begdzie belka wieloprzgstowa, statycznie
niewyznaczalna, po ktorej porusza si¢ sita P. Przyjmujemy uktad podstawowy jak na rys. 13.2, wtedy A jest
wzajemnym obrotem przekroju lewego i prawego przy podporze k wywotany dziataniem sity P.
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Rys. 13.9. Uklad podstawowy obciqzony silq poruszajqcq sie

Zatrzymajmy myslowo dana sit¢ P na jednym z przgset (rys. 13.10).
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Rys. 13.10. Sita P polozona w danym przesle (k-1,k)

Dla takiego, chwilowego potozenia sity, wykres momentow wystapi tylko w przesle w ktoérym dziata sita P.
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Rys. 13.11. Wykres momentow od sily P polozonej w przesle (k-1,k)

Jezeli zalozymy, ze P = [ [-] mozemy przej$¢ na umowny zapis (wzajemny kat obrotu jest rowny podatnosci,
tzn. przemieszczeniu od jednostkowej sity):

Ap=0,p (13.9)

Na mocy twierdzenia Maxwella wiadomo, ze wzajemny kat obrotu przekroju lewego i prawego przy przegubie
k jest rowny:

8,p=0p (13.10)
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gdzie Jpr jest to przemieszczenie pionowe pod punktem przylozenia sity P, wywotane dziataniem momentu
Xi = 1 lub inaczej jest to linia ugigcia belki wywolana statym momentem X, = /. Ugigcie to jet niezerowe
tylko dla dwoch przeset (k-1,k) 1 (kk+1).
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Rys. 13.12. Linie ugiecia belki przy dzialaniu X i P

Znajdzmy lini¢ ugigcia belki w(x) wywotana znanym momentem M(x) za pomoca calkowania rownania
ro6zniczkowego.

X
— X =1
k-1 EJ k X
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Rys. 13.13. Momenty zginajgce w przesle (k-1,k) od przylozonego momentu jednostkowego

Funkcje ugietej osi belki opisuje réwnanie rézniczkowe:

=—M(x) (13.11)
Dla rozpatrywanej belki (rys. 13.13) moment M(x) jest opisywany funkcja:
1
M(x)=l—'x (13.12)
k

Podstawiajac rownanie momentu do wzoru (13.11) otrzymujemy:
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Wprowadzmy bezwymiarowa zmienna:

g:

X
I

Druga pochodna funkcji w(¢) po zmiennej x wynosi:

d’w(g)_d’w(g) 1

dx’ dg’ [}

Po podstawieniu (13.14) i (13.15) do (13.13) otrzymujemy réwnanie:

1 d’w(g)
J — 27
Y12 qF 5
] rr
EJ, —w''(§)=—¢
lk

Otrzymang funkcj¢ dwukrotnie catkujemy:

2
EJk-l%-w’(E)z—(%JrC)
k

1 g
EJ —w(&)=—|=+CE+D
IR 6

A po podstawieniu warunkow brzegowych w(0) = 01 w(l) = 0 otrzymujemy wartosci statych:

W ten sposob uzyskujemy funkcje linii ugigcia belki

I s
w(g)=—t g

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A
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ktora jest poszukiwanym wspotczynnikiem oy dla przesta (k-1,k)

I
8,p=06p=w(E)=——w(E) (13.20)
: 6EJ,
Krzywizng ugigtej belki opisuje wzor:
w(§)=£-¢ (13.21)

Wykres momentéw Mp od sity dziatajacej w przesle (k-1,k) (rys. 13.11) pokrywa sig tylko z wykresami
jednostkowymi Xi=1 1 Xi.;=1 (rys. 13.3). Wobec tego dla dowolnego & tylko Asr oraz Aw.r beda rézne od 0.
A mamy juz wyznaczone, problemem teraz pozostaje wyznaczeni€ Ay;p = Ok1p = Opss (gdzie Opr: jest
przemieszczeniem pionowym pod sita P wywotanym dziataniem momentu skupionego X;.,).
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Rys. 13.14. Linia ugiecia belki od momentu jednostkowego przylozonego w punkcie k-1

Wspotczynnik dpr.; mozna wyznaczy¢é w analogiczny sposob co Jpr podstawiajac jedynie do wyznaczonego
wzoru (13.19) &' zamiast &

Otrzymamy wowczas rOwnanie:

12
T (g-2") (13.22)
k

Po podstawieniu zaleznosci &' = 1-¢ 1 uporzadkowaniu zapisu otrzymujemy:

TN I’ K
5p,,f7,=6E"J [(I—E)—(1—§)3]=6£J (26—3§2+§3)=6bfj ‘w'(§) (13.23)
k k k

Funkcje krzywizny opisuje wzor:

w'(8)=28-38"+¢ (13.24)
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Uzyskane funkcje (13.20) i (13.22) trzeba wstawi¢ do wzoru trzech momentéow (13.6). Rozpiszemy
wystepujace tam czlony:

2 2

—6EJ A,,=—6 EJ ~l—k(§—§3)=—6 EJ - L w(E)=—1,-1," w(E) (13.25)
o~ kP o 6EJk o 6EJk k “k .
—6EJ,A,_, ,=—1,1,"w'(E) (13.26)
gdzie:
1=t B
kT Yk EJk

Teraz mozemy przejs¢ do wyznaczenia nadliczbowych X; - stosujemy zapis macierzowy:

[FI-{x]+{al=(0] (13.27)
) (13.28)

gdzie {X} — wektor szukanych sit nadliczbowych, [F] = [0x] - macierz podatnosci, {4} = [Cir]- wektor
wyrazow wolnych.

Po przeniesieniu {4} na druga strong rownania i podzieleniu obu stron rownania przez [F] otrzymujemy:
(X)=—[F["{4] (13.29)
Jezeli zapiszemy, ze [F|'=[B,] , to wzér ogdlny na k-ta niewiadoma przyjmie postaé:

Xk:Bk1'C1P+ﬁkz'C2P+---+Bk,k71'de,P+Bkk'CkP+Bk,k+1'Ck+1,p+... (13.30)

gdzie Cip = -6EJA;p , przy czym nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku gdy sita jednostkowa porusza si¢ w
obrebie przgsta (k-1,k), tylko dwa wyrazy Cjp sa niezerowe:

Ciop=—6EJ A =11, w'(E) (13.31)
Ck,P:_6EJoAk,P:_lk'lk,'w(g) (13.32)

Wobec powyzszego funkcja nadliczbowej X w kazdym przgsle ma inna postaé wyznaczona w oparciu o dwa
czlony wyrazenia (13.30).
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Linia wpltywu nadliczbowej niewiadomej X, przebiega nastgpujaco:

“TTT—Z & &S — 2 T WX
k
Rys. 13.15. Linia wplywu nadliczbowej niewiadomej X,

Wida¢ z rysunku, ze linia wplywu przestala by¢ prostokre§lna (jak w przypadku linii wptywu w uktadach
statycznie wyznaczalnych), jest natomiast krzywa trzeciego stopnia.

13.3. Linie wplywu sil wewnetrznych w belkach wieloprzestowych statycznie
niewyznaczalnych.

Niech dana bedzie belka wicloprzgstowa statycznie niewyznaczalna, obcigzona poruszajaca si¢ sita
jednostkowa.

X a
i
AN )A AN
7777 0/7777 ST777
k-1 k k+1
_ s Ik1 s Ik Ly _ _
@ Ed ,

Rys. 13.16. Przekroj a-ow belce wieloprzestowej

W poprzednim punkcie wyznaczyliSmy juz linie wptywu wszystkich wielko$ci nadliczbowych X;. Do
wyznaczenia linii wptywu sit wewngtrznych postuzymy si¢ zasada superpozycji:

S(n)zs(0)+z S”),Xi (13.33)

gdzie:
S™ — wielko$¢ sity uogdlnionej w uktadzie statycznie niewyznaczalnym,
S - wielko$¢ sity uogolnionej w uktadzie stycznie wyznaczalnym,

S - wielko$¢ sity uogodlnionej w stanie X; = 1.

Zasada superpozycji dla linii wplywu sit uogoélnionych zastanie zapisana w nastgpujacy sposob:
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wS"=lwS""+ S"-wx, (13.34)
Wobec tego linia wplywu momentu w przekroju a-a w ukladzie statycznie niewyznaczalnym wynosi:

IWME,:I):[WME:)J’_Z Mg)‘lWX,- (13.35)

gdzie:
wM'"” — linia wplywu momentu w przekroju a-a belki w uktadzie podstawowym (statycznie wyznaczalnym),

MY — warto$¢ momentu zginajacego w przekroju a-a w stanie X; = 1.

(24

Rozpocznijmy od wyznaczenia linii wptywu momentu w przekroju a-a belki w uktadzie podstawowym
od wedrujacej sily jedynkowej. Dla uktadu podstawowego moment w przekroju a-a bedzie rézny od zera,
wtedy gdy sila poruszajaca si¢ obciaza przgsto (k-1,k),w ktorym zlokalizowany jest przekrdj a-o.

X 2F’=1
" 1 a
- k-1 ﬁ( k k+1
X K T KX K
7777 /7777X | ;7777 7777
| b o) ay '
| | L |
- d ol I o | lWM ©
. | :
X X X
a X A
| o |

Rys. 13.17. Linia wplbywu momentu w przekroju o — o. w uktadzie podstawowym

Nastepnie okreslmy wartosci M (;) , czyli wartosci momentu zginajacego w przekroju a - a, gdy uktad
podstawowy bedzie obcigzony kolejno sitami X; = 1.

Sposréd wszystkich wartosci M (3 tylko dwie sa niezerowe:
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Rys. 13.18. Wartosci momentow Ma(” w stanach jednostkowych

— gdy obciazymy przgsto, na ktérym znajduje si¢ przekroj a-oo momentem jednostkowym X;.; = I (obciazenie
stacjonarne) przy lewej podporze,

'ly g 'I' g ’l]'
—1 k-1 a
/7777 I ST777

|

Rys. 13.19. Moment M " przy obciazeniu lewej podpory przesta silq uogélnionqg X, _ =1

wtedy:

'
X

Z (13.36)

(k=1)__
M, = ;
k

- oraz gdy obciazymy przgsto, na ktérym znajduje si¢ przekrdj a-o momentem jednostkowym X; = [
(obciazenie stacjonarne) przy prawej podporze,

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A. AlmaMater
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Rys. 13.20. MomentMa”‘) przy obciqzeniu prawej podpory przesta silq uogolnionq X, =1

wtedy:

(24

) _ Ya
M= (13.37)
lk

Podstawiajac wyprowadzone wielko$ci, otrzymujemy wzoOr ostateczny linii wplywu momentu w
przekroju a-a (zlokalizowanego w przgsle (i-1,i)) belki wieloprzgstowej statycznie niewyznaczalnej od
wedrujacej sity jedynkowej P:

!

x (24 xD(
7 -lei71+l—-lel.

i i

wM"=wM'\"+ (13.38)

Przebieg linii wplywu momentu zginajacego w przekroju a-a dla uktadu podstawowego i rzeczywistego
przedstawiono na rys. 13.21.

k-1 ( k k+1
- JAN AN JAN JAN -7
7777 /77|77 a) T /7777
[ | ' ' |
. | | | (0)
| , | | | w M,
! | ! ! I
| : | | | fwM ™
I ’ a

Rys. 13.21. Linia wplywowa momentu zginajgcego w przekroju o-o.

Linia wptywu sil poprzecznych wyznaczymy analogicznie jak dla momentéw zginajacych. Zapiszemy,
zgodnie z zasada superpozycji:
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wT =T+ TV X, (13.39)

Linia wptywu sity poprzecznej w przekroju a-a w uktadzie podstawowym ogranicza si¢ do przesta, w ktorym
wystepuje przekroj.

. P=1
Ht
a
U < U A G Sy
JAN AN ) AN N T T
/77|77 /77'77Xa )é77|77 T777

Rys. 13.22. Linia wplywu sily poprzecznej w przekroju o.— o. dla uktadu podstawowego

Wartosci sily poprzecznej T EQ beda niezerowe, podobnie jak dla momentdéw, tylko w dwodch
przypadkach:

- gdy obciazymy przgsto, na ktorym znajduje sig przekrdj a-a momentem przy lewej podporze (rys. 13.19).

T _

o

I
— (13.40)
k

- oraz gdy obciazymy przgsto, na ktorym znajduje si¢ przekrdj a-a momentem przy prawej podporze
(rys. 13.20).

o 1
TY=-— (13.41)
Iy

po podstawieniu powyzszych wartosci do wzoru (13.39) otrzymujemy:

IWTE:):ZWTE:)_IL'ZWX#I—FIL WX, (13.42)

i

Przebieg linii wplywu sily poprzecznej w uktadzie podstawowym i rzeczywistym ilustruje rys. 13.23.
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P=1
- v( o
JAN 2\ P /\ JAN
/7777 /7777 A /7777 ST777
k-1 l|< k+1

! |

T | C - l| IW Tu(o)

| [ |

' [ |

| — IwT ™
a

Rys. 13.23. Linia wplywu sity poprzecznej w przekroju o.— a
13.4 Linie wplywu reakcji belki wieloprzeslowej statycznie niewyznaczalnej.
Takze w tym przypadku wykorzystamy zasadg superpozycji:
Iw R"'=lw R‘;’)+Zj: RY-IwX, (13.43)

Linia wptywu reakcji w podporze £ w uktadzie podstawowym R(,f) swym zakresem obejmuje dwa
przesta.

X P=1
k-1 v 1( kt1
- - yaN yay - — - -
T777 /71?7 ST777
’|, Ik 'Rk Ik+1 'J',
I I |
S + T © Iw Rk(o)
X 11

Wartosci reakcji RZ) beda niezerowe w trzech przypadkach (w trzech stanach jednostkowych):
Pierwszy przypadek — przyktadamy obciazenie jednostkowe w punkcie - 1:
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Czesé 1
X.=1
-1
- )( o o -
/AN PaN
7777 /7777 T777
ks T R k1
o | |
, Kk A K1,
n # L g
Rys. 13.25. Reakcja w podporze k w stanie X, =1
wtedy:
-y 1
R} ”Zl—
k

Drugi przypadek — obciazenia jednostkowe w podporze k:

X=1
RRVAN JAN -

STTT7 STTT7 JSTTT7
k-1 k k+1

| tR(k) I

k
Lo hot L
1 L 1

Rys. 13.26. Reakcja w podporze k w stanie X, = 1

wtedy:

Xor=
- - - " \.R.4 - .
2K /AN
K-1 R Sy
L TR" I |
L k " k+1 ps
7 X L

Rys. 13.27. Reakcja w podporze k w stanie X, =1

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A.
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wtedy:

i
RfM=-— (13.46)

lk+1

Po podstawieniu otrzymujemy ostateczny wzor na linie wplywu reakcji w podporze belki
wieloprzgstowej statycznie niewyznaczalne;:

1
li

(n) (0
IwR"=IwR" + ~le,.,—(7+ wX,,, (13.47)

Rys. 13.28. Linia wplywu reakcji w podporze k

Zadanie 1

Dla belki ciaglej przedstawionej na (rys. 13.29) wyznaczy¢ linie wplywowe momentow i reakcji podporowych
oraz momentu zginajacego i sity poprzecznej w zaznaczonym przekroju.

Rys. 13.29. Belka ciqgta
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Sztywnos¢ porownawcza belki wynosi EJ,, natomiast sztywno$¢ podpory sprezystej:

k=1—EJ0 Xm™’
5

Rzedne linii wptywowych begda wyznaczone z doktadnoscia co 1,0 m.

Linie wptywowe w belkach ciaglych statycznie niewyznaczalnych oblicza si¢ zgodnie z wzorem
superpozycyjnym:

§"(x)=8"(x)+ 22 877 X (%) (13.48)

gdzie:
S™  — warto$¢ w uktadzie niewyznaczalnym
S§°  — warto$¢ w uktadzie wyznaczalnym

S%=! _ warto$¢é w stanie X; = [

Uktad jest jeden raz statycznie niewyznaczalny (SSN = 1)

W celu rozwiazania przyjmujemy uktad podstawowy:

10 6 8 3

Rys. 13.30. Ukiad podstawowy

Roéwnanie kanoniczne wyraza warunek kinematycznej zgodnosci.

Apy(x)=6,-X,(x)+5,,(x)=0 (13.49)

Przy obliczaniu wartosci J; korzystamy z rownania pracy wirtualnej uwzgledniajacego prace momentow
zginajacych 1 reakcji w podporach sprezystych.

M. M. RYRY
5= ——Ldx+ 13.50
= e N (13.50)
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19

W celu obliczenia przemieszczenia d;;,, wykonuje¢ wykres momentéw od sily jednostkowej przytozonej w

miejsce niewiadomej X;

« Stan od obciazenia X; = ]

4 e >

—

o|4
sk
<
o |-
o |-
—

N

10 6 8
M; [m]

A [m]

1
Rys. 13.31. Stan od obciqzenia X; =1

Wykorzystujac wzor (13.50) otrzymujemy:

1 1
5, = ! .1_.10.].2_.1 + ! -]—~6-1~2—-1 +—6 6 :—4’9](6)
2 3 EJ, 3 ]—EJ EJ,
5 0

Zamiast oblicza¢ przemieszczenie w danym punkcie od poruszajacej si¢ sity P = 1, skorzystamy z twierdzenia
Maxwella i obliczymy przemieszczenia pionowe 6p punktu, nad ktérym stanie sita P od zalozonej,
nieruchome;j sity X; = 1. Poniewaz polozenie sily P zmienia si¢ funkcja 6,,(x) jest linig ugiecia

61P(x):6Pl(x):y(x)

(13.51)

Aby obliczy¢ dpi(x) nalezy znalezé linie ugigeia w kazdym z przedzialow korzystajac z rownania

roézniczkowego linii ugigcia:

gdzie y; , x; to funkcja ugigcia i wspotrzedna punktu w i-tym przedziale.

Wyznaczamy linie ugigcia dla poszczegodlnych przedzialow (odcinkow) belki:

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A.
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« przedziat AB

Przyjmujemy uktad wspotrzednych x; w zaczepiony w A

Rys. 13.32. Schemat belki w przedziale AB

Moment zginajacy w przekroju odleglym o x; od A wynosi M;(x;) = x,/10. Korzystajac z zaleznoSci (13.52)
obliczamy:

2

y__ *
dx'; 10
dy1 1 xf
EJ,—t=——"L4C
“dx, 12 2 !

1 X
_2_4.7]+C1.x1+D1 (1353)

1,2 EJ,

EJ,y,=

Warunki brzegowe dla przedziatu AB:

=l0 =0 (13.54)
Pozwalaja wyznaczy¢ wartosci statych catkowania
D,=0
25 (13.55)
s

Po podstawieniu warto$ci (13.55) do rownania (13.53) otrzymujemy réwnanie linii ugi¢cia na odcinku AB:

1 1 5, 25
= e T
Vi EJ,)( ZRT x’) (13.56)

« odcinek BC
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=X,
%=
C
\
G- 2 Ti
6 6
A 4

6
Rys. 13.33. Schemat belki w przedziale BC

Korzystajac z zalezno$ci (13.52) obliczamy:

2
X X
EJ,y,=-="2-"2+C,x,+D, (13.57)

x,=0 y,=0

i
e s R 6 s (13.58)
2 Y2 TEJ, T 6EJ,

Po podstawieniu warunkéw brzegowych do rownan (13.57) otrzymujemy:

D,=0
c2—77 (13.59)
36

Wartosci (13.59) wstawione do rownania (13.57) prowadza do funkcji linii ugigcia na odcinku BC :

1 (1 5 1 5, 77

= X, — Xyt
2 EJ0(36XZ 2% 36x2) (13.60)

i kata obrotu przekroju
1 | x 77
2

- I 13.61
& EI\12 36) (13.60)
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« odcinek CD

o
R
o

CD|_\ -~
—

N
N

8

Rys.13.34. Schemat belki w przedziale CD

Korzystajac z zalezno$ci (13.52) obliczamy:

d2y3

0, 2

d x;
dy

EJ, EzzEJo ¢,=C,

EJ,y,=C;-x;+D,

EJ =0

Jak wczesniej ustalono przemieszczenie w podporze sprezystej wynosi

_5
6EJ,

x;=0 Y3

Natomiast kat obrotu przekroju nad podpora jest taki sam z lewej i prawej strony

obliczamy kat dla lewego przedzialu

6’ 77 31
E = _-— +—:__

oy (¥, =6)=T5 6% 3=
1 przyrownujemy do funkcji z prawej strony

EJ,$,(x,=0)=C,

Ostatecznie otrzymujemy:

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A.
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p,=2
(13.67)
oo 3L
’ 36
Po ich wykorzystaniu otrzymujemy réwnanie linii ugigcia na odcinku CD:
1 31 5
= —_—— _l’_ i
Vs EJO( 36 6) (13.68)

« odcinek DE

Rys. 13.35. Schemat belki w przedziale DE

Rowniez w tym przedziale moment w stanie X; = / wynosi zero. Podobnie jak poprzednio prowadzimy
przeksztatcenia

dy,
dx,
d
EJ(,$=C4
4

EJ,y,=C,-x,+D, (13.69)

EJ,—==0

Przemieszczenie pionowe punktu D wyznaczone w przedziale CD musi by¢ taki same jak w przedziale DE.

y; (x;=8)=y,(x,=0) (13.70)
Dla przedziatu CD mamy
31 5 109
EJyy;(x;=8)=—7 o8+ == (13.71)
a dla DE wynosi
EJ,y,(x,=0)=D, (13.72)
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w punkcie E jest podpora wigc dla

Xy = 3 Ya= 0
Z powyzszych zaleznos$ci otrzymujemy
p, =109
18
¢, 109
54

i dalej:

_ 1 (109 109
Y TR\ 54 s

« odcinek EF

Rys. 13.36. Schemat belki w przedziale EF

Moment w stanie X; wynosi 0 dla przedziatu EF.

dJ’
Er, S
Xs
dy;
EJ,—=C
0 dx5 5

EJ,y;=Cs-x;+Dj

warunki brzegowe dotycza podpory w punkcie E.

Przemieszczenie jest rowne zero

Dobra D., Jambrozek S., Komosa M., Mikotajczak E., Przybylska P., Sysak A., Wdowska A.
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a kat obrotu taki sam nad podpora liczony z lewej i z prawej strony:

b, (x4 :3):4)5 (x5 :0)

z lewej strony juz znamy wartosc¢

109

EJ,¢,(x,=3)= 5

z prawej strony musimy wyznaczy¢

EJ, s (x5 :0):C5

Po podstawieniu otrzymujemy:

D;=0
c, 109
54

Ostatecznie rownanie linii ugigcia na odcinku EF ma postac :

1 (109
VsTEr \ 54

25

(13.78)

(13.79)

(13.80)

(13.81)

(13.82)

Znajac réwnania linii ugigcia belki mozna obliczy¢ lini¢ wptywu X;. Z rdwnania kanonicznego wyznaczamy

funkcje

Obliczenia zestawiono w (tab. 13.1). Aby uzyska¢ wykres funkcji, prosciej jest policzy¢ wartosci 6,,, a

potem X; np. co 1 metr.
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X, (x) [m]
© v~ © «— © v« O N ™ v
e O O WU MO O Ww ™M AN v
S S T MWMN® O N © ©
O O OO OO «~«v O O
O O N ™ O O W OO TTM OOV AN L O D O ™ N
ooogl\ﬁ-mooo‘—ooocoovl\mco oY N
CANWMNOOOOO XY © MWW M &) oY ®© N
SY 8397789553959 ST o
V. r & r & 4 r & & [m]
10 6 8 3

Rys. 13.37. Linia wptywu momentu X(x)

Linie wptywu reakcji podporowych oraz momentu zginajacego i sily poprzecznej w przekroju obliczymy ze
wzoru (13.48)

«  Wyznaczenie linii wptywu R,™(x)

. . x=1_ 1
Poniewaz R, =—

70 [—] to:

R,(x)=R’(x)+—X, (x) (13.83)

10

Natomiast R.’, oznacza linie wptywu reakcji R w ukladzie podstawowym wystepujaca w pierwszym
przedziale i opisana funkcja.

- 7N 3 7aN
X STTT7 STT77
1__’L
=, 10
K r & & & & r 4 [m]
10 6 8 3

Rys. 13.38. Linia wphywu R(x)

Obliczenia dla R,” zestawiono w (tab. 13.1) a wykres przedstawiono na rys. 13.39.
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ON©MUT AN DO N — 0 ©@ M- 0 ©ON =
ONTNOD D & « 0 O - MUK B O N® X
- 555555558 11—+ SS90 S35 S55SS 17
oY - N S N~ L1 [0 Moo
SHOWwE ®H S ® N
S 30 S o S SO~
o SS53539 S5
R (X)[-]
)’ 74 74 74 73 174
A A A A A A [m]
10 6 8 3
Rys. 13.39. Linia wpbywu R,™ (x)
«  Wyznaczenie linii wptywu Rz ™(x)
Reakcja R w stanie X; = [ wynosi 4/15 1 jest skierowana w dot.
Wobec tego:
() \_ p0 4
R, (x)—RB(x)—FXI(x) (13.84)

Linia wplywu R w uktadzie podstawowym opisana jest réznymi funkcjami w poszczegdlnych przedziatach
(rys. 13.40).

R () [-] N

i T =

21 1. 22
10 1
/lb ‘II ‘II
10 6 8

Rys. 13.40. Linia wpbywuRs’ (x)

Wartosci Rs™(x) obliczono w tabeli 13.1 i zaznaczono na rys. 13.41.
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©

O W O M ANODDONMN OO TN O NN W o <t © N
O NS O LW 00O — NO NO X © W < o 1B O O
S- M DHONDDNO OO O®D®O I N O S W~ ©
OO0 000 o000~ v+ OO0OoOo o o S O~ «
0 N W N WO N ©
© 0 NO NMF © O W
THOOH®O ONYT O - W
@ SRS )
@
R () [-]
K r a r é r o r a «"[m]
10 6 8 3 3
Rys. 13.41. Linia wptywu Rs™ (x)
«  Wyznaczenie linii wptywu R™(x)
dla X; = I reakcja Rc wynosi 1/6
Lini¢ wptywu reakcji Rc w uktadzie podstawowym przedstawiono na rys.13.42.
R () [-] . a2
L x, 3

/7%7 N\ kS 7\
ST777 X ) S
6 1 7
X, A 1 x
6

y 4
71

st
N

10 6 8 3

Rys. 13.42. Linia wpbhywu R(x)

a w uktadzie niewyznaczalnym na rys. 13.43.
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O QO XM~ NOMODIL—-—N®MOIIAN © ©
— <t - O MNMNDN O OO OLLWW SIS OO X
~FTATONOOD-rAOONI-®m OO D
T T Ol T S SSSSS -~ S
ONOD®OM~—®MWO© — O o © AN D
ST HANDON®DO®M® 0 O ST O ®™
O OO v“™ v v v v O O O 0 © W
S29595955 9o S
@
~ N
- R (x) [ -]
¥ r o # r o r o r 4 [m]
10 6 8 3 3
Rys. 13.43. Linia wphywu Rc™ (x)
«  Wyznaczenie linii wptywu Rp™(x)
poniewaz Rp(X;=1) = 0 [-] to:
R} (x)=Ri(x)
S Bis B B3
Ry () [-] S Mo S0 QS
O OO v~ v v«
@
» a4 74 74 74 ly
A LS A A A A [m]
10 6 8 3
Rys. 13.44. Linia wpdywu Rp™ (x)=Rp’ (x)
«  Wyznaczenie linii wptywu M ,(x)
Korzystajac z zaleznosci (13.48) mozemy zapisac:
M (x)=M"(x)+M} "X (x) (13.85)

Moment w przekroju a-o w stanie X; = [ wynosi:
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M, [m] a
f
T1_ 1| TL
10 6
0,7
’ 1
) 2 74 74 74 74 lp
A A A A A A Z [m]
7 3 6 8 3
Rys. 13.45. Wykres momentow dla X,=1
Natomiast linia wptywu M, w uktadzie podstawowym jest r6zna od zera tylko w przedziale A-B.
=X, =, 7
2 oq. L
F F 21 g%
e IR
“10 10 X 10
2,1 M,® (x) [m]
A & & & & & r 4 [m]
7 3 6 8 3

Rys. 13.46. Linia wpbywu M.’ (x)

Obliczenia M (“”)(x) zestawiono w (tab. 13.1)

Rys. 13.47. Linia wphywu M,™(x)

«  Wyznaczenie linii wptywu To(x)

T.(x)=T"(x)+T2™" X ,(x) (13.86)

[

gdzie:
TAX; = 1) oznacza wartos$¢ sity poprzecznej w przekroju a-a od sity X; = 1

T.” oznacza linig wptywu sity poprzecznej 7, od sity P = I w uktadzie podstawowym.
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Na rys. 13.48 przedstawiono wykres sit poprzecznych w stanie X; = /. Poniewaz w przedziale AB warto$¢
sity tnacej jest stala to:

T[-]

[o]

H
®
_{)._
\Z
I

x
3
3
3

N

Rys. 13.48. Wykres sit tnqcych dla X,=1

T(X:=1=01[-]

Najpierw wyznaczono lini¢ wptywu w uktadzie podstawowym

'111 0,7 TO(X)[-]

Rys. 13.49. Linia wphywu T, (x)

A nastepnie obliczono T E[’)(x)

o o ® N — 0 © M — 0 © O N —
o O O - MWKODWO N ® <
- S © 90 Qoo .00
oS08 _ —T g T—.. OO0 90 oo __—T0
O O M~ W © ) O St~ S N~ - —L L e "To=s-awm
oc\lmr\ouogo\/‘/ommmwgt ® S X © N
S - N®MY ©OK © S 00 QS 9 oo S © O v
©CQRPIPIFIPI ©O QPP I I cCQQQ
1 T
(n) -
T ) [-]
p 4 |74
A A & & £ £ Ily[m]

~
w
»
(o]
w
w

Rys. 13.50. Linia wptywu T,™ (x)
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Tabela 13.1. Zestawienie obliczen dla kolejnych punktow belki

x Opi(x) Xix) | RS R R(x) Ri”(x) RIx) R”(x) MS(x) MS7(x) T.'(x) T."(x)
0 0,00 0,000 1,00 1,000 0,00 | 0,000 0,00 @ 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000
1 1,38 -0,280 0,90 0,872 0,10 0,175 0,00 -0,047 @030 0,104 -0,10 -0,128
2 2,67 -0,542 0,80 0,746 = 0,20 0,345 0,00 -0,090 @ 0,60 0,220 -0,20 -0,254
3 3,79 -0,771 0,70 0,623 0,30 0,506 0,00 -0,129 @ 0,90 0,360 -0,30 -0,377
4 467 0949 060 0505 040 0,653 000 -0158 120 0536 -040 -0.495
5 5,21 -1,059 0,50 0,394 0,50 0,782 0,00 -0,177 | 1,50 0,758 -0,50 -0,606
6 533 -1,085 040 0292 060 088 000 -0,181 180 1041 -0.60 -0,708
7 4,96 -1,008 0,30 0,199 0,70 0,969 0,00 -0,168 2,10 1,394 -0,70 -0,801
7 4,96 -1,008 0,30 0,199 0,70 0,969 0,00 -0,168 2,10 1,394 0,30 0,199
g 400 0814 020 0,119 080 1017 000 -0136 140 0831 020 0.119
9 2,38 -0,483 0,10 0,020 0,90 1,029 0,00 -0,081 0,70 0,362 0,10 0,052
10 000 0,000 000 0000 100 1000 000 0000 000 0000 000 0000
10 0,00 0,000 0,00 0,000 1,00 1,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000
11 1,67 -0,339 0,00 -0,034 0,83 0924 0,10 0,110 @ 0,00  -0,237 0,00 -0,034
12 2,50 -0,508 0,00 -0,051 0,67 0,802 033 0249 0,00 -0,356 0,00 -0,051
13 2,67 -0,542 0,00 -0,054 0,50 0,645 050 0410 0,00 -0,380 0,00 -0,054
14 2,33 -0,475 0,00 -0,047 0,33 0460 0,67 0,588 0,00 -0,332 0,00 -0,047
15 1,67 -0,339 0,00 -0,034 0,17 0,257 083 0,777 0,00 -0,237 0,00 -0,034
16 0,83 -0,169 0,00 -0,017 0,00 0,045 1,00 0972 0,00 -0,119 0,00 -0,017
16 0,83 -0,169 0,00 -0,017 0,00 0,045 1,00 0972 0,00 -0,119 0,00 -0,017
17 -0,03 0006 000 0001 -0.17 -0,168 1.7 1,168 000 0004 0,00 0001
18 -0,89 0,181 0,00 0,018 -0,33 -0,382 1,33 1,363 ' 0,00 0,127 0,00 0,018
19 -1,75 0,356 0,00 0,036 -0,50 -0,595 1,50 1,559 0,00 @ 0,249 0,00 0,036
20 -2,61 0,531 0,00 0,053 -0,67 -0,808 1,67 1,755 0,00 0,372 0,00 0,053
21 -3,47 0,706 0,00 0,071 -0,83 -1,022 1,83 1,951 0,00 0494 0,00 0,071
22 -4,33 0,881 0,00 0,088 -1,00 -1,235 2,00 2,147 0,00 0,617 0,00 0,088
23 -5,19 1,056 0,00 0,106 -1,17 -1,448 2,17 2,343 | 0,00 0,740 0,00 0,106
24 606 1232 000 0123 -133 -1.662 233 2539 000 0862 000 0123
24 -6,06 1,232 0,00 0,123 -1,33 -1,662 2,33 2,539 0,00 0,862 0,00 0,123
25 -4,04 0,821 0,00 0,820 -0,89 -1,108 1,56 1,692 0,00 0,575 0,00 0,082
26 -2,02 0,411 0,00 0,041 -0,44 -0,554 0,78 0,846 @ 0,00 0,287 0,00 0,041
27 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000
27 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000 0,00 0,000
28 2,02 -0,411 0,00 -0,041 044 0,554 -0,78 -0,846 0,00 | -0,287 0,00 -0,041
29 4,04 -0,821 0,00 -0,082 0,89 1,108 -1,56 -1,692 0,00 -0,575 0,00 -0,082
30 6,06 -1,232 0,00 -0,123 1,33 1,662 -2,33 -2,539 0,00  -0,862 0,00 0,123
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