1.7 Gradientti ja suunnatut derivaatat

e Funktion ensimraiset osittaisderivaatat voidaan yhdssyhdeksi
vektorifunktioksi seuraavasti:

e Missa tahansa pisteastr, y), jossa funktiollaf (x, y) on ensimnaiset
osittaisderivaatat, voidaanaaritella gradienttivektori

Vf(x,y) :gradf(xay) :fl(way)1+f2(xay)J7 (1)
missa V (nabla) onvektoridifferentiaalioperaattori
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\% 18x+J5’y (2)

e Kun tama operaattori operoi funktioofi(z, y), saadaan funkion
gradientti:

0 0
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e Josf(x,y) on derivoituva pisteegga, b) jaV f(a,b) # 0, niin
V f(a,b) on pisteen(a, b) kautta kulkevary:n tasolayran
normaalivektori.

e Suunnattu derivaatta: Olkoonu = wui 4 vj yksikkdvektori, ts.
u? + v? = 1. Funktion f(z, ) suunnattu derivaatta pisteesa (a, b)
vektorinu suuntaan orf (z, y):n muutosnopeus suhteessa pisteest
(a, b) mitattuun ehisyyteen pitkinu:n suuntaistad@lett ry—tasossa.

e Suunnattu derivaatta saadaan lausekkeesta

Duf(a,b) = lim f(a+ hu,b +hhv> — f(a,b)

(4)

Daf(a,) = 7 f(a+ tu,b+ o) o, 5)

jos tama derivaatta on olemassa.




e Josf on derivoituva pisteegsa, b) jau = ui + vj yksikkovektori, niin
f:n suunnattu derivaatta pisteags, b) vektorinu suuntaan on

Duf(a,b) = u-Vf(a,b). (6)

e Vektorinv suuntainen yksik&vektori saadaan jakamalla vektori sen
pituudella. Nain ollen suunnattu derivaatta vektosirsuuntaan on

\%

Dy v f(a,b)

Vf(a,b). (7)

v
e Mille tahansa yksikkvektorilleu on voimassa
Dyuf(a,b) =u-Vf(a,b) = |Vf(a,b)| cost,

missa 6 on vektorienu ja V f(a, b) valinen kulma.




e Gradienttivektorin ominaisuuksia:

— Pisteess (a, b) funktio f(x,y) kasvaa nopeimmin
gradienttivektorinV f(a, b) suuntaan. Kasvun maksiminopeus on
'V f(a,b)].

— Pisteess (a, b) funktio f(x,y) vahenee nopeimmin vektorin
—V f(a, b) suuntaan. ¥henemisen maksiminopeus &nf (a, b)|.

— Funktion f(x, y) muutosnopeus pisteésS:, b) on nolla pisteen
(a, b) kautta kulkevan funktiorf tasolayran suunnassa.

e Pisteen(a,b) kautta nopeudella kulkevan havainnoitsijan mittaama
funktion f(x, y) muutosnopeus piste&ss:, b)

Dy f(a,b) = v - Vf(a,b) (9)




e Kolmen muuttujan funktion gradientti

of. Oof. 0
Vf(w,y,2)=a—£1+8—§J+a—£k

e n:N muuttujan funktion gradientti

0 0 0
vf(x17x27"'7xn):a—:glel+8—aie2+'”+87fena (11)

missae; on yksikkovektori origostgj:nnen koordinaattiakselin
suuntaan.

e Pisteen(a, b, c) kautta kulkevallaf (z, y, z):n tasopinnalla on
tangenttitaso pisteessa, b, ¢), jos f on derivoituva pisteegsa, b, c)
jaVf(a,b,c)#0.




1.8 Implisiittifunktiot

e Oletetaan, edt piste(a, b) toteuttaa yHalon F'(x,y) = 0 ja et
funktiolla F' on jatkuvat ensimiaiset osittaisderivaatat kaikissa
pisteisé (a, b):n lahelh. Jos &st yh&lost voidaany ratkaistax:n
funktiona,y:n derivaattac:n suhteen pisteeds = « voidaan ratkaista
derivoimalla yh&ld F(z,y) = 0 implisiittisestiz:n suhteen ja
laskemalla tulos pistee®sa, b):

d
Fl(aj)y) +F2($’y)ﬁ — 07

josta saadaan (ehdollg(a, b) # 0)
dy




e \Vastaavasti useamman muuttujan funktioille:

0z _ Fi(zo, 90, 20)
F3(xo, Yo, 20)

% (To,y0) —

e Tarkastellaan yla@oryhmaa

F(z,y,2,w) =0
G(z,y,z,w) =0

e Jos aiman ryhnan tapauksessa halutaan laskea derivaaifd)z,
taytyy pystya erottamaan toisistaan tapaukset

r = z(y,2)

ja
w = w(y, 2)




e Talloin maaritellaan:

o .
(_x> vastaa tulkintaa
0z "

x=x(y,2)

w = w(y, 2)

ox .
( ) vastaa tulkintaa
Yy

0z

e Funktioidemu = u(x,y) jav = v(x,y) Jacobin determinantti
muuttujienx ja y suhteen on determinantti

Ou  Ou
Ox oy
ov
ox




e \astaavasti funktioide®'(x,y,...) jJaG(x,y,...) Jacobin
determinantti muuttujien ja y suhteen

oOF  OF
Ox oy F1 F2 (20)
oG  90G
o oy| |G1 G2

e Y0. maaritelmat voidaan yleisia n:n muuttujan funktioille ja niiden
derivaatoillen:n muuttujan suhteen.

e Tarkastellaan kuvauksym = f(x) jaz = g(y) ja yhdistettya kuvausta
z = g ((f(x)). Josf:lla on kaanteisfunktiog, niinz = g ((f(x)) ja

Ox1---xn) 1

Oyr---yn) Sl

(21)




1.9 Taylorin sarjat ja approksimaatiot

e Funktio f(z,y), jolla on vahinBann + 1:n kertaluvun jatkuvat
osittaisderivaatat, voidaan kelddt Taylorin sarjaksi &lilla (a, b),
(a + h,b+ k) h:njak:n potenssien mukaan:

fla+hb+k)= ZZ DJDm 7 fla, )W K™ (22)

mOjO

e n:nnen asteen Taylorin polynomista

ZZ DY f(a,b)(z — a)? (y — b)™"

mOJO

(23)
saadaan approksimaatio funktiofféz, y) pisteen(a, b) lahelk.
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