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Esipuhe

Tama moniste on tarkoitettu TTY:n kurssin "MAT-33351 Velikentat” perusmateriaaliksi.
Monisteessa kasitelladan modernin vektorikenttateorengkasitteist6d, monistoja, (differen-
tiaali)muotoja, Yleistettyd Stokesin lausetta seka msidapotentiaaleja. Tavoitteena on luoda
pohjaa vektorikenttiin ja osittaisdifferentiaaliyhtdiin perustuvalle matemaattiselle mallinta-
miselle. Erityisené tavoitteena on koordinaateista tippton geometris-fysikaalisesti suuntau-
tunut esitys. Peruskursseilta tunnetuksi oletetaan yhuauttujan analyysiin, osittaisderivaat-
toihin ja monen muuttujan integraaleihin liittyvat pemskset, seké klassisen vektorianalyysin
alkeet.

Klassinen vektorianalyysi on matemaattisen analyysitirapia alueital Lujuus-, virtaus-
ja lampdtekniikan sekéa sdhkdmagnetiikan tehtavien foomtilkolmiulotteisessa avaruudessa
edellyttaa tuttujen yhden muuttujan differentiaali- jaeigraalilaskennan kasitteiden ja tulos-
ten yleistdmista. Yleistyksia on silloin useita, eri tatk&siin sopivia. Vektorianalyysi—niin
klassinen kuin moderni—onkin paljolti muotoutunut nimerean mainittujen fysiikan ja tek-
niikan alojen tarpeiden vaikutuksesta. Erityisesti tédti@a ajatellen on keskeista paasta for-
muloimaan laskennallinen tehtava sellaiseksi, etta silmdaan soveltaa nopeita ja tarkkoja
numeerisia menetelmid. Yleensa tama tarkoittaa ilmioaadik kayttaytymisen spesifioimista
ns. osittaisdifferentiaaliyhtdlén muodossa, fysiikakeja soveltaen, ohjelmistot siirtéavat sitten
kayttaytymisen laskennallisesti globaaliin ympéaristoon

Varsinaisia osittaisdifferentiaaliyhtaloita tdssé nsbeessa kasitellaan vain vahan, niiden
johtoon liittyvia kasitteitd ja perustuloksia sen sijaagajemmin ja tarkemmin. Osittaisdifferen-
tiaaliyhtaloihin liittyen alan omat syventavat kurssisktelevat asiaa luonnollisesti laajasti ja
eri nakokulmilta.

Historian havinaa on suomalaisissakin alan klassikoigsa @viIST ja VAISALA .



Moderni vektorianalyysi pohjautuu sellaisten yleistesik@&iden varaan, joita kayttaen voi-
daan yhtendistaa ja yleistaa klassisen vektorianalyysimmonet ja hajanaiset kasitteet ja tu-
lokset. Tallaisia koneistoja on karkeasti ottaen kaksinisto- ja muotopohjainen analyysi seka
Cliffordin algebrat. Tassa kurssissa kasitelladn naissinemaistad, luonnollisesti kurssin tar-
koitetun aineopintotason ja -laajuuden vuoksi suhtesilslkeisesti. (Jalkimmaista kasitellaan
syventavalla kurssilla "Johdatusta geometrisiin algétinga niiden sovellutuksiin”.)

Monistetta laadittaessa ovat kirjarUBBARD & HUBBARD esitystyyli ja -taso sek& asioi-
den esitysjarjestys osoittautuneet monin osin hyvin widsi, vaikkakaan kirjaa ei tassa muuten
olekaan kovin paljon seurattu. Useiden pitkien ja tekmigteglistusten ja johtojen osalta viita-
taan myds vain ko. kirjaan, jossa niita on kasitelty hyviruséeellisesti. Vuosien mittaan kaydyt
monet antoisat keskustelut emeritusprofessori Armo Rahgen kanssa ovat myos vaikuttaneet
tamankin monisteen siséltdon ja esitystapaan, josta g@lkeinelle lammin kiitos.

Keijo Ruohonen



"One need only know that geometric objects in spacetime
are entities that exist independently of coordinate system
or reference frames.”

(C.W. MISNER& K.S. THORNE& J.A. WHEELER: Gravitation)

Luku 1
PISTE. VEKTORI. VEKTORIKENTTA

1.1 Geometriset pisteet

Avaruudenpisteon fysikaalis-geometrinen primitiivi, jota ei sen kummemrtéssa maaritella.
Mainittakoon vain, etta pisteiden, suorien, tasojen jepedgden kasittely kuuluu matemaatti-
sesti ns. avaruusgeometriaan. Pisteitd merkitdan jatkess kursivoiduin antiikvakirjaimin:
P,Q,R,... jaP, P, ... |ne. PisteiderP ja ) valista etaisyytta merkitadh( P, Q):lla. llmei-
sestid(P, P) =0, d(P, Q) = d(Q, P) seka

d(P,R) <d(P,Q)+d(Q,R) (kolmioepayhtalp

Avoin R-sateinenP-keskinen palloB(R, P) muodostuu kaikista niista pisteis€3 joille
d(P,Q) < R. Edelleen:

e PistejoukkoA on avoin, jos sen jokaiselle pisteell® on sellainen lukuRr > 0, etta
B(Rp, P) C A. Erityisesti tyhja joukkd) on avoin.

¢ PistejoukonA reunad.A muodostuu tarkalleen niista pisteista joille jokainen avoin
pallo B(R, P) (R > 0) siséltda sek&l:n pisteen ettéd:n komplementin pisteen. Erityi-
sesti tyhjan joukon reuna on tyhja. Joukko on siis avoindteken silloin, kun se ei sisélla
yhtdan reunansa pistetta.

e PistejoukkoA on suljettu,jos se sisaltda reunansa. Erityisesti tyhja joukko on siis s
jettu. Koska joukon ja sen komplementin reunat ovat ilmstissamat, joukko on suljettu
tarkalleen silloin, kun sen komplementti on avoin.

e PistejoukonA sulkeuméon joukkoA = AU 0.A jasisdosaon A° = A — 0A.

Geometrisille pisteillei luonnollisesti ole méaéaritelty yhteen- eika vahennyslastiké ska-
laarilla (reaalivakiolla) kertomista. Kuten peruskuiftaemuistetaan, koordinaattipisteille nama
operaatiot on maaritelty. Oikeastaan silloin on kuiteriiee koordinaattivektorien vastaavista
operaatioista, asiaan palataan kohta. Pisteet ja vekioét ole sama asia.

Huomautus. Tassé ja jatkossa kasitellaén vain avaruuden pisteitétoreka seka skalaari- ja
vektorikenttia. Naihin liittyvat kasitteet voidaan jomgpoikkeuksia lukuunottamatta maaritella
myos tason ja reaalisuoran pisteille, vektoreille ja kéatiEsimerkiksi avoin pallo on tasolla
avoin ympyra, reaalisuoralla avoin pallo on avoin &are#mvali jne.

1Al4 sekoita tata komplementtiin, jota myds usein merkitganiivalla!

1
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1.2 Geometriset vektorit

Kahden eri pistee® (alkupiste) ja@) (loppupiste) valistd suunnattua janaa merkit%:lla.
Kahden suunnatun jana’ﬁ ja }ﬁ sanotaan olevaakvivalentit,jos ne ovat yhdensuuntais-
siirroilla muunnettavissa toinen toisikseen, ts. jos diaseen translaatio, ettd se muutt&an
R:ksija@:n S:ksi. Suunnatut janat jakautuvat n&kvivalenssiluokkiirKussakin ekvivalenssi-
luokassa olevat suunnatut janat ovat aina keskenaan ékviitgja kahdessa eri luokassa olevat
suunnatut janat eivat ole ekvivalentit. Ekvivalenssilka, jossa on suunnattu jai&), mer-
kitddn ( PQ)):lla. Suunnattu janal@ on luokan nsedustaja.Jokaiselle luokalle voidaan valita
edustaja, jonka alkupiste (vast. loppupiste) on mielarakn annettu piste.

Geometriset vektoribvat ym. ekvivalenssiluokat. Geometrisella vektorillanka edustaja
on P, on suunta(suunta pisteest® pisteeseem)) ja pituusd(P, ). Koska ekvivalenssi-
luokan edustajat ovat ekvivalentteja translaation kastianta ja pituus eivat riipu edustajan
valinnasta. Jatkossa geometrisia vektoreita merkita@éteha varustetuin pienin kursivoiduin
antiikvakirjaimin:r, s,z ... jary, 1, ... jne. Mukavuussyista mukaan otetaan vietidlavek-
tori 0, jolla ei ole suuntaa ja jonka pituus en0. Vektorin7 pituutta merkitaan-|:l1a. Vektoria,
jonka pituus on= 1, kutsutaaryksikkévektoriksi.

Fysikaaliseen vektoriin liitetd&n usein sen fysikaaliy&sikkoL (eli laatu eli dimensio,
esimerkiksikg /m?/s. Talléin geometrinen vektoii kytkee fysikaalisen vektorisuureen vaiku-
tussuunnan geometriseen suuntaan—eltde nollavektori—ja ko. suureen suurugg anne-
taan fysikaalisissa yksikois§a Huomaa, etta jos valitaan yksikoKsikaytetty pituusyksikka,
vaikkapa metri, on geometrinen vektetiulkittavissa fysikaaliseksi vektoriksi. Fysikaalinen
vektori voi ollalaaduton,ts. siihen ei liity mitaan fysikaalista yksikkoa eli sen kg on tyh-
ja. Fysikaalisia yksikdita voi kertoa ja niilla voi jakaghia yksikko vastaa naissa operaatioissa
lukual. Usein fysikaalinen vektori samaistetaan taysin geosextn vektoriin. Jatkossa puhu-
taankin vain yleisestrektoreista.

Vektoreille on maaritelty tavalliset peruskursseiltaitugperaatiot, joiden geometriset maa-
ritelmat ovat seuraavat. Geometrisesti on melko selvéinéma operaatiot ovat hyvin maari-
teltyja, ts. etteivat ne riipu edustajien valinnasta.

o Vektorin7” = (PQ) vastavektoron vektori—7 = (QP). Erityisesti—0 = 0. Fysikaalisen
vektorin yksikko ei tAssa operaatiossa muutu.

. V%orienf: (PO) jag = (QL) (huomaa edustajien valintaimmaon vektorii'+ 5 =
(PR). Erityisesti maaritelladn + 0 = 0 + 7= rjar+ (—7) = (=7) + 7 = 0.
Summa on vaihdannainen ja liitannainen, ts.

F+5=5+7 ja 7+ (@E+t)=(F+35)+t

Nama ominaisuudet ovat geometrisesti melko ilmeisidahiiéisyydesta seuraa, etta pit-
kat summat voidaan suluttaa miten tahansa tai kirjoitt&@kaan ilman sulkuja tuloksen
muuttumatta. Vektorien ja s erotuson vektori — s = i + (—5). Laskettaessa yhteen
tai vahennettdessa fysikaalisia vektoreita, niiden yksién on oltava samat.

e Josi = (@> on vektori ja\ positiivinen skalaari, niil\” on vektori, joka saadaan
seuraavasti. Muodostetaan pisted3tiihteva puolisugra, jolla on pistg. Etsitdén talta
piste R, jonka etéisyysP:sta on\|7|. Silloin A7 = (PR). ErityisestiA0 = 0 ja 07 = 0.
Tama operaatio omektorin kertominen skalaarilladMaarittelemalla edelleef—\)r =
—(\7") saadaan mukaan myos negatiivisella skalaarilla kertomithmeisestili = 7,
(=)= —7, 2F = 7+ 7jne.
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Mikali fysikaalisella skalaarilla\ ja vektorillar’ on fysikaaliset yksikkons&:n yksikko
on naiden tulo.

Usein esiintyva skalaarilla kertominen on vektonormeerausjossa vektoriv # 0 ker-
rotaan pituutensa inverssilla. Tulgs|™| on yksikkovektori (ja laaduton).

« Vektorien7 = (PO) ja 5 = (RS) valinen kulma/(7, 7) on suunnattujen janojeRq ja
RS valinen kulma valiltd0, 7] rad. TAssa tietysti oletetaan, efté&s’ # 0. Huomattakoon,
ettd kulma on aina laaduton, radiaani ei ole fysikaalinesikKo.

« Vektorien# = (PO) ja § = (PL) (huomaa edustajien valinta) valinetaisyyson
d(r,§) = d(Q, R) = | — §|. Erityisestid(7,0 ) = |r|. My®s tdma etéisyys toteuttaa
kolmioepayhtaloni(r, 5') < d(7, 1) + d(t, 5) (toteal).

e Vektorienrja 5 skalaarituloeli pistetuloon e § = |||§ | cos (7, §). Erityisesti7 e (0 =
Oer=0jarer=|r|%

Skalaaritulo on vaihdannainenlpdineaarinen,ts.

=

Fei=735e7 ja Te(A\s+nt)=\7e5)+n(Fet),

missa\ ja n ovat skalaareja. Geometrisesti vaihdannaisuus on seli@edarisuus sen
sijaan vaatii hankalahkon johdon. Koordinaattiesitykkautta bilineaarisuus taas on il-
meinen.

Laadullisten fysikaalisten vektoreiden skalaaritulosiikkd on naiden yksikoiden tulo.
Geometrisesti, jos on (laaduton) yksikkdvektori, niin

e 5 =|r|cos Z(T,§)
onr:n projektios':lla. (Nollavektorin projektio on aina tietysti nolla.)

e \ektorienr ja s vektorituloeli ristitulo on vektorir x s, joka maaritelladn seuraavasti.
Ensinnékin, jog' = 0 tai § = 0 tai (7, §) = 0 tai (7, §) = m, niin 7 x § = 0. Muutoin
7 x 5§ on se yksikasitteinen vektotj jolle

missé\ jan ovat skalaareja. Geometrisesti antivaihdannaisuus @8, déltisyys vaihtuu,
bilineaarisuus sen sijaan vaatii taas hankalahkon johgoordinaattiesityksen kautta bi-
lineaarisuus on tadssakin melko ilmeinen. Ristitulo ongralpformaatiota sisaltava ope-
raatio, siind ovat mukana niin vektorien pituudet ja niig@hnen kulma kuin katisyyskin.
Lis&ksi se on helppo tehda koordinaattimuodossa.

Geometrisesti” x 5| = |||5] sin Z(7, §') on sen suunnikkaan ala, jonka sivujen pituudet
ovat|7| ja|s| ja valinen kulmaZ(7, §). Josr ja s ovat laadullisia fysikaalisia vektoreita,
niin ristulonr x s'yksikké on néiden yksikodiden tulo.
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e Yhdistelemalla saadaan viekkalaarikolmitulo e (5 x ¢ ) seka vektorikolmitulot
(7 x §) x tjaF x (5 x t ). Koska mitd4n sekaannuksen vaaraa ei ole, skalaarikdtmitu
kirjoitetaan usein iiman sulkeitae § x ¢. Skalaarikolmitulo orkiertosymmetrinerts.

FeSxi=35etxF=teF x5
Tamaén ja skalaaritulon vaihdannaisuuden seurauksenaeshkallmitulon operaatiot voi-
daan vaihtaa keskenaan, ts.

Fe(ixt)=(Fx35)et.

Geometrisesti on helppo todeta, etté skalaarikolmif#os x ¢ on sen suuntaissarmion
tilavuus, jonka yhdesta karjesfa [ahtevat sivut ovat (edustajina) vektorit= (PR),

—

§ = (PS)jat = (PT), positiivisena, jos?, 5,1 muodostavat oikeakatisen systeemin,
negatiivisena muuten. (Erikoistapauksina viela tilaheessa skalaarikolmitulo oa: 0.)
Kiertosymmetria seuraa tasta.

Vektorikolmituloille on ns kehityskaavat
("% §) Xt = (Fo{)E’— (§of)f’ ja
Fx(§xt)=(Fet)5— (Fed)t.
Nama ovat jossain méarin hankalia todettavia geometrigeisto koordinaattiesityksen
kautta on helpompi.

Samalla tavalla kuin pisteille voidaan maariteli&séateinenr-keskinen avoin vektorien
muodostama pall&(R, ), avoimet ja suljetut vektorijoukot seké vektorijoukon mauy sul-
keuma ja siséosa.

1.3 Koordinaattipisteet ja -vektorit

Peruskursseilla pisteita kasitellakoordinaattipisteindfs. reaaliluvuista muodostettuina kol-
mikoina (a, b, ¢). Talldin taustalla on kiinnitetty suorakulmainen oiketikén koordinaatisto
akseleineen ja origoineen. Koordinaattipisteitd meétfatkossa lihavoiduin pienin antiikva-
kirjaimin: r,s,x, ... jarg,ry,... jne. Erityisesti koordinaatiston origoa vastaava kocaaditi-
piste on0 = (0,0, 0).

Koordinaatisto maaraytyy vastaavakterdinaattifunktiostgoka kuvaa geometriset pisteet
R3:n kolmikoiksi. Koordinaattifunktioita merkitaéan jatksa pienin lihavoiduin kreikkalaisin
kirjaimin ja nilden komponentteja vastaavin indeksoidkimaimin. Jos koordinaattifunktio on
K, Niin pisteenP koordinaatit ovat

K(P) = (k1(P), ra(P), r3(P)).

Koordinaattikuvaus on bijektio eli kdantéaen yksikasites vastaavuus geometrisen avaruu-
den ja avaruudeR®? valilla. Etaisyys saadaan tutulla tavalkd:n normin avulla. Jog(P) =

(21,91, 21) j[@aK(Q) = (72, Y2, 22), NiiN
d(P,Q) = [|k(P) — k(Q)|| = V/(z1 — 22)2 + (y1 — 12)2 + (21 — ).

Koordinaattifunktiox antaa myds vektoreille koordinaattiesityksen. Vektotia- (@)
koordinaattiesitys on

k1(Q) — ki (P)
k(F) = (k(Q) — K(P))" = | r2(Q) — K2(P)
K3(Q) — k3(P)
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Huomaa pystyvektorimuoto. Erityisesti nollavektorintgsion (0 ) = (0,0,0)T = 07. Hel-
posti voi todeta, etta tdma esitys ei riipu edustajien vesta. Myodskin vektoriei = (P(Q)) ja
5= (PR) etaisyys saadadr’:n normin avulla:

(7, §) = [[6(7) = k(5] = [[£(Q) — k(R)|| = d(Q, R).

Edelleenr| = d(7,0 ) = ||(7)].

Jatkossa merkitddn myods vektorien koordinaattiesity&Bi&oordinaattivektoreitgpienin
lihavoiduin kirjaimin, mutta on muistettava ettd koordati@vektori on pystyvektori. Tietyille
koordinaattivektoreille on perinteiset merkintansa:

1 0 0 T
i=10 , j=11 , k=10 a r=1|y
0 0 1 z

Vektorit i, j, k ovat kantavektorit ja vektoria kaytetaan geneerisend muuttujavektorina. Taus-
talla on tietysti koko ajan jokin kiinnitetty koordinaatiisia koordinaattifunktio.

Tutut koordinaattivektoreille maaritellyt operaatiotst@avat nyt tarkasti edellisen pykalan
geometrisia vektorioperaatioita. Muistettakoon vaitéd évs < () = (a1, by, ¢1)" ja k() =
(az, by, co)T, niin

bicy — bycy
7885 =qaiay + biby + c1cy ja I‘&(FX §) = C1Go9 — Co01
arby — asb

Jalkimmainen esitetdan usein helpommin muistettavamagalina determinanttina

i a; as
J bl b2 )
k C1 Co

joka kehitetd&n ensimmaisen sarakkeensa suhteen.

Koordinaatiston vaihto vaihtaa koordinaattifunktiotakili « ja x* ovat kaksi koordinaat-
tifunktiota, ne ovat yhteydessa koordinaatistomuunnokseitta, ts. on sellainehx 3-ortogo-
naalimatriist Q seka koordinaattivektob, etta

k*(P)=k(P)Q+b ja k(P)=r*"(P)Q"-bQ".
Vastaavasti muuntuu vektorin= <1@> koordinaattiesitys:
K1) = (k7(Q) — £°(P))T = (K(Q)Q+b—K(P)Q—b)"
=Q'(k(Q) —k(P))" =Q'k(F) ja k()= Qr"(F).

Huomaa, ettdq on "vanhan” koordinaatiston origon esitys "uudessa” kawadtistossa ja etta
QT:n sarakkeet ovat "vanhan” koordinaatiston kantavekior;g k esitykset "uudessa” koor-
dinaatistossa. VastaavastbQ' on "uuden” koordinaatiston origon esitys "vanhassa” koor-
dinaatistossa j&:n sarakkeet ovat "uuden” koordinaatiston kantavektoifej, k* esitykset
"vanhassa” kordinaatistossa.

°Tassa ja jatkossa matriiseja merkitaan linavoiduin isaiiikvakirjaimin. Koska katisyyden pitaa sailya, pitaa
téssé ollalet(Q) = 1.
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1.4 Tangenttivektori. Vektorikentta. Skalaarikentta

Geometrisestiangenttivektor? on yksinkertaisesti suunnattu ja@, pisteP on senvaikutus-
piste.Tangenttivektoria on kuitenkin helpompi ajatella parj@ai’], missaP on vaikutuspiste
ja r on vektori. Talléin tangenttivektoreille on helppo tehdikioraalisia operaatioita: suorite-
taan operaatiot vain vektoriosafieJos tulos on vektori, se voidaan joko ajatella tangerktore
riksi, vaikutuspisteena tangenttivektorien yhteinerkutiuspiste, tai sitten vain vektoriksi ilman
vaikutuspistetta. Lisdksi tangenttivektoreille saadaammuodossa yksinkertaisesti koordinaat-
tiesitys kayttden koordinaattifunktiota

([P, T]) = [K(P), ()]

Jos tangenttivektorin vaikutuspiste on asiayhteydedté@ sai silla ei ole valia, jatetdan se
usein merkitsematta ja kaytetaan vain vektoriosaa, mébesti koordinaattimuodossa.

Vektorikenttéon funktio, joka kuvaa pisteeR tangenttivektoriks| P, F( P)]. Usein merki-
taan tallaista vektorikenttaa vairilla. Vektorikentta ei aina ole maaritelty kaikille geomsén
avaruuden pisteille, ts. sanaarittelyaluevoi olla suppeampi. Koordinaattiesityksessa merki-
taanr = k(P) sekdF(r) = w(F(P)), koordinaattimuotoisia vektorikenttia merkitaan siis
lihavoiduilla isoilla antiikvakirjaimilla. Huomaa, ettéoordinaatistomuunnoksessa

r"=rQ+b (eli k*(P)=~kr(P)Q+Db)

vektorikenttaF = x(F) muuntuu kentaksf* = x*(F) kaavalla
F'(r") = Q'F((r" — b)Q").

Vektorikentta voidaan luonnollisesti maaritella tiegdsoordinaatistossa tavalla tai toisella,
muunnoskaavalla saadaan sitten sen koordinaattiesitissankoordinaatistoissa. Fysikaalis-
geometrisen vektorikentan méaarittely ei kuitenkaan vta dlppuvainen jostain koordinaatis-
tosta, kenttd on olemassa ilman koordinaatistojakin jauttda automaattisesti yo. muunnos-
kaavan.

Koordinaattimuodossaan vektorikenttd on peruskursseittu kolmen muuttujan vektoriar-
voinen kuvaus
Fi(r)
F(r) = | F(r)
F3(r)
komponentteineen, ja sille ovat kaytdssa kaikki naille mélyt operaatiot, raja-arvot, jatkuvuus-
ja derivoituvuuskasitteet, integraalit, nablaukset jne.

Skalaarikenttéon funktio f , joka kuvaa pistee® skalaariksi (reaaliluvuksi¥(P), ska-
laarikentille kaytetaan siis merkinnallisesti kursiwgét antiikvakirjaimia, yleensa pienia. Koor-
dinaattiesityksessa merkitaén= x(P) seka lyhyestif(r) (oikeastaan siig(x~'(r))). Koor-
dinaatistomuunnoksessa = rQ + b (eli k*(P) = «(P)Q + b) skalaarikenttdf muuntuu
skalaarikentaksf* kaavalla

F@*) = f((r" - b)QT).
Myos skalaarikenttd voidaan méaaéaritella tietyssa valadgsordinaatistossa, josta sen esitys sit-
ten siirretddn muihin koordinaatistoihin muunnoskaav&ll/sikaalis-geometrinen skalaarikent-
td on olemassa ilman mitdan koordinaatistoa ja toteuttemaraattisesti muunnoskaavan koor-
dinaatistoesityksissaan.

Tarkeaa on huomata, etta kaikki edellisen pykalan opeiflatvektorikentisté ja skalaari-
kentista saatavat vektori- ja skalaarifunktiot ovat kiéntsimerkiksi skalaarikentta kertaa vek-
torikenttd on vektorikentta.

3Nimitys johtuu siité, etté kyseessa usein onkin nimenontaagentti.
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1.5 Kenttien derivaattaoperaatiot

Osittaisderivaattojen maarittely geometris-fysikaléiskentille ei luonnollisestikaan ole suo-
raan mahdollista, ne liittyvat koordinaatistoihin. Koordatistoesityksessaan kenttien osittais-
derivaatat ovat maariteltavissa peruskursseilta tuttapaan. Erityisesti ndin saadaan skalaari-
kentanf osittaisderivaatat, derivaatta ja gradientti

of
o
r=(EEE)  man-vi--| Y
of
0z
seka vektorikental® = (F, Fy, F3)" derivaatta eli Jacobin matriisi
oF, OF, 0OF
AN
! T 2 2 2
F= % ~ | o oy 0z
3 OF; 0F; OF;3
or 0Oy 0z

Koordinaatistomuunnoksessa= rQ + b saadaan ketjusdénnoélla derivoiden naille muunnos-
kaavat

fUr) = (f((r"=1)QN)) = f(x* - b)Q")Q Ja
F'(r') = (Q'F(r" - b)Q")) = Q'F((r" - b)Q")Q.

Huolimatta siitd, etta kenttien osittaisderivaatat ovatrklinaatistoriippuvia, derivoituvuus
on koordinaatistoriippumaton: Jos kentélla on yhdessédinaatistossa osittaisderivaatat, niin
silla on ne my6s missa tahansa toisessa koordinaatistbasaa patee toisiin derivaattoihin.
Edelleen sama patee jatkuvuuteen: Yhdesséa koordinast#siatkuva kenttd on sitd missa ta-
hansa toisessa koordinaatistossa. Ja viimein sama patesjatkuvaan derivoituvuuteen: Jos
kentalla on yhdessa koordinaatistossa jatkuvat osittaishtat (ensimmaiset tai toiset), niin
silla on ne my6s missa tahansa toisessa koordinaatistdaski tama seuraa kenttien muun-
noskaavoista.

Tavallisimmat kenttien derivaattaoperaattorit ovat akekentary gradientti (nabla) ja Lap-

lacen operaattori
a2f 62]0 an
_ 2 f _
Af=Ve(Vf)=Vf= 922 +8y2 +622
seka vektorikental = (I, Fy, F3)T divergenssi

oF, O0F, OF:
L OF2 Ol

div(F) =V eF = o oy o
ja roottori

O OB\ | 0
oy 0z Yor

B om om | |, o

rot(F) =V xF = P 0 | =13 B9 Fl.

oF, O0F; 0
o oy) 1K a B
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(Ristitulon tapaan my@s roottori voidaan esittdd formealileterminanttina.) Kuten pian to-
detaan, gradientti, divergenssi ja roottori ovat koordirsoriippumattomia. Nair’/ e F on
tulkittavissa skalaarikentaksi ja, kuten pystyvektonikietékin jo osoittaayV f sekaV x F tul-
kitaan vektorikentiksi. Gradientin tapauksessa kooraiséoriippumattomuus on fysikaalisesti
iimeista. Gradienttihan nimittdin osoittaa suuntaanpjobkalaarikenttd nopeimmin kasvaa, ja
sen pituus on juuri ko. kasvunopeus (suunnattu derivaddiggrgenssin ja roottorin tapauk-
set eivat sitten endé olekaan yhté selvia. Gradientin koaatistoriippumattomuudesta seuraa,
ettd skalaarikent&fi suunnattu derivaattauuntaam (yksikkovektori)
g—rfl =neVf

on myds koordinaatistoriippumaton ja siten skalaarikentt

Laplacen operaattori voidaan myos kohdistaa vektorikéntt Talloin

AF,
AF = | AF,
AF,

Myds tamaAF on koordinaatistoriippumaton ja tulkittavissa vektorikiksi.
Tarkea muistettava ominaisuus on, ettd kaikki ndma ddta@@eraattorit ovdineaarisia,
ts. jos\; ja \, ovat skalaarivakioita, niin esimerkiksi

V(MSf+Xg) = MVf+ Vg ja
Ve(MF+XG)=)\VeF+)\,VeG jne.

Usein esiintyva merkinnallinen lausekemuoto on

0 0 0
G.V_G1%+G28_y+G3%’

missaG = (G4, G,, G3)T on vektorikenttd. Tama tulkitaan operaattoriksi, jolleeogdaan
skalaarikenttaarf tai vektorikenttaarn:
of of

0
S 6, q

(GeV)f =G e (V) =G + G + G

ja
(GeV)F,
(GeV)F=| (GeV)F, | =FG.
(G e V)
Molemmat ovat koordinaatistoriippumattomia ja siten kiéntG e V)F:n koordinaatistoriip-

pumattomuus seuraa nablaussaanndista, ks. alla.
Taulukoidaan tdhan tutut "nablauskaavat”:
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() V(fg9)=gVf+ fVyg

i) vi - — Ly

foor

(iii) Ve (fG)=VSfeG+ fVeG

(iv) VX (fG)=VfxG+ fVxG

V) Ve (FxG)=VxFeG—-FeV xG

(Vi) VX(FxG)=(GeV)F - (VeF)G+ (VeG)F — (Fe V)G

(Vi) V(FeG)=(GeV)F — (VxF)xG—(VxG)xF+(FeV)G
Matriisimuodoss&/(F ¢ G) = F''G + G''F.

(vii) (VxF)xG=(F -F")G
(ix) Ve (V x F) =0 (Olettaen, ettd on kahdesti jatkuvasti derivoituva.)
(X) V x Vf =0 (Olettaen, ettg on kahdesti jatkuvasti derivoituva.)

(xi) Vx (VxF)=V(VeF)— AF (Olettaen, ett& on kahdesti jatkuvasti
derivoituva, nskaksoisroottorin kehityskaava.

(xii) A(fg) = fAg+gAf+2VfeVyg

Kaikki ndméa kaavat ovat itse asiassa symbolisia identégeja ne voidaan todentaa raa’alla
laskulla tai esimerkiksi Maple-ohjelmistolla.
Todennetaan vield operaattoreiden koordinaatistoriipdtomuus. Koordinaatistomuunnok-
sessa
r=rQ+b

merkitdan uusissa koordinaateissa laskettua nabfdéa. Koordinaatistoriippumattomuus pe-
rusoperaattoreille tarkoittaa silloin seuraavia kaavoja

1. V*(f((r* = b)QT)) = QTVf(r) (gradientti)
Siirrytaan vahentamallk sekaQ ":lla kertomalla uusista koordinaateiatavanhoihin,
lasketaan/ ja muodostetaan gradientti uusien koordinaattien avilillloksen pitaa olla
sama kuin laskettaessa gradientti vanhoissa koordisaatga siirtamalla tulo€):lla
kertomalla uusiin koordinaatteihin.

2. Ve (Q'F((r* —b)Q")) = Ve F(r) (divergenssi)

Siirrytaan vahentamallk sekaQ ':lla kertomalla uusista koordinaateistavanhoihin,
lasketaar¥, siirretaanQ':lla kertomalla tulos uusiin koordinaatteihin ja muoddaéa
divergenssi uusien koordinaattien avulla. Tuloksen pités sama kuin laskettaessa di-
vergenssi vanhoissa koordinaateissa.

3. V' x (QTF((r* —b)Q")) = Q"(V x F(r)) (roottori)
Siirrytaan vahentamallk sekaQ ":lla kertomalla uusista koordinaateiatavanhoihin,
lasketaar¥, siirretadnQ':lla kertomalla tulos uusiin koordinaatteihin ja muoddéasés

roottori uusien koordinaattien avulla. Tuloksen pitdé @ama kuin laskettaessa roottori
vanhoissa koordinaateissa ja siirtamalla tulp'slla kertomalla uusiin koordinaatteihin.
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Lause 1.1.Gradientti, divergenssi, roottori ja Laplacen operaaitovat koordinaatistoriippu-
mattomia. Edelleen, joE ja G ovat vektorikentti&, niin samoin a1z ¢ V)F.

Todistus.Edella todetun mukaan
)= (Vfr)'Q ja F'(r")=Q'F'(r)Q.
Tasta saadaan valittomasti kaava 1.:
V) = 1) = QTVf(x).

Kaavan 2. nayttamiseksi kaytetaan Jacobin matriisin §@lRalautellaan mieleen, etta nelio-
matriisin A jalki (engl. trace}Yrace(A) on sen lavistgjaalkioiden summa. Jéljen eras perusomi-
naisuud on, etta jos matriisitulA B on nelimatriisi—jolloin my6$B A on neliématriisi—niin

trace(AB) = trace(BA).

Koska

oF, 0F, . 0F3

trace(F’) = e + o %

=VelF,
kaava 2. saadaan helposti:

V* e F*(r*) = trace(F*(r*)) = trace(Q"F/'(r)Q) = trace(QQ'F'(r))
= trace(F'(r)) = V ¢ F(r).

Kaavan 3. toteamiseksi tarvitaan matrii§hsarakkeety,, q-, q3. Lasketaan malliksi root-
torin V* x F*(r*) ensimmainen komponentti. Jacobin matriisin muuntokagkesawan (viii) ja
skalaarikolmitulon laskusaanttjen nojalla

_OF;  0F
 Oyr 02
= (F'(r) = F'(r))gs = gz o (V x F(r)) x qz

= xqse (VxF(r) =aie(VxF)=(Q(VxF())).

Huomaa, ettd koska uusikin koordinaatisto on oikeakatingmq, x qz = q;. Muut kompo-
nentit menevat samaan tapaan.

Laplacen operaattorin koordinaatistoriippumattomuwsarikentille seuraa suoraan gra-
dientin ja divergenssin vastaavasta ominaisuudesta janteéntille kaavasta (xi). Edelleen las-
kemalla puolittain yhteen kaavat (vi) ja (vii) saadd&he V)F:lle lauseke

(V* x F*(r*)), =q;F'(r)qe — 3 F'(r)as = q; F'(r)q — g3 F'(r) " qy

(GeV)F==(Vx(FxG)+(VeF)G - (VeG)F

+V(FeG)+ (VxF)x G+ (VxG)xF).

DO —

Kaikki oikean puolen termit ovat koordinaatistoriippurtaabia ja siis vektorikenttid. Nain ollen
my6s(G e V)F on koordinaatistoriippumaton ja vektorikentta. O

4Jos merkitadm\ = (a;;) (n x m-matriisi), B = (b;;) (m x n-matriisi), AB = (c;;) jaBA = (d;;), niin

Z Z apbiy = Z Z birar = Z dy = trace(BA).

k=1 1l=1 =1 k=1 =1

trace(AB) = Z Cik
k=1
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1.6 Aikariippuvat skalaari- ja vektorikentat

Fysikaaliset kentét ovat usein aikariippuvia, ts. kent@anttelyssa on mukana aikamuutttja
Skalaarikentta on silloin muotoA( P, t) ja vektorikenttd muotod'( P, t) (vektorikentan anta-
masta tangenttivektorista jatetaan tassakin pois vasiigte). Koordinaattiesityksessa muodot
ovat vastaavasfi(r, t) sekdF(r, t). Aikariippuvia kenttia sanotaagi-stationaarisiksiaikariip-
pumattomia taastationaarisiksi.

Koordinaattiesityksestd, tulkittuna neljan muuttujany, z,t funktioiksi, saadaan jalleen
peruskursseilta tutut kasitteet, jatkuvuus, derivoitidet jne. myds aikamuuttujansuhteen.
Koordinaatistomuunnoksessa= rQ + b aikamuuttuja ei muutu, ts.

A" t) = f((r* —=b)Q", 1) ja F*(r*,t)= Q'F((r* —b)Q",1).
Na&in ollen aikaderivaatoille saadaan vastaavat muunmoska

o' o' o' o'
—.* *t:— >k—b Tt i —]:—“>k * - T—.F >k—b Tt
S = (= D)QTY ja S F0 ) = QT F((r ~ b)QT ),
mika osoittaa, etté ne ovat kenttia.
Aikaderivaatalle saadaan edelleen—tuttujen osittaisdietikaavojen lisdksi—mm. seuraa-

vat perusderivointikaavat, jotka ovat todettavissa dislaskulla:

M) SFeq) - Tecire T
(2)—(F><Gr):%—lz><G‘:+F><aa—(;1r
@ O(py =Ty 2

6F 0G OH
(4) (F G H)—E.GXH‘FF.EXH_“F.GXE

(5) a(Fx(GxH)):?,}—]::><(G,><H)+F><(86—(j’><H>+F><(Gx%—?)

Toisenlainen aikariippuvuus koordinaattiesityksess#ygy kun koordinaatisto liikkkuu. Jos
esitys alunperin orf(r) (skalaarikenttd) taF(r) (vektorikenttd) kiintedssa koordinaatistossa,
niin hetkellat on kaytdssa koordinaatistomuunndsét) = rQ(¢) + b(t) ja kenttien esitykset
ovat

Frt ) = f((() = b1))QM)) Jja F(r",t) = Q1) F((r"(1) —b(1)Q(t)").

Huomaa, etta tdssa kentat ovat stationaarisia, aikaxiipmisyntyy koordinaatiston liikkkeesta
ja se on vain koordinaattiesityksessa. Vastaavalla &@\aKariippuville kentillef(r,¢) seka
F(r,t) saadaan liikkuvassa koordinaatistossa esitykset

Framt) = f((r7 (1) =b))QM) 1) ja F*(r*",t) = Q(t) F((r*(t) — b(1))Q(t)",1).

Nyt osa koordinaattiesityksen aikariippuvuudesta tukestistd, osa koordinaatiston liikkeesta.



"The intuitive picture of a smooth surface becomes analytic

with the concept of a manifold. On the small scale a manifold

looks like Euclidean space, so that infinitesimal operation
like differentiation may be defined on it

(W. THIRRING: A Course in Mathematical Physics

Luku 2
MONISTO

2.1 Funktion kuvaaja

Funktionf : A — R™, missa4 C R* on avoin joukkokuvaaja(engl. graph) orR*+™:n

osajoukko
{(r,f(r)) | r € A}.

Kuvaajaa merkitaan usein hieman epéatarkalla tavala:f(r) (r € .A). Tassé& on ns.aktiivi-
nen muuttujga s ns.passiivinen muuttujaylla aktiiviset muuttujat edeltavat komponenttijar-
jestyksessa passiivisia muuttujia. Kuvaajaksi katsotagids sellainen osajoukko, jossa ndma
muuttujat ovat sekaisin. Kuvaaja sited’, jos f on jatkuvasti derivoituva maarittelyalueeséa
Huomaa, etta kuvaaja maaritelladn nimenomaan tietyn kaaatiston avulla ja on koordinaa-
tistoriippuvainen.

Tuttu kuvaaja on valill§a, b) maaritellyn yhden muuttujan reaaliarvoisen funktipriku-
vaaja eli pariefiz, f(z)) (a < x < b) muodostam@®?:n osajoukko eli viivay = f(z). Samoin
on kahden muuttujanm ja y reaaliarvoisen funktiorf kuvaajapintaz = f(z,y) ((z,y) € A)
avaruudessg?:

AZ

Kaikki viivat tai pinnat eivat ole kuvaajia, esimerkiksi yayrdnkeha tai pallonpinta ei ole ku-
vaaja (miksei?).

Tavallisimmat dimensiot ja m ovat tietysti fysikaalisten paikkakoordinaattien ja agan
tamatl, 2 ja 3, jolloin k£ +m on2, 3 tai 4. Mekaanisten ym. systeemien vapausasteiden antamat
dimensiot voivat toisaalta olla hyvinkin korkeita. Rajpgaksena sallitaan myas = 0. Silloin

LJoissain teksteissa vaaditaan sileydeltd, ettd kaikleéetakikujen kaikki osittaisderivaatat ovat jatkuvina-ole
massa.

12
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R™:ssé eliR’:ssa on vain yksi alkio (ns. tyhja vektq), R**™ = R, kaikki muuttujat ovat
aktiivisia ja funktionf : A — R™ kuvaaja onA. Avaruuden avoimet joukot ovat siis aina ku-
vaajia. Vastaavasti sallitagn= 0. Silloin f:l1a ei ole muuttujia, joten se on vakio ja kuvaaja on
yksi piste? Sopimuksen mukaan nama kuvaajat ovat myos sileita.

Jatkossa tarvitaan myos joukkojen kaanteiskuvia. Fultiigo: A — B joukonC kaanteis-
kuvaon joukko

g '(C)={r|g(r)ec}

(Huomaa, ettei talla ole mitaan tekemista kaanteisfunkkianssa, funktiollg ei tarvitse ol-
la kdanteisfunktiota lainkaan.) Jatkuvalle avoimességssa maaritellylle funktiolle avoimen
joukon kaanteiskuva on avoiil asta saadaan tarkea kuvaajien ominaisuus:

Lause 2.1.Jos sileda funktion kuvaajaa leikataan avoimella joukohan tulos on siled ku-
vaaja tai tyhja joukko.

Todistus.Asia on selvé jos leikkaus on tyhja joukko, ja samoin jos- 0 (leikkaus on piste)
tai m = 0 (kahden avoimen joukon leikkaus on avoin). Muussa tapasiskuvaajas = f(r)
(r € A) ja avoimen joukor3 leikkaus saadaan kuvaajasa= f(r) (r € C), missaC on B:n
kaanteiskuva jatkuvassa kuvaukses@g = (r, f(r)). O

2.2 Monisto

R™:n osajoukkoM on k-ulotteinenmonisto(engl. manifold), jos se on lokaalisti jonkitn
muuttujan funktion silea kuvaafaLokaalisti” tarkoittaa sita, etta jokaist&:n pistettdp koh-
ti on sellainenR™:n avoin joukkoB,, jossa on pistg, ettaM N B, on joidenkink:n muuttu-
jan funktionf,, siled kuvaaja. Eri pisteill@ joukko B, voi olla hyvinkin erilainen, muuttujat
voidaan valita eri tavalla, mutta niiden lukuméaara on ainga funktio f;, voi olla erilainen.
Funktioitaf,, kutsutaarkartoiksi (engl. chart) ja kaikkien funktioiden joukkoatlakseksieli
kartastoksiUsein luonnollisesti pyritddn mahdollisimman suppea&akaéen.

Esimerkki. R?:n ympyrankeha or-ulotteinen monisto, sil- AY
l& (ks. kuva ohessa) sen jokainen piste on joko mustien ym-
pyroiden tai valkoisten ympyroiden antamalla avoimellaka
rella ja sellaiset ovat funktioideny = +vVR?> —2? jax =
+/ R? — y? (atlas) sileitéa kuvaajia sopivilla avoimilla valeil-
& (R on ympyran sade).

Samaan tapaan paatellen pallonpinta+y>+ 22 = R? on
R3:n 2-ulotteinen monisto. Se on lokaalisti sopivissa avoimissa
joukoissa maariteltyjen funktioiden

X

r=t+\VR*—y?—22 |, y=+VvR>—22—-22 ja z=4R?>—2a%—y>?

(atlas) siled kuvaajapinta.

2Tassa tapauksesshon koko avaruu®?, joka on avoin joukko.

3Tama on itse asiassa jatkuvuuden maaritelma.

“Moniston maaritelmia on kirjallisuudessa useita erityigiip Tassa oleva on kaytossa mm. kirjoissagH
BARD & HUBBARD ja NIKOLSKY & VoOLOSOV. Monesti niitd kutsutaan tarkemmin "sileiksi monistoiki&i
"differentioituviksi monistoiksi”. Samalla idealla voéédin maaritella myds ns. abstrakteja monistoja, joihingsida
menna.
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Luonnollisesti jokainen siled kuvaaja on itsessdan monesityisesti jokaineriR™:n avoin
osajoukko on sen-ulotteinen monisto ja jokainen yksittainen pisteleunlotteinen monisto. Jos
avaruusviiva on sileé kuvaaja, vaikkapa muatea) = (f1(z), f2(z)) (@ < = < b), misséf; ja
f- ovat jatkuvasti derivoituvia, niin se siis d&’:n 1-ulotteinen monisto. Samoin kuvaajapinta
z = f(x,y) ((z,y) € A) onR3:n monisto, josf on jatkuvasti derivoituva. Toisaalta esimerkiksi
itseisarvofunktion kuvaaja = || ei ole sile& eika nain olleR?:n monisto.

Monistoa voidaan aina rajoittaa lokaalimmaksi. Lausednvalitttména seurauksena ni-
mittain
Lause 2.2.JosR™:n k-ulotteista monistoa leikataan avoimella joukolla, niulds onk-ulot-
teinen monisto tai tyhja joukko.

Huomautus. Miksi tarvitaan monistoja? Syy on se, etta |0ysasti madyif@ viivoja ja pintoja
on uskomattoman monenlaisia, eika niihin paéase mitenk&fwokti kasiksi yleisin globaalein
menetelmin. On jatkuvia viivoja, jotka tayttavat yksiké&ldin kokonaan tai jotka leikkaavat
itseddn joka pisteessaan, on jatkuvia pintoja, joilla essdian pisteessa ole normaalia, jne.
Ainoa keino saada ote asiasta on lokalisoida ja rajoittasiki#ita pitden huolta, ettei sovel-
lettavuutta menetetd. Globaalisten tulosten etsimineiogiéstaminen sen jalkeen onkin sitten
hyvin vaativaa topologista ja algebrallis-topologista tematiikkaa.

2.3 Monistot urina

Eras tapa méaaritella monistoja on méaaritella neunsa (engl. locus). Ura on yksinkertaisesti
tietyt ehdot toteuttavien pisteiden joukko. EsimerkikskeskinenR-sateinen ympyra on nii-
den pisteiden ura, joiden etéisyysstad onR, ja se on monisto kuten todettiin. Yleisesti ura
maaritelladn koordinaattiesityksen kautta ja ehdot aareyhtalomuodossa. Téllainen ehto on
muotoa

F(r,s) =0,
missar on k-ulotteinens onn — k-ulotteinen jaF onn — k-ulotteinenn:n muuttujan funktio.
Ehdon toteuttavien pisteiden ura on muodostuu juuri niiStén pisteisté(r, s), jotka sen to-
teuttavat. Kuten merkinnoistakin huomaa, ajatus onrettd eraanlainen aktiivinen muuttuja ja
s eraanlainen passiivinen muuttuja. Vaikka jarjestys tassaktiiviset ensin”, voivat muuttujat
olla my6s sekaisin yhtaléssa ja niiden rooli olla erilaimerosissa avaruutta, aktiivinen vaihtuu
passiiviseksi jne. Ympyrankeha ja pallonpinta ovat juéligisia uria, kun valitaan

Flz,y)=R*—2"—y* ja F(z,y,2) =R —a>—y* -2

(origokeskisina jak-sateisind). Ympyralla jompikumpi muuttujista on ainaii@kten, pallolla
kaksi kolmesta muuttujasta.

Kaikki urat eivat ole monistoja. Esimerkiksi ehdgn- |x| = 0 toteuttavaiR?:n pisteet eivat
sita ole eivatka myoskaan ehdgh— 22 = 0 toteuttavat pisteet. Edellinen ura ei ole silea ja jal-
kimmainen ei ole origossa lokaalisti minkaan yhden funkovaaja (vaan kahdep:= +x).
Oikeastaan mydskaan esimerkiksi ehdgn- x)? = 0 maarittdma ura ei ole monisto, se on suo-
ray = x, mutta kaksinkertaisena! YhtélosBér, s) = 0 pitaisi F:n olla varmaankin jotenkin
jatkuvasti derivoituva ja toisaalta jotenkin pitéisi vastaa ratkaisun lokaali yksikasitteisyys.
Klassisessa differentiaalilaskennassa eras tahan rstismpiva tulos, ns. Implisiittifunktio-
lause, on tunnettu kauan. Sen avulla voidaan siirtyé usthdokaaliin kuvaajaan.

Implisiittifunktiolause. °® Oletetaan funktiost® : S — R" %, missd) < k < n, etta

SImplisiittifunktiolauseita tunnetaan kirjallisuudess@nenlaisina versioina, hieman eri oletuksin ja johtopaéa-
toksin.
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1. maarittelyjoukkaS on avoinR™:n osajoukko,
2. F on jatkuvasti derivoituva:ssa,

3. F’ on taysiranginers:n pisteess®y, ts. sem — k rivia ovat ko. pisteessa lineaarisesti
rippumattomat, jolloin myos jotkut — &k saraketta ovat lineaarisesti riippumattomat, ja
etta

4. pisteessgp, on F(py) = 0 ja n — k muuttujaas vastaavatF'(py):n sarakkeet ovat
lineaarisesti rippumattomat.

Merkitaanr:lla muita muuttujia kuins. Silloin on sellainen avoifR*:n osajoukka3, jossa on
pister,, ja sellainen yksikasitteinen funktfa B — R"*, etta

() f:nkuvaaja sisaltyys:aan,
(i) po = (ro, f(ry)) vaihtamalla tarvittaessa muuttujien jarjestysta niirntéat tulee ensin,
(iii) F(r,f(r)) = 0 joukossas,
(iv) f on jatkuvasti derivoituva joukosdaja
£'(r) = —Fi(r, f(r)) ' Fi(r, f(1)),

missé on merkitt¥':n derivaattamatriisia vain muuttujiensuhteer¥",:lla ja vain muut-
tujiens suhteerE:Ila. (Jolloin ilmeisestiF’ = (F, | F,) lohkomuodossa. Tama kohta
on voimassa vain jos > 0.)

Todistus. Todistus on pitkd ja hankala induktiotodistus, ks. esinksikAPOSTOL tai HUB-
BARD & HUBBARD tai NIKOLSKY & V oLOosoV. Induktion lahtokohta, tapaus= 0, on kui-
tenkin ilmeinen. Silloinry on tyhja vektori jaf on vakiofunktiop,. Kohdan (iv) derivaatta-
lauseke saadaan implisiittisellda derivoinnilla eli dermalla ketjusaannélla puolittain identi-
teettiF(r, f(r)) = 0 joukossaB ja ratkaisemalld’(r) saadusta yhtalosta

F.(r,f(r)) + Fi(r,f(r))f'(r) = O. [

Implisiittifunktiolauseesta (ja Lauseesta 2.1) saadaamaiksena valittbmasti monistomaarit-
tely uran avulla:

Seuraus 2.3.JosRR™:n osajoukonM jokaista pistettdp, kohti on sellainen joukks ja sel-
lainen funktioF : S — R"*, etta Implisiittifunktiolauseen ehddt— 4.toteutuvat ja uraehto
F(p) = 0 maarittda joukonM N S, niin M onR™:n k-ulotteinen monisto.

Kaanteinenkin tulos patee:

Lause 2.4.Jos M onR™:n k-ulotteinen monisto j& < n, niin M:n jokaista pistettgp, kohti
on sellainen joukkd ja sellainen funktid® : S — R"~*, etta Implisiittifunktiolauseen ehdot
1.—4.toteutuvat ja uraeht® (p) = 0 maarittad joukonM N S.

Todistus.Katsotaan vain tapaus > 0. (Tapaust = 0 menee samaan tapaan—oikeastaan eri-
koistapauksena.) Jogf onR™:n k-ulotteinen monisto, niin lokaalisti jossain avoimesszkjas-
sa, jossa on pistpy, se on jonkin jatkuvasti derivoituvan funktidrkuvaajas = f(r) (r € A)
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joillekin k:lle muuttujaller (aktiiviset muuttujat). Uudelleenjarjestamalla voidadettaa, etta
aktiiviset muuttujat tulevat ensin. Valitaan nyt joukolskarteesinen tulod x R* %, ts.

S={(r,;s)|re Adjasc R"*},

ja F:ksi funktio
F(r,s) =s— f(r).

Silloin § on avoinR™:n osajoukko (totea!) j& on jatkuvasti derivoituv&:ssa. Edelleen silloin
F' = (—f'| I,_;) on taysiranginenl(,_, on identiteettimatriisi). O

Lukuunottamatta-ulotteisia monistojaR™:n monistot ovat nain tarkalleen ne joukot, jot-
ka ovat lokaalisti uria. Uraesitysta kutsutaan usemplisiittiseksi esityksekga maaritelman
mukaista esitysta lokaaleina kuvaajina taksplisiittiseksi esityksek&sErityisesti muotoa

G(p)=c eli G(p)—c=0

olevat ehdot maarittelevat moniston (yo. oletuksin) (a1 tasa-arvomonisto(engl. level ma-
nifold).

Esimerkki. R?:n 2-ulotteiset monistot ovat sileita pintoja. Lokaalistildihen pinta saadaan
jonkin ehdon
F(z,y,2)=0

maaraamana urana, missa tarkastelujoukossa

. (OF OF OF
F—(a—x’a—y%)*“

Erityisesti muotoa=(z, y, z) = ¢, misséc on vakio, olevien ehtojen antamat pinnat otea-
arvopintoja.

Nain annetuille pinnoille on muuten usein helppoa tarkastanko pistep, = (o, Yo, 20)
pinnalla vai ei. Lasketaan vain (lokaalisth(zo, yo, o) ja tarkistetaan onko se- 0, toki tassa-
kin voi olla vaikeuksia.

Esimerkki. R3:n 1-ulotteiset monistot ovat avaruusviivoja. Lokaalistivaiisaadaan jonkin
ehdon
Fi(z,y,2) =0

F(x,y,2) =0 eli
( Y ) {F2(~ruyaz>:0

antamien pisteiden urana, missa viivalla derivaatta

F/
I 1
)
on taysiranginen eli sen kaksi rivia ovat lineaarisesfppgumattomat. Kyseessa on silloin lokaa-
listi kahden sile&n pinnaf (z,y, z) = 0 ja Fx(z,y, z) = 0 (uraehdot, ks. edellinen esimerkki)

leikkausviiva. Huomattakoon, ettd kahden silean pinngkéisviiva ei toisaalta valttamatta
ole siled monisto (viiva), tahan tarvitaan yo. taysirangis.

50n kolmaskin klassinen esitystapa, ns. parametrinensesity Pykala 2.5.
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2.4 Monistojen kuvaaminen. Koordinaatistoriippumatto-
muus

Monistoja "kasitellaan” usein kuvaamalla niita sopiviflanktioilla tavalla tai toisella. Eo. ta-
valla méaaritellyille monistoille ei ole kovinkaan helppoayttaa, ettd saatu joukko todella on
monisto. Parametrisoiduille monistoille se on usein helpaa, ks. seuraava pykala. Kaanteis-
kuvat ovat toisaalta usein yhta kayttokelpoisia.

Lause 2.5.Jos M on R™:n k-ulotteinen monisto, joka sisaltyy avoimeen joukkdhnd on
R™:n avoin osajoukkoyp > njag : A — Bon sellainen jatkuvasti derivoituva funktio, etta sen
derivaattag’ on taysiranginen eli sen rivit ovat lineaarisesti riipputt@nat, niin kaanteiskuva
g (M) onm — n + k-ulotteinenR™:n monisto.

Todistus. Tapaust = n on selva. SilloinM onR":n avoin joukko ja sen kaanteiskuga' (M)
onR™:n avoin joukko eliR™:n m-ulotteinen monisto.

Siirrytaan sitten tapaukseén< n. Otetaan tarkasteltavaksi! (M):n mielivaltainen piste
ro, jolloin siisg(ry) € M. Lokaalisti pisteerp, = g(r() lI&helld monistoM on méaéariteltavissa
urana, Lauseen 2.4 nojalla. Tarkemmin sanoen on sell&fieanavoin osajoukkd ja funktio
F : S — R**, etta Implisiittilauseen ehdot 1.—4. toteutuvat. Jatkevavoimessa joukossa
maaritellylle funktiolle avoimen joukon kaanteiskuva amin, joteng = (S) on avoin. Ehto

F(g(r)) =0

maarittad lokaalina urana ilmeisestikin joukkga' (M). Avoimessa joukossg!(S) yhdis-
tetty funktio F' o g toteuttaa nyt Implisiittifunktiolauseen ehdot 1.—4.J&#en derivaatta on
ketjusaannén nojalla

(Fo g)’(ro) = F/(g(ro))gl(ro) = F/(Po)g/(ro)

ja se on taysiranginen. Nain ollen Seurauksen 2.3 mukaafM) on R™:n monisto ja sen
ulotteisuus onn — (n — k) (r:n ulotteisuus miinu&':n ulotteisuus). O

Tahan mennessa ei ole otettu kantaa monistojen koordsta@ppuvuuteen. Monisto on
maadritelty aina tietyn koordinaatiston avulla ja koorditistosta toiseen paastaan luonnollisesti
koordinaattimuunnoksilla. Mutta onko yhdessa koordiist@ssa maaritelty monisto enaa maa-
ritelman mukainen monisto, jos se esitetaan jossain wadesordinaatistossa, ja sailyyko ulot-
teisuus? Lauseen 2.5 seurauksena vastaus on myonteisemmitidin koordinaattimuunnos
on

r'=rQ+Db,

niin valitaan vain lauseessa = n ja
g(r') = (r" = b)Q".

Silloin koordinaateissa* esitettynd monistd1 on koordinaateissaesitetyn version kaanteis-
kuva ja siten monisto myds uusissa koordinaateissa. WHatigkin sailyy.Se, etté joukko on
k-ulotteinen monisto yksissa koordinaateissa takaa, ett@ssitd myos muissa koordinaateis-
sa.”Monistoisuus” on koordinaatistoriippumaton ominaisuus
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2.5 Moniston parametrisointi

Mikali monisto onnistutaan parametrisoimaan, sen kdgitte monissa suhteissa helpomgaa.
Esimerkiksi moniston yli otettujen integraalien maatita kasittely on talldin huomattavasti
yksinkertaisempaa.

R™:n k-ulotteisen moniston\1 parametrisoint? muodostuuR*:n avoimesta osajoukosta
U (ns. parametrialu@ seka jatkuvasti derivoituvasta bijektiivisesta funkteay : &/ — M,
jonka derivaattay’ on taysiranginen. Derivaattd on siisn x k-matriisi, jonka sarakkeet ovat
lineaarisesti rippumattomat. Ko. sarakkeet tulkitaageylséa vektoreiksi. (Tassa luonnollisesti
oletetaan, ettéd > 0.)

limeisesti, jos monisto on jonkin funktion kuvaaja, ¢s= f(r) (r € .A), se on parametri-
soitu, valitaan vaii/ = A ja~(r) = (r,f(r)). Myoskin R":n n-ulotteinen monisto eli avoin
osajoukkaA on luonnollisella tavalla parametrisoitu, valitaan paeamalueeksi itsed ja ~:ksi
identiteettikuvaus. Toisaalta se voidaan parametriswoidallakin tavoin.

Esimerkki. Ympyra) : 2% + y? = R? onR%:n 1-ulotteinen monisto, joka ei ole parametrisoi-
tavissa. Taman nayttdmiseksi tehdaan vastaoletus, jonkaisest])’ on parametrisoitavissa.
Parametrialug/ on silloin reaaliakselin avoin joukko, ts. se muodostullisi$ta avoimista va-
leistd. Otetaan tarkasteltavaksi jokin naista valeis@nstaan(a, b) (misséa voi ollaa = —oco
jaltai b = o). Kun vélin(a, b) pistew liikkuu kohderu:ta, ympyrélla vastaava piste(u) liik-
kuu kehalld jompaan kumpaan suuntaan. Se ei voi pysahtyalpen eika kdéntya takaisin,
koskary on bijektio. Nain ollern):ssd on myds raja-arvopiste

p= lim ~(u).

u—a-+

Mutta nytl/:ssa ei voi olla sellaista pistettd, ettdp = ~(v). Tallainen piste olisi jollairi/:n
muodostavista avoimista véleista ja—samalla tavoin kdiellé—voidaan paéatella, etta kyllin
lyhyt avoin véli(v — €, v + €) kuvautuu avoimeksi ympyrahkaareksi, jolla on piste, eika-~y
nain olisi bijektiivinen.

Jos sen sijaan jatetdan ympyrasta pois yksi piste, sanopéste (R, 0), se on edelleen
monisto (miksi?) ja parametrisoitavissa tutulla napakalia ¢:

(z,y) =v(¢p) = (Rcos ¢, Rsing) (0 < ¢ < 2m).
Nyt~ (¢) = (R cos ¢, Rsin ¢) on jatkuvasti derivoituva bijektio ja’ (¢) = (—Rsin ¢, Rcos ¢)T
on aina# 0. Kaanteiskuvaus saadaan helposti:
¢ = atan(z,y),

missdatan on kahden muuttujan arkustangentti eli arkustangentssgkvadrantti ja arvot
akseleilla tulevat oikein, ts.

(arctany, kunx >0jay >0
x
21 + arctang, kunx >0jay <0
x
atan(;p’y) = { w4+ arctan %, kunz < 0

g,kunx:Ojay>0

3 .
%,kunx:OJay<0.

\

’Monissa teksteissa monisto suorastaan maaritellaanglelsaalia bijektiivista parametrisointia kayttaen, ks.
esimerkiksi $I1vAK tai O’NEILL. Tallgin tarvitaan ns. transitioehdot takaamaan, ettddamktiot sopivat yhteen.
Mydskin tassa kaytetty moniston maarittely on lokaali pagtrisointi, mutta se ei ole yleinen sellainen.

8Usein puhutaan sileésta parametrisoinnista.
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Se I6ytyy muodossa tai toisessa kutakuinkin kaikista wigébista.atan muuten on jatkuva
ja jatkuvasti derivoituvakin—ei-negatiivista-akselia tietysti lukuunottamatta, ks. kuva alla
(Maple)—silla (totea!)

seki Oatan(v,y)  «x

Oatan(zx,y) y
Oz 2% 4y oy 2+ y?

Mydskaan palla:? +y2 + 22 = R? ei ole parametrisoitavissa. Jos jatetaan pois puoliympy-
ran kaariz? + 22 = R?,y = 0,z > 0, saadaan monisto, jonka parametrisointi on mahdollista
tutuilla pallokoordinaateilla:

(x,y,2) =~(0,¢) = (Rsinf cos ¢, Rsin O sin ¢, R cos )
ja parametrialue on avoin suorakulmié: 0 < 6 < 7,0 < ¢ < 2. Derivaattamatriisi

Rcosfcos¢p —Rsinfsing
~'(0,¢) = | Rcosfsing  Rsinfcosd
—Rsinf 0

on taysiranginen ja kaanteiskuvauskin on jalleen helpytéa:

z
f = arccos —
R
¢ = atan(z,y).
Esimerkki. Yleinen sileédn avaruusviivan parametrisointi on muotoa ~(u) (u € U), missa
U on avoin vali. (Periaatteessa parametrialue voisi muodasiseastakin avoimesta valista,

mutta talldin viiva voitaisiin vastaavasti jakaa osiin.flloin v on jatkuvasti derivoituva ja
~" # 0, mika takaa, etta viivalla on joka pisteessaan tangentti.

Esimerkki. Yleinen siledn pinnan parametrisointi on muotoa= ~(u) (u € U), missalf
on avoinR?:n osajoukko. Edelleety on jatkuvasti derivoituva ja’ on taysiranginen, ts. sen
kaksi saraketta ovat lineaarisesti rippumattomat. Taakah, ettd pinnalla on joka pisteessaan
normaalivektori (mainittujen sarakkeiden ristitulon anta vektori).
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Parametrisointi on siis rajoitetumpi kuin eo. moniston ntéglyt. Toisaalta sen avulla on
helpompi kasitella monistoja. Integroinnissa parameinisin rajoitukset voidaan paljolti jattaa
huomiotta, silla ne kohdistuvat joukkoihin, joilla ei olaikutusta integraalien arvoihin, kuten
tullaan nakemaan. Todetaan vield, ettd jos joukko on amtisparametrisoimaan, niin se on
monisto tietyssa lokaalissa mielessa.

Lause 2.6.Jos M C R”, U/ onR*:n avoin joukkoyu, € U/ ja on jatkuvasti derivoituva bijek-
tiivinen funktioy : &/ — M, jonka derivaattay’ on taysiranginen, niin on sellaindi:n avoin
osajoukkoV, ettdu, € V ja~(V) onRR™:n k-ulotteinen monisto.

Todistus. Otetaan tarkasteltavaksit:n piste

Po = (o).

Silloin v/(ug):n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat ja serujotkrivia ovat myos li-
neaarisesti rippumattomat. Tarvittaessa uudelleagtimalla voidaan olettaa, ettd nadma rivit
ovaty’(ug):n k ensimmaista rivia.

Katsotaan ensin tapaus, migséd< n. Merkitddn nytM:n yleiselle pisteellep = (r,s),
missar:ssa ovak ensimmaistda komponenttia. Merkitaan edellgenla funktiota, joka saadaan
ottamallary:stak ensimmaistd komponenttia, §a = -, (uy). Merkitaan viel&y,:lla funktiota,
joka saadaan ottamakastan — k viimeista komponenttia. Avoimessa joukos$a= U x RF
(vrt. Lauseen 2.4 todistus) maaritelty funktio

Fur) = —7,(u)

toteuttaa silloin Implisiittifunktiolauseen ehdot 1.-M&in ollen on jossain avoimessa joukossa
B méaaritelty jatkuvasti derivoituva funktig : B — R*, jonka kuvaaja1 = g(r) siséltyyS:aan
jajolle

r=,(g(r)).
Karttafunktiof pisteess@, saadaan silloin valitsemalla

f(r) = v,(g(r)).

Edelleen valitaany = ~;'(B), joka on avoin joukko. (Ja missa tarvitaankagan bijektiivi-

Syys?)
Tapaust = n menee samaan tapaan. Avoimessa joukdssa/ x R™ maaritelty funktio

F(u,p) =p —~(u)

toteuttaa silloin Implisiittifunktiolauseen ehdot 1.-Mé&in ollen on jokin avoin joukkds, jossa
on pistepy, ja jatkuvasti derivoituva funktig : B — R", jonka kuvaajar = g(p) sisaltyy
S:aanjajolle

p ="(g(p))
Nain ollenB C M. Jéalleen valitaaw = ~~!(B), joka on avoin joukko. O

Moniston M parametrisointi funktiollay : &/ — M voidaan vaihtaa haluttaessa toiseksi
seuraavalla tavalla, nsudelleenparametrisointEtsitaan uusi parametrialug C R ja sel-
lainen jatkuvasti derivoituva bijektiivinen funkti§ : V — U, ettd sen derivaattg’ on ei-
singulaarinen. Uusi parametrisointi tapahtuu silloin igketyll& funktiolla~y o n, ts. muodos-
sar = vy(n(v)) (v € V). Kyseessa on todellakin parametrisointi, silla ketjusé#n nojalla
~ om on jatkuvasti derivoituva ja sen derivaattdn(v))n’(v) on taysiranginen. MydskiR™:n
n-ulotteiset monistot eli avoimet joukot kannattaa toisimaudelleenparametrisoida.
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Esimerkki. R3:n 3-ulotteisia monistoja eli avoimia joukkoja (eli "kappatal’) esitetaan usein
parametrisoituina muutenkin kuin vain triviaalilla tavalidentiteettifunktiolla. Tuttuja tallai-
sia parametrisointeja ovat esitykset sylinteri- tai p&lbordinaattien avulla. Esimerkiksi alla
olevan kuvan pallonviipale (avoimena joukkona) voidaarapeetrisoida pallokoordinaateilla:

(2,y,2) =~(p.8,6) = (psinb cos ¢, psin Bsin 6, p cos )

ja parametrialue on avoin suorakumi: 0 < p < R,0 <0 < 7,0 < ¢ < «.

A® parametrialue

a

e

=
- -
o

>0

o

Moniston eri parametrisoinnit voivat tulla "omia teitd&anfnan etté niita mitenkaén uudelleen-
parametrisoitaisiin toinen toisikseen. Silloinkin tife palautuu periaatteessa uudelleenpara-
metrisointiin.

Lause 2.7.Moniston eri parametrisoinnit voidaan aina saada toineisistaan uudelleenpara-
metrisoinnilla.

Todistus. Otetaan tarkasteltavaksi tilanne, mi&an k-ulotteisella monistollaVl on paramet-
risoinnit
r=~;(u) (uel) ja r=7y(v) (ve),

Sopiva ehdokas uudelleenparametrisoivaksi kuvauksekineisestiking = v, o v,, jolloin
saadaan parametrin vaihtio= v, (v,(v)).

Taman on bijektiivinen, pitdd vain nayttaa, etta se on jatkuvdstivoituva. Tata varten
maaritellaan ensin funktio

G(u,v) =7, (u) = 7,(v).

Silloin sen derivaataf’ muuttujiau vastaavat sarakkeet el ovat lineaarisesti rippumatto-
mat. Otetaan tarkasteltavak®i:n pister, = ~,(uy) = v(vy). Koskay’ (up):n k saraketta ovat
lineaarisesti riippumattomat, myoski (u,):n jotkut & rivia ovat lineaarisesti riippumattomat.
PoimitaanG:sta vastaavat komponenttia ja muodostetaan niistd funkkio Avoimessa jou-
kossaS = U x V funktio F toteuttaa Implisiittifunktiolauseen ehdot 1.— 4. ja laerséokaalisti
antama funktid’ on ilmeisestikin juuri.

Koska pisteeksv, kay tassa mikéa tahansdan piste,n on nain ollen jatkuvasti derivoituva.
Toisaaltary’ on myos ei-singulaarinen, siltg, = v, o n ja ketjusaannon nojalla

Y2(v) =7i(m(v))n'(v),

jajosm’ olisi jossain)’:n pisteessa vajaaranginen, niin samoin ofisi O
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Parametrisesti esitetty monisto voidaan lokalisoida npaismetrialueen puolella: Otetaan
parametrialueedd avoin osajoukkd/’ ja tulkitaan se uudeksi parametrialueeksi. Nain saatu
parametrisoitu joukko on jalleen monisto ja silla on paramasitys (vrt. Lause 2.6). Itse asiassa
talla tavoin saadaan myo6s erdaanlainen moniston yleisganfetrisoidaan joukkdy” kuten
edella parametrialueelld ja funktiolla~ : &/ — N/, joka on jatkuvasti derivoituva ja jonka
derivaattay’ on taysiranginen, mutta ei vaadita, eft@lisi bijektiivinen. Jos nyt jokaistd/:n
pistettap kohti on sellainerd/:n avoin osajoukkd/,, etta

e p = v(u) jollekin U,:n pisteelleu ja
o Uy :lle rajoitettunary on bijektiivinen,

niin Lauseen 2.6 mukaisesgi,:lle rajoitettuna parametrisointi maarittdd monistorukle N

ei itsessédan kuitenkaan valttdmatta ole monisto. TéllaiRistettyja parametrisia monistoja
kutsutaarratamonistoiks{engl. trajectory manifold). Ratamonisto voidaan uudsifgaramet-
risoida tasmalleen samalla tavalla kuin monistokin.

Esimerkki. Napakulmalla parametrisoitit?:n osajoukko

(z,y) = v(¢) = (r(¢) cos g, 7(¢) sing) (0 < ¢ < 27),

missa

r(¢) = e — 2cosde + sin5%,

on mutkikas tasoviiva, joka ei ole monisto, koska se kulkigem kautta kuusi kertaa, ks. kuva
alla vasemmalla (Maple). Se on kuitenkhulotteinen ratamonisto.

Oikeanpuoleinen kuva on puolestaan hodograafiviivay) = v'(¢)" (0 < ¢ < 2m). Se
osoittaa, ettéy’ on taysiranginen (kuvaaja ei kulje origon kautta). Samailkkyy, ettd itse
asiassa mydskin parametrin arvga= 0 (tai ¢ = 27) vastaava piste olisi voitu ottaa lokaalisti
mukaan. Myds siina viiva nimittain olisi siled. 1lmié on iylen napakoordinaattityyppisissa
parametrisoinneissa, silla vaikkaan on epéjatkuva, niisin(atan(x,y)) ja cos(atan(zx,y))
ovat jatkuvasti derivoituvia. Samoin, jos parametrivaliklisi otettu vaikkap® < ¢ < 4 ja
mukana olisi myds tuo parametrin aryo= 2.

3 ‘ R

-2

-3
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2.6 Tangenttiavaruus

Lokaalisti pisteerp, lahellaR™:n k-ulotteinen monistoM on £ muuttujan funktionf kuvaaja
s = f(r) R™ssé japy = (ro,f(ro)). GeometrisestiM:n tangenttiavaruus pisteesgg muo-
dostuu kaikista niista tangenttivektoreigigssa, jotka sivuavat siind1:4a. Tapaukset = n
ja k = 0 kasitellaan erikseen. Edellisessa tangenttiavaruus ostiod kaikista vektoreista, jal-
kimmaisessa vain nollavektorista. Jatkossa oletetati) et £ < n.

Lokaalistif on pisteen lahella likimain sama kuin affiini approksimaationsa, ts.

f(r) = f(ry) + (r —ro)f'(ro)".

Funktion affiini approksimaatio jossain pisteessa on kestegissa tarkka niin funktion arvon
kuin sen derivaatankin osalta. Merkitagifr) = f(ro)+(r—ro)f’(ro) " (jolloin g'(rq) = £'(ry)).
Silloin s = g(r) on kuvaaja, joka lokaalisti sivuaa monistdd pisteessg,. Geometrisesti ko.
kuvaaja on os&-ulotteista hypertasoa, alemmissa ulottuvuuksissa esa t@i suoraa.

M:ntangenttiavaruupisteessg,, merkitaar,, (M), muodostuukin niisté (tangentti)vek-
toreista, joiden edustajajanan alkupistemrja loppupiste on kuvaajalle= g(r), ts. se muo-
dostuu tarkalleen kaikista vektoreista

((r, g(r)) — (ro, £(r0)))" = (r —ro, (r — ro)f'(ro)T)

B (r—ro)T (L T
- (f’(ro)(r—ro)T> - (f’(r0)> (r=r0)",

missar € R” ja I, on identiteettimatriisi. Mukana on erityisesti= r(, joten nollavektori on
tangenttiavaruudessa. Ko. tangenttiavaruus orveksoriarvoisen vektorimuuttujam funktion
T(h) = f'(ro)h kuvaaja. limeisesftl’ on lineaarinen funktio j& (ry) on sen maarittava matriisi
kaytetyssa kannassa. Huomaa, etta kuvaajarf(r) vaihtaminen toiseen kuvaajaén- h(u)
vastaa lokaalista uudelleenparametrisointia= 7(r) ja tangenttiavaruuden kannan vaihtoa
matriisillan’(rq) (vrt. Lause 2.7 ja sen todistus). Itse avaruus pysyy samana.

T

Esimerkki. Silea avaruusviiva elR?:n 1-ulotteinen monistoV! on lokaalisti kuvaaja
(y, 2) = £(x) = (f(2), fo(2))

(tai toinen niistd kahdesta muusta vaihtoehdosfe):n tangenttiavaruus sen pisteesgi =
(0, Yo, 20), MiISS&(yo, 20) = f(xo), muodostuu silloin tarkalleen kaikista vektoreista

h
filzxo)h | (h€R).
fa(xo)h

Geometrisesti vektorit ovat siis suoralta= tv (¢ € R), missav = (1, f(zo), f5(xq)).
AZ
Po = X0, f1(Xp) , f2(Xp)

X

avaruusviiva + tangenttivektori
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Esimerkki. Silea pintaR?:ssa on2-ulotteinen monistoM. Lokaalisti M on kuvaajaz =
f(z,y) (tai sitten toinen kahdesta muusta vaihtoehdostd)n tangenttiavaruus pisteespg =
(0, Yo, 20), MiSS&zy = f(xo, yo), muodostuu silloin tarkalleen kaikista vektoreista

1 0
0 1 h
Of(xo,%0) Of(xo,Y0) (h;) ((h1, ho) € R?).
Ox Ay

Geometrisesti vektorit ovat siis tasolta= t,v| + tovy (t1, 12 € R), missé

v, = 17 O7 af(lb)yO) ja Vo = 07 17 6f(x07 yO) )
ox oy

z
'y vy

tangenttitaso

Po = %o Yo f(X0:Y0))

>y

Entas jos monistoV onkin esitetty lokaaleina urina, tarkemmin sanoen lolsiadihdon
F(r,s) = 0 maardadmana urana (olettaen sopiva muuttujajarjestyymSseurauksen 2.3
mukaisestiM saadaan lokaalisti pistegn, = (rq,so) lahella myos kuvaajana = f(r) ja
(katso Implisiittifunktiolause)

£/(ro) = —F, (v, £(ro)) 'Fi(ro, f(rg)) , missaF = (F,|F,).

Tangenttiavaruudef,, (M) muodostavat vektorit

I
h.
(e

Mutta ndmahan ovat tarkalleen kaikki vektatit = (L) , jotka toteuttavat ehdon

k
FL(ro, f(ro))k + Fli.(ro,f(ro) h =0 eli F'(py)m = 0.

Siispa saadaan

Lause 2.8.Jos monistoM maaraytyy lokaalisti ehdol' (p) = 0 maaradmana urana pisteen
po lahella (Seurauksen 2.3 oletuksin), niin tangenttiavariy (M) on matriisinF’(p,) nolla-
avaruus.

Kaytannossa riittaa tietenkin etsia tangenttiavaruedeli nolla-avaruudelle) jokin kanta. Tan-
genttiavaruuden koordinaatistoriippumattomuutta eméd todettu, mutta lauseen seuraukse-
na
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Seuraus 2.9.Moniston tangenttiavaruus on koordinaatistoriippumaton

Todistus. Tama seuraa siita, ettd nolla-avaruus on koordinaatigpenmaton ja ettd jokainen
monisto voidaan esittaa lokaalina urana (Lause 2.4). Jogtéin merkitddn koordinaatisto-
muunnoksessp* = pQ + b

F'(p")=F((p"-b)Q") ja m"=Q'm,
niin (vrt. Pykala 1.5)

F*(pg)m* = F'((p; — b)Q")QQ 'm = F'(po)m.

LisaksiR™:n 0-ulotteiset monistot (pisteet) jaulotteiset monistot (avoimet joukot) tietysti
ovat koordinaatistoriippumattomia. O

Esimerkki. YmpyranF(z,y) = 2 + y* — R?> = ( tangenttiavaruus pisteesséy, y,) saa-
daan siisl x 2-matriisin F”(x, y0) = (2x 2yo) nolla-avaruutena. Se muodostuu sellaisista
vektoreistah, k)T, ettd2xoh + 2yok = 0 (vrt. suoran yhtalo).
Vastaavasti pallonpinnad’(z,y, z) = z* + y* + 2? — R? = ( tangenttiavaruus pistees-
s& (o, Yo, z0) Saadaanl x 3-matriisin F’(xq, v0, 20) = (270 2yo 220) nolla-avaruutena. Se
muodostuu sellaisista vektoreista k,1)T, ettd2zoh + 2yok + 220l = 0 (vrt. tason yhtalo).
Toisen asteen viivojen ja pintojen tangenttiavaruuksigitaan mydpolaariavaruuksiksi.

Esimerkki. Yleisestikin implisiittisesti yhtaloll& (z, y, z) = 0 maaritellynR3:n silean pinnan
(moniston)M tangenttiavaruus pisteessi = (o, %o, z0) ON 1 x 3-matriisin F’'(py) nolla-
avaruus eli niiden vektoriem = (h, k,1)T joukko, joille

OF (po) OF (po) OF (po)
h k
ox + dy + 0z

Toisena Lauseen 2.7 seurauksena todetaan, etta jos nlanistgparametriesitys, voidaan
sen tangenttiavaruuskin samalla parametrisoida.

F'(po) em = [=0.

Seuraus 2.10.JosR™:n k-ulotteinen monistoM on parametrisoitu funktiollay : &4 — M
ja po = ~v(uy), niin tangenttiavaruug,, (M) muodostuu tarkalleen kaikista vektoreista, jotka
ovat muotoa

7/(u0>v (V € Rk)!

ts. Tp, (M) 0n~/(ug):n kuva-avaruus.

Todistus. Lokaalisti pisteerp, ymparistbssa monistd1 voidaan esittdéd jonkin sopivan ehdon
F(p) = 0 maardamana urana. Siispa yhtalo

F(v(u)) =0

patee identiteettind jossain parametripistaggmparistossa. Puolittain ketjusaannolla derivoi-
den tasta saadaan toinen identiteetti

F'(y(u))¥'(u) = O,
miss&0 on sopivan kokoinen nollamatriisi. Sijoittamalla tdhanean = u, saadaan yhtalo
F/(Po)"//(uo) =0,

mik& osoittaa, ettd’(u,):n sarakkeet kuuluvad’(py):n nolla-avaruuteen. Koska toisaalta ko.
nolla-avaruuden dimensio dnja~'(u):n k saraketta ovat lineaarisesti rippumattomat, gene-
roivat~’(up):n sarakkeet tangenttiavaruudggp (M). O
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Esimerkki. Jos siledn avaruusviivar {ulotteinenR?®:n monisto)C parametrisointi on
r=7u) (uel),

niin sen tangenttiavaruu®., (C) pisteessa, = ~(uo) muodostuu kaikista vektoreista
hy'(uw) (h €R),

Esimerkki. Jos silean pinnan2-ulotteinenR?:n monisto) parametrisointi on
r=v(u) (uel),

niin sen tangenttiavaruus pisteeasd= ~(u,) muodostuu kaikista vektoreista

Oi(ug)  Iyi(up)

8u1 6UQ
/ Ov2(ug)  0v2(ug) (h1) (a’)’(uo) 6’)’(110)) 2
7(110) 8u1 8u2 h2 8u1 8u2 ( < )
Iv3(w)  Oy3(uo)
8u1 8u2

2.7 Normaaliavaruus

GeometrisestR™:n k-ulotteisen monistorM normaaliavaruusen pisteesga, muodostuu tar-
kalleen kaikista (tangentti)vektoreista, jotka ovat kelbrassa kaikkia tangenttiavaruuden vek-
toreita vastaan, merkitagyi,, (M). Ts. normaaliavaruus on tangenttiavaruuden ortogorezalin
komplementti. Jalleen tapaukset= n ja k = 0 ovat erikoisia ja jatetaan jatkossa huomiotta.
Edellisessa normaaliavaruus muodostuu pelkasta notlansta, jalkimmaisessa taas kaikista
vektoreista. Normaaliavaruuden vektoreita kutsuta@mnaalivektoreiksi.

Normaaliavaruuden,, (M) perusominaisuudet seuraavat melko suoraan tangenttiavar
den vastaavista. Luetteloidaan ne vain tassa. PerusKktassaistettaneen, etta matriisin nolla-
avaruus on sen transpoosin kuva-avaruuden ortogona&ameplementti, ja ettd kuva-avaruus
on transpoosin nolla-avaruuden ortogonaalinen komplé&men

e Jos monistoM on pisteerp, l&hella lokaalisti funktion kuvaaja = f(r), niin normaali-
avaruus\V,,, (M) muodostuu tarkalleen kaikista vektoreista

(ﬂ) k (k c Rn_k).

In—k

e Jos monistaM maaraytyy lokaalisti ehdol'(p) = 0 maaradmana urana pistepp
lahella (Seurauksen 2.3 oletuksin), niin normaaliavariys(AM) on matriisinF’(py) "
kuva-avaruus, ts. se muodostuu tarkalleen kaikista veistiar

F'(po) Tk (k € R").

e Jos monistaM on parametrisoitu funktiollay : &4 — M ja py = (up), niin nor-
maaliavaruusVy,, (M) on~'(ue)":n nolla-avaruus, ts. se muodostuu tarkalleen kaikista
vektoreistan, jotka toteuttavat ehdon

~'(1p) 'n = 0.
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e Normaaliavaruus on koordinaatistoriippumaton.
e Normaaliavaruuden dimensio an— k.
Esimerkki. Silea avaruusviiva elR?:n 1-ulotteinen monisto\1 on lokaalisti kuvaaja
(y, 2) = £(x) = (f1(2), f2(2))

(tai toinen niista kahdesta muusta vaihtoehdoste):n normaaliavaruus sen pisteespg =
(0, Yo, 20), MiISS&(yo, 20) = f(xo), muodostuu silloin tarkalleen kaikista vektoreista

—fi(zo) —f3(x0) I
1 0 (kl) (k1, ks € R).
0 1 2

Geometrisesti vektorit ovat siis tasoltat f;(zo)y + f4(zo)z = 0.

AZ
Po = (0. Ta(Xg) , T2(Xp))

avaruusviiva + normaalitaso

Osa néistad normaalivektoreista on muita kiinnostavampie.liittyvat viivan kaarevuuteen ja
siihen tasoon, jossa viiva pisteegsatarkimmin on.

Esimerkki. Silea pintaR?:ssa on2-ulotteinen monistoM. Lokaalisti M on kuvaajaz =
f(z,y) (tai sitten toinen kahdesta muusta vaihtoehdoste):n normaaliavaruus pisteesséa
Po = (o, Yo, 20), MiSS8zy = f(xo, yo), muodostuu silloin tarkalleen kaikista vektoreista

_8f(:1:0, Z/o)k
Ox
_af(%, Yo)
dy
k

1 (k € R).

Geometrisesti vektorit ovat siis suorata= tv (¢t € R), missa

_(_ df (xo, Yo) _af(xo,yo)
vV = < o , By , 1).

Esimerkki. Implisiittisesti (lokaalisti) yhtalollaF (z, y, z) = 0 maaritellynR?:n siledn pinnan
(moniston)M normaaliavaruus pisteessi = (o, yo, 20) muodostuu vektoreista

tF'(po)" (t € R).
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Esimerkki. Jos siledn avaruusviivar {ulotteinenR?®:n monisto)C parametrisointi on
r=7(u) (uel),

niin sen normaaliavaruug/;, (C) pisteess&, = ~(uy) muodostuu kaikista vektoreista =
(h, k,1), jotka toteuttavat ehdon
~'(up)'n = 0.

Esimerkki. Jos siledn pinnan-ulotteinenR3:n monisto) parametrisointi on
r=~(u) (ued),

niin sen normaaliavaruus pisteessa= ~(uy) muodostuu kaikista vektoreista= (h, k,1)T,
jotka toteuttavat ehdon

8’71(110) a’72(110) a’Y:’,(uo) h
'y'(uO)Tn _ 8u1 8u1 8u1 k _ (0) .
)

O(ag)  Oy2(up) 9y3(ug) 0
Ous Ous Ouy

Nolla-avaruuden kantavektori saadaan nyt tuttuun tapaatitulolla ja kyseessé ovat siis vek-

torit Oy(u0)  Ov(uo)
¥ {(Uo Y (Uo
t< B, X au, ) (t € R).

(Ristitulo ei ole nollavektori, sill&’(u,):n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.)
Esimerkiksi pallokoordinaateilla

(x,y,2) =~(0,0) = (Rsinfcos ¢, Rsinfsin¢, Rcosh) (0<0<7,0< ¢ <2m)

parametrisoidun pallonpinnan normaaliavaruus pistees§, ¢,) koostuu vektoreista

R cos 0 cos ¢ — R sin 6 sin ¢ R?sin? @, cos ¢y
t Rcosbysingy | x Rsinfycos gy | =t | R?sin? ,sin ¢y (t € R)
—Rsin b, 0 R?sin 6, cos 6,

eli siis vektoreista~y(6y, ¢o)" (t € R).

2.8 Monistot ja vektorikentat

ValitaanR™:n k-ulotteisen monistooM tangenttiavaruudelld,, (M) ja normaaliavaruudelle
Np, (M) jotkut kannat

ty,...,t Ja ng,...,n, g,

vastaavasti. (Naiden ei tarvitse olla normeerattuja erkdgonaalisia.) Huomaa, ettd aina jom-
mallekummalle avaruudelle saatiin edella helposti kafwaka avaruudet ovat toistensa ortogo-
naalisia komplementteja, yhdistamalla nama kannat sadlaa kanta. Edelleen vektorikentta
F voidaan jakaa naille avaruuksille pisteepga

F(pO) = Ftan(pO) + Fnorm(pO)'

NaistaF ., (po) on kentdrvuo monistollaM ja F o (Po) VUO monistonM 1&pi pisteessd.
Riittaa luonnollisesti saada yksi naista, toinen saadafentamalla se kentasta.
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Kannoista saadaan matriisit
T:(tl,...,tk) ja N:(nl,...,nn,k)
ja néisté edelleen ei-singulaariset matriisit @@samin matriisi)

G = TTT = (GU) , miSSéGij =t;e tj ) ja
H=N'N=(H;) , missaH; =n,;en,.

Merkitaan viela

a—= TTF(pQ) = (0,1, cee (lk)T , misséai = F(po) ot, = Ftan(pO) ot;, ja
b= NTF(pQ) = (bl, RN bn_k)T , mlssabz = F(po) on;, — Fnorm(pO) on,.

Pistetulon koordinaatistoriippumattomuudesta johtug&den matriisien ja vektorien alkiot ei-
vat riipu koordinaatistosta. Kentdn komponentit saaddkirsmuodossa

Ftan<p0) = TG_la ja Fnorm<p0) = NH_lb'

Esimerkki. Vektorikentan vuo silealla pinnall&®¢:n 2-ulotteisella monistolla) ja sen lapi saa-
daan projisoimalla kentta jollekin pinnan normaalivekitt® n.

~<—— normaalivektor

Frorm
tangenttitaso

Po

Ftan

>y

Silloin
N=n , H=nen=|n|* , b=F(py)en
ja
n n
Fnorm<p ) = (F<p ) o —)—
" R

i



"Calculating surface area is a foolhardy enterprise;
fortunately one seldom needs to know the area of a
surface. Moreover, there is a simple expressiordfdr
which suffices for theoretical considerations. ”

(M. Spivak: Calculus on Manifolds

Luku 3
MONISTON VOLYYMI

3.1 Joukon volyymi

Geometrisesti sellaiset kasitteet kuin nelion ala tai ianutilavuus ovat maariteltavissa sivujen
pituuden avulla. Jos ndmaé ovat avoimia, ala ja tilavuusjovegimerkkejd moniston volyymista,
samoin on avoimen &éarellisen valin pituus. Nelio voi tasgita avaruudessa, samansivuiset
nelitt ovat yhtenevia ja niilla on sama ataulotteisessa avaruudessa voidaan samoin méaaritella
n-ulotteisen kuution (nsz-kuution) n-ulotteinen volyymi: Jos sarmén pituus dnvolyymi on

h™. Tallainen kuutio voi olla korkeampiulotteisessa avarssgh ja sen tilavuus on sama. Nama
tallaiset volyymit ovat tulkittavissa geometrisiksi pitiveiksi.

Tapa, jolla paastaan kasiksi rajoitetun joukdnc R™ volyymiin, on ns.Jordanin mitta.
Sita varten tarvitaan pari kasitettd:n ulkopeiteP muodostuu aarellisesta maarasta vierekkain
asetettuja samanlaisiakuutioita, joiden yhdisteeseen sisaltyy. Vierekkaisillén-kuutioilla
on yhteisena vain niiden reuna (tahko). Kaikkien ulkoegien luokkaa merkita&éR,,;:l1a. Si-
sapeiteP taas muodostuu vastaavasti aarellisesta maarasta \éaneddetettuja samanlaisia
kuutioita, joiden yhdiste sisaltyyl:han, vastaavaa luokkaa merkitgagn:lla. (Tamap;, voi hy-
vinkin olla tyhja.) Huomaa, etta mitenk&an ei puututiuutioiden sarméan pituuteen tai asen-
toon. Mitdan koordinaatistoakaan ei tassa kiinnitetétt®ssi P volyymi|P| on siina olevien
n-kuutioiden volyymien summa. (Ja tdm& on geometrinen piflimj Tyhjan peitteen volyy-

mi on = 0. Lienee selvaa, etta jokaisen sisépeitteen volyymi onguen tai yhtasuuri kuin
jokaisen ulkopeitteen volyymi, kukin ulkopeitehan ain@téé kaikki sisdpeitteet.

ulkopeite \\
| / N
N \
3 — L
Aw =
L~
P

JoukonA Jordanin ulko-ja sisamitatovat

|A|out :Pglf |P‘ ja ‘A‘in = SUp‘P|

Pout PeP;n

Joukko.A on Jordan-mitallinenjos |A|,.. = |Ali, Ja mittojen yhteinen arv@A| on senJor-
danin mitta.TAma mitta katsotaan nyt jouko# volyymiksilimeisesti tallainen volyymi ei ole

30
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mitenkaan koordinaatistoriippuva.

Samaa konstruktiota voidaan kayttaalotteisessa avaruudessa, joka on upotetilottei-
seen avaruuteen (missa> k). Tallainenk-ulotteinen avaruus on silloiR™:n affiini aliavaruus,
ts. monistoR, jonka parametrisointi on muotoa

k
~(u) =b + ZUM‘ (u € R¥),
=1

missavy, . . ., vi ovat lineaarisesti rippumattomat. Valitsemabarigoksi ja ortogonalisoimal-
la tarvittaessary, . . ., v, voidaanR* ilmeisella tavalla upotta®™:aan ja maaritell&R:n rajoi-
tetuille osajoukoillek-ulotteinen volyymi. (Naiden osajoukkojerulotteinen volyymiR™:ssé
on toisaalta= 0, kuten on helppo todeta.) Tallaisia affiineja aliavaruaksiat esimerkiksi ava-
ruudenR? suorat ja tasot.

Huomautus. Kaikilla R™:n osajoukoilla ei ole volyymia! Osa niistd on ns. Jordartattomia
joukkoja.

Jordanin mitan sisa- ja ulkopeitteet tuovat mieleen peamnsseilta tutum-ulotteisen Rie-
mannin integraalin méaaritelman ala- ja ylasummineen. @nkelko helppo todeta, etta silloin
kun volyymi on olemassa, se saadaan integroimalla vakibioiri, tarvittaessa kayttamalla

epaoleellisia integraaleja:
Al = / 1 dr.

A
Tarkeé erikoistapaus dR":n suuntaissarmion volyymi.

aq
a
Lause 3.1.Avaruudess®" vektorita;, a, . . ., a,, (jJanoiksi tulkittuina) sarminaan muodoste-
tun suuntaissarmio® volyymi on
|P| = | det(A)],
mMiss8A = (a;, as, ..., a,) on matriisi, jonka sarakkeet ovat mainitut vektorit.
Todistus.Asia on selva, jog,, as, . . ., a, ovat lineaarisesti riippuvat, volyymi on silloia 0.
Siirrytédan tapaukseen, jossa a», . . ., a,, ovat lineaarisesti rippumattomat. Volyymi saadaan

yo. integraalilla, jossa tehdaan muuttujan vaite uAT™ +b. Tunnetun kaavan mukaan silloin
|P| = /1dr = /|det(A)|du = | det(A)]|C],
P C

missa&C on R™:n yksikkokuutio, ts. sen maarittelevat ehdo< u; < 1 (@ = 1,...,n). Ko.
kuution volyymi on toisaalta= 1. O
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Volyymi tiedet&én jo koordinaatistoriippumattomaksiugtaissarmiolle sen nakee siitakin,
ettd volyymi voidaan kirjoittaa muotoon

P| = /det(G),
miss&G on Gramin matriisi (vrt. Pykala 2.8)
G = ATA = (GZ]) ja Gij =a;ea;.

Koska Gramin matriisin alkiot ovat pistetuloja, ne ovat kaioaatistoriippumattomia. Sama
kaava patee edelleen, kun kyseess®Rorian affiinina aliavaruutena upotet®i:n suuntais-
sarmionP k-ulotteinen volyymi, jaP on maariteltyR™:n k:lla vektorillaa;, a,, . . ., a;. Gramin
matriisi on tass& x k-matriisi. Mitddn kannan vaihtoa, ortogonalisointia tressiis tarvitse
tehda, volyymi saadadR™:n vektoreita kayttaen.
R™:n rajoitettua osajoukkod, jonka volyymi (eli Jordanin mitta) os- 0, kutsutaarR™:n
nollajoukoksiNollajoukolle A on siis
[Alow = inf [P =0

PePout
(tyhja sisapeitehan on aina kaytettavissa). RajoittamasajoukkaA taas on nollajoukko, jos
sen kaikki (rajoitetut) osajoukdtr | r € Ajalr|| < N} (N = 1,2,...) ovat nollajoukkoja.
Tata maaritelmaa kayttden on yleensa aika vaikea nayttagpakko on nollajoukko. Eraan-
lainen yleistulos on

Lause 3.2.Jos M onRR™:n k-ulotteinen monisto j& < n, niin M:n rajoitetut osajoukot ovat
R™:n nollajoukkoja.

Todistus. Todistus on hankala ja pitk& arviointi, ks. esimerkiksiB8ARD & HUBBARD. Ai-
noa asia, mika on helppo todeta, on se, ettd\d: rajoitetun osajoukotd volyymi on ole-
massa, niin se og 0. Muussa tapauksessa nimittaid|;, > 0 ja .A:n jossakin sisapeitteessa
on ainakin yksin-ulotteinen kuutio, jonka keskipiste qw, ja joka sisaltyy kokonaa:aan.
Toisaaltap,:n l&histollaM on lokaalisti jonkin funktion kuvaaja, mika ei ole mahdsta. [

Esimerkki. R3:n sileiden viivojen ja pintojeni( ja 2-ulotteisten monistojen) rajoitetut osajou-
kot ovat nollajoukkoja.

Nollajoukot—samoinkuin alla esiteltavatnollajoukot—ovat tarkeita integroinnin kannal-
ta, sill& niitd tai niiden osia voidaan vapaasti ottaa makaajattaa pois integroinnissa tulosten
muuttumatta.

On mahdollista maaritell®™ osajoukon alempiulotteinenkin volyymi kuin taystulot-
teinen, mutta tama on yleisessa tapauksessa aika mutkikasisaalta on helppo maaritella
n-kuution k-ulotteinen volyymi: Se ok*, jos kuution sarmén pituus dn Edelleen tasta saa-
daanR"™:n osajoukonA ulkopeitteenP k-ulotteinen volyymi| P|; ja sen infimumina:-ulottei-
nen Jordanin ulkomitta. Vastaava sisdmitta on tietyst ain). Nain ollen on sentadan helppo
maaritellaR™:n osajoukolleA k-ulotteinen volyymi0 eli R™:n k-nollajoukko: Se on joukko,
jonka k-ulotteinen Jordanin ulkomitta oa 0. Jélleen tasta maaritelmasta lahtien on yleensa
vaikeaa nayttaa joukki-nollajoukoksi, mutta Lauseella 3.2 on yleistyksensé—iging vain on
vieldkin hankalampi, ks. HBBARD & HUBBARD:

Lause 3.3.Jos M onR™:n k-ulotteinen monisto j& < m < n, niin M:n rajoitetut osajoukot
ovatR™:n m-nollajoukkoja.

EsimerkiksiR3:n sileiden viivojen (-ulotteisten monistojen) rajoitetut osat ow&t:n 2-nolla-
joukkoja.

LAsia liittyy mm. fraktaaleihin.
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3.2 Parametrisoitujen monistojen volyymi

Yleisesti ottaerR™:n k-ulotteisen monistooM k-ulotteinen volyymi on vaikea maaériteltava.
Parametrisoidun moniston tapauksessa se on huomattaefstimpaa. Jog1:n parametri-
sointi onr = ~(u) (u € ), niin

\M\k:/\/det(’y’(u)T'y’(u))du ., lyhyesti :/dr.
u M

Tallainen volyymi voi olla aareténkin. Huomaa, etta nalidjen siséalla oleva determinantti ote-
taan matriisista, joka on Gramin matriisi ja nain ollen pupnaton koordinaatistosta. Koko in-
tegraali on siis koordinaatistoriippumaton.

Vertaamalla edellisen pykalan suuntaissarniiérotteiseen volyymiin

|7D‘k = det(ATA)

havaitaan, etté havainnollisesti ajatellevi |, muodostuu "summaamalla” moniston pisteissa
r = v(u) saatujen sellaisten suuntaissarmidideunotteisia volyymeja, joiden sérmét saadaan
vektoreista

0v(u)

8’1]@

Lisaksi vektoridu;0~(u)/0u; kuvaa (suunnattuna janana) approksimatiivisesti pisideatta
monistolla, kun parametti; liikkkuu lyhyen matkandu; muiden parametrien pysyessa muuttu-
mattomina.

dul-

(i=1,...,k).

Huomautus. Tietyssa mielessa parametrisoidun volyym |, maarittely siis on luonteva,
mutta on muistettava, etta se on nimenomaan maaritelmbk&atulotteisen volyymin pulma
ratkeaakin pitkalle parametrisoiduille monistoille—#g#len méaarittelyad ja laskemista—se ei
ratkea taydellisesti. On olemassa parametrisointejdajgiyttden monistolle saadaan volyymi,
vaikka sellaista ei ole muulla tavoin méaariteltyna (esikiksi Jordanin mittana). Toisaalta
monisto, jolla on volyymi, voidaan joskus parametrisoiiders ettei yo. integraali ole olemassa.
Lisaksi asia on parametrisointikohtainen.
Jatkossa hiljaisesti oletetaan, etta kyseessa eivat deagét "patologiset” tapaukset.

Tarkeaa on toisaalta huomata, etta yo. maarittely antaenalle k-ulotteiselle suuntaissar-
midlle P saman volyymin kuin edella saatu. Téallainen s&rmid ninmtté monisto ja paramet-
risoitavissa muodossa

k
r:’y(u):bJrZuiaiT O0<wug,...,up<1) ja +'(u)=A.
i=1

Toinen tarkeé& asia on volyymin riippumattomuus paramatrissta:
Lause 3.4.Parametrisoidun moniston volyymi ei muutu uudelleenpataisoinnissa.

Todistus. Vaihdettaessa monistafv! parametrisointi funktiollay : ¢/ — M toiseksi uudel-
leenparametrisoinnilla otetaan uusi parametrialué R* ja sellainen jatkuvasti derivoituva bi-
jektiivinen funktion : V — U, etta sen derivaattg on ei-singulaarinen. Uusi parametrisointi
tapahtuu yhdistetylla funktiolld = v o p muodossa = vy(n(v)) = §(v) (v € V). Ketjusdan-
non nojallad’(v) = +'(n(v))n'(v). Tama vastaagM|,:n antavassa integraalissa muuttujan
vaihtoau = n(v) ja integrointialueen vaihtor:ksi. Pitda vain tarkistaa integrandin muoto:
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M, = / ety (W) Ty (w) du = / VA @)Y @) | det(m (v))] dv

= /\/det(’Y’(n(V>)Tvl(n(v)))(det(n/(v))y dv

%
_ / \/det(&'(v)TE (v)) dv. 0
%

Esimerkki. Sileén parametrisoidun avaruusviivéh: r = ~(u) (v € UY) 1-ulotteinen volyymi
on sen pituus, silla

€l = [ Vet ) du= [ vVAturs vl du= [ /()] du

u u

Esimerkki. Vastaavasti silean parametrisoidun pinn&n: r = ~(u) (u € R?) 2-ulotteinen
volyymi on

Sl = [ Vet )T W) du
U

Tamé on sama kuin tuttu pinnan ala

/Hﬁv(U) (v

8u1 8u2

‘ du,

silla integrandissa esiintyva suunnikkaahylotteisen suuntaissarmion) ala-(lotteinen vo-
lyymi) on lausuttavissa mya@s ristitulon pituutena.

Huomautus. R™:n k-ulotteisen ratamonistok-ulotteinen volyymi maaritelladn aivan samalla
tavoin ja sekin on parametrisoinnista rippumaton. Luolisesti eo. huomautuksessa mainitut
vaikeudet koskevat my6s ratamonistoja.

3.3 Laajennettu parametrisointi

KoskaR™:n k-nollajoukkojenk-ulotteinen volyymi on= 0, sellaisten lisddminekrulotteiseen
monistoon (yhdisteend) ei muuta monistoulotteista volyymia. Maariteltdessd monisto pa-
rametrisoituna Pykalassa 2.5 esitetylla tavalla joutfuttsein jattamaan monistosta pois osia.
Esimerkiksi pallonpinnan parametrisointi pallokoorditein ei sellaisenaan onnistu, vaan pin-
nasta on jatettdva osa pois (esimerkiksi puoliympyranikgaopivasti parametrisoinnin kasi-
tetta yleistden voidaan nama poisjatetyt osat ottaa mukaaakin volyymilaskuissa ja muissa
integroinneissa.

R™:n k-ulotteisen moniston\ laajennettu parametrisointisaadaan antamalla sellainen
laajennettu parametrialuef C R*, poikkeusjoukka' C U/ ja jatkuva funktioy : &/ — R™, etta

2Tama kasite ei ole mitenkaén standardi, erilaisia laajitajagoarametrisointeja loytyy kirjallisuudessa useita.
Tasséa se on niin yleinen, etté jokaisella monistolla orela@¢ttu parametrisointi, ks.BARD & H UBBARD.
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1. M C~U)jayU — X) C M (useinM = ~(U)).

2. U:n reunadl{ onR*:n nollajoukko? Useindl/ tai sen osia sisaltyy poikkeusjoukkodh
3. X onR*:n nollajoukko.

4. ~(X) onRR"™:n k-nollajoukko.

5. joukkoM’ = v(U—X') onR™:n k-ulotteinen monisto, jonka parametrisointing- ~(u)
(u e U — X) (Pykalan 2.5 mielessa).

Huomaa, ettd kohdasta 5. seuraa, ettén i/ — X':ss& jatkuvasti derivoituva ja bijektiivinen.
Toisaaltal/:ssa se on vain jatkuva eika valttamatta bijektiivinen. [eg& i/ — X on avoin
joukko, muttal/ ei sita valttamatta ole. Nain ollen, jo6ssa on mukana sen reunai pisteita,
niiden on oltava mukana my@g:ssa.

Esimerkki. Pallonpinnan parametrisointi pallokoordinaateil- AQ
la muodossa, jossa koko pallo on parametrisoitu, on laagenn 2T
tu parametrisointi:

r=~(0,¢) = (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, R cos f) U /XZa‘U
U:0<0<7,0<¢<2n).

Poikkeusjoukkat on tassd/:n reunadld.
Koko pallo ®3:n 3-ulotteinen monisto) puolestaan saa- n
daan laajennetulla parametrisoinnilla

r=~(p,0,0) = (psinf cos @, psinfsin ¢, p cos )
U:0<p<RO<OL<T,0< o< 2m).

U on suorakulmainen sarmio, jonka reuna muodostaa poikkeksp.

Esimerkki. Nelionpiiri, josta on poistettu karjet, oR?:n

neliosainenl-ulotteinen monisto, jolla on laajennettu pa- l‘y
rametrisointi: /fM
(u+3,—-1),kun—4 < u < -2
Lu+1),kun—2<u<0 X
Y(u) = ( ) 1 1 >
(1 —wu,1),kun0 <u <2
(=1,3—u),kun2 <u <4
U:—4<u<4). ]

Poikkeusjoukko on tasst = {—4, —2,0, 2, 4}.
Samaan tyyliin voidaan antaa laajennettu parametrisogsiimerkiksi kuutionpinnalle tai
yleisemmin monitahokkaiden pinnoille.

Volyymia laskettaessa poikkeusjoukola ei ole kontribuutiota, silla sen kuva(X’) on
R™:n k-nollajoukko:

3Tama outo ehto tarvitaan sulkemaan pois joitain "patolagjigpauksiaR*:n avoimillakin joukoilla voi ni-
mittain olla reuna, joka ei ole nollajoukko.
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My = M|, = / V/et(y (w) T~/ (w) du.

Mikali integrandi y/det(y'(u)T+/(u)) on jatkuvana jatkettavissa kokd:hun—kuten usein
on—yvoidaan viel& kirjoittaa

My = / Vet (7 (W) T/ (w) du,

silla X onR*:n nollajoukko.

Laajennettuja parametrisointeja voidaan siis volyymagkéttaessa ja integroitaessa muu-
tenkin kayttaa paljolti samaan tapaan kuin tavallisiakikd&an 2.5 mukaisia parametrisointeja.
Uudelleenparametrisointikin laajennetussa mieléssa mahdollista ja se sailyttaa volyymin.
Silloin etsitaan uusi laajennettu parametrialue R, sille poikkeusjoukk@ C V ja sellainen
jatkuva funktion : V — U, etta

1. joukkoon) rajoitettunarn on bijektiivinen funktio)) — X.

2. joukkoonVy — )Y rajoitettunan on jatkuvasti derivoituva bijektiivinen funktivy — ) —
U — X ja sen derivaattg’ on ei—singulaarinen (ety antaa silloin "tavallisen” uudelleen-
parametrisoinnin).

Tallaisessa laajennetussa uudelleenparametrisoirsiisgikkeusjoukko kuvautuu poikkeus-
joukoksi, mika takaa ettd volyymi sailyy uudelleenparaimsetnnissa (Lauseen 3.4 seuraukse-
na). Poikkeusjoukkoja joudutaan usein sovittamaan, joitdelleenparametrisointi olisi mah-
dollista.

Esimerkki. Ympyrankeh&? + y?> = 1 on R?:n 1-ulotteinen monisto, jolle voidaan antaa
esimerkiksi laajennetut parametrisoinnit

r=7,(¢) = (cosd,sing) (0< ¢ < 2m)

(tavallinen napakoordinaatistoparametrisointi, poikisgpoukko on{0}) ja

(@ (—u—2,y/1—(u+2)?),kun—-3 <u < -1
r="y,(u) =
’ (u,—v1—=u?),kun—1 <u < 1,

(poikkeusjoukkond&—3, —1}). Naité laajennettuja parametrisointeja ei voi uudellpanamet-
risoida suoraan toinen toisikseen. Jos ensimmaiseen petrasaintiin lisdtdéan poikkeusjouk-
koon "turha” luku 7, uudelleenparametrisointi voidaan tehda funktiolla

(6) —2—cosp, kun0 <o <
u = =
g cos ¢, kunm < ¢ < 2.

Huomautus. Laajennetun parametrisoinnin kasite voidaan ottaa k&ytttyos ratamonistoil-
le. Silloinkin volyymi sailyy uudelleenparametrisoirsas

4Jalleen kirjallisuudessa tamakin on méaéritelty moninarotn.



"Gradient al-form? How so? Hasn't one always known
the gradient as a vector? Yes, indeed, but only because
one was not familiar with the more appropridtéorm

concept. The more familiar gradient is the vector
corresponding to thé-form gradient.”

(C.W. MISNER& K.S. THORNE& J.A. WHEELER: Gravitation)

Luku 4
MUODOT

4.1 k-muodot

Tilanteissa, joissa vektorikenttia integroidaan ja tdageaaliluku, kentat pitdd ensin "muoka-
ta” tavalla tai toisella, jotta niistd saadaan reaaliarmeaiintegrandi. Koska vektorikentén oleel-
linen ominaisuus on sen suunta, ndma muokkaustavat ottagatioon suunnan. Integrointi-
alueet ovat tdssa monistoja, jotka on esitetty paramétrisa, mahdollisesti kayttden sopivaa
laajennettua parametrisointia. Ko. monistoon liittyu#iisnat taas saadaan mukaan tangentti- ja
normaaliavaruuksien edustajien kautta. Lisaksi pitadesmpnistoillekin suunnistus. Esimerk-
keja tallaisesta ovat tutut vektoraaliset viiva- ja pintagraalit

/F(r) eds ja /F(r) o ds.

c S

Yleinen koneisto, jolla mainittu muokkaus voidaan tehdé, kéyttdd nsmuotoja(engl.
form). Integroinnin yhteydessa ne esiintyvat muodollisegianlaisina differentiaaleina, jos-
ta syysta niita kutsutaan usetifferentiaalimuodoiksiSamasta syysta merkinnéissa esiintyy
differentiaaleja. Varsinaista muuta yhteytta differaateihin muodoilla ei ole.

n-ulotteinenk-muotoon kuvausp, joka kuvaak kpl n-ulotteisia vektoreitar,, . .., r;, (jar-
jestys on tarked!) reaaliluvuksiry, . .., ry) ja joka toteuttaa ehdot
1. ¢ on antisymmetrinents. jos minka tahansa kahden vektorina r; paikkoja vaihde-
taan, niin muodon arve(ry, ..., r;) vaihtaa merkkidan. Jos esimerkiksi= 4, niin
(b(r?)a ro, I'y, I'4) = _(b(rlu s, I's, r4)'

2. ¢ onmultilineaarinents. se on lineaarinen minka tahansa muuttujapaikan (viekigr
suhteen:

G(ry, ..., ri1, 1T + oo, Tig g,y . ., Tk)
= C1¢(I“1, N T AT A U l“k) + 02¢(I“1, NS S P FDTR AN PI l“k)
(vastaavasti tapaukset 1 jai = n).

Erikoistapauksena otetaan mukaamuotokin: se on vakiofunktio, jolla ei ole muuttujavekto-
reita lainkaan.

lUsein tangenttivektoreita, joista kaytetaan vain vekisai Huomaa, etté, 2- ja 3-ulotteisissa avaruuksissa
voitaisiin maarittelyssa kayttadd geometrisia vektoreita

37
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Ajatellenk-muotojen kayttotarkoitusta—vektorikenttierfjaulotteisten volyymien yhdista-
mistéa integrointia varten—maarittely on joteensakin miaalinen. Antisymmetria antaa mah-
dollisuuden vaihtaa suuntaa "peilaamalla” eli vaihtam&thhden vektorin paikkaa. Multiline-
aarisuus taas takaa, etta kahden erillisen joukon yhteiolgymi saadaan laskemalla eri osien
volyymit yhteen (additiivisuus) ja etta tulos skaalautikemn, ts. jos vektorit skaalataan kertoi-
mella ), niin tulos skaalautuu kertoimellt.

Esimerkki. Tuttu esimerkkin-ulotteisestan-muodosta on determinantiiet. Muodostetaan

n-ulotteisista vektoreistay, . . ., r, sarakkeina matriis{r, | - - - | r,,) ja lasketaan sen determi-
nantti det(rq, ..., r,). Determinantin perusominaisuuksista seuraa suoraa, letseesséa on
n-muoto.

Esimerkki. Yhta tuttu esimerkki-ulotteisestal-muodosta on pistetulo vakiovektorin kanssa.
Josa on vakiovektori, niin kuvaug(r) = a e r on 1-muoto. Antisymmetria ei tdssa tule kayt-
toon, koska muuttujavektoreita on vain yksi.

Esimerkki. Edelleen tuttu esimerkRrulotteisest&2-muodosta on ristitulom; x r, ensimmai-
nen komponentti (tai muu komponentti). Ristitulon omunaksien perusteella nimittain

(ro xry); = (—r; Xr9); = —(r; Xro);
(antisymmetria) ja
(r1 X (e1Ta1 + CaTa2))1 = (e1r1 X Tog + CaFy X Tp)1 = ¢1(T1 X Toq)1 + Co(T1 X Tg)s
(multilineaarisuus).
Listataan muutama muotojen perusominaisuus:

Lause 4.1.(i) Jos¢(ry, .. ., r;) onn-ulotteinenk-muoto jac on vakio, niincg(ry, ..., ry) on
my0sk-muoto.
(i) Josoy(ry,...,rx) ja ¢o(ry, ..., 1)) Ovatn-ulotteisia k-muotoja, niin samoin on niiden
Summ&b1<r1, cey I'k) + (252(1'1, ceey I'k).
(iii) Jos¢(ry,...,r;) onn-ulotteinenk-muoto jac on vakiovektori, niinp; (ry,...,rx_1) =

¢(ry, ..., rp_1, c)onn-ulotteinenk — 1-muoto. (Samoin tietysti, jassijoitetaan johonkin
muuhun muuttujapaikkaan.)

(iv) Jos vektoritay, . .., a; ovat lineaarisesti riippuvia, niirk-muodong(ay, . . ., a;) arvo on
= 0. Erityisesti, jos jokin vektoreistay, . . ., a; on nollavektorig(ay, ..., a;) = 0.

Todistus.Kohdat (i), (ii) ja (iii) ovat selvi&, todistetaan kohta JiNEnsinn&kin, jos kaksi vekto-
reistary, ..., r; ovat samoja, niin arvo oa 0. Vaihtamalla mainitut vektorit keskendan arvo
nimittain vaihtaa merkkiaan, mutta toisaalta se ei muuis.sittena, . . ., a,, ovat lineaarisesti
riippuvia, niin yksi niisté voidaan kirjoittaa muiden liaariyhdelmana, sanotaan vaikka, etta

k-1

ap = E c;a;.

i=1

Mutta silloin multilineaarisuuden nojalla

k—1
gb(al, cey ak) = ch-qb(al, e, Ak—1, al-)
i=1

ja se on= 0. Erikoisesti, jos esimerkiksi; = 0,

#(0,ay,...,a;) = ¢(0-0,a9,...,a;) = 04(0,ay,...,a;) =0. n
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Kohdan (iv) seurauksena jokainerulotteinenk-muoto, miss& > n on kovin mielenkiinno-
ton: se saa aina arvadn

Muodot ovat itse asiassa erdédnlaisia determinantin ylkesgi. Taman ndkemiseksi katso-
taan mitem-ulotteinenk-muoto¢(ry, . . ., ry) voidaan esittad, kun vektotit, . . . , r; esitetaén
ortonormaalissa kannaseag . . . , e,,:

I'Z‘:ZZCj,iej (Z:L,k)
j=1
Soveltamalla multilineaarisuutta viimeiseen muuttujdeein r, saadaan
O(r1, ..., 1rp) = ZazM(f)(rl, o Th_1,€5).
j=1
Jatkamalla samalla tavoin ottaen kayttdon muuttujavekiqr , kantaesitys saadaan

n n
Qb(rla .- ,I'k) = Z Z SCl,quCj,kéb(I'la o, Tp_9,€, ej)-

j=1 1=1

Huomaa, ettd summasta itse asiassa jaavat pois kaikki mé,tgrissal = j. Jne. Lopulta
saadaam(ry, ..., r;) muotoa

Lj11Ljp,2 """ xjk7k¢(ejl7 Cjas -y ejk)
olevien termien summana, misgajo, . . . , jr ovat eri indekseja.
Kerataén yhteen ne termit, joissa indekigitjs, . . . , 7, muodostuvat samoista luvuista, vain
eri jarjestyksissa. Otetaan esimerkkitapauksena es|lengssa indeksit ovat luvut, 2, . . ., &k

eri jarjestyksissa. Muut tapaukset menevéat samaan taffgaeessa ovat siis termit!(kpl)

Lj1,1%jp,2 " " xjk,k¢(ej17 Cjgs s ejk)’
misséji, jo, . . ., jr Ovat luvutl,2, ... k jossain jarjestyksessa. Vaihtamalla vektorit "oikeaan
jarjestykseen?®(e;,, ej,, . . ., €;, ):ssé antisymmetriaa kayttaen saadaan mainittu termi ranoto

AT 1T Tk

misséa = ¢(ey, ey, ..., ;) ja merkki+ madraytyy siitd montako kertaa antisymmetriaa kay-
tettiin. Mutta tdsmalleen samoinhan menetelladn, kunrohetantti

11 T12 - Tik
Toa1 X2 -+ T2k
Tkl Tk2 - Trk

avataan, silloin vaim on= 1.
Maaritellaankin nyt erikoiset-muodot, ns.alkeisetk-muodot,seuraavasti. Valitaan in-
dekseistdl, 2, ..., n jarjestyksess& kpl: j; < j» < --- < j,. Silloin alkeinenk-muotc

2Tama erikoinen merkintatapa on perinteinen. Sill4 ei vaisiesti ole mitaan tekemista differentiaalien kanssa.
Merkki " A" luetaan "kiila” (engl. wedge). Vastaava operaatio, kilatulo, on maariteltavissa yleisestikin muo-
doille, kuten ndhdaan.
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dz;, Adzj;, A--- A dx,, maaritellaan yhtalolla

Tj,1 Tj2 " Thk
x. 1 x 2 . e x k
J2, J2, J2,
(d.Cle/\dZCjQ/\"'/\dZCjk)(I'l,...,I'k)I B B .
Tjr o Ljg,2 "0 Tk

Ts. sen arvo saadaan, kun poimitaan vektoreista . , r, kustakin alkiot numerg, j, . .., jx,
muodostetaan niisté-rivinen determinantti ja lasketaan sen arvo. Erikoistésana otetaan
viela mukaan alkeinefi-muoto, vakiomuoto, jonka arvo on aira 1. limeisestin-ulotteisia
alkeisiak-muotoja on
n
kpl.
(i) w0

Erityisesti alkeisid)-muotoja jan-muotoja on kumpiakin yksi ja alkeisiemuotoja jan — 1-
muotoja kumpiakim kpl. Vm. lukumaarat mahdollistavat vektorien "upottanm’senuotoihin
kerrointen kautta.

Huomautus. Yo.k-muodondz;, Adz;, A--- Adz; madrittely determinantin avulla toimii sil-
loinkin, kun indeksiyy, 72, . . ., jr €ivat ole suuruusjarjestyksessa. Tamakin vaihtoehto on mu
kava olla kaytdssa. Talloin esimerkiksi;,:n ja dz;, :n vaihtaminen keskenaan vaihtaa deter-
minantissd:nnen jak:nnen rivin keskenaan ja sen merkki vaihtuu. Edelleen seitgos kaksi

(tai useampia) indekseista, jo, . . ., jx on samoja, kunhah-muodondz;, Adxj, A --- Adz;,
silloin sovitaan aina saavan arvdn

Esimerkki. n-ulotteiset alkeiset-muodot ovat yksinkertaisesti komponenttikuvaukset: 3Jos
(z1,72,...,2,)7, niin (dz;)(r) = z; (j = 1,...,n). Determinanttimuodossa kyseessa ovat
1-riviset determinantit.

Esimerkki. Ristitulonr; x ro ensimmainen komponentti 8rulotteinen alkeine2-muoto. Jos
r; = (21,41, 21) " jary = (29, ¥o, 22), Niin Mainittu ensimmainen komponentti on

= (dy Adz)(ry,re).

Y1 Y2
(1“1 X 1“2)1 = Y1722 — Z1Y2 =
Z21 22

Muutkin komponentit ovat alkeistamuotoja, kaikkineen

(dy A dz)(ry,ro)
ry X ro = | (dz Adz)(ry, o)
(dz A dy)(rq,r2)

Tass&-muodossalz A dz muuttujat eivat ole oikeassa jarjestyksessa, vrt. yo. fawgus.
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Esimerkki. n-ulotteiset alkeiset-muodot ovat yksinkertaisestirivisia determinantteja:
(dzy Adzg A -~ Adaxy,)(ry, 19, ... 1) = det(ry,ra, ..., 1,).
Jos muuttujat eivat ole jarjestyksessa tai/ja ne toistunit
(dzj, Adxj, A--- ANdxj,)(r1, T2, ..., 1) = det(rj,,T)y,...,T5,),

silla lopputuloksen kannalta on aivan sama tehdaanké datenttiin rivien vaiko sarakkeiden
vaihtoja.

Edella oleva konstruktio antaa muotojen esityksen algristuotojen avulla:

Lause 4.2.Jos¢ onn-ulotteinenk-muoto, niin

Gre, . tk) = Y @y g (A, Adag, A Adag, ) (1),

1<j1<je<-<jp<n

missa
Ajy gy = ¢(ej17 €joy - ejk)'

Esitys on yksikasitteinen, ts. kertoimig ;, ;. €i voi valita kuin yhdella tavalla (miksi?).

Esimerkki. n-ulotteisetl-muodot ovat tarkalleen kaikki muodot
o(r) = Zajxj —aer
j=1

eli tarkalleen kaikki muodot, mitka saadaan ottamallagisto vakiovektorim = (ay, ..., a,)’
kanssa. Ehka hiukan haméaavasti, tima muoto voidaan Kapinyos alkeisid-muotoja kayt-
taen:a;dz; + aodzy + - - - + a,dz,.

Esimerkki. 3-ulotteiset2-muodot ovat tarkalleen kaikki muodot
¢(r;,ry) =aer; Xry,

missaa on vakiovektori. Taméa selittdnee osaltaan skalaarikalfon (ja ristitulon) tarkeén
roolin vektorianalyysissa. Tulos voidaan my®6s kirjoitteeterminanttimuodossa

¢(r1,ry) = det(a, ry,rs).

Yleisesti, ajatellen determinantin kehittamista ensinser@sarakkeensa suhteenulottei-
setn — 1-muodot ovat tarkalleen kaikki muodot

¢(r1,...,rp 1) =det(a,ry,...,r, 1),
missé&a on vakiovektori.
Esimerkki. n-ulotteisetn-muodot ovat tarkalleen kaikki muodot
o(ry,...,r,) =adet(ry,...,r,),

misséaa on skalaarivakio, eli alkeisen-muodon avulla esitettynédzy A dzo A - - - A dzp,.
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Edelleen Lauseen 4.2 avulla saadaan maaritelkitatulo yleisesti. Jos muotojen esitykset
alkeismuotojen avulla ovat

(Z)(I'l, ceey I'k) = Z ajth’___,jk(dZle A dSCjQ VANERRIVAY dxjk)(rl, ceey I'k) (k'mUOtO)

1< <jo<-<jr<n

ja
@Z)(Sl, RN Sl) = Z bhl,hg,...,hl(dxhl AN d{L‘h2 VANREIEWA dxhl)(sl, C ,Sl) (l-mUOtO),
1<hi<ha<---<h;<n
niin niiden kiilatulo onk + [-muoto(¢ A ¢)(ry, ..., g, s1, .. ., S;), jonka esitys alkeismuotojen
avullaon

-----

1<j1<ge<--<jr<n
1<hi<ha<:-<h;<n

eo. huomautuksen mukaisin sopimuksin koskien jarjestystaistoja. Josk = 0 eli ¢ on
0-muoto (vakio), kyseessa on yksinkertaisesti vakiolladminen. Huomaa, etta tallainen kii-
latulo on osittuva, ts.

PANW+E =N+ PNE.

Huomautus. Kiilatulo voidaan maaritella myds kayttamatta esityksikeasten muotojen avul-
la ja siis kokonaan ilman koordinaattiesitysta. Ks. esikiksi HUBBARD & H UBBARD.

4.2 Muotokentat

R™:n k-muotokenttd (engl. k-form field) on kuvaus, joka liitta& kuhunkin pisteesgenman
k-muotonsa:

Q(pa ry,.. '7rk)'

Tassér,,...,r; ovat muotokentan pisteesgdantamank-muodon vektorimuuttujat—jotka
usein ajatellaan tangenttivektoreiksi pisteepsdauseen 4.2 nojalla muotokent@nmaarit-
tamiseksi riittda antaa pisteegidiippuvat kertoimet esityksessa alkeistemuotojen avulla:

(I)(p, r{,..., I'k) = Z A5y g,k (p)(dﬂfﬁ AN d.Tj2 VAN dxjk)(rl, e ,I'k),

1< <ja<<jx<n
missa tarwttava(k) kerrointa ovat
1,52, (p> = (I)(p; €15 €jg; - - 7ejk)'

Muotokentté ei yleensa ole maaritelty koko avaruud@saaan vain jossain sen osajoukossa,
esimerkiksi monistossa.

Esimerkki. n-ulotteisetl-muotokentéat ovat kentét
o(p;r) = F(p)er,

missaF on sopivass®™:n osajoukossa (monistossa) maaritelty vektoriarvoinerktio (vek-
torikentta).

3Jostain syysta myoskin muotokenttia kutsutaan joissaistegssa differentiaalimuodoiksi, vaikka niillakaén
ei oikeastaan ole mitaan tekemisté differentiaalien kanss
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Esimerkki. R?:n 2-muotokentta on yleisesti
®(p;r1,12) = F(p) @11 X 19,
missaF on sopivass®&?:n osajoukossa (monistossa) maaritelty vektorikentta.

Esimerkki. R™:n n-muotokentté on yleisesti

®(p;ry,...,r,) = a(p)det(ry,...,r,),

misséa on sopivass®&™:n osajoukossa (monistossa) maaritelty reaaliarvoinearkfio (skalaa-
rikenttd).

Naista esimerkeistd jo alkaa nakya, miten monistot, vekjarskalaarikentat sek& muo-
dot liittyvat toisiinsa: Muotojen avulla vektori- ja skalakentistd muodostetaan muotokenttia,
jotka sitten integroidaan jonkin osajoukon yli—usein nston tai sopivan laajennetun para-
metrisoinnin antaman osajoukon. Tallainen integrointyl@isessa tapauksessa hankala esittaa,
mutta parametrisoinnin kautta se on yksinkertaista, ampdriaatteessa.

JosR™:n k-ulotteisella monistollavt on (laajennettu) parametrisointi= ~v(u) (u € U) ja
®(p;ry,...,rp) ON M:ssé madritelty:-ulotteinenk-muotokentta, niin semtegraaliyli M:n

on
[o= [eamiy @) du
M u

Tassé&y'(u):n k saraketta tulkitaan muotokentan muuttujavektoreiksinbtgperuskursseilta
tutut integraalit ovat juuri tallaisia integraaleja, jalleion nyt saatu yhtendinen muoto.

Esimerkki. VektorikentarF viivaintegraali yli sileén viivarC : r = ~v(u) (u € U)

/F@) ods — /F('y(u)) o~/ (u) du

C u

onl-muotokenta®(p; r) = F(p)er integraaliyliC:n. ViivaC voisi olla paloittainkin sile& laa-
jennetun parametrisoinnin kautta. limeisista syista tdntagraali kirjoitetaan useinR3:ssa)
muotoon

/ Fi(r)dz + Fy(r)dy + F3(r) d=.
C
Vastaavasti vektorikentd pintaintegraali yli silean pinnai® : r = y(u) (u € U)

/ F(r) e dS = / F(~(u)) agé‘:) x agé‘:) du

S u

on 2-muotokentéan®(p;r;,r;) = F(p) e r; X ry integraali yli S:n. Tassakin pintaS voi-
si olla laajennetun parametrisoinnin kautta paloittaifesi. Ajatellen ristitulon ja alkeisten
2-muotojen yhteytta ei liene ihmeellista, etta ko. pintagméali kirjoitetaan usein muotoon

/Fl(r) dy A dz + Fy(r)dz Adz + Fs(r) dz A dy.
S
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Esimerkki. Skalaarikentary integraali yli R™:n (laajennetusti) parametrisoidum-ulotteisen
monistonM : r = y(u) (u € U)

/f dr—/f )| det(v'(u))| du

(ajattele integraalin muuttujan vaihtoa&) ole muotokentan integraali yM:n johtuen itseisar-
vosta. Sen sijaan integraali

/f )) det(v'(u)) du

onn-muotokenta®(p;ry, . .. ,rn) = f(p) det(ry, ..., r,) integraali yli M:n.

4.3 Muodot ja monistojen suunnistus

GeometrisesfR?:n pinta voidaan suunnistaa antamalla jotenkin (useinpanasoinnin kautta)
kussakin pinnan pisteessa normaalivektori, joka muurdtkuyasti siirryttdessa pitkin pintaa
eika ole missaan pinnalla nollavektori. Vastaavasti wiwalaan suunnistaa antamalla kussakin
sen pisteessa jatkuvasti muuntuva tangenttivektori, gpkaissaén viivalla ole nollavektori.

YleisestiR™:n k-ulotteinen monistoV voidaansuunnistagengl. orientate) samalla idealla,
se vain on usein vaikea toteuttaa. Suunnistus saadaasevaditla, mikéali mahdollista, sellainen
monistossaVl maariteltyn-ulotteinenk-muotokenttéb(p;ry, ..., ry), etta

1. moniston pisteessi saatavé-muoto®(py;ry, . . ., ry) on maadritelty ko. pisteessa muo-
dostetussa tangenttiavaruude$sg.M).

Ts. ®(pg;ry,...,r;) On maaritelty, kunry, ..., r; ovat tangenttiavaruudes§g, (M),
ks. Pykala 2.6. Tokk-muoto voi olla maaritelty muillekin vektoreille, muttaitéi ei tissa
tarvita.

2. ¢ on jatkuva pistemuuttujap suhteenM:ssa eika vaihda merkkiaan.

Tarkemmin sanoen, jokaist&!:n pistettap kohti on valittavissa sellaiset tangenttiava-
ruuden, (M) vektoritt, (p), ..., tx(p), ettd®(p; t1(p), - . ., tx(p)) on jatkuvap:n suh-
teenM:ssa ja on joko kokd\1:ssa positiivinen tai kokd1:ssd negatiivinen. Etumerkkia
voidaan ndin kayttéda suunnistukseen. Huomaa, etta silkktoritt,(p),...t;(p) aina
muodostavat tangenttiavaruudggn M) kannan, muutoinhan muodon arvo en0. Ky-
symys on siis siita, etta tangenttiavaruudelle valitaara @amalla tavalla suunnistettu
("samankatinen”) kanta.

Jos monistollaM on parametrisointp = ~(u) (u € U), saadaan sille suunnistus sité
kayttaen. Kohta 1. on sama, kohta 2. korvautuu kohdalla

2! ®(y(u);v'(u)) on jatkuva parametrin suhteen eiké vaihda merkkiaan.

Tama ei ole mitenkaan erityyppinen suunnistus kuin yleim@mametrisointia vain kaytetaan
tangenttiavaruuden kannan valinnan apuna. Kuten Lauséetodistuksessa todettiin, lokaa-
listi parametriu on esitettavissa joidenkip:n komponenttien jatkuvana—jopa jatkuvasti
derivoituvana—funktionar = g(r). Nain olleny~! on M:ssa jatkuva ja kohdan 2. mukai-
nen suunnistus saadaan arveBta; vy’ (v *(p))).

Tietyssa mielessé nollaulotteinenkin monisto voidaamaigiaa. Sehan muodostuu erilli-
sista pisteista. Kukin piste vain sovitaan esimerkikgytianerkkiseksi—mita se sitten geomet-
risesti tarkoittaneekaan.
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Esimerkki. R™:n n-ulotteiselle monistolle (eli avoimelle osajoukolle) ge@mttiavaruus on ai-
na koko vektoriavaruuR™ ja kysymys on siité valitaanko sille kanta(p), ..., t,(p), jolle
det(t;(p), ..., t,(p)) on positiivinen, vaiko eiX*:ssa siis siitd onko kanta oikeakéatinen vaiko
vasenkatinen.) Tarvittava-muotokenttd on muotoa

O(p;ry,...,r,) = f(p)det(ry,...,r,).

Vektoritt, (p), . .. tx(p) voidaan vaikkapa valita kiinteiksi ja funktif vakioksi, moniston eri
osissa mahdollisesti erimerkkiseksi (mutta ei nollaksi')

Kaikkia monistoja ei voi suunnistaa. Tunnettu esimerkkMibiuksen nauhd&raan sellai-
sen laajennettu parametrisointi on

7 (u) = (1 -+ Uy cos %) COS Uy

Ya(u) = <1+ulcos%) sin s U:—1<u <1,0<uy < 27).

v3(u) = uy sin %

Jos jatetaan parametriarvg@ = 0 pois, nauha "katkeaa” ja se on parametrisditun 2-ulot-
teinen monisto. (T&man osoittaminen vaatii jonkin ver@skla.) Katkaistuna nauha voidaan
my06s suunnistaa. Jos toisaalta laajennetussa paranretissa valittaisiinus:lle toinen vali

m < uy < 3m, siirtyisi katkaisukohta toisaalle. Koska "monistoistios lokaali ominaisuus,
tama tietaa sita, etta "katkeamaton” Mobiuksen nauhakimonisto—ei kyllakaan parametri-
soitu. Kuvasta (Maple) katsoen lienee kuitenkin geomestiselvaa, ettei sitd voida suunnistaa
(asian tarkka todistus on hankala):
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Monistoja, jotka voidaan suunnistaa, kutsutgaaannistuviks{engl. orientable). Mikali suun-
nistuvan monjston\ suunnistus on Kiinnitetty (sopivalla muotokentélléd),daan tama esille
merkinnallaM. Vastakkaiseen suuntaan suunnistettua monistoa merkisgin— M:lIa.

Mydskin ym. pinnan ja avaruusviivan suunnistukset ovaneskkeja esitetysta suunnistus-
menetelmasta:

Esimerkki. Siled parametrisoitu pint& : r = (u) (u € U) voidaan suunnistaa muistamalla,
etté sen tangenttiavaruus pisteesgdi) on~’(u):n kuva-avaruus (Seuraus 2.10), 48(u):n
kaksi saraketta muodostavat ko. avaruuden kannan. Jogsoyiettd ensimmainen sarake on
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ensimmainen kantavektarj ja toinen sarake toinen kantavektdsi, niin pinta on suunnistet-
tu. Koska pinta on silea (elR?:n 2-ulotteinen parametrisoitu monisto), mainitut vektonitad
aina lineaarisesti rippumattomat eivatka nain voi "vadtd paikkaa”. Geometrisesti ajatellen,

normaalivektori
ov(w)  9v(u)
8u1 aUQ

on aina samalla puolen pintaa.

AZ ty

tangenttitas

>y

X

Mutta mika on tdh&n suunnistukseen tarvitt@vanuotokentta? Ko. kentan tiedetadn olevan
muotoad(p;ry,re) = F(p) e r; X ry, MissaF on pinnalla maaritelty vektorikenttd. Valitaan

yksinkertaisesti
P(p) = Fly(u)) = 220 7).
' ov(w)  Ov(w)
8u1 aUQ

ja se on aina positiivinen. Muutkin valinnat ovat mahdadljeivat ehka yhta luontevia.
Kokeillaan suunnistustenkilapintaaneli toorukseenEraan rinkilapinnan laajennettu pa-
rametriesitys on

Silloin 2-muodon arvo on )

71 (u) = (2 + cosug) cosuy
y2(u) = (24 cosug)sinuy U 0 < ug,up < 2m).
=5

v3(u) = sin ugy

Samaan tapaan kuin Mdbiuksen nauhalle voidaan todeta rigtdapinta on monisto—vaih-
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tamalla vaikkapa parametrialueeksirt < uq,us < 7, €i tosin parametrisoitu. Kuva (Maple):

Tangenttiavaruuden kantavektorit ovat (jarjestyksessa)

y(u) —(2 + cosug) sin uy v(u) — sin us cos Uy
g = (2 + cos uy) cos uy ja g = | —sinuysinu,
" 0 2 COS Uy

Kumpi puoli rinkilapinnasta sitten on se, jolla kantaveiktavat positiivisessa jarjestykses-
séa (eli samalla tavoin kuimy-koordinaatistossa)? Lasketaan kantavektorit paranaewoilla
u; = uy = 0 eli z-akselin pisteess@, 0,0):

0 0
o) _ (9 . 90 _
= ja =10

Kantavektorit ovat samassa jarjestyksessa kui@a z-akselit ja kyseessa on "ulkopuoli”. ("Si-
sépuolelta” katsottaessa akselit vaihtavat paikkaa).

Esimerkki. Parametrisoitu siled avaruusviiv@a: p = vy(u) (v € U) suunnistetaan vastaavas-
ti. Pisteessé&y(u) tangenttiavaruuden kantavektoriksi valitagf(u) ja viiva on suunnistettu.
Tarvittaval-muotokenttd on muotod(p;r) = F(p) e r ja valitaanF(~(u)) = 4/(u). Saadun
1-muodon arvo of{~y/(u)||* > 0. Yhta hyvin olisi voitu valita vaikkapB(~(u)) = 2v'(u) (mi-

k& ei muuta suunnistusta) thi(~v(«)) = —'(u) (mik& vaihtaa suunnistuksen painvastaiseksi).

Jos monisto muodostuu useasta erillisesta osasta, stusiars osissa voidaan valita mie-
livaltaisesti, jatkuvuusehto ei yhdista eri osia toisiimaitenkaan. Jos esimerkik&?:n kak-
siosaisessa-ulotteisessa monistossa yhden osan koordinaattisysteditaan oikeakatiseksi,
mika&an ei esté valitsemasta toisen osan koordinaatteyséevasenkatiseksi. Yhtenaiselle mo-
nistolle suunnistus eri puolilla monistoa sen sijaan oregbva.R™:n monistonM sanotaan
olevanyhtenéinen(engl. connected), jos jokaista moniston kahta eri p&i@itja p; kohti on
sellainen jatkuva funktid : [0, 1] — M, ettaf(0) = py ja f(1) = p;. Ts. moniston kaksi eri
pistetta voidaan aina yhdistda monistossa olevalla jatkaviivalla.

Lause 4.3.Jos monistaM on yhtendinen, niin sen suunnistus yhdessa pisteessa ttaaari
suunnistuksen koko monistossa.

Todistus. SuunnistetaaoVt edella esitetylla tavalla. Kohdassa 2. saatava moniststegnp
funktio ®(p;ti(p),...,tx(p)) on silloin valitussa pisteessi joko positiivinen tai negatiivi-
nen. Moniston toinen pistp; voidaan yhdistéag,:aan jotain funktiote : [0, 1] — M kéayt-
taen, jolloinp, = f(0) ja p; = f(1). Mutta silloin funktio ®(f(s); t1(f(s)), ..., tx(f(s))) on
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valilla [0, 1] jatkuvas:n funktio, joka ei saa arvo@. Nain ollen®(pg; t1(po), - - -, tx(po)) ja
®(py;ti(p1),- - -, te(p1)) ovat samanmerkkiset. O

Uudelleenparametrisoinnissa parametrisoidun monisionrsstus voi vaihtua painvastai-
seksi. Taméa voidaan kuitenkin estaa lisdehdolla:

Lause 4.4.JosR":n parametrisoidurk-ulotteisen monistotM : r = «y(u) (u € U) para-
metrisointi vaihdetaan toiseksi sellaisella uudelleerpaetrisoinnillau = n(v) (v € V), etta
det(n’(v)) > 0, niin suunnistus ei vaihdu. Jos tadst(n’(v)) < 0, suunnistus vaihtuu pain-
vastaiseksi. (Tassa tietysti oletetaan suunnistus tedgikielld ja samalla&-muotokentalla.)

Todistus.Edella esitetylla tavalla monisto suunnistuksessa kaytetaan jotatmuotokent-
tad ®(p;ry,...,rg). Otetaan tarkasteltavaksi suunnistus jossaim pisteessgp, = ~v(up).
Se maaraytyy arvost@(po;v'(ug)). Lauseen 4.2 mukaisestimuoto ®(pg;ry,...,r;) VOI-
daan esittaa alkeisténmuotojen lineaariyhdelmana. Naytetaan, ettda nama akeeisodot vain
tulevat kerrotuksi samalla positiivisella luvulla uuadshparametrisoinnissa. Mainitut alkeiset
k-muodot ovat muotoa

Tj1 T2 0 Thk
Tjo, 1 Ljg2 " Lok
J2, J2, J2,
(dzj, Adxj, A--- Adaj, ) (re, ..., 1) =
Tj,1 T2 - Thk

Toisaalta uudessa parametrisoinnissa tangenttiavamukeli®@a saadaan ketjusddnnon nojalla
matriisinv'(uo)n’(vo) sarakkeista, missé, = n(vy), ja vastaava uuden alkeisérmuodon
arvo on

(dzjy Adag, A-- Ada ) (Y (wo)n'(vo)) = (daj, Adg, A== Aday, ) (v (ao)) det(n (Vo))

(Ajattele matriisien kertolaskua ja muista, etta nelionsille det(AB) = det(A) det(B).)
Kaikki esiintyvat alkeiset:--muodot tulevat siis kerrotuksi positiivisella luvultgt(n’(vo)).
Siispa
2(po; ¥'(n(v0))n' (Vo)) = ©(Po; ¥ (o)) det(n'(vo))
ja suunnistus sailyy.
Suunnistuksen vaihtuminen tapauksessan’(v)) < 0 todetaan samaan tapaan. [

Suunnistus on tarkeda, paitsi geometrisen tilanteen hahmateksi, myoskin integraalin
kannalta uudelleenparametrisoinnissa.

Lause 4.5. Parametrisoidun suunnistetun moniston uudelleenpamaso@tti ei muuta sen yli
laskettujen muotokenttien integraaleja. Jos uudelleeap@trisointi vaihtaa suunnistuksen, in-
tegraalin merkki vaihtuu.

: . . .= .
Todistus.Jos suunnistetun parametrisoidun monistan: r = ~(u) (u € U) yli lasketussa
integraalissa tehdaan suunnistuksen sailyttavan uedglfgametrisoinnin = n(v) (v € V)
antama muuttujan vaihto, saadaan integraali

/q> = /é(v(U);v’(U))du:/CP(’Y(??(V));’Y’(??(V)))Idet(n'(V))ldV-

i u v
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Koska uudelleenparametrisointi oli suunnistuksen s, edellisen lauseen nojaflet(n’(v)
on positiivinen. Siispa integraali voidaan edelleen kitfaa muotoon

/@=/®wmw»vmwm&mwwww=/@wmwmvmwmﬂva
N % %

(vrt. edellisen lauseen todistus), joka on muotokedidntegraaliM:n yli laskettuna uudessa
parametrisoinnissa.

Toisaalta, jos uudelleenparametrisointi vaihtaa sutaksen det(n’(v) on negatiivinen ja
integraalin merkki vaihtuu. O

Suunnistuksen vaihtumisen aiheuttama integraalin meditmtuminen esitetdan usein muodos-
sa
/ = / 3.
-M M

4.4 Fysikaalisten vektori- ja skalaarikenttien perusmuobken-
tat
R™:n vektorikentar¥' (p) perusmuotokentéat ovatomuotokentta
P work(p;r) = F(p) er  (1-muotokenttd),
ja vuomuotokentta
Op_fux(p; 11, ..., 1) = det(F(p),r1,...,r,—1) (n— 1-muotokenttd).
Skalaarikentérf (p) perusmuotokentét ovat se itderfiuotokenttand) sekiheysmuotokentté
@ _gensif P; 15 - - -, Ty) = f(p)det(ry,...,r,) (n-muotokenttd).

Fysikaalisesti tyomuotokentdsBan yleensa voimakentta—esimerkiksi painovoimakenttd—ija
vuomuotokentassa virtaustiheyskenttd—esimerkiksewvesin tiheys. Tiheysmuotokentan ska-
laarikentta taas on tiheyssuure—esimerkiksi massatiHayesgroimalla naita monistojen yli
saadaan vastaavat nettosuureet—tehty tyd kuljettaegsavpanakentdssa, nesteen nettovirta
pinnan lapi, kappaleen massa.

Kiilatuloa kayttaen kenttien tutut operaatigt:ssa saadaan koskemaan muotokenttia:

1. Skalaarikentillef ja g ja vektorikentalleF tietysti f A g = fg seka
I N Prowork = Prpowork 5 f A Prosix = Prriux J& [ A Pydensity= P rg—density
2. VektorikentilleF ja G
Pr_work N Pa-work = Prxc—iiux  J8 Prowork A Pa—fiux = PreG-density

Todetaan malliksi kaav@p_work A Pe-fiux = Prec—densityja jatetaan muut lukijalle harjoitusteh-
taviksi:
(Fidx + Fody + F3dz) A (Grdy A dz + Gadz A dz + Gsdz A dy)
= F1Gidx ANdy Adz 4+ FoGody Adz Ade + F3Gsdz Adxe Ady
= (FeG)dz Ady Adz.
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On fysikaalisia kenttia, jotka eivat ole sen kummemmin a&alt kuin vektorikenttiakaan.
Esimerkiksi sahkdkentan voimakkuiisei ole vektorikenttd (eika tietenkaan skalaarikentta).
Lorentzin voimalaki sanoo, etta pisteessdlevaan varaukseenkohdistuva voima on

a(E() +v x B(r)).

missév on varauksen liikenopeus J& on magneettivuon tiheys. Jos sahkodkenttaa ei ole, va-
raus ei liikku ja koordinaatisto pysyy paikallaan, voima ailavektori. Vakionopeudella liik-
kuvasta koordinaatistosta seurattuna voima on edelleendlavektori (varauksen liike ei ole
kiihtyvaa), mutta nytv ei ole nollavektori ja liikkuva varaus aiheuttaa magné&etitan ja sen
kompensoivan sahkokentan. Liikkuvasta koordinaatiatkatsottuna sii&l ei ole nollakentta.
Tata ominaisuutta ei ole millaan vektorikentélla, ja sahjkinagneettikentat onkin kasiteltava
yhdessa, aika-avaruudes®d sa,ry zt-avaruudessa).

Vaikkakaan sédhkomagneettisia kenttid ei saada hallitusdgiorikentting, ne saadaan mal-
linnetuksiR*:n 2-muotokenttind, ndraradayn muotokenttarja Maxwellin muotokenttarfa

Eidx ANdt + Exdy Adt + Ezdz Adt + Bidy Adz + Bedz A do + Bsdx A dy
ja
—?Bydx A dt — CQBQdy Adt — ?Bsdz A dt + Eidy ANdz + Esdz A do + Esdx A dy,
jotka usein kirjoitetaan muotoon
Praraday = PE-work N dt + PB_fiux

ja
Drtaxwell = PEflux — Czq)B—work A dt.

“Michael Faraday ja James Clerk Maxwell eivét tallaisia rokenttia kasitelleet. Nimitykset lienenevét lah-
toisin kuuluisasta kirjasta MNER & THORNE & WHEELER.
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"Stokes theorem was stated by Sir George Stokes as
a Cambridge examination question, having been raised
by Lord Kelvin in a letter to Stokes in 1850.”

(A Dictionary of ScienceDxford University Press, 1999)

YLEISTETTY STOKESIN LAUSE

Monet peruskurssien integrointitulokset ovat hyvin samaatoisia:

b

[ 0= 50y 110

a
r

/ Vfeds = f(rs) - f(r)

ry

A/ (apgf) - ag;m)

dr = %F(r) eds

/VxF(r)odS:
3

Naille on yhteista seuraavat asiat:

(Integraalilaskennan péaélause)

(Gradienttilause)

(Greenin lause)

(GauBin lause)

(Stokesin lause)

e Vasemmalla puolella integrointialue on monisto, mahdeBti laajennetussa parametri-

soinnissa ja suunnattuna.

e Vasemmalla puolella integrandi on jonkinlainen derivaakytkettyna monistoon tan-
genttiavaruuden ja sopivan muodon kautta (muotokenttana)

¢ Oikealla puolella integrointialue (summausalue) on vasampuolen moniston suunnat-
tu "reuna”, mahdollisesti laajennetussa parametrisssmiHuomaa, ettd myos kahdessa
ensimmaisessa kyseessa on suunnattu reuna, toinentaisieiglusmerkkinen ja toinen

miinusmerkkinen.

¢ Oikealla puolella integrandi (summandi) on kentt&, jokseramalla puolella on jollakin

lailla derivoituna.

Jotta saataisiin yhteneva muoto kaikille naille tulolestja muillekin—pitaa maaritella de-
rivaatta yleisena ja muotokentille sek& suunnatun reuéaiiksellaisena, ettéd sen yli voidaan
integroida muotokenttid. Lopullinen tulos on ns. Yleistedtokesin lause.

51
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5.1 Reunalliset alueet ja niiden suuntaus

Yleensa ottaefR™:n k-ulotteisen monistooM reuna on helppo maaritella. Se koostuu niista
pisteistdp, jotka toteuttavat seuraavat kaksi ehtoa:

() p eioleM:ssa.

(i) Misséa tahansa avoimessa o0sajoukossa, jossp, @n myodsM:n piste(itd). Erityisesti
tama pateg-keskisille avoimille palloille.

Moniston reuna voi olla tyhja. Esimerkik&?:n pallonpinnan reuna on tyhja. Toisaalta monis-
ton reunan ei tarvitse olla (alempiulotteinen) monistdnteskiksi R%:n nelion0 < z,y < 1
reuna on mainitun nelién piiri ja se ei ole monisto. Itse sssarajoitetunkin moniston reuna voi
olla hyvin mutkikas joukko, se voi esimerkiksi olla Jordanitaton. Pahempi pulma on tangent-
tiavaruus, joka reunan pisteisséa pitéisi olla suunniatuatten.

Paremmin paastaan liikkeelle, kun maaritellaankin monisisélla alueen reuna. Koska se
on moniston sisélla, voidaan moniston sileytta kayttadamwunnistuksessa. Moniston osajou-
kon A C M reunamonistossa, merkita&m,.4, muodostuu kaikista sellaisisi&:n pisteista,
ettd jokaisessa avoimessa joukossa, jossa on ko. pistekéndsn piste(ita) ettaM — A:n
piste(itd). (Vrt. ehto (ii) ylla.) Huomaa, etta reunaxy.A piste voi talldin olla itseA:ssa.

=, ei-siled reunan piste

i siled reunan pist

reu naa,MiA

Valitaan nyt tarkasteltavaksi jokin reunép,.A pistep,. Koska pistgp, on monistossau,
jossain sen sisaltavassa avoimessa jouk@iskakkaus M N B on madriteltavissa lokaalina
urana, ks. Lause 2.4. Ts. on sellainen jatkuvasti derivaifunktioF,,, : B — R"~*, ettaF},
on taysiranginen j@ on M N B:ssé tarkalleen silloin, kuR,, (p) = 0. Téallaisia funktioitaF',,,
voi olla valittavissa useitakin. Pistegn sanotaan olevan reunén,.A silea pistemikali ym.
funktionF,, liséksi on valittavissa sellainen jatkuvasti derivoitduaktio g,, : B — R, etta

1. gy, €iriipu lineaarisestF, :n riveista.
2. pistep on leikkauksessal N B tarkalleen silloin, kun

Fpo(p) =0 ja gp,(p) > 0.

Reunard,,A kaikkien sileiden pisteiden muodostamaa joukkoa kutsutba sileéksi reunaksi
monistossaM ja merkitaand;, A:lla. Maarittelyt ovat helposti tulkittavissa myos jés= n.
Silloin kohtaa 1. ei tarvita ja kohdassa 2. on vain efdp) > 0.

Huomaa, etta tama ei (yleensi) ole moniston rékifta joukon reunanal
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Esimerkki. Uraehto F(z,y,2) = z — zy = 0 maarittdaRR®:ssa sileén pinnan2-ulotteisen
moniston)S, eraan ns. satulapinnan. Leikataan tésta osajoukkehdolla||p|| < 1. Reuna

0sA on silloin ehdon
z—xy =0
1—22—y2—22=0

antama urajoukko—itse asias$aulotteinen monisto. Kuva (Maple):

Kaikki reunands.A pisteet ovat sileita, sillg:ksi voidaan valitag(x, y, z) = 1 — 22 — y? — 22,
jolloin

Fl(z,y,2) = (—y,—x,1) sekad ¢'(x,y,z2) = (—2x, -2y, —22)
ovat lokaalisti lineaarisesti riippumattomat (totea!)aM ollendsA = 0s.A.

Esimerkki. R?:ssaolevanelioV : 0 <z <1,0<y <1,z =1ontason: = 1 (2-ulotteinen
monisto) osajoukko. Sen reuna on piiri eli neljan janan

0<z<1l,y=0,2=1 , 0<zx<1l,y=1,2=1,
r=0,0<y<1l,2=1 , z=1,0<y<1,2=1

yhdiste. Muut pisteet kuin karkipiste@x 0, 1), (0,1, 1), (1,0,1) ja (1,1, 1) ovat sileita, funk-
tioiksi g voidaan yo. janoja vastatenvalita 1 —y, zjal — z,ja F(z,y,z) = z — 1.

Edellisista esimerkeista voi jo aavistaakin, etta

Lause 5.1.R™:n k-ulotteisen monistoM osajoukonA silea reunad; A on k — 1-ulotteinen
monisto (tai tyhja joukko).

Todistus.Kaytetaan edelld olevia (lokaaleja) merkintdja ja otetaakasteltavaksi siledn reu-
nan pistepy. Ehto
{Fpo (p)=0

Ipo (p) =0

maarittaa silloin jossaip,:n sisaltdvassa avoimessa joukoBsa_ B moniston/C, jonka ulot-
teisuus ok — 1, Seurauksen 2.3 perusteella. Nyt pitaa nayttaa, ettadedd N 5, on sama
kuin 03,.A N B;. Koskapy:ksi voidaan ottaa mika tahansa silean reunan piste, taoitiazs
ettad;,.A on lokaali ura ja siis monisto.

Otetaan ensin piste, € 03, AN B, ja naytetaan, etté se &d B;:ssa. Tehdaan vastaoletus:
p1 ¢ K N B;. Silloin

Jpo(P1) # 0.
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(Koskap; on M:ssé, onF,,(p;) = 0.) Jatkuvuussyistg,,(p) # 0 myos jossain (pienes-
s&) avoimessa joukosd®, jossap; on. Nain olleng,, on joukossaB, joko arvoiltaan po-
sitiivinen tai arvoiltaan negatiivinen. Mutta silloii;:ssa ei voi olla seka\:n pisteita et-
ta M — A:n pisteitd eikdp, voi olla A:n reunan pisteM:ssa. Tama ristiriita osoittaa, etta
P1 € KN Bl.

Toiseen suuntaan todistettaessa otetaan piste K N 5; ja naytetdan, ettd se on myos
03, AN By:ssa. Tehdaan taas vastaolefusi 03,4 N By. Nyt g, (p2) = 0 ja jossain (pienes-
s&) avoimessa joukos#x, jossap, on, funktiog,, saa vain yhdenmerkkisia arvoja, joko ei-
negatiivisia tai ei-positiivisia. Muutenhasy, olisi silean reunan piste (kun valitadt,, = F,
ja gp, = gp,)- Nain ollenp, on sidotun aariarvoprobleeman

Jpo (P) = extremum!
Fpo(p) =0

lokaali ratkaisu (maksimi- tai minimipiste, aariarvo e0). Sovellettaessa Lagrangen kerroin-
ten menetelmaa otetaan kayttdon vastaava Lagrangendunkti

L(p, >‘> = Gpo (p> + >‘Fp0 (p)T’

missa\ on Lagrangen kerroinvektori (vaakavektori). Adriarva@essgp,, A,) sen derivaatta
on nolla:

aL(p27 )\2>

e = 0 (P2) + Ao (p2) = 0

6L(p27 AQ)

—x ~ Fr(P2) =0.
Tama ei voi pitdaa paikkansa, koska ensimmainen yhtalo sattig,, (p2) on lineaarisesti
riippuvakF,, (p2):n riveista. Saatu ristiriita osoittaa, ettd € 93,.A N B;. O

Lopulta paastaan maarittelemaan integrointialueeksvadgisite.R":n k-ulotteisen mo-
niston M osajoukkaA on serreunallinen aluejos

(1) A onR™:n suljettu osajoukko.
Kaikki reunano,.A pisteet ovat mukand:ssa.

(2) Joukkod A —0},A (reunan ei-sileat pisteet) @':n k£ — 1-nollajoukko, ks. Pykala 3.1.

Ei-sileilla pisteilla ei ole vaikutustad:n reunan yli integroitaessa. Tama ehto tarvitaan,
silla on jopa mahdollista, etta kaikki reun@p,.A pisteet ovat ei-sileita. Esimerkiksi alla
olevassa kuvassa hahmotellun Kschin lumihiutaleemeuna ei ole missaan silea ja sen
pituus on &areton.
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(3) Jokaista positiivilukua kohti on olemassa sellainen avoin joukBp, ettd 3, sisaltaa
kaikki reunaro, A ei-sileat pisteet ja ettdy A N B.:n k — 1-ulotteinen volyymi on< e.

Huomaa, ettd},.A N B. on Lauseen 2.2 nojalla — 1-ulotteinen monisto. Tama mer-
killinen ehto tarvitaan, silla on mahdollista, etta sile@anank — 1-ulotteinen volyymi
jonkin ei-silean pisteen miten tahansa pienessa ympas&ton= oo. Ehto siis estaa
tietyssa mielessa integraalien epaoleellisuuden. Ekikseralla olevan kuvan (Maple)
alueen R%:n osana) ilmeiset ei-sileat reunapisteet ovat kaksi kij&erigo, johon reu-
naspiraalit

1 . 1 . .
r=— ja r=—— (1<¢< oo, napakoordinaattiesitys)

¢ 1+¢

suppenevat. Nyt ehdot 1. ja 2. toteutuvat, mutta yo. ehtsik spiraalien pituus on
aaretbn missé tahansa origon sisaltdvassa avoimessagauko

0.8 4

=~

T T 1
0.2 0.4 0.6

Tarkeaa osaa integroinnissa nayttelee reufgml suunnistus ja miten se liittyy moniston
M suunnistukseen. Luonnollisesti reunan suunnistus vaitiada vain sen sileissa pisteissa.
Sileassa pisteesss monistonM tangenttiavaruudef,,, (M) vektoriat sanotaand:n ulko-
vektoriksi,jos

Ipy(Po) @t < 0

ja A:n sisavektoriksijos

Nama nimitykset ovat sattuvat. Funkganimittain kasvaa siirryttaessa lokaalisti pistgeia-
hella reunan yli aluees ulkopuolelta sen sisalle, ulkopuoleljg, on negatiivinen, siséapuolella
positiivinen ja reunalla= 0. Nain ollen, josg,, (po) et < 0, vektorit osoittagg,,:n kasvusuun-
nalle vastakkaiseen suuntaan eli poispdin aluedstfastaavasti, jog,, (po) e t > 0, vektorit
osoittaag,,:n kasvusuuntaan.

Ulkovektoreita kayttaen saadaan nyt silean reuigpd suunnistus jaM:n suunnistus
kytketyksi yhteen. Ks. Pykala 4.3. Oletetaan nyt, ettd s\ on suunnistettut-muo-
tokentalla®, ts. sen pisteiss@ on valittavissa sellaiset tangenttiavaruudgiM) vektorit
t1(p), ..., te(p), etta®(p; t1(p), .. ., tx(p)) On jatkuvap:n suhteen jg 0 M:ssa. Suunnistet-
taessa reuna@;,.A sen sileissa pisteisgipitaa valita jokin sopivé& — 1-muotokenttéd,.,,,,

2Nama ovat nshyperbolisia spiraaleja.
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sileé reunahan ok — 1-ulotteinen monisto, ja tangenttiavaruudggn0;,A) sellaiset p:sta
riippuvat) vektorits; (p), ..., sk_1(p), €tt& Preuna(pP;s1(pP),- - -, sk_1(p)) on siledlla reunalla
p:n suhteen jatkuva eika saa arvba/alitaankin nyt

q)reuna(p; S1,. .. 7Sk;—1) = (I)(p7 tulko(p)7 81,4, Sk—l)a

missét .., (p) on sopivap:sta riippuva ulkovektori. Tama m_é)arittely kytkee suutuiiset reu-
nalladj,.A ja monistossa\1 yhteen. Suunnistetun monistdv reunallisen alueen vastaavasti
suunnistettua sileaé reunaa merkita MA:IIa. Huomaa, etté vektord; (p), . .., sx—1(p) ovat
my6s monistonM tangenttiavaruudessa pisteepsgoten muotokentta@ voi kayttaa. Silean
reunandj,.A tangenttiavaruus pisteessaimittain on matriisin

< Fl, (p) )

Ipo(P)

nolla-avaruus, ks. Lause 2.8 ja Lauseen 5.1 todistus. NEin se sisaltyy matriisi', (p):n
nolla-avaruuteen, joka taas on monistbhtangenttiavaruus. On siis valittay(:n tangenttia-

varuuden kanta,,(p),s1(p), - - -, sk—1(p) Siledn reunan pisteespésiten, etta se on "saman-
katinen” kuin kantat;(p), . . ., tx(p).

Esimerkki. Parametrisoitu siled avaruusviiv@ : p = «(u) (u € U) suunnistetaari-muo-
tokenttééd(p;r) = F(p) e r kayttaen valiterF'(v(u)) = ~'(u). Saadunl-muodon arvo on
|9/(u)]|? > 0. C:n reunallisen alueen (osaviivao] silea reuna muodostuu erillisista pisteista.
"Positiivinen” suunnistus reunan siledssa pisteegsé ~(u) tapahtuu muotokenttéehdon

(I)reuna<p) = A/(“/) L4 tulk0<p) > O

kautta. Erityisesti, josd:n siled reuna muodostuu kahdesta pisteesta, alkupistgekippupis-
teestd, alkupiste on "negatiivinen” ja loppupiste "posiinen”.

AZ
‘/?l tulko(p)
/

P

/ >y

Esimerkki. Siled parametrisoitu pintaS : r = ~(u) (u € U) suunnistetaan kayttden
2-muotokenttéd (p;r;,ry) = n(p) e ry X ry, MiSSa

n(p) = n(y(w) = T

on normaalivektori pisteesga Silloin 2-muodon arvo on

oo

2
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ja se on aina positiivinenS:n reunallisen aluee silea reuna muodostuu sileista avaruusvii-
voista ja suunnistetaan se siledssa pistegsséy(u) muotokenttaehdon

(I)reuna<p; S(p)) = n(p) L tulko(p) X S(p> > O

kautta, miss&(p) on reunan (viivan) tangenttivektori pisteegs&illoin vektoritn(p), tu.(p)
ja s(p) muodostavat oikeakatisen systeemin ja suunnistus or'tukiean k&dden sdannodn” an-
tama suunnistus, ks. kuva alla.

AZ

p n(p)

s(p)

\ >
tuiko(P)

Esimerkki. R?:n 3-ulotteiselle monistolleV (eli avoimelle osajoukolle) tangenttiavaruus on
aina koko vektoriavaruu®?. M:n reunallisen alueen (kappaleed) suunnistus tapahtuu vaik-
kapa3-muotokenttaehdon

¢(p7 ry,ro, r3) = det(rla Iy, r3) > O

kautta. Reunal;,.A muodostuu sileista pinnoista. Ulkovektoriksi pisteepséidaan valita
vaikkapa ko. pinnan ulkonormaaili(p) ja tangenttivektoreiksi; (p) ja s»(p) sen tangenttita-
son kantavektorit. Jos suunnistus tapahtuu ehdolla

det(n(p),s1(p),s2(p)) = n(p) @ s1(p) x sa(p) > 0,

niin kysymys on reunan (pinnan) suunnistuksesta site,satta esiintyva normaalivektori
n(p) on ulkonormaali ja etté(p), s1(p) ja s2(p) mMuodostavat oikeakéatisen systeemin.
VastaavastR™:n n-ulotteisen monistorM reunallisen alueem silean reunan suunnistus
tapahtuu ehdolla
det(n(p)a Sl(p)7 L 7Sn—1(p)) > 07
missén(p) on sileén reunawy A pisteess valittu 93,.A:n normaaliavaruuden vektori ulos-
pain (ulkonormaali).

5.2 Ulkoderivaatta

Viela tarvitaan sopiva yleinen derivaatan kasite, ulkoderivaatta(engl. exterior derivative).
Tavallinen yhden muuttujan funktion derivaatta maarité erotusosamaéran raja-arvona:

fo) — i LE D) = @),

h—0 h

Peruskursseilla on esilla myo6s asiaan liittyvénuotokentta, ndifferentiaali,

(df)(z;r) = f(z)r,



LUKU 5. YLEISTETTY STOKESIN LAUSE 58

joka sekin voidaan maaritelld erotusosamaaréan avulla:

: - flethr) — f(x)
Pl = iy
Ulkoderivaatta on tAman yleistysmuotokentille. Huomaa, etté funktibon 0-muotokentta ja
differentiaalid f on 1-muotokentta. Ulkoderivointi lisaa muodon astetta yhalell
Erotusosamaarassa esiintyvan véline + h] (tai [« + h, z]) tilalle tuleek + 1-ulotteinen
(suljettu) suuntaissarmi6

k+1

P(p;ri,...,Tpy1) = {P + ZUZI'I
i=1

Ogul,...,ukﬂ < 1}

Reaaliakselilla taméa on suljettu aarellinen vali, tasdfase voisi olla suunnikas j&3:ssa
suuntaissarmio. Tas#é+ 1 < n eli kyseessé voi olla korkeampiulotteiseen avaruutee tetipo
alempiulotteinen suuntaissarmio. UpotettiRian affiiniin aliavaruuteen

k+1

A(pa ry,... 7rk2+1) = {p + Zulr—;—
i=1

ULy e ooy Ukt GR}

(R™:n k 4 1-ulotteinen monisto) suuntaissarmiip;ry, ..., ry,1) on reunallinen alue, jonka
reuna muodostutahkoista.Tahkoja on2(k + 1) kpl ja ne esiintyvat pareittain:nnet tahkot
ovat

0§U1,---,Uls+1§1jauz‘=0}

ja

k+1
7;+ _ {erZuirI 0<up,...,ups1 <ljau; = 1}.

=1
Edellisessa tahkossa on sisavektori ja jalkimmaisessa ulkovektori. Nailla taifla suunnis-
tukset ovat siis vastakkaiset, ja sovitaan ettd; rq, . . ., ry.1) suunnistetaan vastaten tahkojen
7." suunnistusta ulkovektoriery avulla. Silea reuna muodostuu tahkoista, joista on peistet
tu niiden reunat eli sarmat. Lauseen 3.3 mukaan sarmatienatiajoukkoja. Siled reuna on
Lauseen 5.1 mukadnulotteinen monisto.

Erotusosamaarassa esiintyvaa suunnattua sunyit@aa,rr) plusmerkkisendf (x) miinus-
merkkisend, vastaa nyt integraali suuntaissarmion suunmaunan yli. Merkkivaihtelu tulee
mukaan, koska tahkdt~ ja 7;* ovat vastakkaisesti suunnistetut. Nain saadaarnotokentan
® ulkoderivaattamuodossa

@) pirs . mi) = i [ @)
3}7’;1

missa lyhyyden vuoksi on merkittd = A(p;ry,...,rp1) SekaP, = P(p; hry, ..., hrgq).
Huomaa, etta integrointialue on annettavissa laajenn@uametrisoinnin avulla, ts. integraali
on Pykalassa 4.2 kasiteltya muotoa. (Tapauksgssal siis suunnattuna summana.) Lisaksi
sovitaan, ettd jos + 1 > n, ulkoderivaatta saa aina arvon

Suoraan maaritelmastéén ulkoderivaatta on varsin hatéslkaa, kuten tavallinen yhden
muuttujan derivaattakin usein on. Asian helpottamiseligiétaan derivointisaantja. Yhdessa
ne muodostavat tarvittavan kokoelman laskulakeja, jalbaivaatan lasku on helppoa. Deri-
vointisaantojen todistaminen on taas sitten osin tydlasta

Kootaan yhteen perusderivointisadnnot. Jatetaan matittyj . . , r;, pitkalti merkitsematta
lyhyyden vuoksi.
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() Jos® sekav¥ ovatk-muotokenttia ja; sekéc, ovat vakioita, niin

d(Clq) + CQ‘I’) = C (dq)) + Cg(d\I’)

Ulkoderivointi on siis lineaarinen operaatio. Tama sewaaaan integraalimaaritelmas-
ta.

(I Josk-muotokenttdb on vakio (siis saa vain yhden arvon), ni@® on k + 1-muotokentta,
joka saa vain arvoq.

Kuten yleensa, vakion derivaatta on nolla. Tamakin seuuagasn integraalimaaritel-
masta, silla johtuen tahkoparien vastakkaisesta suusésatk esiintyva integraali on aina
= 0. (Integrandi on tahkojen vastinpisteissa sama.)

(1) Funktion f eli 0-muotokentan ulkoderivaatta on

(@) = Fo)e = 30 AP g,

Maaritelman mukaan ko. ulkoderivaatta saadaan raja-arvon

lim flp+hr) = f(p) <§tf(P +tr )) = f/(P)r

h—0 h 0

(ketjusaanto). Jogr|| = 1, kyseessa on siis tavallinen suunnattu derivaatta suuntaa
(IV) Jos f on funktio, niin
d(f(p)dzj, A~ Aday,) = (df)(p;-) Adaj, A Aday,

= Z af(P) dz; Adxj, A--- Adxy,.

Tama on avainsaanto, silla yhdessa edellisten sdantopms&ae mahdollistaa ulkoderi-
vaatan laskemisen kentan hajotelmasta ja itse asiasga#gsita ulkoderivaatta dnt-1-
muoto. Todistus vain on varsin tydlas lasku, ks. esimerkikssBARD & H UBBARD.

(V) k-muotokentalledp kahdesti ulkoderivoimalla saatu+ 2-muotokentt&l*® = d(d®) on
vakiokenttd, joka saa arvah

Muotokentat ovat siis aina "ensimmaista astetta”. Kahdkstvointi tuottaa nollan. Ta-
ma seuraa edellisistd saannaoista. Jos nimittéan funktio, niin

(A2F)(p; r1,12) Zd( T, ) Zzax]&tzdx]—/\dxizo.

Jj=1 =1

(MUiSta, ettadz; A dZCj = —dSCj A dx; ja dz; ANdx; = O)

Saantojen avulla-muotokentan

O(p;ry, .. Z @y oo p)(dz;, Adzj, A--- Adxj, )(ry, ..., 1)

1<Jl <Jo<--<jg<n

ulkoderivaatan lasku on periaatteessa suoraviivaistalgupuu osittaisderivaattoihin.
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Huomautus. Itse asiassa koko ulkoderivaatta voitaisiin maaritell&iden saantdjen avulla.
Lienee kuitenkin mukava todeta, etta se on tavallisen yhderttujan funktion derivaatan yleis-
tys. Lisdksi maarittely integraalin avulla antaa "geomiegn” tavan ajatella ulkoderivaattaa,
eikd pelkkaa symbolista koneistoa.

Esimerkki. LasketaarR*:n 2-muodon
® = z1x9dzy Adxy — .CC%dI’:; A dxy

ulkoderivaatta. (Lyhyyden vuoksi jatetddn merkitsemgtt& (zi, x5, x3,24) ja r; sekar,.)
Laskusaantoja kayttaen

do = d([L‘ll‘QdZL‘Q N d[[’4) - d(l‘%d[[’g N dl‘4)

Nz x olx oxz o(x
:(m< (a; 2)01x1+ (a )d Ty + (8;32)dx3+ (a )d:c4)/\dx2/\dx4

((3 o+ ) gy, Ay, 20D )AdeAdM

8l‘1 61‘2 8l‘3 XLyq

= (zodzy + x1dxo) A das A dxy — (2z9dzg A dag A day)
= xodxy Adag Adxy + x1dag A dag A day — 2x9dxg A das A day
= IL’le‘l VAN d[[’g VAN d[[’4 - 2[L‘2dl‘2 VAN d[[’g VAN dZL‘4.
Koskien muotokenttien kiilatuloja saadaan

Cartanin taikakaava.® k-muotokentélled sekal-muotokentallel saadaan kiilatulon deri-

vointikaava
A(@ A V) = (dO) AU + (1) A (D).

Todistus. Kiilatulon maaritelman nojalla riittdé todistaa asia asike muotokentille
¢ =a(p)dzj, A---Adz;, ja ¥ =>b(p)dry, A---Adxy,
ja néiden kiilatulolle
AV =a(p)b(p)dz;, A--- Adxj, Adxp, A--- Aday,.

Derivointisdannon (1V) nojalla

=~ 0(a(p)b
d((I)/\\I/):Zdei/\dxh/\---/\dxjk,/\dxhl/\---/\dxhl

i=1

—~ (da(p) 9b(p)
= ; (8—xib(p) + oz, a(p) | dz; Adxj, A--- Adxj, Adap, A--- Aday,

"0
= ( g(xp)dxl Ndxj A A dajjk> A (b(p)dxp, A--- Aday,)

i=1

+ (a(p)daj, A--- Aday,) A (Z 7, ) da, A dzp, Ao A dxhl>
= (d®) AT + (1) A (dD).

3La "formule magique de Cartan”. Elie Cartan oli muototeniig.
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5.3 Fysikaalisten muotokenttien ulkoderivaatat
Kuten Pykalassa 4.4 todettiiR?:n vektorikentarF (p) perusmuotokentét ovat tydmuotokentta
Pp_work(p;r) = F(p) er  (1-muotokenttd)
ja vuomuotokentta
Op_fux(p; r1,r2) = det(F(p),r,r2) = F(p) ey X ry  (2-muotokenttd),
ja skalaarikentarf (p) perusmuotokentté on sen itsensa liséksi tiheysmuotakentt
D r_gensity(P; I'1, '3, r's) = f(p) det(ry, ro,r3) (3-muotokenttd).
Naiden perusmuotokenttien ja ulkoderivaattojen yhtepdat seuraavat:
(A) df = Py swork (df on gradientinV f tydémuotokentta.)
(B) dPr_work = Pvxr-fiux  (dPr_work ON roottorinV x F vuomuotokentta.)

(C) dPr_tiux = Pver—densiy (dPr_ux ON divergenssitV e F tiheysmuotokentta.)

Nama kaikki ovat todistettavissa suoralla laskulla. (A)rs@ suoraan derivointisaanndsta (lI1).
(B) saadaan seuraavasti:
dPgr_work = d(Fidx + Fody + F3dz) = (dFy) Adz + (dFy) Ady + (dF5) Adz

F F F F F F:
= (bdx+bdy+@dz) Adx + (de+2dy+2dz) A dy

Ox dy 0z ox dy 0z
O0F; O0F; 0F3
((% dx + 3y dy + ER dz) Adz
_ (OF;  OF; oF, 0F;3 oF, 0F;
_(8y aZ)dy/\der(aZ 8x)d2/\dx+(8x ay)daz/\dy
= Py xFfiux-

Hyvin samaan tapaan ndhdaéan kohta (C) (jatetaan lukijatieitukseksi). Koko juttu voidaan
esittad seuraavana kaaviona havainnollisessa muodossa:

skalaarikentta ——  0-muoto

lgradientti Jd

. . tyd t
vektorikentta M 1-muoto

Jroottori Jd

vektorikentta M 2-muoto

ldivergenssi ld

. .. tiheysmuoto
skalaarlkenttay—> 3-muoto
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Kaavion mukaan gradientin roottori vastaa kahta ulkoaé@niva, samoin roottorin diver-
genssi. Laskusdannon (V) mukaan ndma ovat nollia ja mtasen, ettd todell® x Vf =0
sekdV e (V x F) = 0. Sen sijaan muut toisen kertaluvun derivadiak (Vf) = V2f = Af
(Laplacen operaattori)y (V o F) jaV x (V x F) (kaksoisroottori) eivat vastaa kahta ulkode-
rivointia eivatka yleensa ole nollia (nollavektoreita).

Edelleen Cartanin taikakaavasta saadaan suoraan Pyk&lAaldlauskaavat (i), (iii), (iv) ja
(v), silla kuten Pykalassa 4.4 todettiin, skalaarikeatfllja ¢ ja vektorikentilleF ja G

fANg=Ffg , fFAPrwok = Prrwork » fAPrsiux = Prrsiux  Pr-work N La-work = PrxG-flux
ja  Pr_work A Pafiux = PReG-density
Esimerkiksi kaava
V) VeFxXG=VxFeG—-—FeV xG
saadaan seuraavasti:

(I)VoFxG—density: d<I)F><G—flux = d<I)F—work A <I)G—work + (_1)1(I)F—work A d(I)G—work
= (I)VXF—qux A (I)G—Work — Pr_work A (I)VXG—ﬂUX
= <I)V><F0G—density_ (I)FoVXG—density
= D (VxFeG—FeVxG)-density

Ajatellen ulkoderivaatan maarittelya integraalin rajaema, todetaan, ettd hyvin pienessa
R3:ssa olevassa suunnikkaagddp; ri, r2) (h on pieni) roottorin skaalattu projektio suunnik-
kaan normaalille (ks. kuva alla vasemmalla) on

(V x F(p)) e (hry) x (hry) = / Pp_work = /F('y(u)) o~ (u)du = ?{ F(r) e ds,

u

% Pn %Pn

misségzph:n (laajennettu) parametrisointi an = ~(u) (v € U). Mainittu projektio on
siis approksimatiivisesti vektorikentan kierto oikeaml&i sddnndn antamaan suuntaan pienen
suunnikkaan piirin ympari. Tasta syysta roottoria kutantenydspyorteisyydekdiai pyorteen
tiheydeksi.

4 hraxhry ulkonormaali—

d,

hr, hry

—

N

hr hr 4

Vastaavasti hyvin pienes&&:n suuntaissarmios$3, (p; r1, r», r3) skaalattu divergenssi on

(V e F(p)) det(hry, hry, hrs) = / Dp_ux = 7{ F(r) e dS.
327)}1 3jph
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Lokaalisesti divergenssi on siis vuo hyvin pienen suus&i®ion reunan lapi ulospain, ks.
kuva ylla oikealla. Se kuvaa nesteen tms. maaran muutostsukataissarmiossa. Tasta syys-
ta divergenssia kutsutaan myi@hteisyydeksiai lahteen tiheydeksKyseessa on tiheyssuure,
det(hry, hry, hrs) on ko. suuntaissarmion tilavuus.

Sahkomagneettisia kenttia hallitsevat Mexwellin yhtalot:

(M1) VeD =p (Gauf3in s&hkdstaattinen lakli Coulombin lak)
(M2) VeB =0 (GauRin magnetostaattinen laki
(M3) VXE= _86—]? (Faradayn lak)
oD R .
(M4) VxH=J+ rr (Amperen lakj

Suureita yhdistavat ns. materiaalifait
D=¢E ja B=;H

seka 9
J=0E (Ohminlak) ja VelJ= —a—f (jatkuvuuslak)j.
Pykalassa 4.4 todettiin, etta kyseessa eivat oikeastaave&torikentat ja paremmin tilan-
teeseen sopivat tietgtmuodot. Lasketaan ndiden ulkoderivaatat. Aloitetaaad@yn2-muo-

dosta:
(q)E—Work A dt) + dq)B—qux
+ d(Bydy A dz) + d(B2dz A dx) + d(Bsdz A dy)

dq)Faraday =d
=d

= (I)VXE—ﬂUX Adt + (I)VoB—density

631 832 6BB
+ﬁdt/\dy/\dz+Wdt/\dz/\dx+ﬁdt/\dx/\dy

=(M2) Pvurfux A di + é%_]?_ﬂux A dt
=(u3) 0.
Maxwellin 2-muodon derivaatta saadaan samaan tapaan:
APy axwet = d(—*Pp_pork A dt) + dPr_ux
= _CQCI)VXB—qux A dt + (I)VoE—density+ (I)%_lf_ﬂux A dt.
Olettaere ja 1 vakioiksi (homogeeninen tapaus) ja muistaen, ettél /, /i, saadaan materi-
aalilakeja ja yhtaloa (M4) soveltaen ulkoderivaatta kanpaan muotoon (totea!)

1
d(I)Maxwell = g(q)p—density_ (I).]—ﬂux A dt)-

4Kyseessa on isotrooppinen tapaus. TdBsan sahkokentan voimakkuus [V/mI) on sahkdévuon tiheys
[As/m?], H on magneettikentan voimakkuus [A/nfB on magneettivuon tiheys [VsAh(tesla),c on permitti-
viteetti [As/V/m], 1 on permeabiliteetti [Vs/A/m]p on varaustiheys [As/A}, J on virran tiheys [A/M] ja o on
johtavuus [A/V/m].
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Tata ulkoderivaattaa, ngirrantihneysmuotoanerkitdan useirJ:lla. Koska toiset ulkoderivaatat
ovat nollia, ond*J = 0 (ns. varauksen sailymislaki).

Kaikkiaan todetaan siis, etta (homogeenisessa tapawaddsswellin yhtalot voidaan kir-
joittaa Faradayn ja Maxwellin muodoille hyvin yksinkedmia:

dq)Faraday =0
dq)MaxweH ="J.

5.4 Yleistetty Stokesin lause

Kaikki palaset ovat nyt valmiina ja voidaan esittaa

. . — : . -
Yleistetty Stokesin lause.Jos M onR"™:n k + 1-ulotteinen suunnattu monistg| sen rajoi-
tettu reunallinen alue, jonka siled reunasmA on suunnattu vastaavasti, fa (jossainA:n
siséltdvassa avoimessa joukossa) jatkuvasti derivoikurraiotokentta, niin

[ao= [
A Foa

Mikali silea reuna5>5_>A on tyhja, oikean puolen integraali ca 0.

Todistus. Tasmallinén todistus on pitka ja hankala arviointi, ksmesskiksi HUBBARD & H UB-
BARD. Karkeasti esitettyna perusidea on seuraava. Approkdmani4:ta joukolla hyvin pienia
k + 1-ulotteisia suuntaissarmioita:

Pj=Pi(pjirit, - Tjer1) (G =1,...,N).

Parametrisoituna
k+1

Pj:'yj(u):ijrZuir;i (Ogul,...,uk+1§1),

=1
jolloin
/ — . .
’Yj(u> = (rLl ‘ ‘ rj,k+1) .
Nain ollen, vrt. parametrisoidun integraalin maaritelma,

N
/dq) = Z(dq))(pj, I'j71, e ey I'j7k+1).
A =1
Toisaalta ulkoderivaatan maaritelman nojalla (valithan 1)
@) pyimya. i) [

QS/T}A 'Pj

Vierekkaisten suuntaissarmididen yhteisten tahkojerondkmaalit osoittavat vastakkaisiin
suuntiin, ts. ne ovat vierekkaisissé suuntaissarmioiastaikaisesti suunnatut. Nain ollen in-
tegraalit tallaisten tahkojen yli kumoavat toisensa jge|kd jad vainA:n siledd reunaa approk-

simoiva tahkojoukko. Siispa
N
> /cb o /cb.
=3 A

S->7j7 gsq
M - M
Tassa esitettyjen approksimaatioiden tarkkenevuudeistiddet ovatkin sitten jo varsin
tyolaita. O
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Klassiset integraalilauseet ovat kaikki tAman lausedtomtapauksia. Lahinna tulevat ky-
seeseen tapaukset, joissa integrointialueilla on laafemparametrisoinnit. Muillehan ei in-
tegrointeja ole tdssa maariteltykaan.

Esimerkki. (Gradienttilause) Valitaan monistoksR3:n suunnattu viivaﬁ ja alueeksi sen osa
A, jonka alkupiste omr; ja loppupister;. Koskadf = Py _work, Yleistetyn Stokesin lauseen
mukaan

/ B ok = / Vfeds = f(r) — f(r).
A A

Lauseen oikean puolen integraali on tassa suunnattu sudosal = C on sulkeutuva viiva ja
silla ei ole siledé reunaa, oikea puoli ca 0.

Esimerkki. (GauRin lause eli DivergenssilauseYyalitaan monistoksR3:n avoin (suunnattu,
%'keakétinen koordingatisto) joukkd1 ja alueeksi sen samoin suunnattu osajoukko, kappale

, Jonka silea reunad™_, K on suunnattu ulkonormaalilla. Ny1®g_qi;x = Pyer_density jOtEN
Yleistetyn Stokesin lauseen mukaan

/(I)VoF—density: /V e F(r)dr = j{ F(r) edS.
K K

—s
8J\_}1K

Tassé on tarkeda, etté ulkonormaali vastaa lokaalin kawediiston oikeakatisyytta.
Divergenssilause on voimassa missa tahansa dimensitsdatteisena se on tavallinen
Integraalilaskennan paalause. Koska kahdessa ulottusssal

d(—Fy(p)dz + Fi(p)dy) = Ve F(p)dz Ady

(—Fy(p)dz + Fi(p)dy on kentarE vuomuoto), on Yleistetyn Stokesin lauseen mukaan

/(I)V.F—density: /VOF(r) dr = %<_?TEII:;) o ds.
A A ]

S./T/EA

Tassa monisto oR?:n avoin joukko ja alued sen osajoukko, jonka silea reuna on suunnattu
ulkonormaalin mukaan. Oikea puoli muuten kirjoitetaarstoaan muotoon

f_Fz(r)d:c—l-Fl(r)dy:j{ 253 ?15 .

SLA SLA
M M

Tasta seuraa myds Greenin lause (miten?).

Esimerkki. (Stokesin lause)Valitaan monistoksR3:n suunnattu pintag ja alueeksi sen sa-
moin suunnattu OSQ, jonka siled reunad®;.A on suunnattu oikean kaden saannolla. Koska
dPr_work = PvxF_fiux, Yleistetyn Stokesin lauseen mukaan

/@WF_HUX = /V x F(r) edS = 7{ F(r) e ds.
3 K

5’5?4

Jos A = S on sulkeutuva pinta ja silla ei ole siledé reunaa, oikea poal= 0.
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Nama klassisten integraalilauseiden versiot ovat aikeiglelahinna tarvitaan laajennetut
parametrisoinnit ja integrandeilta tarpeeksi jatkuvaulonistot ja niiden reunalliset alueet
voivat koostua monista erillisisté osista, samoin niidé@ds reunat. Huomaa kuitenkin, etta
Stokesin lauseessa pinn&non oltava suunnistuva, esimerkiksi Mobiuksen nauha eiksiys
On myds olemassa sulkeutuvia pintoja, joita ei voi suuaaistallainen on esimerkiksi ns.
Kleinin pullo,jonka erés realisaatio on alla olevassa kuvassa (Maple).

\i\

W

N\

W — 22222 .\
iz ==
w,,a% - ==
W=
WY

XK S5

W e
S
R TS

Wolndadogors %

N.l.'.' [

AN 4

s

777
77
7177

77

7
AL

Tama pinta leikkaa itseaan, mufid:ssa Kleinin pullosta on versio, joka ei leikkaa itseaan.
Kleinin pulloon ei voi soveltaa Gaul3in lausetta.

Soveltamalla Yleistettyd Stokesin lausetta erityyppisnuotokenttiin saadaan muitakin
edellisten klassisten integraalilauseiden tapaisi&tito

Esimerkki. (Vektoraalinen GauRin lause) Jos 3-muotokentassd(p)r; e ro x r3 Kiinnite-
tdan vektorimuuttuja; vakiovektoriksa, saadaar2-muoto®(p;rs,r3) = (f(p)a) e ro X r3
(vuomuoto). Soveltamalla tdhan Yleistettya Stokesireléasaadaan Gaul3in lauseen tapaan

[ B = [ Vo (f@a)dr = § () eds.
K K LK
KoskaV e (f(r)a) = Vf(r) e a ja a on mielivaltainen vakiovektori, tulos kirjoitetaan usein

vektoraaliseen muotoon
/Vf(r)dr: %f(r)dS.
< Tk

Klassiset integraalilauseet (ja muutkin) tulevat kaytidgsikaalisten lausekkeiden kasitte-
lyssa.

Esimerkki. Maxwellin yhtalon(M4) nojalla stationaarisessa tapauksessa
VxH=1J.

Mikali viiva ? on riittdvan sdannollinen suunnistettu ja sulkeutuva, lsgutta voidaan asettaa
Stokesin lauseen vaatimukset tayttava suunnistettu gintavitulla oikeakéatisella suunnistuk-

sella ja
%H(r)ods:/vXH(r)odS:/J(r)odS.
c 5 K

Ensimmainen integraali maarittelee magneettikentan e&knuden viivaintegraalin sulkeutu-

van viivan ympari, viimeinen ilmoittaa sen suuruudeksnsikan lapi kulkevan sahkovirran
maaran. Tama on ngavistyslaki.
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Esimerkki. Edelleen Maxwellin yhtal6(M3) nojalla

0B
VXE——E

Kuten edelld, vaaditut ehdot tayttavan sulkeutuvan sibnukmpari

%E(r,t)ods:/VxE(r,t)odS:—/6Bét D eds = — dﬂ/ t) e dS.
e 5 K5 5

Sahkoémotorinen voima sulkeutuvan silmukan ympari on gamuévitse kulkevan magneetti-
vuon aikaderivaatta.

Esimerkki. Ensimmaisena approksimaationa—usein myo6s viimeisendissaovirtausprob-
leemoissa oletetaan virtaavan aineen olevan ideaalitigstkitkatonta ja kokoon puristuma-
tonta. Tarkastellaan station&arista virtausta. Ns. Thoma kiertolause ilmoittaa, etta tietyin
varsin yleisin ehdoin virtaus, jolla nopeuden roottori oolla virtausalueen alkupaassa, sailyt-
tada taman ominaisuuden koko alueessa. Tall6in siis koko aja

V xv=0.

Mikali C on sulkeutuva Stokesin lauseen mukainen pinnan reungsiivan sopivasti maari-
telty seka jatkuvasti derivoituva, viivan ympari laskettiegraali on nolla:

fv(r) eds =0.

4

Mielenkiintoista kyll&, erityisesti virtaustehtavissgaskus ole mahdollista asettaa vaaditun-
laista (kuvitteellista) pintaa tarkasteltavan silmukaln Yain on useimmiten siita syysta, et-
ta virtauskentdssa on este: Nesteessa on vieras esinegr&ddsi siipi, jonka alueella ei ole
nestetta eikd sen kummemmin virtaustakaan. (Vastaavasatav sahkovirtauskentassa, kun
johteessa on reika tai eristeenkappale.) Virtauksesse@aplgivet yms. ovat usein kaytanndssa
aarettdman pitkia—vaikkapaakselin suunnassa—;jolloin siiven ympari kulkevan sulkean
viivan kautta ei voida asettaa pintaa, jolla virtaus olis@dritelty.

T S 24

Jos kuitenkin tiedetaan, etta virtauksellex v = 0, voidaan osoittaa, etta mielivaltaisella,
reian kiertavan viivan ympari lasketulla viivaintegralédi on aina viivasta riippumatta sama

arvo
I'= %V(I‘) o ds,
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joka nain voidaan laskea mukavinta mahdollista integhtiet&y pitkin. Talla on merkitysta
vaikkapaZukovskijfi nostovoimalauseen soveltamisessa. Lause ilmoittaasiivstovoimaksi
pituusyksikkda kohden aarettomyydesta nopeudgllihestyvalle nesteelle (ilmalle, tiheydel-
tdéan p) voimanF' = pl'v,. Voima on kohtisuorassa nopeutta vastaan lentokoneesifiatu
tavalla.

Mainittu riippumattomuus integrointitiesta ndhdaan hawvollisesti seuraavasti. Jogl ja
?2 ovat kaksi siiven samaan suuntaan kiertavaa viivaa, neaavdeikata kuvitteellisesti poik-
ki ja yhdistaa kaksinkertaisella yhdystiellayhdeksi isoksi sulkeutuvaksi suunnatuksi viivaksi
? alla olevan kuvan mukaisesti. (Yhdysviiva on piirrettydianollisuuden vuoksi kaksinker-
taisena.) Sulkeutuvan viivahkautta voidaan sitten asettaa pinta, joNaon maaritelty, jolloin
roottorin oletetusta haviamisesté johtuen

%V(I‘) eds=0.

4

Toisaalta integraalia laskettaessa yhdysviivagli integraali lasketaan kahteen kertaan, pain-
vastaisiin suuntiin.

AY AY ﬁ::

o | C

4 'H
_z? >x—2? » X

Viivan ? yli laskettavassa kokonaisintegraalissa nAma osat ku@tdaisensa vastakkaismerk-
kisind. Siten (ajattele kiertosuuntia)

%V(r)ods:%v(r)ods—j{v(r)ods:o,
4

a [

misté seuraakin vaitetty kiertojen yhtasuuruus.

Paallimmainen pulma edella on se, etta periaatteessaairiéiglueiden on oltava upotettuja
laajempaan monistoon ja kenttien on oltava (jatkuvinavdéuvina) olemassa integrointialuei-
ta laajemmissa avoimissa joukossa. Kaikissa kayttoalasa tallaisia ei ainakaan konkreetti-
sesti ole, eiké niita aina saada mitenkaan keinotekoistktimallakaan.

SUsein Joukowsky tai Joukowski tai Schukowski!



"Sahko-, magneetti- ja virtauskenttiin liittyvat probfeat

formuloidaan kaytanndssa useimmiten osittaisdiffeaetiti

yhtéloiksi, joiden ratkaisemista varten on olemassa tieiték

numeerisia tyokaluja. Siirtyminen luonnonlakeihin peovasta

kenttamallista osittaisdifferentiaaliyhtéldihin suetaan
ottamalla kayttéon sopiva potentiaali.”

(A. POHJAVIRTA: VektorikentatTampere (1991))

Luku 6
POTENTIAALIT

6.1 Eksaktit muotokentat ja potentiaalit

Maaréattyjen integraalien osalta Yleistetty Stokesin éaagstaa samanlaisen karakterisaation
kuin tuttu Integraalilaskennan peruslause. Entas siti@araamattomat integraalit? Peruskurs-

sien tulos
2 = [0

toteaa maaraamattoman integroinnin olevan denvomrﬁrmiéisoperaatio, antiderivointi. Muo-
tokentille kyseesséa olisi siis ulkoderivoinnin kaant@iematio. Tallainen operaatio on usein
kateva, koska ulkoderivointi lisd& muotokentan astettdellt ja néin ollen sen mutkikkuutta.

Muotokentand sanotaan olevaeksaktijos se on toisen muotokent&nulkoderivaatta, ts.
® = dW¥. Muotokenttddl kutsutaan talldinb:n potentiaaliksi.Koska ainadl’ = 0, kunT" on
vakiomuotokentta (derivointisdanto (1) Pykalassa 5&)gin ¥ + I' on my6sd:n potentiaali.
Potentiaali ei siis ole yksikasitteinen, niin kuin ei ole &n@maton integraalikaan. Joissain
tapauksiss&:n potentiaaleja voi vield olla muitakin.

Selvasti, josb on eksakti, niikd® = 0, sillad® = d>¥ = 0. Kaikki muotokentét eivat siis
ole eksakteja. Toisaalta, kuten kohta nahdaanjgos- 0, niin ainakin lokaalistid on eksaktt:

Tassa luvussa ei selkeyssyista eroteta pisteita ja veteonerkinnallisesti toisistaan. Huo-
maa kuitenkin, etta "piste miinus piste” on yleisesti airktori ja "piste plus vektori” vastaa-
vasti piste.

Esimerkki. Ns.Newtonin muotokenttél -muotokentta)
(p—pi)er
D(psr) = —CH——,
L T

missaC' on vakio jap; on kiintea piste, on eksakti muotokenttéa alueessa, missi gistetta
p1. (Erotusp — p; tulkitaan téassa vektoriksi.) Se on nimittain skalaarikéen()-muotokentan)

f(p) = ———— (ns.Newtonin potentiaa)i
P — Pl
ulkoderivaatta eli tydbmuotokenti f (p) e r. Toisaalta myosld = 0, silla se on roottorin
—C(p —
V x <p—pgl) =0 (totea!)
P — Pl

vuomuotokentta.

IMuotokenttaa, jonka ulkoderivaatta en0, taas kutsutaan usesuljetuksi(engl. closed).

69
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Muistettaneen, ettd Newtonin painovoimalain mukaan psd@p olevaan pistemaiseen
massaann vaikuttava Maan vetovoima on

P—P:1

—GmM T
1P — Pl

missap; on maapallon keskipistd/ on maapallon massa j& on gravitaatiovakio.
Esimerkki. Newtonin vektorikentta voidaan muotoilla my@muotokentaksi

O(p;ry,10) = _C(p —Pp1)er; Xry

Ip—pilf?
Myds tama muotokenttd on eksakti, silla se on vuomuot@kgrgen derivaatta on divergenssin
—C(p —
Ve <p—l)31) =0 (toteal!)
P —pull

tiheysmuotokentta. Tilanne on kuitenkin jo riippuvain&reastakin, kuten tullaan ndkemaan.

Yleisen tilanteen hallitsemiseksi otetaan kayttoon wki muotokenttien derivointisdanto,
joka muuten Cartanin taikakaavan ohella hoitelee varsingnmablaussaannon.

Lause 6.1.k-muotokentard ulkoderivaatta voidaan kirjoittaa muotoon

k+1

(d(b)(pa ry, ... 7rk+1) = Z(_l)l—l(b/(p’ ry,...,ri—1, fl\i) rit1,..., rk+1)ri7
i=1

missad’ on ®:n derivaatta paikkamuuttujap suhteen ja hattu vektorimuuttujan paalla mer-
kitsee sita, etta se jatetaan listasta pois.

Todistus.Lauseen 4.2 mukaab:lla on hajotelma

O(p;ry,..., 1) = Z @iy gongr (P)(dxjy Adzjy Ao Adaj, ) (e, ..., )

1<j1<ga < <G <n

jariittaé todeta asia yleiselle yhteenlaskettavajle, . ;, (p)dz;, Adzj, A--- Adx;, . Pykélan
5.2 derivointisaannén (IV) mukaan

n

aa. ) .
d(ajl,j%,__% (p)dl’h VANEIEEIAN dflfjk) = Z Mg—xldk(p) dflﬁ'l VAN dflfjl N A dl']k
=1

Toisaalta, alkeisen muodon méaaritelman mukaan,

Ti1 T2 ot Tpk+1
l’. 1 l’ 2 PR l’ k+1
J1, J1, J1,
(dxl/\dle/\---/\dx]—k)(rl,...,rkﬂ): . . . .
x]lml x]lmz e x]kvk"’_l

Kun kehitetdan tama determinantti ensimmaisen rivinsdaanksaadaan summa

k+1

Z(—l)i_lxm(dxh A Adeg, ) (T, . T, T T, oo, D)
i=1

Vaihtamalla nyt summauks3t;"_, ja > keskendén saadaan véitetty tulos. O
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Yleinen tulos voidaan saada paljon vahvempanakin kuin ledéaalisti: se saadaan ns. tah-
timaisille joukoille.R™:n osajoukond4 sanotaan olevardhtimainen(engl. star-shaped) pisteen
po Suhteen, jos aina kun pispeon .4:ssa, my6s koko sen jay:n valinen jana eli joukko

{po+t(p—po) |0 <t <1}

sisaltyy.4:han. Eraita tuttuja tahtimaisia tasoalueita ovat

IKLTV XY

(minka pisteen suhteen?) ja eraita ei-tdhtimaisia alueita

AEGOSL

k + 1-muotokentard maaraamatonta integrointia vastaava operaatio tah@ssisalueessa

pisteenp, suhteen on
1

(I®)(p;ry,...,18) :/tk‘b(Po+t(P—Po);P—Po,rb---,rk)dt-
0

Poincarén lemma. Jos pisteerp, suhteen téhtimaisessa alueesg¢aon d® = 0, niin ® on
siiné eksakti jab = d(19).

Todistus. Todistus on hiukan konstikas. Todetaan tulos vain tapasepg = 0, yleinen tapaus
menee vastaavasti. Kirjoitetagrkoordinaattiesitykseensa

p= szel,
=1
jolloin multilineaarisuuden johdosta
q)(tpa p,ry,... ,I'k) = Zpl(b(tp7 €, ry,..., rk)
=1
ja tulon derivointisaannolla

(®(tp; P11, -, 10)) = q+ Y _tp® (tpse, Ty, ..., 1p)
=1

=q + tq),(tpa p,ry,..., rk)7
missé

q=(P(tp;er,r1,...,r%), ..., P(tp;e,, re,...,1%)).

Lasketaan ensid(I®) Lauseen 6.1 mukaisessa muodossa kayttaen ylla saatuaattay
ja vieden ulkoderivointi integraalin sis&in

2Tama on melko yleisin oletuksin sallittua!
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k+1
(d(:[q)))(p7 ry,..., rk+1> = Z<_1)2_1(I(I)>/(p7 ry,...,ri—1, f‘\i7 ri+17 D) rk"rl)ri

1

- E / (tp7r27r17"'7ri—17ri7ri+17"'7rk+1)dt

0
k41 1
i—1 E+1 ~
+ Z(—l)l /t + (I)/(tp, P, Y1, ..., 1,5, 1,0, rk+1)ri dt.

‘ 0
(Huomaa, ettér; = ¢(tp;r;,ry,...,r; 1,5, g, - - -, Lrr1).) Antisymmetrian nojalla ensim-
mainen summalauseke sievenee kovasti, kun siirratétmikeille paikoilleen:

k+1 1

Z(—l)i_l /tkq)(tp7 r;,ry,...,r,_q, I/'\Z', rivg,..., rk+1) dt

i=1

1
=(k+1) /tk<1> tp;ry, ..., reppq)dt.
0

Samalla tavoin Lausetta 6.1 soveltaen voidaan laBkea):

1
(I(d®))(p; Ty, - .- Tpg) = /t'““(d@)(tp; P. Ty, ... Tpp) dt

1
/ P (tp; 1y, . T )Pt
0
k

+1 1
+ (_1)1/ tk+1®/(tpa b, ry,..., -1, fl\i) Fit1y---, rk-‘rl)ri dt.

0

(Huomaa potenssit+! seka(—1)‘. Miksi nama?) Yhdistamalla saadut tulokset nahdaan, etta

(d(I®))(p;r1, .- Try1) + (1(dDP)) (s 11, -+, Trr1)

1 1
= /(k; + D)tF®(tp;ry, ... Ty ) dE + /tkH(I)’(tp; ry,...,rpr)pdt
0 0
1
d i
= 4 — (" P(tp; Ty, . .., Tpyr)) At = P(PiTy, . TRgr)-
0
Toisaalta oletettiin, ettd® = 0, mista haluttu tulos seuraa. O

Esimerkki. Josn-muotokenttd on skalaarikentary tiheysmuotokenttd, ts. muotoa

(b(pa ry,.. ~>rn) = q>f—density(p; ry,.. -arn) = f(p) det(rb cee 7rn)7
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niin d® = 0 eli ® on eksakti. Poincarén lemman mukaan jonkin pistggsuhteen tahtimai-
sessé alueessklla on silloin potentiaali

1
(I(I))(p7 ry,... 7rn—1) = /tn_lf(p(] + t(p - pO)) dt det(p —Po,T1,..., rn—l)a
0

joka on vektorikentan

fnnz/w*ﬂm+wp—m»w@—p@

vuomuotokenttd efbp—q. (p; 11, - . ., r,_1). Tietyssé mielessa tama vektorikentta vastaa yhden
muuttujan funktioiden integraalifunktiota. Esimerkiksi:ssa GauRin lauseen mukaan

/f(r)dr:/VOF(r)dr:j{F(r)odS

K 9K
mille tahansa (kyllin sdanndlliselle) alueelle
Lasketaan malliksi potentiaal?®:ssa, kunf(x,y, z) = z + y + z ja pg = 0. Silloin

1

T
0 z

r+y+=z
4

6.2 Vektorikentan skalaaripotentiaalli

Poincarén lemman nojallamuotokentéllé®(p;r) = F(p) e r (vektorikentanF tyémuoto-
kenttd) on potentiaali pistegsy suhteen tahtimaisissa joukoissa, mikéli = Oy, p_fux = 0,
ts. mikali vV x F = 0 eli kenttd on py0rteeton, ja eras tallainen potentiaaliarsuttavissa

muodossa )

f@wa/wm+ap—m»wp—WMt

Potentiaalia -muotokenttaa eli skalaarikenttdakutsutaan talldin vektorikentdR skalaari-
potentiaaliksi.

Teknisissa sovellutuksissa vektorikeriitén yleensa tuntematon. Tehtava on etsid se annet-
tujen tietojen perusteella. TAma tietdé kolmen skalaakifon etsimista (kentan kolme kompo-
nenttia). Pydrteettomissa kentissa tuntematon kentdaani yleensa esittaa toistaiseksi tunte-
mattoman skalaaripotentiaalin gradienttifa= V f. Nain riittdd kentéan saamiseksi etsia vain
yksi skalaarikentta, potentiagli Pyorteettémyys seuraa yleensa tehtavan asettelusten§tho
nin kiertolause, Maxwellin yhtélét ym.).

Kuten todettiin, josf on skalaaripotentiaali jaon vakio, niinf 4+ ¢ on myoés saman kentan
skalaaripotentiaali, sill&(f + ¢) = V f. Toisaalta, jos ja ¢ ovat molemmat kentén skalaari-
potentiaaleja, niifV(f — g) = 0 ja f — g on vakio. Skalaaripotentiaali on siis yksikasitteinen
vakioyhteenlaskettavaa valille.

Skalaaripotentiaalin olemassaolo liittyy viivaintegeahin seuraavalla tavalla.
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Lause 6.2.Seuraavat kolme ehtoa ovat ekvivalei&ftn avoimessa joukossd (monistossa)
maaritellylle jatkuvalle vektorikentall®'.

() F:lla on K:ssa skalaaripotentiaalf.

(i) Mille tahansak:ssa olevalle sulkeutuvalle viivalle(2-ulotteinen monisto laajennetussa
parametrisoinnissa) on

%F(r) ods =0.

c

ew - . = e —> LT - s . .. - -

(i) Josrg ja r; ovatkC:n pisteitd ja C niita K:ssa yhdistava viivaltulotteinen suunnistettu
monisto laajennetussa parametrisoinnissa), ts. suunkséstssa, on kiintea alkupiste ja
r; vaihtuva loppupiste, niin integraali

/F(r) ods = h(r))

—

C

ei riipu viivan C valinnasta muuten kuin loppupisteenkautta ja maarittaa nainr;:n
funktionh(r;).

Kohdan (iii) funktiok on F:n potentiaaliXC:ssa.

Todistus. Naytetaan ensin implikaatio (- (iii). Oletetaan siis oikeaksi kohta (i). Otetaan kayt-
toon C :n laajennettu parametrisointi= v(u) (o < u < b). Kayttden hyvéaksi oletettua poten-
tiaalia f saadaan

b

(/wmum=/Vﬂm-®=/}%mmVWMuzjgﬁww»m
rel a

—

c

=/ Flrlw) = f(r1) = f(xo),

mista tulos seuraa valitsemallar,) = f(r;) — f(ro). (Huomaa, ett& on nyt potentiaali.)
Seuraavaksi todetaan implikaatio (i) (i). Pitaa vain nayttaa, etta (iii):n antama funktio
todella on potentiaali. Naytetaan malliksi, etta

8]1(1'1)
81’1

= Fl(rl)v

muut osittaisderivaatat kasitelladn samaan tapaan. &iténvotetaan piste; monistostac ja
valitaan viivaksiC sellainen, jossa viimeinen "pala” anakselin suuntainen lyhyt jana

Coir=rs+u(1,0,0) (0<u<+(z — 1)),
etumerkki tulosuunnasta riippuen (eli plus, jos> x2, muuten miinus). IImeises@:n tan-

genttivektori on=i. Integraali ei riipu reitin valinnasta, joten nain voidaaalita. ToisaaltaC
on avoin joukko, joten tilaakin onC :n alkupéata merkitaad,:lla, ts. C = C; + Cs.
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AY
ra ry

4 =

o

Jos tulosuunta on vasemmalta (eli merkki on plus, miinusazasisti), niin

h(rl):/F(r)ods:/F(r)ods+/F(r)ods
c E’l_m C

:/F(I‘)ods+/F(r2+u(1,O,0))oidu

= 0

C1

:/F(r)ods+/Fl(r2+u(1,0,0))du.
e 0

Nain ollen (derivoidaan integraalin yl&rajan suhteen)

Oh(ry)
on Fi(ry).

r

Implikaatio (ii) = (iii) on aika selva. Oletetaan (ii) ja otetaan (iii):ssa &akuvatunlaista

—

viivaa, Q ja C'. KdannetaarC’:n sgunta_painvastaiseksi, jolloin saadaan viiv@', ja yhdiste-
tdan seC :hen. Tuloksena on viiv& — C’ ja (ii):n mukaan

0= ]{F(r).ds:/F(r).ds—/F(r).ds.

— —
’

— —
C— C c’
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ri ri
TN
C’ _C//
o o
My0s implikaatio (iii) = (ii) on melko ilmeinen. Jos oletetaan (iii) ja otetaan sulkra
viva C, voidaan valitaC:lta kaksi p_i;stetté'ro ja ry. C jakaantuu nyt kahteen osaan@;rLja
r;:n yhdistavaan suunnattuun viivaah sekar, :n jary:n yhdistavaan suunnattuun viivagtf.

Jalkimmaisen suunta vaihdetaan, jolloin saadaan kalss$a esiintyvaa viivaaC’ ja — C”.
(ii)):n mukaisesti

%F(r)ods:/F(r)ods—/F(r)ods:O. n

— —

C 1 _ ?ll

Vektorikenttad, joka toteuttaa lauseen kohdan (iii), ktaankonservatiiviseksikonserva-
tiiviselle kentélleF kirjoitetaan usein

ry

/F(r) ods = /F(r) o ds,

—

C ro

integraalin tuloshan riippuu vain paatepisteista.

Skalaaripotentiaalin olemassaolo ei riipu pelkastaandstaF, vaan myos tarkastelumo-
nistostakC. Poincarén lemman mukaisesti se on olemassa tahtimaismsigtoissa. Se jo riit-
taakin aika pitkalle. Entés sitten yleisemmaét monistottuJdippuu kappaleen topologiasta,
ts. siitd mita siina jatkuvilla muunnoksilla voidaan viilte (ja pinnoille) tehd&. MonistdC
on yhdesti yhtendinenjps sen jokainen sulkeutuva viin@ (1-ulotteinen monisto laajenne-
tussa parametrisoinnissa) voidaan jatkuvilla muunnizksieda pisteeksi jattaméatta monistoa
K. Tarkemmin sanoefC:ssa on sellainen laajennetusti parametrisoitu pthtar = ~(t, u)

U :au) <t<bu),0<u<l),etta

e a(u)jab(u) ovat jatkuvia valillao, 1],

e vivaC, : r = ~(t,u) (a(u) <t < b(u)) on sulkeutuva jokaiselle arvolle< u < 1,
e C on jokin viivoistaC, (0 < u < 1) ja

e "viva" Cy:r =~(t,0) (a(0) <t < b(0)) on piste (degeneroitunut viiva).

Tallaisen pinnan "prototyyppi” ork-séteisen pallon kalotti parametrisoituna pallokoordina
tistossa:

S:r=~(t,u) = (Rsinucost, Rsinusint, Rcosu) (0 <t<2m,0<u<1).

Sen reunaympyré kutistuu jatkuvasti muuntuen kalotinlp&iévaksi pisteeksi (kuva: Maple):
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Lause 6.3.JosF on pyorteeton jatkuvasti derivoituva vektorikentta yhidgstenaisessa mo-
nistossa, niin silla on siina skalaaripotentiaali.

Todistus. Todistus on pitkahko ja tekninen, ks. esimerkikskNLSKY & V oLOSoOV. Perusidea
on tietysti se, etta sovelletaan ym. viiva@na sen reunana rajoittamaan pinn&rsapintaan
(Yleistettya) Stokesin lausetta. Koska roottori on naktori, kierto reunan ympari oa 0 ja
paastaan kayttdmaan Lausetta 6.2. Pulma on lahinna stusitisimerkiksi Mobiuksen nauhaa
ei voi suunnistaa, mutta sen reuna muodostuu yhdesta sullestia viivasta (kuva: Maple):

N
AN
SRR
PN §§§§§§®\\\\\\\\\\\\\\\\ \
¢
//’"/////////7/[”’”{||||“‘\‘\\\‘?\\\\3\\$0‘:¢:§:7{p \N“‘\"‘\\“\““ﬂ\“\lll““ I
////7/7//////%]“""\\\“{\\\‘{\\“\\‘?’%% \\“‘\“:‘ﬂ'}}lf}}ll,l; ""||”m"""|
SN N )
N \~$$. ,,,///,////
il \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\$$$=s =y,
\‘\“{\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\§$$5‘ = 7y ////////////
XX )
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\Q$ss55—=-§g%¢,///// )
\\\*\:\@@Egggzg%%%;////
NNEEEe=
NNV

Todettakoon vield, etta pint& voi olla globaalisti hyvinkin mutkikas, ajattele vain egrkiksi
tapausta, jossa on solmussa (kuva: Maple):

=
N
ss\\\\\\\
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LT /]
v/&"’llll'/l;””ll
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Esimerkki. Esimerkkina monistosta, joka ole yhdesti yhtendinen, on tooruksen eli rinkilan
sisdosa (kuva: Maple).

Rinkil&n reunapinnan laajennettu parametrisointi on
x = (Ry + Ry cosuz) cosuy
y=(R;+ Rycosug)sinu; (0 < uy,uy < 27).
z = Ry sinus

Rinkildssa esimerkiksi kentalla

1 Y
F(r)=——
) =57 :

ei ole potentiaalia, vaikka helposti on todettavissa, stgon pyorteeton (totea!). Potentiaalia
ei Lauseen 6.2 nojalla ole, silla rinkilan keskusympyrédfle v(u;) = (R; cosuy, Ry sinug, 0)
(0 <wu; <2m)on

2 1 —Rl sin (751 —Rl sin (751 2
j{F(r) ods = / —5 Ricosu; | e Ricosu; | du; = /du1 = 2w # 0.
J ) 1 0 0 )

C
Jos sen sijaan leikataan rinkilasta pala pois positiiviseakselin kohdalta, potentiaalikin on
olemassa, nimittaiatan (ks. Pykalan 2.5 esimerkki).

Mikali monisto ei ole yhdesti yhtendinen, pyorteettomaiéktorikentalla on edelleenkin
lokaali skalaaripotentiaali, mutta sen ei tarvitse ollalglalisti yksikasitteinen vakioyhteenlas-
kettavaa vaille. Koska numeerisesti voidaan ratkaista yksikasitteisia tehtavia, monisto on
tehtava keinotekoisesti yhdesti yhtenaiseksi "leikkaltanse auki” sopivaa pintaa pitkin yo.
esimerkissa todettuun tapaan.

Huomautus. Erdissa tapauksissa tiedetddn pyorteettomalla kentalévan yksikasitteinen
skalaaripotentiaali, vaikka monisto ei olisikaan yhdegitendinen. N&in on laita esimerkik-
si sdhkokentan voimakkuuteBriittyvissa tehtavissa, jos lahistolla ei ole muuttuviagnaet-
tikenttia tai ylimaaraisia sahkémotorisia voimia. Eneggesista syista mielivaltaisen sulkeutu-
van viivanC ympari integroiden naissa tapauksissa on

) %E(r)ods:o.

C
Talldin integraali/E(r) e ds on integrointitiesta rippumaton ja kelpaa yksikasiteisi po-
tentiaaliksi.

ro

Skalaaripotentiaali voidaan myds saada aikaan approksisesti, ks. Pykéla 6.6.
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6.3 Vektorikentan vektoripotentiaali

Poincarén lemman mukaise8tmuotokentall&b(p;ry,ry) = F(p) e r; x ry (F:n vuomuoto-
kentt&) on pisteep, suhteen tahtimaisissa joukoissa potentiaalidj®s= Py er_densiy = 0, tS.
V e F = 0 eli kentta on lahteeton, ja eras tallainen potentiaali on

U(p)er = / fF(po + (p — po)) X (p — po) e T .

(vektorikentanU tybmuoto). Esiintyvia vektorikentti®y kutsutaan kentaR' vektoripotentiaa-
leiksi.

Esimerkki. Etsitaan vektorikentadr(z,y,2) = (x,y, —2z)" vektoripotentiaali kokd?:ssa.
liImeisesti kyseessa on lahteettn kentta. Valitags= 0 ja integroidaan (jattden muodon vek-
torimuuttujar pois):

! ta T 1 3yz Yz
U(z,y,2) = /t ty | x [y |dt = /t2 —3xz |dt = | —xz
0 —2tz z 0 0 0

Esimerkki. Otetaan toisena esimerkkina vahan hankalampi, mutta sakggttokelpoinen tu-

los. (Ks. Liite 3.) Etsitdan Newtonin vektorikentan
P—DP1

F(p)=-C—————,

P = o

vektoripotentiaali tahtimaisessa alueessa, joka saagmastamalla avaruudest&? puolisuo-
ra

p1 +u(p1 —po) (u>0).

Tama alue on téahtimainen pistepp suhteen olettaen—kuten tehdaéan—ptté p;. Huomaa,
ettd avaruudesta poistetaan silloin, mutta ei pistettgp,. Merkitdén jatkoa ajatellen lyhyesti

a=|po— le2 = (Po—p1)®(Po—P1) ,
b=2(po—P1)®(P—Po)=2(Po—P1)®(P—P1) —2a ,
c=lp—pol>=llp —pil” = 2(po —p1) e (P —p1) +a ja

d = 4ac — b = 4/|po — p1[*[Ip — Poll* — 4((Po — p1) ® (P — P0))*.

Silloin (totea!)

da+2b=4(po—p1)e(P—Pp1) .
at+b+c=|p-ml® ja
d= 4||P0 - P1||2||P - P1||2 - 4((1)0 - Pl) d (P - P1))2-

Lasketaan vektoripotentiaali (jattaen pois vektorimuj#tr seka vakio-C):
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1
Po +t(P — Po) — P1

U = X (p — dt
(p) IPo +t(P — Po) — P1ll? (e = po)
1
tdt

= (Po — P1) X (P — P1) (a1 bt + c2)

0
—2(2a + bt)
— — X —

— (oo —pa)  (p )4\/Ex/ad+l;icb;(c4a+26)

||P0 - P1||||P - P1|| - (Po - Pl) ° (P - Pl)
P = pill(lpo — P1ll2[lPp = P1]|* = ((Po — P1) ® (P — P1))?)

= (po—P1) X (P —P1)

_ (Po—P1) X (P—P1)
Ipo — pillllp — p1l?> + ((Po —P1) o (P —P1))llPp — Pull

Tama tulos on jossain mielessa paras mahdollinen, eihamydahempaa voi avaruudesta pois-
taa potentiaalin aikaansaamiseksi.

Lahteettomille kentille tuntematon kenttd voidaan siig&s (myos toistaiseksi tuntematto-
man) vektorikentan, vektoripotentiaalin, roottoriffla= V x U. Lahteettdmyys seuraa yleensa
tehtavan asettelusta. Mydskin muotokenttdmielessa rikktdan tydmuoto on tietysti "yksin-
kertaisempi” kuin sellaisen vuomuoto.

JosU on kentadnF vektoripotentiaali jaV f on gradienttikenttd, niilJ + Vf on myds
F:n vektoripotentiaali, sillav x (U + Vf) = Vx U+ V x Vf = V x U. Toisaalta,
jos U ja V ovat molemmat saman kentan vektoripotentiaaleja, Wiix (U — V) = 0 ja
U — V on pyorteetdn. Vektoripotentiaali on siis yksikasitteingyorteetonta yhteenlaskettavaa
vaille. Mikali tarkasteltava monisto on sellainen, ett@&ion skalaaripotentiaali—esimerkiksi
yhdesti yhtenainen—on vektoripotentiaali yksikasiteziryhteenlaskettavaa gradienttikenttaa
vaille. Jos skalaaripotentiaalia ei aina ole, néin ei onterkiksi edellisen pykalan esimerkin
rinkilassa nollakentaf vektoripotentiaali on kylla olemassa (eras sellainenety$iio), mutta
myos

1 Y
F(r)=——
() =57 :

on 0:n vektoripotentiaali ja sehé&n ei ollut gradienttikentta.

Vektoripotentiaalin olemassolo liittyy pintaintegraihi@ seuraavalla tavalla, joka seuraa
Yleistetysta Stokesin lauseesta, kun muistetaan, ettaipiagraali on vektoripotentiaalin root-
torin vuomuodon integraali ja ettd mainittu vuomuoto onteelpotentiaalin tydmuodon ulko-
derivaatta:

Lause 6.4.Jos jatkuvasti derivoituvalla vektorikentallion R3:n avoimessa joukossé (mo-

nistossa) vektoripotentiaall ja S on K:ssa oleva suunnattu sulkeutuva pinfaulotteinen
suunnistettu monisto laajennetussa parametrisoinnjes&a siled reuna on tyhja), niin

fF@pdS:vaU@pdsza

— —

S S
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Kuten skalaaripotentiaalillekin, vektoripotentiaalifeimassaolo ei riipu pelkastadan kentasta,
vaan myos tarkastelumonistodta Tahtimaisissa monistoissa lahteettomilla vektorikintn
vektoripotentiaalit Poincarén lemman nojalla. Muidenlastianne on vain mutkikkaampi. Jo-
ka tapauksessa eo. lauseen antaman valttamattoman ehtwnauwduttava.

Esimerkki. Tavallinen esimerkki tapauksesta, missa lahteettom&fdada ei ole vektoripo-
tentiaalia, on Newtonin vektorikentta

F(I‘): r—TIg

[r = ro][?

"puhkaistussa” monistoss&, mista pister, on suljettu pois, mutta joka "ymparoi” pisteen
ro. Kuten aikaisemmin todettiin, kentta on lahteetén. Maimipisteen alueesta pois rajaavan
pienend-sateisemny-keskisen pallonpinnan

S:r=~(0,0) =ro+ (sinfcos ¢,sinfsinp,cosf) (0<0<m0<¢p<2m)

yli integroiden nimittdin saadaan (suunnistus ulkonorireagastaten)

2 | (sin 0 cos ¢ sin 6 cos ¢
j{F(r) odS = //ﬁ sinfsing | o | sinfsing | 6sinfdfde
% 0 cos 0 cos 0

2w
://sin9d9dgb:47r7é0.
0 0

Lauseen 6.4 johtop&atds ei siis pade, joten mitdan vekteigtiaaliakaan ei ole.

GauBin lauseella on myds seurauksensa vektoripotentiasdilta. Jos Lauseessa 6.4 mai-
nitun suunnatun sulkeutuvan pmn@n&salleen rajaama avaruuden @san kokonaan monis-
tossalC, niin myos Gaul3in lauseen mukaan

fF(r).dSZ/v.F(r)drzo,

S L

silla vektorikentanF on oltava lahteeton, mikali silla on vektoripotentiaalnté&s jos kokol

ei ole monistoss&’, vaank:ssa on "onteloita”, jotka ovat:n sisalla? Ottamalla kyllin pie-
ni sopiva plntaS voidaan olettaa, ettd sisaltaa vain yhden tallaisen ontelon. Merkitazn
sisdan jaavaa monistdhosaaV :lla ja mainitun ontelon reuna@ :lla. 7 on suunnattu sulkeu-
tuva pinta, joka on suunnistettu ontelon sisaan suuntaataermaalivektoria vastaten. Sovel-
lettaessa GauRin lauseftaaan ja sen reunaa$l + T (JOlstaS on suunnistettu ulkonormaalia
vastaten) saadaan Lausetta 6.4 kayttaen

0—/VoF )dr = ]{F(r).ds:fF(r).ds+]{F(r).ds:]{F(r).ds.

— — — —

S+T S T T

Siis jokaisenk’:n sisaan jaavan ontelon reunapinnan lapikin kentdn vuoaltena= 0, jos
kentalla on vektoripotentiaali:ssa.

Ideaalisesti ym. valttamaton ehto olisi l&hteettomill&teeikentille myos riittava. Kirjal-
lisuudesta l0ytyvia klassistyyppisia riittavia ehtojeghtimaisen moniston tapauksen lisaksi—
ovat mm. seuraavat:
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e Kenttd F jatkuvasti derivoituva ja lahteeton. Jokais€nu 0K:hon (monisto + reuna)
sisaltyvan suljetun pinnan sisalle jaava moniétsisaltyy kokonaisuudessa&nhon (ei
onteloita) (APOSTOL).

e Magneettikenttd vakuumissa, joka sisaltaa liikkuvia varauksi&{inmMAN, R.P.et al..
The Feynman Lectures on Physics. VolAldldison—Wesley (1998)).

e KenttdF on derivoituva ja sen vuo mielivaltaisen monistorsisalla olevan sulkeutuvan
paloittain siledn pinnan lapi on noll& on jatkuvin muunnoksin muunnettavissa tahti-
maiseksi monistoksi, josta on poistettu korkeintaan &&esl maara pallomaisia onteloi-
ta (ToN, T.-C.: On the Potential of a Solenoidal Vector Fieldurnal of Mathematical
Analysis and Application$51(1990), 557-580).

Valttamattomat ja riittdvat ehdot vektoripotentiaaliremwlassaololle distribuutiomielessa
(yleistetyt funktiot) 16ytyvat esimerkiksi kirjastal8AULT, V. & RAVIART, P.-A.: Finite Ele-
ment Methods for Navier—Stokes Equations: Theory and Algos.Springer—Verlag (1986).
Ehdot ovat ideaaliset—yleistetyssa mielessa siis:

(i) VektorikenttaF on lahteettn ja

(ii) XC:n jokaisen reunapinna®C; yli (ulkopinta + ontelot) 075 F(r)edS = 0.
oK,

Fysikaaliselta puolelta mainittakoon klassinen artikiké¢isNER, C.W. & WHEELER, J.A.:
Classical Physics as Geometry: Gravitation, ElectromagmeUnquantified Charge, and Mass
as Properties of Curved Empty Spa&eanals of Physic& (1957), 525-603, jossa annetaan suh-
teellisuusteoreettinen abstrakti karakterisaatio wgkbdentiaalin olemassololle eraissé melko
yleisissa tapauksissa. Myodskin monistoteoreettisiraistiduin on paasty pitkalle. Alan klassi-
nen viite on WYL, H.: The Method of Orthogonal Projection in Potential The@uke Mathe-
matical Journal7 (1940), 411-444. Modernit ideat perustuvat Georges de Rhpenustaviin
tuloksiin. Ks.DE RHAM, G.H.: Differentiable ManifoldsSpringer—Verlag (1984). Talla tavoin
onkin paasty hyvin lahelle ym. ideaalista karakterisdati@ktoripotentiaalin olemassaololle.

6.4 Helmholtzin hajotelma

Kuten edella todettiinF'(r):n vektoripotentiaali, jos yleensakaan olemassa, on gkditeinen
vain pyorteetontd yhteenlaskettavaa vaille. Tama antdmloiésuuden lisata ehtoja vektoripo-
tentiaalille. Otetaan tilanne, missa tarkastelumongsdsjatkuvasti derivoituvilla pyorteetto-
milla kentilla on skalaaripotentiaali. Entas, jos esinieskhalutaar¥':lle vektoripotentiaallU,,
joka on lahteeton, ja on jo saatu jokin vektoripotentidaliJosU:n |lahteisyysV ¢ U = g on
nolla, asia on selva. Muutoin halutunlainen vektoripatedt on muotodJ; = U + V¢ ja

0=VeU;(r) =VeU(r)+ A¢(r) = g(r) + A¢(r).

Esiintyvalle skalaarikentalle saadaan siis yhtélo

Tama on osittaisdifferentiaaliyhtald, meoissonin yhtaloYhtalon ratkaisu ei ole yksikasittei-
nen, mika tahansa funktio 4 », misséAh = 0, on myos ratkaisu. Osittaisdifferentiaaliyhtalo

Ah(r) =0
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taas on nsLaplacen yhtalga sen ratkaisut ovat ndlarmoniset funktiot, ks. myds Luku 7
ja Liite 1. Saatu¢ (jos olemassa) on siis yksikasitteinen harmonista yhéestektavaa vail-
le. Jos viela haluttaisiin yksikasitteinenkin, pitda asettaa Poissonin yhtaldlle lisaehtoja, ns.
reunaehtoja—ijoista ei tdssa sen enempaa. Kaiken kaikkiaaka toisaalta Poissonin yhtaloil-
|& varsin yleisesti on ratkaisu, voidaan todeta, etté jesiy$a ottaen saadaan vektoripotentiaali,
niin saadaan myos lahteeton vektoripotentiaali.

Samalla idealla saadaan myds pyorteetdon kddttgonka lahteisyys on annettu. Silloin
U, =Vyija

Ve Uy(r) = Ag(r) = f(r).

Kyseessa on jalleen Poissonin yhtalo ja ratkaisan yksikasitteinen harmonista yhteenlasket-
tavaa vaille.

Jos nyt halutaan kent#d, jolla on annettu roottori (pyorteisyy§] x U = F ja annettu di-
vergenssi (lahteisyysy e U = f, niin se on yksinkertaisesti = U; + U,. JottaU olisi yksi-
kasitteinen tarvitaan siis lisa(reuna)ehtojalSALA mainitsee kokdR3:ssa yksikasitteisyyden
seuraavan, jos vaaditaan liséksi, ettéa kehtthaviaa aarettomyydessa, ts.

lim U(r) = 0.

l[x|—o0

Yhdistelemalla naistéd saadaan kuuluisa iHslmholtzin hajotelmaSuhteellisen yleinen
kenttaU voidaan kirjoittaa |&hteettdman ja pyorteettoman kenténraaksi seuraavalla tavalla:

1. ValitaanF = V x U ja etsitdan eo. |ahteettn kenttq.
2. Valitaanf = V e U ja etsitddn eo. pyorteeton kenits.
3. Kirjoitetaan kenttdJ muotoon
U=U;+U;+ (U-1U; —U,).

ErotusU — U; — U, on silloin harmonisen funktion gradientti (totea!) ja sedaan lisata
joko U;:een taiU,:een. Siis

U=(U-Uy)+Uy;=0U; +(U-1U,)

(lahteeton osa + pyorteetdn osa). Kentta siis voidaanikapp gradientin ja roottorin
summaksi.

Korostettakoon vield, etta kaikki tama toimii tietystil&iledellytyksella, ettd monistosga
skalaari- ja vektoripotentiaalit ovat olemassa ja etténgaiilla Poissonin yhtéldilla on ratkai-
sut.

Huomautus. Muotokentille yleisemminkin on vastaava hajotelma,Hsdgen hajotelmaks.
esimerkiksABRAHAM & M ARSDEN & RATIU.

3Harmonisilla funktioilla on keskeinen osa skalaarikestyhteydessa. Asiasta enemmaén kurssilla Osittaisdif-
ferentiaaliyhtalot.
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6.5 Nelipotentiaali

Nelipotentiaalion 4-ulotteisen2-muotokentanb potentiaali. Tdma on Poincarén lemman no-
jalla olemassa tahtimaisessa joukossa, mikéli= 0.

Edella Pykalassa 5.3 todettiin, eti@®p,,.4., = 0. N&in ollen tahtiméaisessa joukossa Fara-
dayn muotokentalla on potentiaali ns.sahkdémagneettinen nelipotentiadldméa onl-muo-
tokentta, joka (perinteisesti) kirjoitetaan muotoon

A= Aidr 4+ Asxdy + Asdz — o dt.
Lasketaan ulkoderivaatta ja etsitddn kertoithgtA,, A3 sekdp. Pykalan 5.2 derivointisddnnon

(IV) nojalla
0A; 0A; 0A; 0A;
dA = + +—
( ox do + dy dy 0z dz ot dt) Mde

BAQ 8A2 0A2 aAZ
+ < o dx + 3y dy + 5, dz+ﬁdt) A dy

0A3 8A3 0A3 aAS
+ < o dx + ay dy + 5, dz+ﬁdt) Adz

(9404 P4, 4+ PP, 4 00
<0xdx+ aydy+ aZdz+ 8tdt Adt

ja tdman pitaé olla
Eidx Adt + Eody A dt + Esdz A dt + Bidy A dz + Bodz A doe + Bsdx A dy.

Laskemalla auki ja vertailemalla todetaan, etta

E:J%—v¢p B=VxA,

missdA = (A;, A, A3)T. A siis saadaan, kun ensin etsitdan magneettivuon tiheyBeliek-
toripotentiaaliA (muista, ettdB on lahteeton) ja sitten vektorikentalle

o F

skalaaripotentiaaly. Huomaa, ettd Maxwellin yhtaldiden mukaisesti (sopivirkbi oletuk-
sin)
0A 0 0B 0B
V x (—E—E) ——E(VXA)—VXE——E—FE—O
NelipotentiaaliA ei ole yksikasitteinenA:han voidaan liséaté gradienttikenia) korvaten
¢ vastaavastp — 0 /0t:lla ulkoderivaatan muuttumatta. Usein valitaAnja ¢ siten, etta ns.

Lorenzin mittaehtgengl. ga(u)ge condition)
10¢p
2ot
toteutuu. TAma nimittain erottaa tietyssa mieleAsé ja ¢:n toisistaan. Jos alunperin
1 0¢

=g #0,

VeA+ ——
* c2 ot

saadaan Lorenzin mittaehto toteutumaan (totea!) valaflam, joka toteuttaa osittaisdifferen-

tiaaliyhtalon

VeA+ 0

82
VDR LA )

Tama on ns. aaltoyhtalo ja silla on varsin yleisin ehdoikaestu. Lorenzin mittaehdon voidaan
siis olettaa toteutuvan varsin yleisesti.
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6.6 Dipoliapproksimaatio ja -potentiaall

Dipolikentalla tarkoitetaan kahden vastakkaismerkkisetentiaalin aiheuttamaa kenttaa. Tyy-
pillinen tilanne on lahella toisiaan olevat samansuutuisetta vastakkaismerkkiset varaukset
ja niiden aiheuttama sahkokentta.

Katsotaan ensin sdhkdkentan tapausta. Sahkovaratlgat—q sijaitsevat alla olevan ku-
van mukaisesti lahella toisiaan pisteissa h ja r’. Tarkastellaan niiden aiheuttamaa sahko-
staattista kenttaé pisteeas®ipoliapproksimaation luonteeseen kuuluu, dité- r'|| > |/h||.

Qo'

+q

{' r’+h
—q

r/

Sahkofysiikan mukaisesti varausten synnyttdméan kengietf@myydessa haviava Coulombin)
potentiaali pisteesséon

_q 1 1
W”‘VMeQu—w—hn‘nr—ﬂJ'

Toisaalta, kuten Pykéalassa 5.3 todettiin, funktiom{uotokentan) (r')
derivaatta ory:n gradientin tydmuoto

(df)(r;h) = V'f(r) e h = f(r' + h) — f(r') = ¢(r),

kun derivointimuuttujana on’ (pilkutettu nabla). Approksimaatio seuraa ulkoderivaateia-
ritelmasta. Siten tarkastelupisteessa

q , 1 g r—r
~ h=-1 7% op.
o) = 4 - (V Hr—r’H) R o | R i

q

= — ulko-
dre ||r — /||

Lauseketta
¢h=p'
kutsutaansahkdiseksi dipolimomentikslos approksimaatio katsotaan riittdvaksi (siis rajalla
h — 0 siten, ettégyh = p’), saadaan tavanomainpatentiaalin dipoliapproksimaatio

I ple(r—r)

1%

¢(r)

e v —1'||®

missa pisteesean liittyva suurep’ on pilkutettu.
Entas sitten sdhkdkentan voimakkuus tarkastelupistags&ihkofysiikassa potentiaalin
etumerkki sovitaan siten, etl(r) = —V¢(r). Siis

1 _pe(r—r)
e v —r'|]3

E(r) ~ —
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Koska gradientti muodostetaan tarkastelupistee@aiten aina laskettaessa kenttaé paikallises-
ta potentiaalista), nabla kohdistuu muuttuj@abausekkeessa vektgsi ei riipu muuttujasta,
johon nabla kohdistuu. Pykéalan 1.5 kaavaa (i) soveltaetiesan

1 1

p,. (I‘— I‘/) / / / /
Ve—————"=(pe(r—1))V =+ —=V(pe(r—r
-~ @OV Y e =)
p'e(r—r) ) P’
=-3——(r—1r)+  —m—
= © O e
ja sittenkentan dipoliapproksimaatio
~ 1 2.7 / / /
E(r) = m(‘”r—r |*p" +3(p @ (r — 1)) (r — 1))

(kentan voimakkuus on negatiivinen gradientti). Tallairgproksimaatio on kayttokelpoinen,
paitsi varsinaisille s&hkaisille dipoleille, my6s ketdjljotka ovat likimain dipolikenttid. Dipo-
limomentti saadaan silloin fysikaalisin perustein.

Magneettinen dipoli on samankaltainen kuin edella ollink&éénen dipoli. Késitellaan sita
virtasilmukan avulla ja muistellaan roottorin maarit&lylkoderivaattana Pykélassa 5.3. Tar-
kastellaan pienta tasossa olevaa suunnikkaanmuotoimaitrhukkaag)P, jossa kiertaa virta
1. Silmukan tason normaali an x r, = An, missaA on suunnikkaan ala ja vastaava yk-
sikkdnormaali, ja se on virran kiertosuuntaan ndhden oikaunnistettu. Tarkastelupistesi-
jaitsee silmukan mittoihin ndhden kaukana silmukasta. éi{a oleva kuva.) Silmukan sijaintia
karakterisoimaan valitaan sen karkipiste Silmukan pisteita taas karakterisoidaan muuttuja-
vektorillar’. Tarkastelupisteen”kaukaisuus” tarkoittaa, ett@r — r’|| > ||r’ — ro]|.

AT1xr2

Sahkdmagnetiikan Biot—Savart-lain mukaan magneetiiembimakkuus pisteessén

I r —r ,

H(r) x ds’,

Tdn S e—rP
P

jolloin vakiovektorillea

I ax (r—r)
a.H(r):E%W.dS/.

oP

Tama integraali on vektorikentan
Iax(r—r)

dr e —r'|?
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kierto silmukan ympari ja—kuten Pykalassa 5.3 todettiireea likimain ko. kentan roottorin
vuomuoto pisteessé, ts.

s Iax(r—r) Al , ax(r—r)
wett) (v (2R ) om e = e (VR )

'=rg

missaV’ operoi muuttujaam’. Pykalan 1.5 kaavan (vi) avulla laskigia muistaen, ettéa Newto-
nin vektorikentan divergenssi ea 0, esiintyvaksi roottoriksi saadaan

a ae(r—r') ,
I ERRATI RS
(toteal!). Nain ollen
IA aen (r—rp)en )
aeH([r) > — | — +3 ae(r—r .
(x) 47r( = " e=rop @)

Vakiovektoria oli toisaalta mielivaltainen, joten myés

H) IA( n +3@—r@on&_rd).

Ar \ e —rolP 77 e — o

12

Ottamalla kayttoon silmukkaan liittywéiagneettinen dipolimomentti
m’' = IAn
saadaan sen aiheuttaman magneettikentan dipoliappra&sokaukaisessa pisteessa

1

Hr) > ———
(r) At — 1o

(—|lr — ro/*m’ + 3((r — ro) em')(r —1p)).

Lauseke on tasmalleen samaa muotoa kuin sahkostaattigmldla! Niinpa edellé olevan
mukaisesti takaperin argumentoiden ndhdéaén, etta matpee¢in voimakkuudella on tassa
tapauksessa approksimatiivinen (skalaari)potentigds.

H(r) = —Vo(r).

missa Ll )
__mo r —Typ
Mﬂ_4ﬂ|h—mw

Pykalan 1.5 kaavaa (iii) kayttden voidaan tarkistaa, efiélépproksimaatiokentan diver-
genssi on= 0. N&in ollen sill& on (sopivassa alueessa) myoskin vekbbeiptiaali. TA&ma voi-
taisiin etsia samaan tapaan kuin Newtonin vektorikent&tovgotentiaali Pykalan 6.3 esimer-
kissa, mutta katsomalla yo. roottorilauseketta lieneekmidneista, etta ko. vektoripotentiaali
on
1 m' X (r —rp)

Alr)= ——— 2~ "0/
(r) A |r— 1o

Huomautus. Dipoliapproksimaatio on vain osa vektorikentdn maultipolikehitelmaaSen en-
simmainen termi, ngnonopoliapproksimaati@n Newtonin vektorikenttd, toinen termi on yo.
kahden vastakkaismerkkisen Newtonin vektorikentan gtédedipoliapproksimaatio, kolmas
termi on neljan pareittain vastakkaismerkkisen Newtoekterikentan yhdelméan approksimaa-
tio, ns.kvadrupoliapproksimaatigjtten tulee nsoktupoliapproksimaatife.

4Tai Lausetta 6.1 kayttaen.



"The miracle of the appropriateness of the
language of mathematics for the formulation

of the laws of physics is a wonderful gift which
we neither understand nor deserve.”

(E. WIGNER (1959))

Luku 7
OSITTAISDIFFERENTIAALIYHTALOT

7.1 Standardimuodot

Numeeriset osittaisdifferentiaaliyhtaloratkaisijaps@t erityisesti muotoa
Ve (k(r)Vu(r)) = F(r) (ns.elliptinen yhtalg
oleville tehtaville tai ajasta riippuvassa tapauksesititelle
ou 0?

Ve (k(r)Vu(r,t) = f(r) 5 + g(r)a—tg + F(r,t), missak(r) >0,

asianomaisin reuna- ja alkuehdoin, joihin ei tdssa yhtes@euututa. Kerroinfunktidt, f ja g
voivat lisaksi viela riippuas:sta, funktiog mahdollisesti myds gradientistau. Funktio £’ on ns.
pakkofunktiojoka edustaa ulkopuolisten voimien tms. vaikutusta. AiRpuvassa tapauksessa
eri tyypit ovat

e f > 0jag = 0:parabolinen yhtaléeli lampoéyhtalo eli diffuusioyhtalo,

e f < 0jag=0:kaanteinen lampoyhtalo (Black—Scholes-yhtalo),

e f =0jag > 0: hyperbolinen yhtal&li aaltoyhtald,

e f > 0jag > 0:lennétinyhtald eli vaimennettu aaltoyhtalo eli hyperbeh lampdyhtalo.

Osittaisdifferentiaaliyhtaldita kasitellaan paljon emaén kursseilla Osittaisdifferentiaaliyh-
talot, Osittaisdifferentiaaliyhtaldiden numeeriset mmimat, Osittaisdifferentiaaliyhtaldiden
jatkokurssi ja Jakautuneet jarjestelmat.

7.2 Esimerkkeja
Esitellaan esimerkein eréita yo. yhtaloihin johtavia kétghtavia. S&hko- ja magneettikenttien
osalta viittaukset ovat Maxwellin yhtaloihin (M1)—(M4)skPykala 5.3.

Esimerkki. (Sahkostaattinen kenttd) Koska staattisessa kentassa kentan voimakkios
pyorteetonM3), onV x E = 0 ja kentalla on potentiaali, tsE = —VV. (Sahkotekniikassa
kaytettyjen merkintdjen mukaisesti potentiaalioa= —V.)

Toisaalta(M1) Ve D = V e (¢cE) = p, varaustiheys. Tassa on permittiviteetti. Jos
varaustiheys—ija tietenkin permittiviteetti—tunnetaan,

Ve (e(r)VV(r)) = —p(r).

Tamé on ym. standardimuotoa.
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Esimerkki. (Stationd&rinen séhkovirtauskenttd) Virran tiheys onJ = ¢E, missés on johta-
vuus (Ohmin laki). Kirchhoffin lain perusteella sahkoa erieninnekaan, ts. suunnatun sulje-
tun pinnan l&pi sahkon nettovirta on nolla. Siten suunnatsuljetulle plnnaIIeS joka rajaa

sisalleen kappaleek,
%J(r)OdS =0= /VOJ(r)dr
K

—

S

(GauBin lause). Tehtavissa yleensa oletetaan kenttayatituderivoituvaksi, joten kappaleen
K mielivaltaisuudesta johtuex e J = 0.
KentallaE on pyorteettomyydestd13) johtuen skalaaripotentiaali el = —VV/, joten

Vel(r)=Ve(os(r)VV(r)) =0,

ja taas paastaan standardimuotoon.

Esimerkki. (Magneettikentta ja skalaaripotentiaali) Jos alueessa ei ole sédhkojohtimia, vir-
ran tiheys on nolla jalM4) V. x H = J = 0. Talléin kentalla on skalaaripotentiaali, ts.
H=Vo.
Toisaalta(M2)
VeB=Ve(uH)=0,

misséy. on permeabiliteetti. Taas tultiin samaan yhtalotyyppsaiia nyt

Ve (u(r)Ve(r)) = 0.

Esimerkki. (Kokoonpuristumaton pyorteeton virtaus) Virtauskentta tiedetaan luonteestaan
johtuen tehtavassa pyorteettoméksi,%x v = 0. Nopeudella on siten skalaaripotentiaa-
lieli v.= V¢. Jos virtaus on kokoonpuristumatonta, nestetta ei keryimi&idn suunnatun
suljetun plnnanS rajoittamaan kappaleesedf, kaikki mika sisdén tulee menee myos ulos.
Kappaleesta poistuu aikayksikdssa nettonestemaara

]{v(r).dS:/v.v(r)dr:o.

5 K

Koska kappale on mielivaltainen, niin kuten edelfae v = 0. Siten paadytddn Laplacen
yhtaléon

Ve Vo(r) = Ag(r) =

Esimerkki. (Stationdarinen lammonjohtuminen) Lampdvirta onv = —kVT, missa7l on
lampdtila jak on lAmmaodnjohtumiskerroin. Kyseessa on empiirinen malkiajpatee isotroop-
piselle aineelle, ts. sellaiselle, jossa lokaali lammdnioninen ei eri suuntiin ole erilainen.

Mikali lampdétila on stationdérinen, lAmpoenergiaa ei kada mihinkaan ja, kuten neste-
virtauksen tai Kirchhoffin lain yhteydessd,e v = 0. Siten

Ve (k(r)VT(r)) = 0.
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Esimerkki. (Dynaaminen lammdnjohtuminen) Kuten edella, lampovirta ow = —kVT.
Aikayksikosséa kappaleestj jonka reunapinta onS , poistuu nettolampomaara

fv(r,t) o dS

—

S
eli sinne kertyy nettolampdmaaraa nopeudella

Cé_f _ —7{"“’” odS — /v o (k(r)VT(r, 1)) dr

S K
(Gauf3in lause). Taman lampomaaran taytyy energian hauitinméyyden perusteella olla sama
kuin massaan lampdtilan nousun johdosta sitoutuva lam@déna
Massa-alkioon sitoutuu lampdenergiaa nopeudella
JT(r,t)
ot
miss&C'(r) on lampdkapasiteetti ja(r) tiheys pisteesss ja koko kappaleeseen nopeudella

dE 0T (r,t)
i /C(r)p(r) T dr.

C(r)p(r)

K

Kun naita energialausekkeita verrataan toisiinsa, paagah, ettd integrandien tulee olla yhta
suuret eli

o1 (r,t)

ot
Standardityyppisista osittaisdifferentiaaliyhtal@séima on jalkimmaista muotoa, ni&mpoyh-
tald. Numeerisesti siitd voidaan laskea lampdétilajakautumaijapovirtakentta halutuin aika-
askelin.

Ve (k(r)VT(r,1)) = C(r)p(r)

On mielenkiintoista, miten eri alojen problematiikka jahtmatemaattisessa mielessa sa-
moihin yhtaloihin.

Eraat osittaisdifferentiaaliyhtal6t pitavat sisalladgevNonin laista tulevan toisen kertaluvun
aikaderivaatan. Tallainen tulisi mukaan myds dynaamisegausyhtaloon. Esimerkkeina ka-
sitellaan nsaaltoyhtaloa.

Esimerkki. (Pieniamplitudinen akustinen tasoaalto) Tasoaallolla tarkoitetaan tasomaista
aaltorintamaa. Koordinaatisto asetetaan niin, etta rima "etenee”z-akselin suuntaan, ts. se
on yz-tason suuntainen. Tyydytaan kayttdmaan vakoordinaattia (seka aikaa), rintaman
suunnassahan tilanne on vakio. Merkitd&n alusisa-(0) pisteess& olevan ilmamolekyylin
paikkaaz + u(x,t):l1& hetkellat. Tasséu(zx,t) siis ilmoittaa poikkeaman alkupaikastéz:n
paksuinen rintaman kerros on alussa pisteesq@asen reuna) ja hetkell&d se on pisteessa
x + u(x,t) (vasen reuna). Vm. tilanteessa kerroksen paksuus on

ou(z,t)

d — 2 dzx.
T + o7 x

Ks. kuva alla. Kerroksen massa yksikkdalaa kohti pysyyovekits.

s —te) (142420

Xz
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missép, on ilman tiheys hetkella = 0 ja p(z, t) vastaavasti tiheys hetkelta Tasta ndhdaan,

etta (@1 Sl ) .
plz,t) u(x,t
P (1+ Ox ) .
4y v/dx /dx+%)l«(|dx
// /
p/o/ — V5
E u(x,t) >
Z‘ X & X

Adiabaattisessa prosessissa—Ilampoa ei synny eiké havidiysitkan lakien mukaan

plat) _ (p(a:,w )

Po Po

missép, on ilmanpaine alussa ja(z, t) hetkellét. v on ns. adiabaattivakio, ilmalle = 1.40.
Derivoimalla saadaan

ap(z, t) B < | Dult) )—V - ( | Dl t) )—H Pu(z,t)

or Mo Ox Ox Ox?
) Ou(z,t)\ " 0*u(z,t)
= p(x,t) (1 + . ) EICE
Pienilla amplitudeilla
YPo o
— =c
Po

on vakio, adnen nopeuden nelid. Tama seuraa ideaalikaessalgienilla amplitudeilla 1am-
pdétila ei muutu ja tiheys on k&éantaen verrannollinen tilateen. limalle, yhden ilmakehén pai-
neessa merenpinnan tasossa, tasta saadaar$40.3 ms 1.

Kerrosta liikuttaa sen eri puolien valisen paine-eron aittama voima (yksikkoalaa kohti),
jonka on oltava sama kuin Newtonin lain antama:

op(z,t) ou(z,t)\ " Ou(w,t)
—~dx = —c*p(x,t) [ 1+ o 92

Ox
B Ou(w,t)\ OPu(x,t)

dx

dzx.
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Huomaa etumerkki, molekyylithan liikkuvat paine-erobestakkaiseen suuntaan. Nain lopulta
saadaan osittaisdifferentiaaliyhtalo

PPu(z,t) 1 (1 N 8u(x,t))v+1 O?u(w,t)
Ox? c? Ox otz 7
joka on edella esitettya muotoa. Kerroinfunkgioiippuu tdssa myo8u/ox:sta.
Pienilla amplitudeilla ja akustisilla taajuuksilla myd.(z, t) /0x on pieni, joten (ainakin
approksimatiivisesti)
Pu(x,t) 1 0%u(x,t)
arr 2 o
Vm. osittaisdifferentiaaliyhtalo on aaltoyhtal®. Laptatoperaattorin koordinaatistoriippumat-
tomuudesta johtuen aaltoyhtalo mielivaltaiselle tast@alintaman suunnalle on

1 Q%ul(r,t
Au(r,t) = g%

Usein valitaan yksikot siten, ettd= 1, ja merkitaan

0? .
Ou=Au— 22 (ns.d’Alembert’n operaattoji

ot?
(esiintyy joskus vastakkaismerkkisena). Aaltoyhtald ibairs yksinkertaisestidu = 0 (tai
COu = F(r,t), jos mukana on pakkofunktiB). Yleisella aaltoyhtél6lla on muitakin ratkai-
suja kuin tasoaallot, mm. ns. palloaallot.

On mielenkiintoista, etta samaan yhtaloon paastaan tatlamieniamplitudisia varahtely-
ja yleensakin: kielille, ohuille sauvoille ja kalvoilleabkémagneettisille aalloille (Maxwellin
yhtaldiden seurauksena), virtapiireille jms. Katsotasatavesimerkkina yleisen akustisen pai-
neaaltoyhtalon johto.

Esimerkki. (Pieniamplitudinen akustinen paineaalto) Tutkitaan tilannetta kuvitteellisessa
suunnatun sulkeutuvan pinnah(t) rajaamassa kappaleesg&t). Niin kappale kuin sen reu-
nakin ovat liikkuvia, ajasta riippuvia, kappale pitaa slis@n samat hiukkaset seuraten niiden
liikkeita.! Kaytetaan edellisen esimerkin merkintdja ja merkitaadkis hiukkasen nopeutta
v(r,t):lla.

Kappaleessa olevan massan muutos on

0:/0’)5,;’ D gy + fp(r,t)v(r,t)-ds :/Mal;’t) dr+/Vo(p(r,t)V(r7t))dr
Kit)

K(®) S K(t) t

(kayttaen Gaulin lausetta). Esiintyva pintaintegraahdittaa kappaleen siirtymasta johtuvan
massan muutoksen. Pinta-alki® siirtyy nopeudellav e n, missan on ulkonormaalivekto-
ri, ottaen mukaan tai jattden ulos lokaalia tiheyttér, ¢). Koska kappale on mielivaltainen,
paatellaan, etta

= —V e (p(r,t)v(r,t)) (ns.jatkuvuusyhtald.

1Taméa on nsLagrangen tapaToinen tapa, nsEulerin tapa,on pitda hypoteettinen kappale paikallaan ja
seurata partikkelien liiketté sen kautta.
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Newtonin lain nojalla kokonaisliikemaaran aikaderivaatin kokonaisvoima. Tarkasteltuun
kappaleeseen sovellettuna

% p(r,t)v(r,t)dr = — %p(r,t) ds,

K(t) S(t)

missé jalkimmainen integraali edustaa paineen aiheut@akakonaisvoimaa reunalla. Toisaal-
ta, paatellen aivan samalla tavalla kuin jatkuvuusyhtgldtddettaessa, mutta nyt likemaaralle,
todetaan, etta

((ft p(r,t t)dr = / 5P r,t))dr + %(p(r, t)v(r,t))v(r,t) edS,
K(t) S

missé edellinen integraali edustaa liikemaaran muutosfgaleessa ja jalkimmainen taas kap-
paleen liikkeen kautta mukaan tulevaa/poistuvaa lokéalikemaarad? Tassa voidaan olet-
taa, etta ko. jalkimmainen integraali on likimain nolla pi#e amplitudeille ja akustisille taa-
juuksille. Integrandi nimittain on tyyppia nopeuden nejika on silloin hyvin pieni, vrt. edel-
linen esimerkki. Toisaalta Vektoraalisen Gaul3in lauseekaisesti, ks. Pykala 5.4,

fotvnas = [Vpwaar

Sw) K(t)

joten kaiken kaikkiaan saadaan

/at /Vp

K(t) K(t)
josta paatellaan kuten edella, etta

%(p(r,t)v(r,t)) = —Vp(r,1).

Jatketaan derivoimalla puolittain yhtalo

mm:<mﬁy

Po Lo

(adiabaattisuus, ks. edellinen esimerkki) suhteen. Ensin saadaan

1 0p(r1) 1«mwy%wu>w p(r,1) p(r,t) _  plr.1) Op(r, )

po Ot po Po ot popo Ot Po Do ot
ja sitten
op(r,t)  plr,t) dp(r, )
ot o, t) ot

2Huomaa, miten tam& muistuttaa tavallista integraalirvdémista parametrin suhteen:

b(t) b(t)

%/f(x,t)dx:/afg’t) dz + FB(), D (8) — fla(t), )a (1),

a(t) a(t)
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Ideaalikaasulain mukaisesti pienille amplitudeille lieilampdétila ei juurikaan muutu,

vp(r’t) =¢* (vakio).

Siispa
82p<r7t) _ 282p<1‘,t)
oz o
Nyt osat ovat valmiina. Ensiksi todetaan, etta

Ve %(ﬂ(r,t}v(r,t)) = %(V o (p(r,t)v(r,t))) = % <_0P(811‘; t))
ja sitten 2
P00 npfe.),

ja lopulta saadaan haluttu aaltoyhtalo
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Liite 1

OSITTAISINTEGROINTI JA GREENIN
KAAVAT

L1.1 Osittaisintegrointi

Yhden muuttujan integraalien tuttu osittaisintegroiatika

b b b

/u’(:c)v(:c) dz = /u(x)v(:v) — /u(az)v’(az) dx

a a a

voidaan yleistaa Yleistettya Stokesin lausetta ja Canttaikakaavaa kayttaen muotoon
/dq)/\\ll:/q)/\\ll+(—1)k“/<b/\d\ll.
A T A
M

Kuten Pykalassa 5.3 todettiin, fysikaalisille skalaanitiée f ja g ja vektorikentilleF ja G
saadaan kiilatulot

‘ A H g (I)g—density (I)F—work (I)F—ﬂux (I)G—Work (I)G—ﬂux ‘

/ f9 Prodensty Prr-work Prriiux — —
(I)F—Work — — — — q>F x G—flux éFoG—density

seka ulkoderivointikaavat
df = (I)Vf—work > d(I)F—WOI’k = (I)VXF—ﬂLIX ja d(I)F—ﬂux = (I)VoF—density

Naista saadaan nelja osittaisintegrointikaavaa (ne kalsia ovat tylsda tyyppid= 0 + 0):

1. /(I)QW_WWk = /fg — /vag_work eli viivalle C, jonka paatepisteet ovat jar,,
A 3.4 A

/ G(X)VF(r) e ds = f(rs)g(rs) — f(r1)g(rs) — / f(r)Vg(r) o ds.
C

c

95
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2. /(I)foF_ﬂUX: /q)fF_Work—/QfWF_ﬂux eli suunnatulle pinnalle7>>
A T A
M

/Vf(r) x F(r) e dS = ]ff(r)F(r) ods— /f(r)v x F(r) o dS.
5

s 5)SA_/,IS

3. / Prev f—density = / D@ pp_fiux — / P rver_densiy €li suunnatulle kappaleel@

A . A
3/\7A

/F@) o V/(r)dr = ff(r)p(r).ds —/f(r)VoF(r) dr.
% 7

%
8J\_}1K

4. /@G.VXF—density Prra- ﬂux+/@F.vXG_densitye|iSuunnatU”e kappaleeli€
A 5 A
M

/G oV x F(r )dr:%F(r)xG(r)odS+/F(r)onG(r)dr.
x

S
M

Naista kaava 3. on tavallisin.
Ratkaistaessa vektorikenttia esimerkiksi elementtirtedmein avulla (ks. kurssi Osittaisdif-
ferentiaaliyhtal6iden numeeriset menetelmat) tavataamutyyppia

/v(r)V o (k(r)Vu(r))dr
K
oleva integraali. Tavalliset oletukset silloin ovat, dttéktiot & ja v ovat jatkuvasti derivoituvia
jau kahdesti jatkuvasti derivoituva. T&han voidaan soveltaagittaisintegrointikaavaa 3., kun
valitaanf = v jaF = kVu (merkitaanC:n ulkonormaalin mukaisesti suunnistettua reunapintaa
114):

/v(r)V o (k(r)Vu(r))dr = — / k(r)Vu(r) e Vou(r) dr + %v(r)k(r)Vu(r) e dS

K K s
= —/k(r)Vu(r) e Vu(r)dr + /v(r)k(r)(’?u r) ds,
K S
missa u(r)
e Vu(r)en

on funktionu ns. normaaliderivaattats. sen suunnattu derivaatta reunapinnan yksikkoulko-
normaalinn suuntaan. Osittaisintegrointi on kahdella tapaa meskitté@atkaistaessa osittais-
differentiaaliyhtaloita elementtimenetelmalla (Gakjimin! ja Ritzin menetelmat). Ensinnakin
tunnetut reunaehdot tekevat oikean puolen pintainteigtaalnnetun. Talla tavoin reunaehdot
saadaan suoraan mukaan ratkaisuun. Toiseksi integraali

1Usein Galerkin.
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/k(r)Vu(r) e Vu(r)dr

K
vaatii funktioltak seké funktioiden: ja v osittaisderivaatoilta ainoastaan paloittaisen jatkuvuu
den, jos sitakaah Osittaisintegrointia kayttamalla voidaan tyytya jatkuguaatimuksiin nah-
den yksinkertaisempiin funktioihin.

L1.2 Greenin kaavat

Oletetaan, etta ylla funktiat ja v ovat kahdesti jatkuvasti derivoituvia. Valitsematier) = 1
saadaareenin ensimmainen kaava

/ o(r)Au(r) dr = — / Vu(r) e Vu(r)dr + / v(r)agf) ds.
K

K S

Vaihtamalla funktiot: ja v kesken&&n saadaan vastaavasti

/ u(r) Av(r) dr = — / Vo(r) e Vu(r) dr + / u(r)agg) as

K K S

ja vahentamalla saadut yhtalot puolittain saadaseenin toinen kaava

/ (v(r)Au(r) — u(r)Av(r)) dr = / (v(r)ﬁg—f) - u(r)ag—if)) ds.
S

K

Tarkastellaan sitten skalaarikenti@goka onK:ssa kahdesti jatkuvasti derivoituva ja har-
moninen, tsAu = 0 (ks. Pykéala 6.4). Valitaan piste, kappaleenC:n sisdosasta ja valitaan

v:ksi Newtonin potentiaali
1
v(r) = ——.
[ — o

Koskawv on singulaarinen kappaleessa(pister;), muodostetaan uusi kappa(@ rajaamalla
siité poisry-keskineny-sateinen pieni pall&,. Vastaava pallonpinta a$, joka suunnistetaan
ulkonormaalinsa avulla, siis kappalersisaan osoittavaa normaalia vastaten. Kappal&glla

on kaksi reunapintaa, sisempi ja ulompi. Kappale&sslumpikin funktioistau ja v on harmo-
ninen (Newtonin vektorikenttahan on lahteetdn). Sovatiatkappaleesedd, Greenin toista

kaavaa:
0= / (v(r)agflr) - u(r)ﬁg—g)) ds — / (v(r)agE? - u(r)ﬁg—g)) ds.
S

2

Jalkimmaisen termin etumerkki johtut,:n normaalin suuntauksesta.

Jatketaan valiten kappaleeltSiavoin R-sateinemry-keskinen palld|r — ry|| < R. Tallgin
tarkasteltava ulkopint& on R-sateinency-keskinen pallonkuori. Ulkopinnalla funktiolla on
vakioarvol/R. Normaaliderivaatta ulkopinnalla on puolestaan

0 1 — — 1 1
v(r) v on rog—r r —ro

on I —xoll " e —rolP e —roll  r-wf? R

2Elementtimenetelmassa funktiatja v ovat ns.elementtifunktioitaRatkaisua approksimoidaan elementti-
funktioidenu; lineaariyhdelmalla.
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Koska jokaiselle harmoniselle funktiolleon Gaul3in lauseen mukaan

/ 8;:) 45 — j{w(r) edS = /AU(r) dr =0,

S K K

/ (U(r)ﬁu(r) — u(r)agE1>) ds = /%u(r) dS = 4nx (u:n keskiarvo pallonpinnalla).
S

Sisdpinta or-sateinen pallo, joten askeinen tarkastelu patee siinerkiuista sen normaalin
suunta. Niinpa

/<v(r)8gilr) — u(r )5251)) ds = /512 (r)dS = 47 x (unk.a. sisdpallonpinnalla).

32 82

Funktionu jatkuvuudesta johtuen kyseinen keskiarvo lahenee rajaaar(r,), kund — 0+.
Palaten alkuperaiseen yhtaloon

0z7§<v(r)agg) e )6g£l)>ds f( (r)agg) —u(r )821))015
5

So

saadaan seuraava merkittava tulos:

Harmonisten funktioiden keskiarvolause. Harmonisen funktion arvo pallon keskipisteessa
on keskiarvo funktion pallon pinnalla saamista arvoista.

Toisaalta alkuperaiselle kappaleetiga sen reunalles

/(U( )&éil) ~ulr )6251)) dS:/(U( )&gil) _“<r>82£1)) dS = 4ru(ro).

2

Tasta saadaaB@reenin kolmas kaava

1 1 Ou(r) 0 1 B
E/(Hr—rou on ‘““)a_nur—ro|r)d5‘“<r°>'
S




Liite 2

KAYRAVIIVAISET
KOORDINAATISTOT

L2.1 Lokaali koordinaatisto

R":n n-ulotteisen parametrisoidun moniston (siis avoimen jayko
M:r =)= m),..., () (el

parametrisointi muodostaa rigiyraviivaisen koordinaatisto(engl. curvilinear coordinates).
M:n tangenttiavaruu$, (M) pisteess& on kokoR". Toisaalta se on derivaattamatriisjf{u)
kuva-avaruus, ks. Pykala 2.6. Nain ollen edsn kanta saadaaty’(u):n sarakkeista. Taméa
kanta riippuu pisteesta ja vaihtuu (yleensa) pisteesté toiseen siirryttdessateKantaa ns.
lokaalin koordinaatiston.

Jatkossa rajoitutaan vain tapaukseen, mgsé):n sarakkeet ovat keskenaan ortogonaali-
set, ts. niiden valiset pistetulot ovat 0, ja muodostavat positiivisesti suunnatun koordinaa-
tiston. MerkitadnQ(u):lla matriisia, joka saadaaf'(u):sta normeeraamalla sen sarakkeet, ts.
jakamalla kukin sarake pituudellaan. Silldd{u) on ortogonaalimatriisi, tQ(u)~! = Q(u)7,
ja liséksidet(Q(u)) = 1 (positiivinen suunnistus).

Esimerkki. R3:n 3-ulotteisen moniston parametrisointi sylinterikoordatteja kayttden on
muotoa

r=7(r,¢,2) = (rcosg,rsing,z) ((r,¢,2) €U),
miss&l/ on sopiva parametrialue. Silloin

cosp —rsing 0 cos¢ —sing 0
Y (r,¢,z) = | sing rcos¢ 0 ja Q(r,¢,z)=|sing cos¢p 0
0 0 1 0 0 1

limeisestiQ(r, ¢, z) on ortogonaalinen jalet(Q(r, ¢, z)) = 1. Lokaalit koordinaattivektorit
ovat silloin

cos ¢ —sin ¢ 0
e, = | sing , €y = cos ¢ ja e.=1|0
0 0 1

Esimerkki. R?:n 3-ulotteisen moniston parametrisointi pallokoordinagtkéayttaen on muo-
toa
r=(p,0,¢) = (psind cos ¢, psinfsin ¢, pcost) ((p,0,9) € U),

99
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miss&l/ on sopiva parametrialue. Silloin

sinfcos¢ pcosfcos¢p —psinfsing
Y (p,0,9) = | sinfsing pcosfsing  psinfcos
cos —psinf 0
ja
sinfcos¢ cosfcos¢p —sing

Q(p,0,¢) = [ sinfsing cosfsing  cos¢

cos 6 —sin 0

LiséksiQ(p, 6, ¢) on ortogonaalinen jalet(Q(p, 0, ¢)) = 1 (toteal).

A
€o
e
0 €
Lokaalit koordinaattivektorit ovat
sin @ cos ¢ cosf cos @ —sin¢
e, = | sinfsin¢ , €y = cos @ sin ¢ ja ey = cos¢ |,
cos —sinf 0

Paitsi etta vektorikentt® halutaan usein esittdd kayraviivaisten koordinaattianlayvts.
muodoss&' (v (u)), halutaan myds esittaa kentta pisteep@s) maaraytyneessa lokaalissa kor-
dinaatistossa eli siis ko. pisteen tangenttiavaruudésatiiisin Q(u) sarakkeet antavat uudet
koordinaattivektorit esitettyina vanhojen koordinaattavulla. Haluttu esitys on siis (vrt. Py-
kala 1.3)

G(u) = Q(u) F(v(u)).

Jatkossa tarvitaa®(u)":n sarakkeita, joita merkitdan vektoreitia(u), . . ., q,(u).
Skalaarikentallef esitys on yksinkertaisesti



Liite 2. KAYRAVIIVAISET KOORDINAATISTOT 101

L2.2 Derivaatan muunnos

Katsotaan ensin vektorikent&h= (1, ..., F,,)T tapaus. Edelld olevin merkinngin
G(u) = Q) F(y(w) =Y aq(u)F,
=1

DerivoidaanG (u) tulon derivointisaannolla seka ketjusaannolla. Taveiteeon saada lauseke,
josta voidaan ratkaista alkuperainen derivahttaNain saadaan

_ Z d.(u)Fy(~v(u)) + Z q;(u) (Fi(y(u)))
_ Z d.(w)Fi(v(u)) + Z qi(u) F (y(u))5'(u)

—Zqz )) + Q(u) F'(y(w))y'(u).

Jalkimmaiseen summaan sovellettiin ns. toista matriisikaeskusaanto@Nyt voidaan ratkaista
mainittu derivaattd™’:

Fw) = Q€W - Y dmaw))w
- ) (@) - Y dllw QUG )7 (w

Muista, ettéy’ on taysiranginen eli tassa ei-singulaarinen.
Skalaarikentérf (r) tapaus on analoginen. Ketjusaannon mukaisesti

g'(u) = f'(v(w))y'(a).

Mya0s tarvitaary:n toinen derivaatta eli Hessen matriisi glix n-matriisi

= (5)

o) = () ) = (S0, )
= LAt )+ S )

—Zv )i+ (w)" [ (y(w)y'(w).

3Jos matriisinA sarakkeet ovay, .. ., a, ja matriisinB rivit b, ... b[, niin

n
= E aib;r.
i=1

Kyseessa on vain lohkomatriisien kertolasku.
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Tasta ratkaistaan halutjff:
) =0 (o) = YAt ) () ) )
=) (0 = Y ) ) )

Nain saaduista derivaatoista johdetaan vektori- ja skilzattien derivaattojen muunnos-
kaavat. Huomaa, ettd kyseiset derivaatat ovat nuo tutiNaddat, vain esitettyina kayravii-
vaisissa koordinaateissa ja lokaalissa koordinaatasysissa. Mitddn uudenlaisia derivaattoja
tdssa ei johdeta. Laskut voivat tosin muodostua tavattayidéiksi ja symbolisen laskennan
ohjelmistot ovat tarpeen. Mielenkiintoista on kuitenkgdéta, ettd kyseessa ovat symboliset
identiteetit.

L2.3 Kenttien derivaattojen muunnokset

DivergenssV oF saadaat (vy(u)):n jalken&. Roottorin laskemiseksi todetaan ensin, ektéika
yhtaloa

a 0 —c b
VxF=|b] ja F-F'=[ ¢ 0 —a
c b a 0

ovat ekvivalentit. Nain roottorin komponentit saadaampitiksi F' — F'" :sta. Lisaksi roottori
pitdd muuntaa uusiin lokaalisiin koordinaatteihin kerédiaQ(u)":lla:

(F'(y(w)) = F'(y(w))")s.2
Q)" | (F'(y(w)) — F'(y(w) )1s
(F'(y(w)) = F'(y(a)) )2

Seuraava Maple-ohjelma laskee esitetylla tavalla divesgi@ ja roottorin. Syodtteena ohjel-
malle annetaan muunnos (parametrisoptijektorinah ja koordinaattimuuttujat—oikeammin
vain niiden nimet listanan

> Dtransl: =proc(h, m
local K, J,N, Q H, DV, DG

K:=<K1(op(m), K2(op(m), K3(op(m)>;

J: =Jacobi an(h, m;

N: =Map(sqrt, Transpose(J).J);

Q =sinplify(J. Matrixlnverse(N), synbolic);
H =Q K;

DV: =Mat ri xAdd( Mat ri xAdd( Mat ri xAdd(Jacobi an(K, m),
Scal ar Mul ti pl y(Jacobi an(Rowm(Q 1), m,-H1])),
Scal ar Ml ti pl y(Jacobi an(Row(Q 2),m,-H 2])),
Scal ar Mul ti pl y(Jacobi an(Rowm(Q 3), m,-H 3]));
DG =si nplify(Q DV. Matri x|l nverse(J), synbolic);

[ Trace(DG, convert (Transpose(Q .<Dd 3,2]-Dd 2, 3],
DJ 1,3]-DF 3, 1],
DF 2, 1]-Dd 1, 2] >, vector)];
conbi ne(subs({K1=F n{1]],K2=@n{2]],K3=F n{3]]},sinplify(%synbolic)));

end proc:
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Edelleen esitetyista derivaattalausekkeista saadaaaasugradientti:

Q)" f'(v(w)" = Q(w)™'(u)~"¢'(u)".

lImeisesti Laplacen operaattori on Hessen matriisin jgditen sekin saadaan nyt suoraan. Seu-
raava Maple-ohjelma laskee talla tavalla gradientin jaldegn operaattorin. Syodtteend ohjel-
malle annetaan jalleen muunnos (parametrisoin}g koordinaattimuuttujat.

Dt rans2: =proc(h, m

local k,J,N, QH,HV, HF;

ki=g(op(m);

J: =Jacobi an(h, m;

N: =si npli fy(Map(sqgrt, Transpose(J).J), synbolic);

Q =J. Matri xl nverse(N);

H: =si npl i fy(Jacobi an([ k], m . Matrixl nverse(J), synbolic);

HV: =Mat ri xAdd( Mat ri xAdd( Mat ri xAdd( Hessi an(k, m,
Scal ar Mul ti pl y(Hessian(h[1], mM,-H1,1])),
Scal arMul ti ply(Hessian(h[2],m,-H1,2])),
Scal ar Mul ti pl y(Hessian(h[3],m,-H1,3]));
HF: =si npl i fy(Matri x|l nverse(Transpose(J)) . HV.
Mat ri xI nverse(J), synbolic);

[convert(H Q vector), Trace(HF)];
conbi ne(sinplify(%synbolic));

end proc:

Huomaa allistyttava yhdennakdoisyys edellisen ohjelmars&a.

L2.4 Derivaatat sylinteri- ja pallokoordinaatistoissa

Kokeillaan eo. Maple-ohjelmia sylinteri- ja pallokoordististoon. Aloitetaan vektorikentalla ja
sylinterikoordinaatistolla:

> wi t h(Li near Al gebra):
wi t h( Vect or Cal cul us):

Warning, the names &x, CrossProduct and DotProduct have feeund
Warning, the assigned names ‘<,> and ‘<|>' now have a glbbaling
Warning, these protected names have been redefined andesipdb *, +, ., D, Vector, diff, int, limit, series

> h: =<r*cos(phi), r+sin(phi),z>:
Dtransl(h,[r, phi,z]);

[%Gtﬁ (T‘, ¢7 Z) + GT (T‘, d)v Z) + T%GT (Tv ¢7 Z) + (%GZ (Tv d)v Z)) T

r

)

(&G (rn6.2))r— &Ga(r,6,2) g — LG (r,6,2) + Gy (1,6,2) + (£ Gy (r,6,2)) 7

1o}
) _G7‘ (7"7 ¢= Z) - EGZ (7“, ¢7 Z)?

r 0z )

[_

r

Siirrytéan sitten pallokoordinaatistoon:

> h:=<rhoxsin(theta)=*cos(phi), rhoxsin(theta)=*sin(phi),rhoxcos(theta)>:
Dtransl(h,[rho,theta, phi]);
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[s'm(e) P 355Gy (p,0,) + cos (0) Gg (p, 0, ) + 2 sin (0) Gy (p, 0, ¢) +sin (0) 25:Ga (p,0, ) + 25Gy (p,0,9)

p sin (6)
—a5Go (p,0,9) +sin (0) Gy (p,0,0) + cos () Gy (p, 6, §)
p sin (0) ’
— G (p,0,0) +5in (8) Gy (p.0,8) +5in (0) (G5 (0,0.6)) 0 LG (p.0,6) + Ca (0.0,0) + (£Ca (.0,9)) 2
p sin (6) ’ p

Tulokset ovat vAhemman sievassad muodossa ja ne sievejagkét verran. Jatketaan skalaa-
rikentalla. Ensin sylinterikoordinaatisto:

> wi t h(Li near Al gebra):
wi t h( Vect or Cal cul us):

Warning, the names &x, CrossProduct and DotProduct have fes®und
Warning, the assigned names ‘<,>' and ‘<|>' now have a glbbading
Warning, these protected names have been redefined andeaipt *, +, ., D, Vector, diff, int, limit, series

> h:=<r*cos(phi), r+sin(phi), z>:

Dtrans2(h,[r, phi,z]);

Hores) o %g(w,m(gg(r,qb,z))w(;—;g(r,¢,z))r2+(;—;g(r,qs,z))ﬂ}
7’_9 7‘7 7Z )
0z

0
HEQ (7", ¢7 Z) ’

r2

Ja sitten pallokoordinaatisto:

> h: =<rho=*si n(theta)*cos(phi), rhoxsin(theta)=*sin(phi), rhoxcos(theta)>:
Dtrans2(h,[rho,theta, phi]);

o 29(p.0,0) 559(p.0,9)
- 0 90 ¢
Hapy(m ), P )
1 o 82 82
2+ pPcos (20) (2 (afpg (p, 0, ¢)> p cos (20) + (8729 (p,9,¢)) p? cos (26) — (8729 (p79,¢)> I

2
0027

2

0 52 0
(P79,¢)*2 <7g(p797¢)>p72@g(p707¢)+ < 96

. 539(0.0.9)) c0s(20) = ((29(0.0.0) ) sin(26) )]
Tulokset ovat jalleen vAhemman sievassa muodossa.

Kootaan saadut tulokset sievennettyind yhteen. Ensintsylkoordinaatisto, jossa lokaalit
kantavektorit ovag,, e, jae, jaG = G,e, + Gye, + Ge,:

_Jg 10g dg
V= ar " * r@gb% * 0z

€.

1 oG, 10G, 0G,
F=- -
Ve rGer 8r+7’ 8¢+8z
10G, 0G 0G, 0G, 1 Gy 0G,
VXF—(; 96 ‘W)‘”(az - ar)e”F(G”TW_ a¢)ez
10 0? 102 0?
Af:__g+_g+_2_g _g

ror  Oor? r

2 922
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Nama operaattorien esitysmuodot ovat hyvin katevid, kusekgsa ovat aksiaalisymmetriset
kentat. Ja sitten pallokoordinaatisto, jonka lokaalittkaektorit ovak,, e, jae, jaG = G e, +
Ggeg + G¢e¢:

Vel %Gp+ 8;;” " pt;n0G9+%a(§;6 " PSilnea(;f
VxF= psi1n9 <COS(9G¢—|—SiH % — %—C;e) e,ﬁ-% (Shlw%_ip _Gd)_paa_cj;?) e
+% <G9+paa—i€—%) ey
2 2 2
A= %g_i+g—;og+ p2t2n0%+%%+ ;)25111126(‘2#;5g

Nama operaattorien muodot ovat puolestaan erityisen igtikun kyseessa ovat radiaalisym-
metriset kentat.

Huomautus. Todettakoon, ettd nama muunnoskaavat ja vastaavat kaavatlie muullekin
kayraviivaiselle koordinaatistolle ovat suoraan saatm&a Maple-ohjelmistoiect or Cal -
cul us-paketissa. Itse asiassa tassa paketissa voidaan mdaariteelivaltainen kayraviivai-
nen koordinaatisto ja laskea talle derivaattaoperaatormuunnoskaavat.
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KULMAT

L3.1 Kulmamuotokentta ja kulmapotentiaalli
R™:n vektorikentarF (p) = ||p||"p" vuomuotokentta&i{ — 1-muotokenttas)

qDF—ﬂux(p; ry,..., rn—l) = ||p||_n det(pTa ry,... 7rn—1)

kutsutaarkulmamuotokentaksnerkitaan®,,_,,q., ja sen integraali®™:n n — 1-ulotteisen mo-
niston M (tai reunallisen alueen) yli laajennetussa parametnssga sanotaaMm :n maaritta-
maksikulmaksiorigosta katsoen. (Jolloin oletetaan, ettd origo itseeiMdlssa.)

Koska yleisestid,, a,q. ON vektorikentarF(p) = ||p||"p' vuomuotokentta, jonka ulko-
derivaatta on divergenssNi e F tiheysmuotokentta, ja mainittu divergenssien0 (totea!),
Poincarén lemman nojalla kulmamuotokent&@lla ... On potentiaalll,,_,,q. (n — 2-muoto-
kenttd) tAhtiméaisissa alueissa, klsl.mamtentiaali(YIeistetyn) Stokesin lauseen nojalla silloin
n — 1-ulotteisen suunnistetun monist@dn1 maarittama kulma on

/(I)nangle = /d\pnangle :/\I]nangle-
M M

IM

Kulma siis voidaan laskea moniston reunan yli.

L3.2 Tasokulma

Nimitykset kaynevat selvaksi, kun katsotaan tuttua taboko tapausta = 2. Silloin

) . —9 T o l‘yl - xly
qDQ—angle(pa rl) - ||p|| det(p 7r1) - 1’2 + y2 ?
kun merkitaarp = (z,y) jar, = (z1,41)7, ts.
_y X
(I)Qfangle f— x2 + y2 dSL’ + x2 + y2 dy

Kyseessa on siis funktio{muotokentanjtan ulkoderivaatta tahtimaisessé alueessa, joka saa-
daan poistamall®?:sta positiivinenz-akseli ja origo, ks. Pykalan 2.5 esimerkki. Vaikkan
itse ei olekaan jatkuva positiivisella-akselilla—eika méaariteltykdan origossa—sen derivaat-
ta atan’ on jatkuva kaikkialla paitsi ei origossa. Integroida@f ... Yli suunnatun viivan

:r = vy(u) (u € U) (laajennetussa parametrisoinnissa). Liséoletuksenatti origo ei

106
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ole viivalla. Silloin
/q)g_angle = /atan’(’y(u))’y'(u) du:/diuatan('y(u))du.
i u u

Kyseessa on siis nettokulma, jonka viivaa liikkkuva pistgasta katsoen pyyhkii, positiivisena
positiiviseen kiertosuuntaan ja negatiivisena negatdgn kiertosuuntaan.

A ¢

/
AN

Huomaa, ettatan:n epéjatkuvuus ei haittaa, silléakselin yli siirryttaessétan:n arvo vahe-
nee2r:l1a&, mutta derivaatta on jatkuva. Mainittu tahtimaineanevoitaisiin myds korvata milla
tahansa alueella, jos&%:sta on poistettu origosta lahteva puolisuora maarittélEmtan so-
pivasti.

R2:n kulmapotentiaali on siis skalaaripotentiaali, oless§itiatan tai siita vakioita lisaamal-
l& saatava muu funktio. Reuna muodostuu pisteista ja ndtteék saadaan aina periaatteessa
yhteen/vahennyslaskuilla.

Esimerkki. Lasketaan vivanC : r — ~(u) = (ucos(cosu),usin(cosu)) (I < u < b)
maarittama kulma. Ks. kuva (Maple):

-2

Silloin

atan’(vy(u))vy (u) = —w (cos(cosu) + wusin(cos u) sin u)
wcos(cosu) , | : .
— e (sin(cosu) — wcos(sin u) sin u)

= —sinu
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ja nettokulma on
5

/(— sinw) du = cos 5 — cos 1 = —0.26 rad,
1
kuten pitaakin.

Huomautus. Kompleksimuuttujan funktioita tunteville tama tuoneeleg@e kompleksisen lo-
garitmin ja sen derivaatan.

L3.3 Avaruuskulma

R3:n kulmapotentiaali on Newtonin muotokentén

T

p
FP) =
vektoripotentiaalin tydmuotokentta §&_..,,.. OnF:n vuomuoto. Kyseessa oleva kulman kasite
on ns.avaruuskulmgengl. solid angle). Havainnollisesti pinnﬁ maarittama avaruuskulma
origosta katsottuna on sen origokeskisen yksikkopallomagm osan ala, joka peittaa tarkasti
é:n. (Ks. alla oleva kuva.) Mukaan on kuitenkin otettava nahslus, etté jokin pinnan osa
nakyy kahdesti tai useampaan kertaan. Lisaksi mukaanaptgtasitiivisina ne pinnan osat,
joiden normaali sovitussa suunnistuksessa osoittaagpmirigosta”, ja negatiivisina ne osat,
joiden normaali osoittaa "origoon pain”. Koko avaruudetaama avaruuskulma on ilmeisesti
47. Avaruuskulman yksikko osteradiaani(sterad).

MatemaattisestR?:n 2-ulotteisen monistor@ :r = y(u) (u € U) (suunnistettu pinta
laajennetussa parametrisoinnissa) maarittdma avarimiakarigosta katsoen on

OS) = / 5(u).8gf:) « W) 40 missa s(u) = X
u

oy R

Téssa oletetaan jalleen, etté origo ei Steséd. Huomaa, etié(u):n arvot ovat yksikkdpallon
22 +y? + 2% = 1 pinnalla. ToisaaltaP : r = 6(u) (u € U) ei (valttdmatta) ole parametrisoitu
monisto laajennetussa mielessakaan. Siina yksikkdppiforan osa voi olla mukana montakin
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kertaa, ehka vastakkaisiin suuntiin suunnistettunapuigm siitd miten monta kertaa vastaava
origosta lahteva puolisuora pinta® leikkaa ja missé suunnassa. Yleisesti kuitenﬁmoi-
daan ajatella suunnatuksi ratamonistoksi laajennetumsanetrisoinnissa. Origokeskisen yk-
sikkopallon pinnan yksikkonormaali pisteesia) on jokod(u)' (ulkonormaali) tai—d(u)"
(sis&dnormaali). Nain ollen

96 (u) y 06(u) _ n "aé(u) y 96 (u)

6U1 8uQ 6U1 8u2 6(11)’

missa merkki maaraytyy kulloisestakin suunnistukseatagdglleen

d6(u) 06(n) | [|96(u) 0d(u)
* 8u1 X 6UQ ==+ 8u1 X 6u2

d(u)

Maariteltyﬁ(g) on siis juuri havainnollisen ajatuksen antama avaruuséu(iMuista pinnan
ala volyymina.)
Etsitaan sitten yhteys kulmamuotokentt@&n ... Laskien todetaan (totea!), etta

dv(u)
05w 1 _oyw YWt TH
ou, |y(u)|| Ou [y (u)]?

dv(u)

08 (u) _ 1 0v(u) _7<u). Ous ~(u)
s |ly(w)] Ous [RICHIE '

Muistaen skalaarikolmitulon laskusééantéja todetaanleeie) etta

G00(w) 06(w)  ~y(w) _Oy(w)  Iv(u)
6U1 8u2 ||")’(ll)||3 6U1 6U2 ’

2(S) = [ B
S

Esimerkki. Pykélan 6.3 esimerkin tulosta kayttaen saadaan kebtgs = ||p||~3p' vektori-
potentiaaliU tahtimaisessa joukossa, joka saadaan poistamalla avastadokin puolisuora
—upp (v > 0) missdp, # 0, muodossa

d(u)

Nain ollen

Po X P

U(p) = :
() = TpoTTBT2 + (b o BT

kun asetetaap, = 0.* Vastaava kulmapotentiaali onmuotokentta

Po Xper

U3 angle(P;1) = U(p) o1 = .
¢ [pollllpl[* + (Po @ P)|[Pl

Suunr%tetun pinnag maarittama avaru%s]kulma saadaan Stokesin lauseen nojabgroi-
malla S:n vastaavasti suunnistetun reunghyli:

B ods — Po X P e ds.
0(s) = f Ulp)ed f ool TRl + (po e ) o~

4Tassa kaytetaan merkintdjen yksinkertaistamiseksi sanesikintaé pisteille ja vektoreille.
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Poistettu puolisuora voidaan valita "katsomissuunnalieistakkaiseen suuntaan osoittavaksi,
ts. pp on katsomissuunnassa.
Lasketaan malliksi, miss& avaruuskulmassa ellipsi

c p =~(u) = (cosu,2sinwu,2) (0<u<2m)
—tai vastaavasti mika tahansa suunnattu pinta, jonka resm@n—origosta nakyy. Valitaan

po = (0,0, 1). (Kuva: Maple.)

r3

1 X 0.5 !
1.5
2
Silloin
—2sinu —sinu
po X Y(u) = cos u ja ¥'(u)=| 2cosu
0 0

ja kysytty avaruuskulma én

2w

Q—/ 2du
) cos2u + 4sinu + 4 + 2vVcos2u + 4sin®u + 4

2

2du
= =~ 1.1 sterad.
/351n2u+5+2\/3sin2u+5

0

Mainitun ellipsin ulkopuolinen osa avaruutta nakyy tafi@rigosta katsoen avaruuskulmassa
41 — Q = 11.5 sterad. Huomaa miten poissuljettu puolisuora—tassa negatiivinakseli—
napparasti valitsee kumman naisté kahdesta avaruuskudnisiggraali laskee!

SKyseessa oleva integraali on ns. elliptinen integraati siki voi esittaa alkeisfunktioiden avulla. Numeerisesti
se on toki helppo laskettava.
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