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6 Formella sprak

Det ménskliga spraket ar ett komplext system av komponenter som ljud, skrivtecken,
ord, grammatik, satsmelodi med mera. Instruktionerna for en dator daremot formuleras
pa ett ganska enkelt sprak bestaende av ettor och nollor. Nér vi vill anvanda oss av
datorer for att behandla ménskligt sprak maste vi darfor forsoka hitta nagot "mellan-
sprak” som a ena sidan ar tillrackligt enkelt for att kunna 6versattas till maskinkod, och
4 andra sidan tillrdckligt komplext for att finga s manga aspekter av naturliga sprak
som mojligt. Sddana "mellansprak” kallas formella sprak. De ér glasklara exempel pa
matematiska modeller enligt den karakteriseringen som vi sag i forsta foreldsningen:
De maste nddvandigtvis vara abstrakta (och kan inte fanga in all komplexitet bakom
det ménskliga spraket); de maste vara formella (s& att de kan implementeras pa en
dator); och de bor vara anvandbara i praktiska tillimpningar.

I den hér delen av kursen kommer vi att héra om tva typer av formella sprak som
kallas reguljara sprak och kontextfria sprak. Bada typer av sprak kan beskrivas pa
flera olika satt.

I samband med reguljara sprak kommer vi att prata om finita automater och reguljiara
uttryck. Ett sétt att se pa automater &r att se dem som maskiner som avgor om ett visst
uttryck &r korrekt. Reguljara uttryck kan ses som nagon form av "minigrammatik” som
beskriver vilka uttryck ar korrekta. Vi kommer att se att finita automater och reguljara
uttryck ar ekvivalenta pa det séttet att ett uttryck accepteras av en finit automat om
och endast om det kan beskrivas genom ett reguljart uttryck. I vissa sammanhang ar
det mera praktiskt att anvdnda sig av automater, i andra sammanhang bor man féredra
reguljira uttryck.

Kontextfria sprak kan ocksa beskrivas genom (mera avancerade) automater; men
pa den har kursen kommer vi att fokusera pa deras beskrivning genom kontextfria
grammatiker. Vi kommer att se att dessa grammatiker 4r mera expressiva 4n bade
finita automater och reguljara uttryck i det avseende att de kan beskriva alla reguljara
sprak, men att det tvirtom finns kontextfria sprak som inte kan beskrivas genom varken
automater eller reguljira uttr

Vi borjar med att lite mera precist definiera vad vi menar med ett formellt sprak.



6.1 Grundlaggande begrepp

En striang &r en foljd av symboler tagna ur nagot alfabet. Ett exempel pa en strang ar
apa, som bestar av 2 symboler ur det svenska alfabetet, en av vilka (a) forekommer
tva ganger. Notera att man skiljer mellan symboler och deras férekomster.

Nér man skriver a kan man mena bade a som symbol och den strdng som bestar av en
enda symbol a.

Det ar inte vasentligt att alfabetet dr kopplat till ndgot naturligt sprak. Vi kommer att
prata mycket om strdngar dar symbolerna kommer fran mer eller mindre artificiella
alfabet som det binira alfabetet {0, 1}. Ett exempel pa en strang over detta alfabet dr
101. Det enda som é&r vasentligt ar att alfabetet 4r en méngd.

Ett viktigt specificalfall pa strangar 4r den tomma stringen, stringen som inte innehal-
ler nagra symboler alls. Den tomma strédngen skrivs A (Grekiskans lambda; i Eriksson
och Gavel) eller ¢ (Grekiskans epsilon; i de flesta andra bockerna).

Méngden av alla strédngar over ett alfabet ¥ betecknas med X*. Ett exempel:

{a,b}* = {A,a,b,aa,bb,ab,ba,...}

Vi kommer att anvdnda variabler som u, v, w, x, y,z for strangar.

En ny string kan bildas genom sammanséttning av tva andra strdngar. Sammansétt-
ning av 01 och 001 till exempel ger 01001. Om x och y betecknar strangar, sa skriver
vi x - y eller oftast bara xy for att beteckna sammanséattningen av x och y. Notera att
xy inte nodvandigtvis &r samma sak som yx.

Langden hos en stréang u skrivs som |u|. Ldingden kan definieras rekursivt:

0 omu=A>A
lu| =

1+|v|] om u &r pa formen av

Nér man sager att ”u ar pa formen ay” menar man att u ar en strdng som dr sammansatt
av en enda symbol a och en annan strang v.

Ett sprak modelleras som en méngd av stringar, vilka kallas for ord. Ett exempel pa ett
sprak ar {Per,Pia,P&1}. Detta sprak bestar av tre stringar 6ver det svenska alfabetet;
dessa tre strangar ar sprakens ord. Ett mera komplicerat exempel &r det sa kallade
kopispraket:

{ww| we{ab}}

Fraga: Kan du forklara hur orden i detta sprak ser ut?

Orden i kopispraket bestar av alla strangar 6ver alfabetet {a,b} dar den ena
halvan ar en exakt kopia av den andra halvan.




Néar vi anviander uttrycket ”sprdk” menar vi oftast att det finns en grammatik eller
ndgon annan specifikation som anger vilka stridngar ingar i spraket och vilka inte gor
det.



7 Reguljira sprak

7.1 Finita automater

Det dr 1980. Ni jobbar pa ett féretag som séljer ett ordbehandlingsprogram vid namnet
SuperWord. En dag kommer chefen in med en lysande idé for hur man kan gora den
ndsta versionen av SuperWord dnnu mera attraktiv: Lagg till en stavningskontroll! Den
ska ga genom en text som anvandaren har skrivit och for varje ord i texten antingen
acceptera det eller refusera det som felstavat.

Fraga: Hur ska ni g tillvidga for att implementera stavningskontrollen?

Ett satt att implementera stavningskontrollen dr att samla ihop en lista med ord i
svenskan och lata datorn acceptera alla ord som finns med i listan och refusera alla
andra. Ordformer, ndrmare sagt, for i svenskan kan ord som substantiv, verb och adjektiv
bojas enligt vissa regler — ordet apa till exempel har atta olika former: apa, apas, apan,
apans, apor, apors, aporna, apornas. Man kan tinka sig att listan kommer att bli valdigt
l1ang. Ett annat skl till att 16sningen med en lista &r otillfredsstéllande 4r att den inte
fangar den mycket systematiska uppbyggnaden av svenska ordformer. Ord som flicka,
docka och klocka foljer ju precis samma monster nar det géller formbildningen.

7.1.1 Terminologi

Ett battre sitt att implementera en stavningskontroll dr att anvénda finita automater.
En finit automat for ordformerna hos apa finns i Figur 1. Figuren visar en riktad graf.
Noderna i denna graf kallas tillstand och bagarna kallas 6vergangar.

O=0
kallas a-6vergang. Det finns ett starttillstand (tillstand s, i diagrammet) och noll eller
flera accepterande tillstand (i diagrammet markerade genom en extra ring).

En 6vergang

Automaten accepterar en string om denna leder till ett accepterande tillstand, givet
att man borjar i starttillstdndet. Automaten i diagrammet accepterar till exempel
teckenfoljden apas eftersom man kan borja i tillstand s, ta a-6vergangen till s;, ta
p-Overgangen till s,, ta a-6vergangen till s; och avsluta med s-6vergangen till s, som
ar ett accepterande tillstand. Den accepterar dven apa, men daremot inte ap.



:
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Figur 1: En finit automat som beskriver ordformerna hos apa.

Mingden av alla stridngar som accepteras av automaten kallas fér automatens sprak.
Om M betecknar en finit automat skriver man L(M) for det av M accepterade spraket.
Var automat till exempel accepterar spraket

{apa, apas, apan, apans, apor, apors, aporna, apornas}

Men pa vilket sétt &r finita automater battre dn listor pa ordformer?

Fraga: Hur maste ni modifiera automaten sa att den &ven accepterar alla ordfor-
mer hos ordet lista?

Man maste utvidga automaten sa att teckenféljden 1ist leder en fran starttill-
standet s, till tillstandet s,:

JOROROF

Resten av automaten kan forbli som den ér, eftersom ordformerna hos lista bildas
pa precis samma sétt som ordformerna hos apa. Man kan se att om man lagger
till ménga ord av samma slag (flicka, docka, klocka) sa ger en finit automat en
mycket mera kompakt beskrivning av ordformerna dn en explicit lista.

Var automat for apa accepterar ett finit sprak, men det finns dven automater som
accepterar oandligt stora sprak.
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Figur 2: En annan finit automat som beskriver ordformerna hos apa.

Fraga: Kan du konstruera en automat som accepterar foljande sprak:

{ab---ab| n> 0}
~—

n génger
Har ar ett exempel:

b

start —

7.1.2 A-Overgangar

I var automat for ordformerna hos ordet apa motsvarar varje 6vergang en symbol.
Ibland vill man ocksa tilldta en annan form av 6vergéngar som kallas for A-overgangar.
Sadana 6vergangar far man ta utan att lasa nadgon symbol i stringen. En alternativ
version av var automat for apa som har A-6vergdngar visas i Figur 2.

Fraga: Kan du forklara varfor den nya automaten accepterar strangen apa?

Strangen leder till det accepterande tillstdndet sg: Man borjar i starttillstandet s,.
Sedan laser man de forsta tre symbolerna apa for att komma till tillstandet s;. Nu
har man last alla symboler i strdngen; men s, ar inget accepterande tillstandet.
For att komma till det accepterande tillstdndet sg foljer man tva A-Gvergangar:
fran s, till s, och fran s, till sg.




I en automat med A-6vergdngar finns det inte nédvandigtvis en entydig vag fran
starttillstandet. Detta ser man i exemplet nedan:

a A
start — °
A a

Fraga: Vilket sprak accepteras av denna automat?

Spréaket som accepteras ar {a}, men for stringen a finns det tva vigar genom
grafen: Antingen gar man den 6vre vagen (s,—s;—s3) eller den undre vagen (sy—s,—
S3).

A-overgangar gor inte finita automater mera uttrycksfulla pa négot sétt. For varje finit
automat med A-6vergédngar kan man konstruera en ny finit automat utan A-6vergangar
sddan att den nya automaten accepterar samma sprak som den gamla.

7.2 Reguljara uttryck

Fran kursen Introduktion till datatektik for sprakvetare kdnner ni igen reguljira uttryck.
Dessa kan man anvinda i program som grep for att soka efter ett visst monster i en
textfil.

Fraga: Vilket monster matchar den féljande regexpen:
(11213141516171819)(01112]13/41516171819)*

Regexpen matchar alla stringar 6ver alfabetet {0, ...,9} som representerar positi-
va naturliga tal. Dessa bestar av en siffra 1-9, foljd av godtyckligt manga (kanske
inga!) siffror 0-9. Notera att stringen 0 matchas inte av den hér regexpen.

I det hér avsnittet kommer vi att behandla reguljara uttryck lite mera formellt. De
uttrycken som vi behandlar ar en nagorlunda férenklad version av de regexpar som
anvénds i t. ex. grep; detta eftersom vi vill inte ha det alltfor svart. De flesta reguljira
uttryck som anvénds i praktiken kan fas som kombinationer av de enkla reguljéra
uttryck som vi behandlar har.



7.2.1 Syntax for reguljara uttryck

Vi borjar med att definiera vad vi menar med ett reguljart uttryck:

1. Den tomma strdngen A ar ett reguljart uttryck.

N

. Varje enskild symbol i alfabetet A ar ett reguljért uttryck.

w

. Om R, och R, ar reguljéra uttryck ar dven (R; + R,) ett reguljart uttryck.

N

. Om R, och R, ar reguljéra uttryck ar dven (R, - R,) ett reguljart uttryck.

5. Om R ar ett reguljart uttryck ar &ven R* ett reguljart uttryck.

Onodiga parenteser kan uteldmnas.

Fraga: Denna definition ar ett exempel pa en rekursiv definition. Vad ar basfallen?

De forsta tva fallen ar basfallen.

7.2.2 Tva operationer pa sprak

Precis som ett uttryck som (2 + 3) - 4 star for ett tal star varje reguljart uttryck for
ett sprak, dvs. en méingd av strangar over ett visst alfabet. For att forklara hur detta
fungerar behover vi tva operationer pa sprak: sammanséittning av sprak och den sa
kallade Kleenestjarnan.

7.2.3 Sammansittning av sprak

Sammanséttningen av tva sprak L; och L, bestar av alla ord som kan bildas genom att
satta ihop ett ord ur L, och ett ord ur L,. Sammanséttningen av L; och L, skrivs L; - L,
eller ibland bara L,L,. Med hjélp av méngdbyggaren kan vi definiera:

Detta ska uttydas: "L, - L, 4r mingden av alla stringar pa formen w,w, saddana att
w, € L ochw, € L,.”

Fraga: Vad ar {auto,flyg} - {mat,pilot}?
{auto,flyg} - {mat,pilot} = {automat,autopilot,flygmat,flygpilot}




7.2.4 Kleenestjirnan

Kleenestjiarnan av ett sprak L, som skrivs L*, bestar av den tomma strédngen och alla
sammansattningar pa formen w, ---w,, diar n > 0 och alla delstrangar w; kommer
fran L. Mera formellt kan Kleenestjdrnan definieras enligt foljande. Forst definierar
man en foljd av sprak L,,:

I = {{A} omn=20

{w|velL,,,wel} omn>0

Fraga: Vad ar L,?
Li={vw]|velL,wel}={vw|ve{A}l,wel}={Aw|wel}=L

Sedan definierar man
I:>'< == LOUL1UL2U"‘

Fraga: Vad &r {0, 1}*? Kan du ange ett sprak L sa att L* bestar av ett enda element?

Méngden {0, 1}* 4r médngden av alla strdngar 6ver det binira alfabetet {0, 1},
inklusive den tomma stréngen A. De enda spraken L for vilka L* bestar av ett
enda element dr L = () och L* = {A} — det senare eftersom {1}, = {1} for alla
n > 0. Sa fort L innehaller nagon strang utéver A ar L* infinit.

7.2.5 Semantik for reguljara uttryck

Nu kan vi séga vilket sprak som beskrivs av ett reguljért uttryck. Givet ett reguljért
uttryck R skriver vi L(R) for det sprak som R beskriver. Definitionen av L(R) foljer den
rekursiva definitionen av R:

L(A) ={A}
L(a) = {a}
L(R; +Ry) = L(R)UL(R,)
L(R;-R,) = L(R;)- L(R,)
L(R)=L(R)



Fraga: Vilket sprak beskriver det reguljara uttrycket (O + 1)* - 1? Rakna!

Detta uttryck beskriver alla strangar 6ver det binéra alfabetet som slutar pa 1:

L0+ 1)+ 1) = L((0 + 1)) - L(1)
= L0+ 1) {1}
=(L(0)UL(1)) - {1}
={oruf{1h)-{1}
={0,1}"- {1}

7.3 Reguljira uttryck och finita automater

Reguljéra uttryck och finita automater ar tva satt att karakterisera formella sprak. En
typisk matematisk friga 4r da: Finns det sprdk som bara kan karakteriseras pa det ena
séttet, men inte pa det andra? Svaret pa denna fraga ar "nej”: Reguljara uttryck och
finita automater ar ekvivalenta pa det sattet att varje sprak som kan beskrivas med
hjélp av ett reguljart uttryck kan ocksa beskrivas genom en finit automat, och vice versa.
Reguljira uttryck och finita automater beskriver alltsd exakt samma typ av sprak. Dessa
sprak kallas for reguljara sprak. De har viktiga tillampningar inom sprakteknologin.
Vi har redan sett en tillimpning inom morfologin, men de ar ocksa véldigt viktiga i
samband med informationssokning, question answering m.fl.

I det hér avsnittet kommer vi att bevisa att varje sprak som kan beskrivas med hjalp av
ett reguljart uttryck kan ocksa beskrivas genom en finit automat. Den andra riktningen
tar vi inte upp har i kursen.

Hur kan vi bevisa att varje sprak som kan karakteriseras genom ett reguljart uttryck
kan ocksé beskrivas genom en finit automat? Grundtaken 4r denna: For varje reguljirt
uttryck ska vi bygga en finit automat som accepterar precis det spraket som uttrycket
representerar.

Det finns odndligt manga reguljara uttryck — men de har en rekursiv definition! Vart
bevis kommer att vara en induktionsbevis som foljer denna rekursiva definition. Nar
man ser pa den rekursiva definitionen av reguljira uttryck ser man att det finns tva
basfall och tre rekursiva fall. For basfallen kommer vi att bygga valdigt enkla automater.
I de rekursiva fallen kommer vi sedan att anta att vi redan byggt automater for mindre
reguljara uttryck och kombinerar dem till en automat for det komplexa uttrycket.

D4 sétter vi igdng!

Fall 1: A | Vi bygger en automat som accepterar spraket {A}. Vi tar:
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start —

Notera att denna automat har precis ett starttillstand och ett accepterande tillstand. I
hela det hir beviset kommer vi bara bygga automater med denna egenskap.

Fraga: Kan du komma pé en enklare automat som accepterar {A}?

Man kan ta automaten som bestar av ett enda tillstdnd (som samtidigt &r starttill-
stand och accepterande tillstand) och inte har nagra 6vergéangar alls.

Fall 2: a | Vi bygger en automat som accepterar spraket {a}. Vi tar:

a
start —>©—>®

Notera att &ven denna automat har precis ett starttillstand och ett accepterande tillstand.

Fall 2: R, +R, | Vi bygger en automat som accepterar spraket L(R;) U L(R,). Lat

oss anta att vi redan har byggt en automat M; som accepterar spraket L(R;) och en
automat M, som accepterar spraket L(R,). Var nya automat baserar pa M; och M,.
Lat s;, beteckna starttillstandet i M; och lat s;; beteckna det accepterande tillstandet
i M. Lat pa samma sétt s,, och s,; beteckna starttillstandet och det accepterande
tillstandet i M,. I den nya automaten kommer alla fyra tillstdnd vara helt vanliga
tillstand, dvs. inte starttillstdnd eller accepterande tillstand. Istéllet ldgger vi till tva nya
tillstand s, och s, varav s, blir det nya starttillstandet och s; blir det nya accepterande
tillstandet. Sedan lagger vi till fyra stycken A-Overgangar: en fran s, till s, en fran s,
till 5,4, en fran s, till s; och en fran s,, till s,. Schematiskt ser alltsd den nya automaten

ut sa har:
A A
start —( So
A A
=== Sa1

Hur kan vi se att denna automat accepterar spraket L(R;) U L(R,)? For att automaten
ska acceptera en string maste det finnas en vandring i 6vergangsgrafen som borjar i
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starttillstandet och slutar i det accepterande tillstindet. Det finns tva sorters sddana
vandringar: de som gar genom automaten M, och de som gar genom automaten M,.
Eftersom vi har antagit att spraket som accepteras av M, &r spraket L(R;) vet vi att
varje vandring som gar genom M, ar en accepterande vandring for ett ord i L(R,). Pa
samma sétt ar varje vandring som gar genom M, en accepterande vandring for ett ord
i L(R,). Vi drar slutsatsen att varje accepterande vandring genom den nya automaten
ar en accepterande vandring for antingen ett ord ur L(R,) eller ett ord ur L(R,). Alltsa
ar varje accepterande vandring genom automaten en accepterande vandring for ett
ord ur L(R;) U L(R,).

Fall 4: R, - R, | Vi bygger en automat som accepterar spraket L(R;) - L(R,). Pa samma

sitt som i forra fallet antar vi att vi redan har byggt en automat M; som accepterar
spraket L(R;) och en automat M, som accepterar spraket L(R,). Lat sy, S11, Spo Och $5;
vara definierade som i forra fallet, och lat s, och s; vara nya tillstdnd som i forra fallet.
Var nya automat ska set ut sa har:

On ORO OO
start — P === S11 > Soo -=-=) |

P4 samma satt som i forra fallet kan vi argumentera att varje accepterande vandring
genom den nya automaten &r en accepterande vandring for ett ord i spraket L(R;)-L(R,)
och att varje accepterande vandring for detta sprak kan fas.

Fall 5: R* | Vi bygger en automat som accepterar spraket L(R)*. Lat oss anta att vi
redan har byggt en automat M som accepterar spraket L(R). Var nya automat bor se ut
sa har:

Med detta kan vi avsluta beviset.

7.4 Lasning och ovningar

Eriksson och Gavel, kapitel 9 féorutom 9.2.2.
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Figur 3: Ett frasstrukturtrad.

8 Kontextfria sprak

Den syntaktiska strukturen hos en sats kan beskrivas genom frasstrukturtrad. Ett
exempel visas i Figur 3. Loven i ett frasstrukturtrdd representerar ord sasom dlskar
och texter; 16vens fordldrarnoder representerar ordklasser sdsom verbal basform (VB)
och substantiv (NN); de ovriga noderna representerar fraser. I exemplet representerar
noden med symbolen S den fullstindiga satsen Studenter dlskar matematiska texter.
Denna sats bestar av tva delar, en nominalfras (NP) (som innehéller satsens subjekt
Studenter) och en verbalfras (VP). Verbalfrasen forgrenar sig ytterligare i en verbal
basform och en nominalfras (som innehaller satsens objekt matematiska texter).

Frasstruktur och den underliggande synen pa syntaktisk struktur behandlas mer utforligt
i mer lingvistiska kurser. I den héir kursen ligger fokus pa de formella aspekterna av
frasstrukturgrammatiker.

8.1 Kontextfria grammatiker

Nar man tar en frasstrukturgrammatik och skalar bort alla lingvistiska intuitioner och
metaforer fir man en form av grammatik som kallas for kontextfri grammatik.

8.1.1 Grundliaggande begrepp

Har ar ett exempel pé hur reglerna i en enkel kontextfri grammatik kan se ut:

S—>A S — aShb

I en kontextfri grammatik forekommer tva sorters symboler (férutom den speciella
symbolen — som anviands ndr man skriver ner reglerna):

¢ icketerminala symboler eller icketerminaler och
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e terminala symboler eller terminaler

Icketerminaler brukar anges med versaler, terminaler brukar anges med gemener. I var
exempelgrammatik finns bara en enda icketerminal (S), men tva terminaler (a och
b). Nar man anvéinder kontextfria grammatiker som frasstrukturgrammatiker anvinds
terminaler for att representera orden i en mening, medan icketerminala symboler
anvands for att representera ordklasser (sasom verbal basform och substantiv) fraser
(sdsom nominalfras och verbalfras).

Varje kontextfri grammatik innehaller en speciell icketerminal som kallas startsymbol.
Det finns en konvention att alltid beteckna denna startsymbol med S, och denna
konvention foljer vi &ven i den héar kursen.

Varje regel i en kontextfri grammatik dr pa formen A — a, dar A &r en enskild icketermi-
nal symbol och a ar en string bestdende av icketerminaler och terminaler. Observera
att stringen a kan ocksa vara den tomma strdngen, som i regeln S — A ovan.

Reglerna anvidnds som omskrivningsregler, pa foljande satt. Man borjar med gram-
matikens startsymbol. S& ldnge man har en strdng 8 som innehaller &tminstone en
icketerminal symbol A véiljer man en regel som har A som véanstersida och ersitter
nagon forekomst av Ai 3 genom den valda regelns hogersida. Till slut kommer man
da till en strang som bara innehéller terminala symboler. Mangden av alla strangar
som man kan hérleda pa detta sétt kallas for grammatikens sprak. Om G betecknar en
kontextfri grammatik skriver vi L(G) for att beteckna G:s sprak.

Det finns tva sitt att se pa en kontextfri grammatik: Man kan se den som en modell for
att producera ett sprak och som en modell for att beskriva ett sprak.

Fraga: Vilket sprak beskriver exempelgrammatiken?

Spraket {a"b™ | n > 0}, som bestar av strangar med jamn ldngd vars forsta halva
bestar av bara a:s och vars andra halva bestér av bara b:s.

Under foreldasningen har vi pratat om det sa kallade kopispraket {ww | w € {a,b}*}.
Detta sprak bestar av alla striangar 6ver alfabetet {a, b} som kan delas i tva delstrdngar
sdsom att den andra delstrdngen ar en exakt kopia pa den forsta delstrdngen. Ett
sprik som tillsynes dr ganska likt kopispraket dr det inverterade kopispraket eller
palindromspraket

{ww? | we {a,b*}}.

Notationen w® stér for strdngen som man fir genom att vinda pa stringen w (eng.
revert). Det inverterade kopispréket bestér alltsa av alla strangar 6ver alfabetet {a, b}
som kan delas i tva delstrangar sdsom att den andra delstrdngen dr en omvénd kopia pa
den forsta delstrangen. Sddana striangar kallas &ven for palindrom: man far ut samma
strdng om man laser fran vénster eller fran hoger.
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Fraga: Kan du ange négra ord som ingar i det inverterade kopispraket? Kan du
ange en kontextfri grammatik som genererar det inverterade kopispréiket?

Nagra exempel dr A, aa, bb, abba, baab. En grammatik som genererar det
inverterade kopispraket har produktionerna S - A, S - aSa, S - bSb.

Kopispraket och palindromspréket dr relevanta nar man modellerar bisatser i sprak
som tyska och holldndska.

8.1.2 Parsetrad

Ett sétt att beskriva en héarledning i en kontextfri grammatik &r att rita ett parsetrad.
Hér &r tre exempel pa parsetrad for exempelgrammatiken:

S

e
N

b

AN

b a

NS
> — W
> —n

Parsetrdd ar rotade trad vars noder dr markerade med icketerminaler och terminaler.
Rotnoden ér alltid markerad med startsymbolen. Varje gang man i en hirledning
anvéander en regel pa formen A — x; ---x,, for att skriva om en icketerminal A till
en foljd av symboler x,,...,x,, gor man en forgrening i parsetrddet och skriver ner
X1,...,X, som barn till noden som representerar A. I specialfallet dar A skrivs om till
den tomma stringen far A ett enda barn som 4r markerad med A.

Fraga: Om man har ritat ett parsetrdd for en harledning av en strdng med n
symboler, hur ménga 16v har da tradet?

Tradet har da atminstone n 16v. Det kan ha fler &n n 16v, eftersom nagra av 16ven
kan vara markerade med den tomma strangen.
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8.2 Sprakhierarkier

Vi ska avrunda denna del av kursen med att titta ndrmare pa relationen mellan reguljara
och kontextfria sprak. Vi ska se att alla reguljara sprak kan beskrivas med hjélp av
kontextfria grammatiker, men att det finns kontextfria sprak som inte ar reguljira, dvs.
kan beskrivas varken med finita automater eller med reguljara uttryck.

8.2.1 Varje reguljirt sprak ar ett kontextfritt sprak

Vi borjar med att visa att varje reguljirt sprak ocksa ar ett kontextfritt sprak. Ett sprak
ar ju reguljart om och endast om det accepteras av en finit automat av det slaget som
vi sett i avsnitt 3.1. For att visa att varje reguljart sprak ar ett kontextfritt sprak visar vi
hur man for en godtycklig finit automat kan konstruera en kontextfri grammatik som
accepterar exakt samma sprak som automaten.

Icketerminalerna i grammatiken ar automatens tillstdnd. Startsymbolen ar automatens
starttillstdnd. Reglerna i grammatiken &r enligt f6ljande: For varje a-6vergang fran ett
tillstdnd s till ett tillstdnd s’ i automaten légger vi till en regel s — as’ till grammatiken.
For varje accepterande tillstand s 1dgger vi till en regel s — A. Intuitionen &r att varje
gang att automaten gor en a-6vergang fran s till s’ sd anvinder grammatiken regeln
s — as’, och vice versa.

Fraga: Hur ser grammatiken ut for apa-automaten fran Figur 1? Kan du ange
parsetrddet for apa enligt denna grammatik?

Grammatiken har 9 icketerminaler, s,...,sg. Startsymbolen ar s,. Reglerna i
grammatiken ser ut sa hér:

So > as; S1 7 Ps2 Sp 7 asg
Sy — 0Sg S3 —> 88, S3 — NSg
S5 — S, Sg = ISy, S; — 88,4
S; — NSg Sg — ass S3—= A
S, — A S5 = A s; = A

Parsetradet for apa ar:
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N
A

a sg
|

8.2.2 Det finns kontextfria sprak som inte ar reguljara sprak

Vi ska nu titta pa ett sprak som ar kontextfritt men inte reguljart. Vi har redan sett detta
sprak: {a"b" | n > 0}, det vill siga mangden av alla strdngar pa formen

a---ab---b
S~
nggr nggr

Lat oss kalla detta sprak for a"b".
Notera att vi hade ett ganska liknande sprak i ett tidigare exempel: {(ab)" | n > 0},

dvs. médngden av alla strangar pa formen

ab---ab
——
n ggr

For detta sprak konstruerade vi en finit automat, men detta ar inte mojligt for det nya
spraket a"b". Hur kan man bevisa detta?

8.2.3 Pumpning

Vi kommer att anvdnda en matematisk princip som kallas Postfacksprincipen:

Om man har fler brev 4n postfack, och om man ldgger varje brev i ndgot av
postfacken, kommer nagot postfack att innehalla minst tva brev.

Vi illustrerar denna princip genom ett bevis av foljande pastdende.
Pastaende: Det finns minst tva Uppsalabor som har precis lika manga har pa huvudet.

Bevis: Det finns lite mer &n 200.000 invanare i Uppsala kommun. Varje manniska har
mindre &n 200.000 hér pa huvudet (enligt Wikipedia). Det finns alltsd minst ett mojligt
antal har som delas av minst tva Uppsalabor.
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Fraga: Vad ar "breven” och vad &r ”postfacken” i detta exempel?

"Breven” dr Uppsalaborna, ”postfacken” ar mojliga antal har.

Lat oss tdnka pa hur en finit automat accepterar en strang z. (I det foljande kommer vi
att anta att automaten inte innehaller ndgra A-6vergdngar. Om man har en automat
med A-Overgdngar méste man forst ta bort dem.)

Automaten borjar i starttillstdndet. Varje gang den liser en symbol i z gar den 6ver
till ndgot annat tillstdnd. Vi kan skriva ner alla tillstind som automaten besoker for z.
Om g bestar av n symboler sa har denna tillstandssekvens ldngd n + 1: Den bestar av
starttillstandet och ett ytterligare tillstand for varje symbol i strangen.

Nu anvander vi Postfacksprincipen: Om z bestar av minst lika manga symboler som det
finns tillstdnd i automaten kommer nagot tillstdnd att besokas minst tva ganger nir
automaten processar 2.

Fraga: Vad innebér detta for automatens struktur?

Om en finit automat accepterar en strdng genom en vandring som beséker samma
tillstand minst tva ganger sa maste det finnas en cykel i automatens grafdiagram.

Antag att |z| > p, dar p &r antalet tillstand i automaten. Da maste det finnas en cykel
i automaten. Vi kan da dela in z i tre delar u, v, w sa att v ar den del som automaten
processar nér den vandrar pa cykeln och u och v dr de delarna som automaten processar
innan och efter den hamnar pé cykeln. Schematiskt ser detta ut sa hér:

Vv
I’
1

w
u w
(OO0

Notera att, eftersom automaten inte gor A-6vergdngar maste delstrdngen v bestd av
minst en symbol.

Antag nu att vi skir bort v fran z och darigenom bildar en ny strang z, = uw. Denna
strang kommer ocksa att accepteras av automaten, eftersom det finns en accepterande
vandring i grafen som ser ut precis som den vi hade for z, bara att den skippar cykeln
som processar symbolerna i v.

Antag nu att vi klistra in en kopia pa v, direkt efter den forsta forekomsten av v, och
déarigenom bildar en ny strdng 2z, = uvvw. Man sager att man har "pumpat upp” z.
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Aven stringen z, kommer att accepteras av automaten, genom en vandring som gar
genom cykeln tva ganger istdllet for bara en gang.

Mera allmént ser man da att varje string z; pd formen uv'w dir i > 0 kommer att
accepteras av automaten.

8.2.4 Tillimpning pa spraket a"b"

Hittills har vi pratat om godtyckliga stringar z. Vi har argumenterat att, om z accepteras
av automaten och bara é&r tillrdckligt lang, s kan den delas upp i tre delar u, v, w sd att
v # A och varje string z; = uv'w (i > 0) ocksa accepteras av automaten.

Lat oss nu anta att z dr av den formen som orden i a"b" har, och att det finns en
automat M som accepterar den. Lat p vara antalet tillstdnd i M och lat

z = abk s att 2k > p

Som ett konkret exempel kan vi anta att z = a'°b'° och att p = 20:

10 ggr 10 ggr
7 = aabb

Eftersom |z| > p accepteras den genom en vandring som foljer en cykel. Detta innebér
att vi kan dela upp z pa det sittet som vi beskrivit: z = uvw. Lat oss fundera pa hur
strangen v kan se ut. Det finns tre fall:

1. Strangen v innehaller bara as. Till exempel skulle vi kunna ha:

2 ggr 6 ggr 2ggr 10 ggr

—

g = a...aa...aa...ab...b
—_—— —— —————

u v w

2. Stréangen v innehaller bara bs. Till exempel:

10ggr 2ggr 6ggr 2 ggr
— "
—_

u \4 w

3. Stréngen v innehaller nagra as f6ljd av ndgra bs. Till exempel:

6 ggr 4 ggr 4ggr  6ggr
— A =
z = a---aa--rab:---bb---b
S~

u \4 w

Vi har redan argumenterat att vi far “pumpa upp” strdngen z och bildar en ny strang
2, = uvvw sasom att denna strdng ocksa accepteras av M. Vi kan notera det foljande:
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1. Om v innehaéller bara as innehéller den nya strangen z, fler as 4n bs. I exemplet

har vi:
2 ggr 6 ggr 6 ggr 2ggr 10 ggr
— "

gz = a...aa...aa...aa...ab...b
R e e e
u v v w
Nu finns det alltsa 16 forekomster av a, men bara 10 forekomster av b.

2. Om v innehaller bara bs innehéller den nya strédngen 2, fler bs &n bs. I exemplet:

10ggr 2ggr  6ggr 6 ggr 2 ggr
—
2 = a---ab--bb--bb---bb---b
—
u v v w
Nu finns det 10 forekomster av a, men 16 forekomster av b.

3. Om v innehéller nagra as foljd av nagra bs innehaller den nya strangen 2, fler
dn en a-region och fler 4n en b-region:

6 ggr 4 ggr 4 ggr 4 ggr 4 ggr 6 ggr
— = A== A

7 = aaaabbaabbbb
S~ ~— ™~ ~— S~—~—

u v v w

I varje fall kan vi dra slutsatsen att den nya strdngen g, inte ir pa den formen som
strangar i spraket a"b" har. Men vi vet att den nya stridngen ocksd accepteras av
automaten! Det vill séga: Varje automat som accepterar strangar pa den formen som
strdngarna i spraket a"b" har accepterar ocksa stranger som inte dr pa den formen.
Detta betyder att det kan inte finnas ndgon automat som accepterar precis de stringarna
i spraket a"b". Alltsé dr detta sprak inte reguljart.

8.3 Lasning

Detta material. (Kontextfria sprak och pumpargument tas inte upp i boken.)
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