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1 Einführung 
1.1 Begriffe 
 
Demografie (Demometrie):   Quantitatives Studium der menschlichen Bevölkerung und 
ihrer Veränderungen. Untersuchungsgegenstand  ist vor allem: 
• die zahlenmäßige Entwicklung der Bevölkerung 
• die Verteilung der Bevölkerung nach verschiedenen Merkmalen (z.B. Raum, Alter, 

Geschlecht) 
• die Bevölkerungsbewegungen (Geburten, Todesfälle und Wanderungen) 
• die Interaktionen zwischen Bevölkerungszahl bzw. –struktur und den Bevölkerungs-

bewegungen 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
1.2 Entwicklung der Demografie und der Bevölkerungsstatistik 
 
Politische Arithmetik 
-John Graunt (1620-1674): Bills of Mortality (1662) 
-Johann Peter Süßmilch (1707-1767): Die göttliche Ordnung in den Veränderungen des 
menschlichen Geschlechts, aus der Geburt, dem Tode und der Fortpflanzung desselben 
erwiesen (1741) 

Deutsche Universitätsstatistik 
-Gottfried Achenwall (1719-1772) 
 
Populationisten 
-Merkantilismus 
-E. Boserup (1981) 
-J. Simon (1981) 
Malthusianer (Neomalthusianer) 
T.R. Malthus (1766-1834): Essays on the Principle of Population (1798) 
(Nahrungsmittel: arithmetische Progression; Bevölkerung: geometrische Progression) 
-Club of Rome 
 

Bevölkerung 
• Zahl 
• Struktur 

Fruchtbarkeit 
(Fertilität) 

Sterblichkeit 
(Mortalität) 

Wanderungen 
(Migration) 

Umwelt 
• wirtschaftlich 
• betriebswirtschaftlich 
• sozial 
• politisch 
• geographisch 
• naturwissenschaftlich 
• historisch 
•biologisch

Demographie Substanzwissenschaften 

Bevölkerungslehre
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Theorie der optimalen Bevölkerung 
 
J. S. Mill (1806-1873) 
E. Cannan und W. Wicksell 
 
Produktionsfunktion: ( )Y Y P=  

wächst zuerst mit steigenden, dann mit sinkenden Grenzerträgen dY
dP

, wobei Y das 

Sozialprodukt  (Volkseinkommen, Wohlstand) und P die Bevölkerungszahl ist. Das 
Prokopfeinkommen 

( )( ) Y Py P
P

=  

erreicht sein Maximum (Bevölkerungsoptimum), falls der Durchschnittsertrag dem Grenz-
ertrag entspricht, da 

2

( ) ( )( )
dY PP Y Pdy P dP

dP P

⋅ −
= . 

 
Im Maximum des Durchschnittsertrages entspricht der Grenzertrag dem Durchschnittsertrag: 

2

( ) ( )
0

dY PP Y P
dP

P

⋅ −
=  bzw. ( ) ( )dy P Y P

dP P
= . 

 

Das maximale Sozialprodukt dagegen ist erreicht, wenn der Grenzertrag 0dY
dP

= . Eine 

Vermehrung der Bevölkerung würde nicht nur zu einer Verringerung des 
Prokopfeinkommens, sondern auch zu einer des Sozialproduktes führen. 
 
Der Überschuss 

0

( )Ü dY P E P
π

= − ⋅∫  

ist der Teil des Sozialproduktes beim Bevölkerungsstand π , der nicht dem Erhalt der 
Bevölkerung dient, sondern für Investitionswecke zur Verfügung steht, wobei E das 
Existenzminimum pro Person ist. Der Überschuss erreicht sein Maximum, falls das 
Existenzminimum dem Grenzertag entspricht, d.h. 

dYE
dP

= , 

 da  
dÜ dY E
dP dP

= −  

gilt. Eine merkantilistische Staatsform, die den Wohlstand des Staates optimieren möchte, 
wird darauf hinzielen, die Bevölkerung bis zu dieser Größe auszuweiten. Dagegen wird ein 
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Staat, welcher den maximalen Nutzen seiner Individuen wünscht, eine Bevölkerungszahl 
anstreben, die unter der merkantilistischen Zahl liegt, nämlich die im Bevölkerungs-
optimumszahl, bei der Grenz- und Durchschnittsertrag identisch sind.  
 
Der Überschuss ist Null, falls 

max

max
0

( ) 0Ü dY P E
π

π= − ⋅ =∫   bzw. max max( )Y Eπ π= ⋅ . 

Das gesamte Sozialprodukt dient der Versorgung der Bevölkerung auf dem Niveau des 
Existenzminimums. Eine weiteres Wachsen der Bevölkerung ist nicht mehr möglich, weil der 
Zuwachs unter dem Existenzminimums liegen würde. Keyfitz (1972) nennt diesen 
erreichbaren Höchststand der Bevölkerung Bevölkerungskapazität. 
 
Von großer praktischer Relevanz ist die Optimumstheorie nicht, da sie sich nicht empirisch 
überprüfen lässt. Trotz dieser Einschränkung erlaubt sie, Bevölkerungszusammenhänge 
einzuordnen. Sauvy (1956) betrachtet die Optimumstheorie als den Kern der Bevölkerungs-
lehre. Sie vereine die Thesen der Malthusianer und der Populationisten. Ist der 
Malthusianismus die These, der Populationismus die Antithese, so ist die Optimumstheorie 
die Synthese. 
 
1.3 Datengewinnung 
 
-Bestandsfortschreibung: 1t,t1t,t1tt )AE()DB(PP −−− −+−+=  
-Volkszählung (registergestützter Zensus 2011: www.zensus2011.de) 
-Mikrozensus des Statistischen Bundesamts 
 
2. Bevölkerungsdynamik 
2.1 Historische Entwicklung 
 
 „Weltbevölkerungsuhr“ des U.S. Census Bureau: www.census.gov/cgi-bin/ipc/popclockw  
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Bevölkerungsentwicklung Gesamtdeutschlands, der Bundesrepublik und der DDR  
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2.2 Geometrisches bzw. exponentielles Wachstum 
 
Geometrisches Wachstumsgesetz 
   

 0

T

T P
100

p1P ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

Die geometrische Wachstumsformel entspricht der Zinseszinsformel in der Finanzmathematik 
(vgl. Ihrig/Pflaumer (2010)). 
 
Exponentielle Bevölkerungswachstumsgesetz  
 

Tr
0T ePP ⋅⋅=  

mit 
100

pr =  

(kontinuierliches bzw. stetiges Wachstum) 
 
Es gilt:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∗

100
p1lnr   (jährliche Wachstumsrate p*) 

 Durchschnittliche stetige Wachstumsrate zwischen 0t =  und Tt =   
 

))Pln()P(ln(
T
1r 0T −⋅=  

Verdopplungszeit 

p
70

r
2lntd ≈= . 
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Verallgemeinertes exponentielles Wachstumsmodell: 
 
 

tnrt2rt1r
0T e...eePP ΔΔΔ ⋅⋅⋅⋅=  =

n

i
i 1

r t

0P e =

Δ∑
⋅  

bzw. 

∫
⋅=

T

0

dt)t(r

e)0(P)t(P . 
 
 Stetige Wachstumsrate r(t)  als Grenzwert der diskreten Wachstumsrate: 
 

dt
)t(Plnd

)t(P
1

dt
)t(dP

tP
)t(P)tt(Plim)t(r

t0t
=⋅=

Δ⋅
−Δ+

=
→Δ

. 

 
Durchschnittliche Wachstumsraten 
 
a) Jährliches diskretes Wachstum: Geometrisches Mittel 
 

nt
n

2t
2

1t
10T qqqPP ⋅⋅⋅⋅⋅=  

mit T ∑
=

=
n

1i
it und  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

100
p1q i

i  (Wachstumsfaktor) 

Aus 
T

0T 100
p1PP ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= folgt 

1qqqr T nt
n

2t
2

1t
1 −⋅⋅⋅⋅= . 

 
Da iqlnitit

i eq ⋅= gilt, folgt 

1er iqlnitT
1

−
∑

=
⋅  

 
Approximativ gilt für kleine Wachstumsraten ri 

i

n

1i
i rt

T
1r ⋅≈ ∑

=

. 

 
b) Jährliches stetiges bzw. kontinuierliches Wachstum: 
 

∑
⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅ it100
ip

0
nt100

np
2t100

2p
1t100

1p

0T ePeeePP . 
Aus 
 

T
100

p

0T ePP
⋅

⋅=  
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folgt für die durchschnittliche Wachstumsrate 
100

pr =  

i

n

1i
ii

n

1i

i trt
100
pr ⋅=⋅= ∑∑

==

. 

 
c) Wachstumsraten bei Subpopulationen 

Teilbevölkerungen P01, P02,....P0m mit ∑
=

=
m

1i
i00 PP   mit stetigen Wachstumsraten r01, r02,... ,r0m   

Bevölkerung in t=1: m00201 r
m0

r
02

r
011 eP.....ePePP ⋅++⋅+⋅=  

 
durchschnittliche Wachstumsrate zwischen t = 0 und t = 1  

( ) ∑
=

⋅α=⋅α++⋅α+⋅α==ρ
m

1i

r
i0

r
m0

r
02

r
01

0

1 i0m00201 elne....eeln
P
Pln  

(antigeometrisches Mittel)  mit 

0

i0
i0 P

P
=α . 

Allgemein: 

∑
=

⋅⋅α=⋅=ρ
m

1i

Tr
i0

0

T i0eln
T
1

P
Pln

T
1  

( )i0

m

1i

Tr
i0T rmaxeln

T
1lim i0 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅α∑

=

⋅
∞→ , 

Beispiel: 
Betragen beispielsweise bei zwei gleich großen Teilbevölkerungen P01 = P02 = 100 die Wachstumsraten r01 = 
0,01 und r02 = 0,05, dann ist die durchschnittliche Wachstumsrate 

( )1 1 1 1 10,01T 0,05 T 0,01T 0,04 Tln e e ln e e 1
T 2 2 T 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ρ= ⋅ + ⋅ = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Für große Perioden T ist  1 1 ln 20,05 Tln e 0,05
T 2 T

⎛ ⎞⋅ρ≈ ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Für die zeitliche Entwicklung der Bevölkerungen berechnet man folgende Werte: 

T 0 10 20 50 100 200 

PT1 100 110,52 122,14 164,87 271,83 738,91 

PT2 100 164,87 271,83 1218,25 14841,32 2202646,6 

PT 200 275,39 393,97 1383,12 15113,15 2203385,5 

PT2/PT 0,5 0,599 0,690 0,881 0,982 0,9996 

ρ   0,032 0,034 0,039 0,043 0,047 

0,05-ln2/T  -0,019 0,015 0,036 0,043 0,047 
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2.3 Bevölkerungsprojektionen auf der Grundlage von Polynomen 
 
H. S. Pritchett (1891) ; US-Bevölkerung 1790-1890 
 

32
t dtctbtaP +++= . 

 
Stevens (1900) ; US-Bevölkerung 1790-1900 
 

2
tP a bt ct= + +  

Obaidullah (1976); Bangladesch.  
dt

tP a bt ce= + +  

1

1

dt dt

t dt

dt

b
b cde cder a bta bt ce

cde d

++
= =

++ + +
 

 
2.4 Sättigungskurven 

 
Logistische Funktion 
 

kt

SP(t)
1 be−=
+

, S 0,k 0,b 0> > > , S=Sättigungsniveau 

t
dP(t) P(t)k P 1

dt S
⎛ ⎞= ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

kt

P(t) br(t) k 1 k
S e b

⎛ ⎞= ⋅ − = ⋅⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

 
Die logistische Funktion ist symmetrisch um ihren Wendepunkt, der beim halben 

Sättigungsniveau S 2  liegt. Die bis dahin abgelaufene Zeit ergibt sich durch S
2

ln bt
k

= . 

 
Gompertz-Kurve 
 

ktAP(t) C exp e
k

−⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1 A k 0> > > ) (C=Sättigungsniveau) 

ktr(t) A e−= ⋅  

dP(t) r(t) P(t)
dt

= ⋅  hat Maximum bei 

Aln
km

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= ; 1P(m) Ce−=  

 
(Falls C=1: linkssteile Gumbel-Verteilung; Verteilung des Maximums) 
 
Substitution ergibt: 
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( )( )k t mP(t) C exp e− −= ⋅ −  
( )k t mr(t) ke− −=  

r(m) k=  

C
2

ln lnt m
k

= −  

 
Schätzung: 
 

1. Nichtlineare KQ-Methode 
2. Lineare KQ-Methode bei geeigneter logarithmischer Transformation 
3. 3-Punkte-Formel 
 

3-Punkte-Formel 
 

Sättigungskurven können auch in folgender Form dargestellt werden: 
 
•  Gompertz-Kurve  

 t
tPln γ⋅β+α=  

 
•  Logistische Funktion  

 t

tP
1

γ⋅β+α=  

 
Beginnend mit t=0  wählt man drei Beobachtungen der Bevölkerung, die genau m 
Zeitabschnitte auseinander liegen, nämlich XI, XII und XIII. Als Schätzer für die Parameter 
erhält man 

III

IIIIIm

XX
XX

−
−

=γ  

1
XX

m
III

−γ
−

=β  

β−=α IX . 
 
Die Formeln werden leicht verständlich, wenn man berücksichtigt, dass 
 

β+α=IX  
m

IIX γ⋅β+α=  
m2

IIIX γ⋅β+α= . 
 
Je nachdem, ob nun die Logarithmen oder die Reziprokwerte der drei Beobachtungen in die 
Formel eingesetzt werden, erhält man die Schätzer für die Gompertz-Kurve oder die 
logistische Funktion. 
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2.5 Über die Zahl der Menschen, die bisher gelebt haben und durchschnittliche 
Bevölkerungsbestände 
 
Annahme: rt

0t eBB ⋅= . 
 
Sämtliche Geburten zwischen 0 und T: 
 

T
BlnBln

BB
r

1eB
r

eBdteBdtB
0T

0T
rT

0

T

0

rt

0

T

0

rt
0

T

0
t ⋅

−
−

=
−

⋅=⋅== ∫∫ . 

 
Durchschnittliche Bevölkerungsbestände: 
 

Linear:  P(0) P(T)P
2
+

=  

Exponentiell: P(T) P(0)P
ln P(T) ln P(0)

−
=

−
 

Bevölkerung in T
2

: T
2

P P(0) P(T)= ⋅  

 
2.6 Theorie des demografischen Übergangs  

 Landry (1909); Thompson (1929); Notestein (1945) und Fucks (1965)) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A
dt)t(rdt))t(d)t(b(

0

T eee
P
P

T

0

T

0 =
∫

=
∫

=
−

 

Wachstumsfaktoren, falls A K L= ⋅  Keyfitz (1985) 
                 K 
L 
(Jahre) 

0,02 0,03 

15 1,35 1,57 
30 1,82 2,46 
45 2,46 3,86 
60 3,32 6,05 
75 4,48 9,49 

b(t) 

I II III 

d(t) 

t 
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Fucks (1965):  A=1,85           Wachstumsfaktor: 36,6e 85,1 =  
 
Beispiele für den demografischen Übergang 
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2.7 Ein einfaches stochastisches Bevölkerungswachstumsmodell 
 
 
 

tt ur
1t

r
1tt ePePP +

−− ⋅=⋅=  
 
ut  normalverteilte Zufallsvariable  mit 
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0)u(E t =  
und 

⎩
⎨
⎧

=σ
≠

=
s tfalls    ,
s tfalls    ,0

)uu(E 2
u

st . 

 
Mit 

1T

T

2

3

1

2

0

1

0

T

P
P...

P
P

P
P

P
P

P
P

−

⋅⋅⋅⋅= . 

 
bzw. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−1T

T

1

2

0

1

0

T

P
Pln...

P
Pln

P
Pln

P
Pln  

oder 
)ur(...)ur()ur(PlnPln T210T ++++++=−  

folgt 

∑
=

+⋅+=
T

1i
i0T urTPlnPln . 

 
TPln  ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit 

 
rTPln)P(lnE 0T ⋅+==μ  

und 
2
uT

2 T)P(lnVar σ⋅==σ . 
 
 
X ist logarithmisch normalverteilt , falls Xln   ),(N 2σμ -verteilt  
 

( )E X e=
+μ
σ2

2 , 
 

( ) ( ) ( )1e))X(E(1eeXVar
222 22 −⋅=−= σσσ+μ . 

 
Median: eμ 

Schiefe: ( )e eσ σ2 2
1 2− +  ( > 0, die Verteilung ist rechtsschief) 

 Modus: eμ σ− 2
 

 
vgl. Hartung et al. (2005) 
 

 
T

2
r

0
2

TrTPln

T

2
u2

u
0 ePe)P(E

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
+σ

+⋅+
⋅== , 
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,1e))P(E(

1eeP

1ee)P(Var

2
uT2

T

2
uT

T
2

2
ur2

2
0

2
uT2

uT)rToP(ln2
T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

σ⋅

σ⋅
⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
+⋅

σ⋅σ⋅+⋅+⋅

 

 
 rt

0T ePP~ ⋅= . 
 
Beispiel: 

1,76P0 = , 013,0r = , 0000194,02
u =σ  bzw. 0044,0u =σ , 99T =  

→ 61905,5=μ  
→ 001921,02 =σ  
→ 9,275)P(E 99 =  

 

6,275P~

1,12P

36,146)P(Var

T

99

99

=

=σ

=

 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Bevölkerung beispielsweise kleiner als 272,7 Mio. ist, berechnet sich zu 

.405,0)24,0(1

)24,0(

001921,0

61904,57,272ln

)7,272lnP(lnP)7,272P(P 9999

=Φ−=

−Φ=

−
Φ=

≤=<

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
3. Bevölkerungsverteilung 
3.1 Verhältniszahlen und Durchschnitte 
 
-Gliederungszahlen 
-Beziehungszahlen 
-Messzahlen des sachlichen, räumlichen und zeitlichen Vergleichs (Indexzahlen) 
 
Durchschnitte von Verhältniszahlen: 
 
Gewogenes arithmetisches Mittel (Gewichtung bezieht sich auf den Zähler) 

i i
1x x n
n

= ⋅∑  

Gewogenes harmonisches Mittel (Gewichtung bezieht sich auf den Nenner) 

i

i

nH n
x

=
∑
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Anm: 
 

Kontraharmonisches Mittel 
2

2i i
1 x n snC x

x x

⋅
= = +

∑
 mit 2 2 2

i i
1s x n x
n

= −∑  

Anwendung bei durchschnittlichen Gruppengrößen 
 
3.2 Lexis-Diagramm 
 
Wilhelm Lexis (1837-1914) 

 
Lexis.diagram {Epi} (www.oga-lab.net/RGM2) 
 
- Periodenanalyse 
 
- Kohortenanalyse 
 
 
3.3 Verteilung der Bevölkerung nach Alter und Geschlecht 
 
Altersstruktur,  Alterspyramide: Histogramme mit Häufigkeiten auf der Abszisse, getrennt 
nach männlicher und weiblicher Bevölkerung, und mit Alter auf der Ordinate  
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Sexualproportion (bei Geburt und altersspezifisch) 
 

m

w

PSP 1000
P

= ⋅  

 
wP : weibliche Bevölkerung 

mP : männliche Bevölkerung 
 
 
Gliederungszahlen zur Kennzeichnung der Altersstruktur: 
 

•  Jugendquote J
J
P

α =  

•  Quote der Personen im erwerbsfähigen Alter (Erwerbspersonenpotential) E
E
P

α =  

•  Altenquote   A
A
P

α =  

 
Meßzahlen zur Kennzeichnung der Altersstruktur: 
 

• Jugendquotient 
E
JJQ =  

• Altenquotient 
E
AAQ =  

• Abhängigkeitsverhältnis 
E

AJAV +
=  
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mit 
 J – Kinder und Jugendliche von 0 – 20 Jahren; 
 E – Personen im erwerbsfähigen Alter von 20 – 60 Jahren; 
 A – alte Menschen mit 60 Jahren und älter. 
 

E

J E A 1AV 1 1
E

+ +
= − = −

α
 

 
Weitere Kennzahlen: Durchschnittsalter (arith. Mittel, Median, Modus), Standardabweichung 
etc. 
 
3. 4 Räumliche Verteilung einer Bevölkerung 
 
3.4.1. Lageparameter 
 

Bevölkerungsdichte Pbd
F

= Menschen/qm (Beziehungszahl) 

Arealitätsziffer Far
P

= (qm/Mensch) 

 
 
(1) Bevölkerungsschwerpunkt 
 

)y,x(z =  
mit 

∑
=

⋅⋅=
k

1i
ii nx

n
1x  und ∑

=
⋅⋅=

l

1j
jj ny

n
1y  
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(2) Medianpunkt 
 
Die Mediane x0,5 und y0,5 sind als Geraden (i.a. Längen- bzw. Breitengrade) zu interpretieren, 
die das Gebiet in vier Teile zerlegen 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Medianlinien 
 
Es gilt 

n5,0nn 1121 =+  und n5,0nn 1211 =+  
mit 

nnnnn 22211211 =+++ , 
woraus 

2112 nn =  und 2211 nn =  
folgt. 
 
Der Schnittpunkt der Medianlinien x0,5 und y0,5 bilden den Medianpunkt z0,5. Die Lage des 
Medianpunktes ist von der Ausrichtung des Koordinatensystems in der Ebene abhängig. 
Es gilt: 
 

ij

k

1i
5,0iij

k

1i
0i n|xx|n|xx| ⋅−≥⋅− ∑∑

==

 

bzw. 

ij

l

1j
5,0iij

l

1j
0i n|yy|n|yy| ⋅−≥⋅− ∑∑

==

 

 
(3) Zentral- und Vialpunkt 
 
Die Summe der Abstände (euklidische Entfernungen) aller Standorte (xi,yj) von einem 
beliebigen festen Standort (x0,y0) ist eine Minimum im Zentralpunkt )y,x(z zzz = , d.h. 
 

∑∑∑∑
= == =

⋅≥⋅
k

1i

l

1j
ijzij

k

1i

l

1j
ij0ij n)z,z(dn)z,z(d  

mit 
2

0j
2

0i0ij )yy()xx()z,z(d −+−= . 
 

n11 n12 

n21 n22 

x0,5 

y0,5 

xi 

yj 
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Der Zentralpunkt ist i.a. nicht explizit angebbar, sondern die Lösung eines Minimierungs-
algorithmus. 
 
Im Gegensatz zum Zentralpunkt, der die Summe der Wege minimiert, berücksichtigt der 
Vialpunkt die örtlichen Gegebenheiten der Wege. Der Vialpunkt ist der Punkt mit der 
kleinsten Wegsumme unter Berücksichtigung der tatsächlich vorhandenen Wege. 
 
 
3.4.2. Bevölkerungskonzentration 
Lorenzkurve 
 
Relative Häufigkeiten: nnh ii =  
 

Relative Merkmalssummen: 
∑
=

= k

1j
jj

ii
i

nx

nxl  

 
Abszisse und Ordinate der Lorenzkurve 

∑
=

=
i

1j
ji hF  und ∑

=

=
i

1j
ji lL  

 
Arbeitstabelle zur Berechnung der Lorenzkurve 

Land Arealitätsziffer 
(m2/Person) xi 

Bevölkerung (in 
1000) ni 

Fläche 
(km2) 
xi ⋅ni 

hi li Fi Li 

Berlin 262 3393 890 0,041 0,002 0,041 0,002 
Hamburg 444 1702 755 0,021 0,002 0,062 0,005 
Bremen 607 666 404 0,008 0,001 0,070 0,006 
NRW 1895 17983 34080 0,219 0,095 0,289 0,101 

Saarland 2397 1072 2570 0,013 0,007 0,302 0,108 
Baden-Württemberg 3421 10451 35752 0,127 0,100 0,430 0,209 

Hessen 3494 6043 21115 0,074 0,059 0,503 0,268 
Sachsen 4114 4476 18413 0,055 0,052 0,558 0,319 

Rheinland-Pfalz 4927 4028 19847 0,049 0,056 0,607 0,375 
Schleswig-Holstein 5693 2770 15769 0,034 0,044 0,641 0,419 

Bayern 5822 12117 70548 0,148 0,198 0,788 0,617 
Niedersachsen 6044 7878 47614 0,096 0,133 0,884 0,750 

Thüringen 6585 2456 16172 0,030 0,045 0,914 0,795 
Sachsen-Anhalt 7675 2664 20447 0,032 0,057 0,947 0,853 

Brandenburg 11372 2592 29476 0,032 0,083 0,978 0,935 
Mecklenburg-Vorpommern 12909 1795 23171 0,022 0,065 1 1 
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0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Anteil der Bevölkerung Fi

Anteil
der

Fläche
Li

 
Bevölkerungskonzentration in der Bundesrepublik Deutschland 1999 
 
 
Lorenzsches Konzentrationsmaß (Gini-Koeffizient). 
 

∑ ∑
=

−
=

−− +−=+−−=
k

1i
1ii

k

1i
i1ii1ii )LL(h1)LL)(FF(1LKM , 0L0 = , 0F0 = . 

 
3.4.3 Auerbachs Rang-Größen-Regel 
 
Felix Auerbach (1913) 
 

i
KP
i

=   i=1, 2, 3, …. 

iP : Bevölkerung der Stadt mit dem Rang i 
 
Verallgemeinerte Rang-Größen-Regel: Lotka (1928), Zipf (1941) 
 

i q

KP
i

=  bzw. iln P ln K q ln i= − ,      i=1, 2, 3, … 

 
q>1: Primatstadtverteilung (Entwicklungsländer) 
 
q ist auch Maß für Konzentration bei intensiven Merkmalen (Summenbildung nicht sinnvoll: 
z.B. 20 höchste Berge in den Alpen) 
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3.4.4 Nächst-Nachbar-Methode 
 
Weibullverteilung mit 0>α  und 0>β  (Lebensdauerverteilung) vgl. Hartung et al. (2005) 

 
βα−−= xe1)x(F      x > 0 

Erwartungswert 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

β
Γα= β−

11)X(E
1

 

Varianz 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

β
Γ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

β
Γα= β−

2
2

1112)X(Var , 

 
wobei )z(Γ  die Gammafunktion 

∫
∞

−− ⋅=Γ
0

1zt dtte)z(  

 
Spezialfälle: 
 

1β =  Exponentialverteilung 
2=β   Rayleigh-Verteilung. 

 
Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Gebiet mit der Fläche F genau x Punkte liegen, sei bei 
einer zufälligen Platzierung gegeben durch die Poisson-Verteilung 

F
x

e
!x
)F()xX(P ⋅μ−⋅μ

==  

mit μ = mittlere Anzahl der Punkte pro Flächeneinheit und λ = μ ⋅ F = mittlere Anzahl der 
Punkte auf einem Gebiet mit der Fläche F. Z sei die Zufallsvariable „Entfernung von einem 
Punkt zu seinem nächsten Nachbarn“. Dann besagt das Ereignis Z > z, dass in dem Kreis um 
den Punkt mit dem Radius z kein weiterer Punkt liegt, d.h. 

2zF ee)0X(P)zZ(P ⋅π⋅μ−⋅μ− ====> . 
Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z lautet dann 

2ze1)z(F)zZ(P ⋅π⋅μ−−==≤ , 0z ≥ . 
 

Rayleigh-Verteilung mit π⋅μ=α   
 
Dichte    

2zez2)z(f ⋅π⋅μ−πμ= , 0z ≥  
 
Erwartungswert und Varianz  
 

μ
=π⋅⋅

μπ
=Γ

μ⋅π
=

2
1

2
11)5,1(1)Z(E , 
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μ
−

μ⋅π
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ
−Γ

μ⋅π
=

4
11

2
1)2(1)Z(Var

2

 

 
z 

0 

0 ,2 

0 ,4 

0 ,6 

0 ,8 

1 

1 ,2 

1 ,4 

f(z)  
F (z ) 

0 0,5 1 z  

f(z) 

F (z) 

 
Dichte f(z) und Verteilungsfunktion F(z) (Rayleigh-Verteilung) der Entfernung Z von einem Punkt zu 
seinem nächsten Nachbarn bei zufälliger Platzierung der Punkte mit 1=μ  (mittlere Anzahl der 
Punkte pro Flächeneinheit) 
 
Mit Hilfe der Verteilung von Z kann nun geprüft werden, ob Standorte regelmäßig, zufällig 
oder konzentriert angeordnet sind. 
Bei einer quadratischen Anordnung der Punkte ist die Bevölkerungsdichte 2z1=μ , woraus 
für die Entfernung μ= 1z  folgt. 

Bei einer hexagonalen Anordnung der Punkte ist die Bevölkerungsdichte 
 

22 z
1547,1

z43
1

=
⋅

=μ . 

Gegenüber der quadratischen Anordnung finden bei einer hexagonalen etwa 15,5% mehr 
Objekte bei gleicher Entfernung z Platz. Für die Entfernung folgt 

μ
=

μ
=

0746,132
z . 

Berechnet man bei einer empirischen Untersuchung aus der Summe aller kleinsten Distanzen 
das arithmetische Mittel z  und die Bevölkerungsdichte μ̂  und bildet daraus die Prüfgröße 

μ= ˆz2R , so lässt sich festhalten: 
 
a) 1R =  bei einer reinen Zufallsverteilung 
b) 0R =  bei einer in Klumpen konzentrierten Verteilung 
c) 2R =  bei einer (geplanten) quadratischen Anordnung bzw. Verteilung 
d) 1492,2R =  bei einer (geplanten) hexagonalen Anordnung bzw. Verteilung 
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4. Mortalität und Fertilität 
4.1 Kennzahlen der Mortalität 
 

rohe Sterberate:   x
x

Pd d
P

=∑    

standardisierte Sterberate:   
S

x
x S

Pd
P

δ =∑   

Sterberate der Standardbev.:  
S

S S x
x S

Pd d
P

=∑  

  
tatsächlich Gestorbene:  x xD d P d P= ⋅ =∑  

standardisierte Gestorbene:  S
x xP d PδΔ = ⋅ = ∑  

 
Gestorbene in der Standardbev.: S S S S S

x xD d P d P= ⋅ =∑  
 
Comperative Mortality Figure: 

     CMF= :
S S S S

x x x x x x
S S S S S S

x x

d P d P d P
d P P d P D
δ Δ

= = =∑ ∑ ∑
∑

 

 

0,
S

x xP P= , 0,
S
x xd d= , ,x t xd d= → , 0,

0, 0,

t x x

x x

d P
CMF

d P
= ∑
∑

 (Laspeyres-Index) 

 
 
Indirekte Standardisierung: 
 

Annahme: S
x xd k d= ⋅ S

x x x xd P k d P→ =∑ ∑ bzw. *
x x
S
x x

d P Dk
d P

= =
Δ

∑
∑

 

 
hypothetisch Gestorbene:  * S

x xd PΔ =∑  
 

indirekte standardisierte Sterberate:  *

S
iS S Sx

x S

P Dd k d d
P

= ⋅ = ⋅
Δ∑  

 
 
4.2 Kennzahlen der Fertilität 
 
 - Fertilität (Fruchtbarkeit): tatsächliche Realisierung der Fortpflanzung 
 - Fekundität: physiologische Ausmaß, Kinder zu gebären 
 
1. Rohe Geburtenrate und allgemeine Fruchtbarkeitsrate 
 
Eine der einfachsten Kennzahlen ist die rohe Geburtenrate, die die Geburten auf 1000 der 
mittleren Bevölkerung bezieht. Man bezeichnet diese Ziffer als roh, weil sie im Nenner beide 
Geschlechter und alle Altersklassen berücksichtigt. Im Vergleich beinhaltet die allgemeine 
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Fruchtbarkeitsrate im Nenner nur den gebärfähigen Teil der Bevölkerung. Sie drückt die 
Zahl der Geburten im Verhältnis zu 1000 Frauen im gebärfähigen Alter aus. 
 
 
2.  Altersspezifische Furchtbarkeitsraten 
 

dx)x(bdx)t,x(b =  für t = 1,2,... 
 
ist Anzahl der Kinder, die eine Frau im Altersintervall dxx,x + durchschnittlich gebärt  
 
n-jährige altersspezifische Fruchtbarkeitsrate  
 

n

dx)x(b
f

nx

x
x

∫
+

= , 

 
 

dx)x(m)t,x(m = , für t = 1,2,... 
 
ist Anzahl der Töchter, die eine Frau im Altersintervall dxx,x +  durchschnittlich gebärt. 
(m(x) die Maternitätsfunktion) 
 
Sexualproportion bei Geburt 
 

1
1

m m w

w m w

k k kSP
k k k

−
= = =

−
 

 
mit km der Anteil der Jungen- und kw der Anteil der Mädchengeburten 

 

)x(b
S1

1)x(bkdx)x(m w ⋅
+

=⋅= . 

 
 
3.  Kumulierte Fertilität und totale Fertilitätsrate 
 
Kumulierte Fertilität einer Frau im Alter x  

∫
α

=
x

da)a(b)x(P . 

(α und β seien die untere und obere Altersgrenze der reproduktiven Phase einer Frau) 
 
 Totale Fertilitätsrate (TFR) (zusammengefaßte Geburtenziffer) 

)(Pdx)x(bTFR β== ∫
β

α

. 

 
 
4.  Brutto- und Nettoreproduktionsrate sowie mittlerer Generationsabstand 
 
 BRR ist die durchschnittliche Zahl der weiblichen Nachkommen einer Frau. 
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TFRk)(Pkdx)x(bkdx)x(mBRR www ⋅=β⋅=≈= ∫∫
β

α

β

α

. 

 
In die Berechnung der Nettoreproduktionsrate R0 wird die Sterblichkeit einbezogen 
 

∫
β

α

⋅= dx)x(l)x(mR 0 . 

 
Sie gibt an, inwieweit sich beispielsweise 1000 neugeborene Frauen am Ende ihres 
gebärfähigen Alters durch Mädchengeburten ersetzt haben. Zur Bestandserhaltung ist eine 
Nettoreproduktionsrate 1R 0 =  erforderlich. Die erste Berechnung der Nettoreproduktionsrate 
wurde von R. Böckh für die Stadt Berlin durchgeführt. 
 
Durchschnittsalter der Frauen bei der Geburt ihrer Kinder 
 

BRR

dx)x(mx

TFR

dx)x(bx

dx)x(b

dx)x(bx
x b

∫∫

∫

∫
β

α

β

α
β

α

β

α

⋅
≈

⋅
=

⋅
=  

 
Das arithmetische Mittel der Nettomaternitätsfunktion ist der mittlere Generationenabstand 
A0: 

0
0 R

dx)x(l)x(mx

dx)x(l)x(m

dx)x(l)x(mx
A

∫

∫

∫
β

α
β

α

β

α

⋅⋅
=

⋅

⋅⋅
= . 

Es gilt 
b0 xA <  (vgl. Clairin/Condé (1986), S. 49 f). 

 

Vom statistischen Gesichtspunkt aus gesehen, sind 
BRR

)x(m  und 
0R

)x(l)x(m ⋅  Dichten 

(Maternitäts- und Nettomaternitätsdichte), für die man neben dem Mittelwert auch andere 
Parameter wie Median, Modus, Varianz, Schiefe etc. berechnen kann. 
 
Bei einem linearen Verlauf der Sterbetafelfunktion 
 

bxa)x(l −=  
ist 

∫
β

α

⋅−≈ dx)x(m)bxa(R 0 . 

Da 

BRR

dx)x(mx
x b

∫
β

α

⋅
= folgt  BRR)xba(R b0 ⋅⋅−≈ bzw. 0 bR BRR l(x )≈ ⋅  
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 Beispiel zur Berechnung der Fertilitätskennzahlen 
 
Berechnen Sie aus den folgenden Daten der Bundesrepublik Deutschland des Jahres 1998 
relevante Fertilitätskennzahlen und zeichnen Sie die Brutto- und die Nettomaternitätsfunktion. 
 
(Sexualproportion SP = 1,055) 

 

Altersgruppe Weibl. Bev. 
(1000) Geborene lx 

15-20 2240,2 21668 0,99154 
20-25 2187,7 118095 0,9901 
25-30 2714,2 246367 0,98829 
30-35 3444,1 275287 0,98626 
35-40 3397,9 106754 0,98335 
40-45 2961,9 16146 0,97873 
45-50 2776,5 708 0,97158 

 
 
5.  Entwicklung der Fertilität im Verlauf der Zeit 
 
 Periodenanalyse  

∫
β

α

= dx)t,x(b)t(TFR . 

Kohortenfertilitätsrate (cohort fertility rate) 
 

∫
α−β

−−β=
0

dx)xt,x(bCFR  

 
(Veranschaulichung im Lexis-Diagramm vgl. Anl.) 
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Rydersche Translationsformel: 
 

dmTFR(t) CFR(t) 1
dt

⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; dm :
dt

 Veränderung des mittleren Gebäralters der Kohorte 

 
(Tempoeffekte und Quantumeffekte) 
 
 
Beispiel: Rechnen Sie die Perioden- in Kohortenmaße um! Beschreiben und interpretieren Sie 
die Ergebnisse (vgl. A. Heigl: Einführung in die Demographie am PC, Wiesbaden, 1999) 
 
Altersspezifische Fertilitätsraten 1940 bis 1985 (in 1000) 
Altersgruppe 1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 

15-19 15 17 22 24 34 45 49 37 31 30 
20-24 91 103 126 137 166 180 156 115 114 95 
25-29 108 118 136 142 172 181 155 123 136 128 
30-34 75 94 89 84 101 103 80 59 71 76 
35-39 43 58 48 44 46 48 35 20 23 24 
40-44 15 19 14 12 14 13 9 5 4 5 
45-49 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 

           
TFR           

 
 
Altersspezifische Fruchtbarkeitsraten nach Geburtskohorten 1920-69 
Geburtsjahr 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 

1920-24        
1925-29        
1930-34        
1935-39        
1940-44        
1945-49        
1950-54        
1955-59        
1960-64        
1965-69        

 
Kumulierte Fertilität nach Geburtsjahrgang 
exaktes 
Alter         

20 25 30 35 40 45 50 Kohorte CFR 
       1920-24  
       1925-29  
       1930-34  
       1935-39  
       1940-44  
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6. Paritätsspezifische Fertilitätsmessung 
 
Definition aus Wikipedia (2011):  
 
Unter der Parität (von lateinisch parere „gebären“) versteht man in 
der Medizin, Veterinärmedizin und Biologie und der Demografie die Zahl der Geburten einer 
Frau bzw. eines weiblichen Säugetiers. Eine Frau bzw. ein weibliches Säugetier ohne Geburt 
bezeichnet man als Nullipara, mit einer Geburt als Primipara und mit zwei Geburten 
als Bipara. Für weibliche Säugetiere mit mehr als zwei erfolgreich durchlebten Geburten wird 
der Begriff Pluripara (oder Polypara) verwendet, für Frauen auch Multipara, 
was zoologisch und tiermedizinisch jedoch eine andere Bedeutung besitzt. 
Die Bezeichnungen Nullipara (Erstgebärende), Primipara etc. werden in der Fachliteratur oft 
als para 0, para 1 etc. abgekürzt. 
 
Paritätsprogression der Frauenkohorte 1965 in D. 

Parität i pi iS P(X i)= ≥  i
i

i 1

Sr S −
=  ii p⋅  

0 0,320 1 0,680 0 
1 0,176 0,68 0,741 0.176 
2 0,310 0,504 0,385 0.62 
3 0,111 0,194 0,428 0.333 
4 0,0475 0,083 0,428 0.19 
5 0,0205 0,0355 0,423 0.1025 

(≥ ) 6 0,015 0,015 0000 0.09 
Summe 1 2,5115  1.5115 

 
k n

i i
i 0 i 1

TFR i p S
= =

= ⋅ =∑ ∑  

 

Keyfitz-Formel: ( )0 1 1 2 1 2 3
1R r r r r r r .....

1 SP
= + ⋅ + ⋅ ⋅ +

+
 

mit den Annahmen 
1 2

3 4 5 6

r r h
r r r r .... k
= =
= = = =

 

folgt 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 3 2 2
0

1 1R h h h k h k h k ..... h h 1 k k ...
1 SP 1 SP

= + + + + = + + + +
+ +

 

bzw. 
 

2

0
1 hR h

1 SP 1 k
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
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7. Determinanten der Fertilität 
 
Easterlin-Casterline-Modell: 
 

( )( )( )n n d mf f f f f c= − − + ⋅  

 
fn : natürliche Fertilität; fd: gewünschte Fertilität; fm: Zahl der gestorbenen Kinder;  
c: Effizienz der Geburtenkontrolle ( 0 c 1≤ ≤ ) 
 
Gründe für den Fertilitätsrückgang 
 
1. Mortalitätsrückgang 
2. Höhere Kosten, niedrigere Nutzen durch Kinder 
3. Opportunitätskosten der Kindererziehung 
4. Familientransformation (vorindustrielle und industrielle Bevölkerungsweise) 
5. Abnehmende kulturelle und religiöse Unterstützung für Kinder 
6. Bessere Methoden der Kontrazeption 
7. Erhöhung des Heiratsalters 
8. Diffusion von Ideen und Praktiken, die zu kleineren Familien führen (Hans-Peter Kohler) 
 
 
 
4.3 Sexualproportion – Verteilung der Geschlechter in den Familien 
 
(Vgl. auch Manuela Müller: Determinanten der sekundären Sexualproportion und Verteilung der Geschlechter in den 
Familien, Diplomarbeit, Dortmund 1992) 
 
Ist N die Anzahl der Kinder in der Familie und p die Wahrscheinlichkeit für eine 
Knabengeburt in der gesamten Bevölkerung, so wäre der erwartete Anteil von Familien mit N 
Kindern, die x Söhne haben: 
 

xNx )p1(p
x
N

)xX(P −−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==  

 
 

Vergleich der Verteilung bei Geisslers Daten (für 8N =  Kinder) mit der Binomialverteilung 
Anzahl Jungen Beobachtete Häufigkeit Binomialverteilung 

0 215 165,22 
1 1485 1401,69 
2 5331 5202,65 
3 10649 11034,65 
4 14959 14627,60 
5 11929 12409,87 
6 6678 6580,24 
7 2092 1993,78 
8 342 264,30 

Total 53680 53680,00 
χ2  91,869 mit 7 Freiheitsgraden
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Da 48,18869,91 2
99,0;7

2 =χ>=χ  ist, wird die Nullhypothese, dass die Anzahl der Jungen 
binomialverteilt ist, auf dem 1% Signifikanzniveau abgelehnt. 
 
Die Annahme der Binomialverteilung impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit für eine 
Knabengeburt p in der gesamten Bevölkerung gleich ist. Es ist jedoch möglich, dass p 
systematischen Veränderungen bzw. Schwankungen unterliegt. Diese lassen sich in vier 
Typen unterteilen: 
 
1. Lexis-Variation: Hier ist die Möglichkeit einer unterschiedlichen Wahrscheinlichkeit für 

eine Jungengeburt in verschiedenen Teilpopulationen gegeben; p kann zwischen den 
Familien (oder Rassen) verschieden hoch sein. 

2. Poisson-Variation: Die Wahrscheinlichkeit für eine Jungengeburt kann sich innerhalb der 
Familie über die Zeit ändern. 

3. Markov-Abhängigkeit: Die Wahrscheinlichkeit für die Jungengeburt hängt 
möglicherweise vom Geschlecht des vorherigen (oder eines der vorherigen) Kinder ab. 

4. Familienlimitierung: Hängt die Anzahl der Kinder von der bisherigen 
Geschlechtsverteilung ab, könnten sogenannte „stopping rules“ der Eltern zu einer 
verzerrten Sexualproportion führen. 

 
Ein einfaches Beispiel für die Auswirkung von Lexis-Variation: 
 
Man geht von Familien mit 4N =  Kindern aus. Ausgangsbasis sind drei mögliche 
Teilpopulationen. In A sei die Wahrscheinlichkeit für eine Knabengeburt 5,0p =  
( 5,0p1q =−= ). In B sei sie 6,0p =  und 4,0q =  und in C 4,0p =  und 6,0q = . 
 
Häufigkeiten der Geschlechtsverhältnisse bei Familien mit 4 Kindern in 4 verschiedenen 

Subpopulationen (Jungen : Mädchen) 
Population Häufigkeit der Geschlechtsverhältnisse in den Geschwisterreihen 

Typ p 0 : 4 1 : 3 2 : 2 3 : 1 4 : 0 
A 0,5 0,0625 0,2500 0,3750 0,2500 0,0625 
B 0,4 0,0256 0,1536 0,3456 0,3456 0,1296 
C 0,6 0,1296 0,3456 0,3456 0,1536 0,0256 

( CB + ) 0,5 0,0776 0,2496 0,3456 0,2496 0,0776 
Differenz  + – – – + 
Differenz: beobachteter Anteil von ( CB + ) – erwarteter Anteil (A) 
 
ad Familienlimitierung 
 
Eine Zufallsvariable X heißt geometrisch verteilt mit dem Parameter p (X~G(p)), falls gilt 

 
1k)p1(p)kX(P −−==  für ,...3,2,1k = . 

 
k 1

k 1

1 1E(X) k p (1 p) .
1 q p

∞
−

=

= ⋅ ⋅ − = =
−∑  

 

222 p
p1

p
1

p
p2)X(Var −

=−
−

=  
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Beispiel: 
Oft wird vermutet, dass die Präferenz für Jungen die Sexualproportion, d.h. das Verhältnis 
Männer zu Frauen, einer Bevölkerung beeinflußt. Nehmen wir an, in einer Bevölkerung 
werde die generative Phase beendet, sobald ein Sohn geboren wird, wobei jede Geburt 
unabhängig und zufällig sei. Damit ergibt sich folgende Verteilung der Geschlechter (S = 
Sohn, T = Tochter, p = Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt) 
 
S p  
TS p)p1( −  
TTS p)p1( 2 ⋅−  
TTTS p)p1( 3 ⋅− . 
 
Die Anzahl der Kinder k in den Familien ist also geometrisch verteilt mit 

1k)p1(p)kX(P −−==  für ,...3,2,1k = . 
Die mittlere Anzahl der Kinder pro Familie ist 

p
1)X(E = . 

Da jede Familie genau einen Jungen hat, ist der durchschnittliche Jungenanteil insgesamt 

p
p1

1
= . 

Damit zeigt sich, dass die Sexualproportion der Bevölkerung von der Familienplanung im 
Gegensatz zur Familienstruktur unabhängig ist, wenn jede Geburt unabhängig und zufällig ist. 
Sind jedoch verschiedene p bei den Familien zu beobachten, dann wird die Sexualproportion 
beeinflusst (vgl. auch Keyfitz (1977) oder Müller (1992), S. 66ff.). 
 
Eine Population bestehe aus zwei Subpopulationen I und II mit je 1000 Familien und den 
Sexualproportionen 32SI =  (pI = 0,4) und 5,1SII =  (pII = 0,6). Jede Familie habe durch-
schnittlich zwei Kinder. Daraus ergibt sich die Anzahl der Söhne in den beiden 
Subpopulationen mit 800n I =  und 1200n II = . 
 
Die durchschnittliche Sexualproportion der Gesamtpopulation berechnet sich als gewogenes 
harmonisches Mittel mit III nnn +=  
 

1

5,1
1200

32
800

2000

S
n

S
n

nH

II

II

I

I
=

+
=

+
= , 

 
da bei Verhältniszahlen die Berechnung des Durchschnittes über das harmonische Mittel 
erfolgt, wenn sich der Zähler des Quotienten und die beobachtete Häufigkeit auf dieselbe 
Größe beziehen (vgl. Pflaumer; Heine; Hartung (1999), S. 40). 
 
Wird bei der Familienlimitierung die generative Phase beendet, sobald ein Junge geboren 
wird, so verändert sich die Sexualproportion in den Subpopulationen nicht, aber die 
Sexualproportion der Gesamtbevölkerung wird tangiert, da jetzt 
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923,0

5,1
1

32
1

2

5,1
1000

32
1000

2000H =
+

=
+

=  

ist. 
 
 
5. Sterbetafelanalyse 
5.1 Diskrete Sterbetafel 
 
Lebende im Alter x 

xl  
Gestorbene im Alter x 

1xxx lld +−=  
 

∑
ω

=

=
0x

x0 dl  

Überlebenswahrscheinlichkeit im Alter x 

x

1x
x l

lp +=   

Sterbewahrscheinlichkeit im Alter x  

x
x

1xx

x

x
x p1

l
ll

l
dq −=

−
== +  

Anzahl der durchlebten Jahre aller x-jährigen von x bis x+1 
( )1 1 1x x x x x x x xL l a d l a l l+ + += + ⋅ = + ⋅ −   

1x x xa L l= → =  

10x x xa L l += → =  

1 1 1
1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2x x x x x x x x xa L l d l l l l l+ + += → = − = − − = +  

Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre im Alter x 
...LLLT 2x1xxx +++= ++  

Fernere Lebenserwartung, falls 1
2xa =  

...
l

l
l

l
l

l
2
1

l
Te

x

3x

x

2x

x

1x

x

x
x

0
++++== +++  

Manchmal: 
Fernere Lebenserwartung, falls 1xa =  

1 2 31 ...x x x x
x

x x x x

T l l le
l l l l

+ + += = + + + +  

0 1
2

x xe e= −  

Durchschnittliches Sterbealter im Alter x 
0

xx exυ = +  
 
Alterspezifische Sterberate im Alter x 
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x

x
x

dm
L

=  

Zusammenhang zwischen xm und xq  
 

2
2

x
x

x

mq
m

⋅
=

+
 (Sterbetafelkonstruktion) 

 
5.2 Stetige Sterbetafel 
 
Überlebensfunktion 
 

( ) 0 0l x x ω≥ ≤ ≤  ( ) 0dl x
dx

<  

oft (0) 1l =  
 
 
Sterbedichte, Dichte der Gestorbenen (0) 1l =  
 

dx
)x(dl

−  

 
( )( ) ( )

x x

dl zl x dz dl z
dz

ω ω

= − = −∫ ∫  

 
Verteilungsfunktion: 
 

0

( ) ( ) 1 ( )
x

F x dl z l x= − = −∫  

 
1

( )
x

x
x

L l z dz
+

= ∫  

)x(l
)1x(l)x(p +

=  

)x(p1
)x(l

)1x(l)x(l)x(q −=
+−

=  

Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre im Alter x 

∫
ω

=
x

dz)z(l)x(T  

)x(l)x('T −=  
Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre der Neugeborenen 

0

(0) ( )T l x dx
ω

= ∫  
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Sterbeintensität, Hazardrate: 
( ) log ( )( )
( )

d l x d l xx
d x l x dx

μ = − = −  

( 1) ( 1)( )
2 ( )

l x l xx
l x

μ − − +
≈

⋅
 

( )
2( ( ))0,5 ln(1 ( )) ( )

2
q xx q x q xμ + ≈ − − ≈ +  

 
Zusammenhang 

0

( )

( )

x

z dz

l x e
μ−∫

=  
 
Alterspezifische Sterberate 

1
( ) ( 1)( )

( )
x

x

l x l xm x
l z dz

+

− +
=

∫
 

Lebenskraft 
1( )
( )

x
m x

Λ =  

Fernere Lebenserwartung im Alter x 
0 1( ) ( )

( ) x

e x l z dz
l x

ω

= ∫  

0

0

0 0(0) ( )e e l x dx
ω

= = ∫  

x

'
x

0

0

e

e1)x( +
=μ  

 
Stationäre Bevölkerung 
 
mittleres Alter der über x-jährigen 

∫

∫
ω

ω

=μ

x

x
S

dz)z(l

dz)z(lz
)x( . 

 
mittleres Alter der stationären Bevölkerung 

)0(T

dz)z(lz
0

S

∫
ω

=μ  

 
mittleres Alter ist gleich dem Mittelwert aller Lebenserwartungen: 
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xS
0e=μ  

 
Mittleres Sterbealter 

∫
∫

∫

ω
ω

ω

=

−

−

=ν
x

x

x )z(ldz
)x(l

1

)z(ld

)z(ldz
)x( ; durch partielle Integration: 

01( ) ( ) ( )
( ) x

ex x l x dz x x
l x

ω

ν = + = +∫  

0
0e)0( =ν  

 
Allgemein gilt für eine Zufallsvariable X, die nur nichtnegative Werte annehmen kann 
 

∫ −=∫
ωω

00
dx))x(F1(dx)x(fx , 

 
wobei f(x) und F(x) Dichte und Verteilungsfunktion von X sind. Es gilt nämlich 
 

.dx))x(F1(dx)x(F1

dx)x(F)x(Fx)x(Fdxdx)x(fx

00

0
0

00

∫ −=∫−⋅ω=

∫−⋅=∫=∫

ωω

ωωωω

. 

Partielle Integration: ∫ ∫ ⋅−⋅=⋅ dx)x(g)x´(f)x(g)x(fdx)x´(g)x(f . 
 

'e1
dx

)x(d
x

0
+=

ν  (das mittlere Alter beim Tod wächst stets mit dem Alter) 

 

2
e

x)x( x
S

0

+>μ  

 
Varianz der Dichte der Gestorbenen 
 

∫
ω

−−=σ
0

2
0

02 )z(ld]ez[
)0(l

1  
2

2
0

0

01 ( )
(0)

ez d l z
l

ω

= − −∫  

2
0

0

2 0e)z(d)z(lz
)0(l

2
−⋅=σ ∫

ω

 

2
0S0

2 00 ee2 −μ=σ  
 
Gumbels Gütemaß 

S

0

2
e

g
0

μ
=  
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2V1
1g
+

= mit 
0

0e
V σ
=  

 
Keyfitz Entropie 

∫

∫
ω

ω

−=

0

0

dz)z(l

dz)z(lln)z(l
H  

 
5.3 Konstruktion von Sterbetafeln 
  
(Veranschaulichung im Lexis-Diagramm: vgl. Anl.) 
 
- Geburtsjahrmethode nach Becker und Zeuner 
- Sterbejahrmethode nach Raths 
- Sterberatenmethode nach Farr 

x
x

x

2 mq
2 m
⋅

=
+

; xm  altersspezifische Sterberate  

 
5.4 Analytische Sterbetafelfunktionen 
 
1. Überlebensfunktion  
 

- de Moivre (1724):  ( ) 1 xl x
w

= −   

- Achard-Moivre (um 1900):   ( ) 1
mxl x

w
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Spezialfall: Rechtecksverteilung m=1 
 
- Chr. Kramp (1787/88):  15 15( ) x xl x P M Q N− −= ⋅ + ⋅  
(gute Anpassungen an historische Sterbetafeln (Halley, Süßmilch ua.) 
 
 

- Lambert (1765): 
2

13,682 2,4311496( ) 10000 6167
96

x xxl x e e
− −⎛ ⎞−⎛ ⎞= − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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- Moser (1839):  9 174 44
5 8

0.7125 0.1570( ) 1 0.2
10 10

l x x x x= − − −  

- Dormoy (1878):    ( ) exp( )l x kx= −  

  (Rayleigh-Verteilung: 
2

( ) exp( )
2

xl x k= − ; LHR-Verteilung 
2

( ) exp( )
2

x
l x k ax= − − ) 

- E. J. Gumbel (1932):  
( )2

2
( )
2( )
x H

l x e
υ

σ
−

−
= mit mittlerem Sterbealter ( ) ( )x x e x Hυ = + >  

 
 

2. Dichte der Verstorbenen ( )dl x
dx

−  

 

- Thomas Young (1826): ( ) ( )i
dl x f x

dx
− =∑  

Universalgelehrter;  u.a. neben Champollion Beiträge zur Entzifferung der Hieroglyphen 
 

- Wilhelm Lexis (1877):  Dichte der „normalen“ Sterbefälle ( )2( ) , m
dl x N m

dx
σ− =  

m: normales Sterbealter (Modus) 
 

 
 
- Karl Pearson (1897): 
Verteilung der Gestorbenen setzt sich aus 5 sich überlagernden altersabhängigen Häufigkeitsverteilungen  
zusammen. 
 
 z.B. Häufigkeitsverteilung für Mortalität im hohen Alter: 

( ) 1
c

dxdl x xa e
dx b

⎛ ⎞− = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (rechtssteil) 

 
 
3. Sterbeintensität bzw. Sterbewahrscheinlichkeit 
 

0

( ) exp ( )
x

l x z dzμ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

 
- Benjamin Gompertz (1825)/ Edmonds (1832): ( ) k xx A eμ ⋅= ⋅  für x > 30 
 
- Makeham (1860): ( ) k xx B A eμ ⋅= + ⋅  für x > 10 
 

- Thiele (1871) xb
3

2
)cx(

2
xb

1
3

2

1 eaeaea)x( ⋅+⋅+⋅=μ
−

−−  
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- Wittstein (1883): ( ) ( )1n nx m x
xq a a

m
ω− − − ⋅= +  

 
 
Übersicht über Sterbetafelfunktionen, die auf der Sterbeintensitätsfunktion basieren 
 x<10 10<x<30 x>30  
Gompertz (1825)   ( )h x   
Makeham (1860)  Konstante ( )h x   
Gauss ( )f x  0 ( )h x  Briefwechsel mit unbek. Datum 

Lazarus (1867) ( )f x  Konstante ( )h x   

Wittstein (1883) ( )f x   ( )h x  q(x) 

Thiele (1871) ( )f x  ( )g x  ( )h x  ( )g x : Normalverteilung 

Pollard-Heligmann (1980) ( )f x  ( )g x  ( )h x  Statt ( ) /x xx q pμ   

( )g x :log. Normalverteilung 

Siler (1979) ( )f x  Konstante ( )h x   

f(x)=fallende Exponentialfunktion; h(x)=steigende Exponentialfunktion 
 
 
Einige Formeln zur Gompertz-Verteilung 
 

( ) kxx A eμ = ⋅  

( ) exp exp expk x k xA A A Al x e e
k k k k

⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ = ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) 1 exp k xA AF x e
k k

⋅⎛ ⎞= − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )( ) exp( ) exp ( )k x k xdF x dl x A Af x A k x e A e l x
dx dx k k

⋅ ⋅⎛ ⎞= = − = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Modus m: 

ln A
km

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= −   bzw. exp( )A k k m= ⋅ − ⋅  

 
( ) ( )( ) ( )k x m k x mx k e m eμ μ⋅ − ⋅ −= ⋅ = ⋅  

 
( )( )( ) exp k x mk ml x e e ⋅ −− ⋅= −  

 
Mit 0k me− ⋅ ≈  
 

( )( )( ) exp exp k x mk xAl x e e
k

⋅ −⋅⎛ ⎞= − ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ( )1ln ln ln
( )

A A x k x m
l x k k

⎛ ⎞
= + = ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 Gumbel-Verteilung 
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6. Stabile Bevölkerungen 
 
6.1 Malthusianische Bevölkerungen 
 
Eine stabile Bevölkerung ist eine hypothetische Bevölkerung mit konstanter Geburten-, 
Sterbe- und Wachstumsrate. Ihre Altersstruktur verändert sich im Laufe der Zeit nicht. Sie ist 
ein Idealfall einer realen Bevölkerung. Anhand des stabilen Modells lassen sich Einflüsse von 
Veränderungen der Wachstumsrate, der Fertilität und der Mortalität auf die Altersstruktur 
besonders deutlich hervorheben, da von störenden Altersstruktureffekten einer realen 
Bevölkerung abstrahiert wird. Eine stabile Bevölkerung (ohne Migration) entsteht immer 
dann, wenn über einen längeren Zeitraum hinweg die altersspezifischen Geburten- und 
Sterberaten konstant bleiben. Zu unterscheiden sind stabile Bevölkerungen bei denen die 
Wachstumsrate exogen vorgegeben wird (Malthusianische Bevölkerungen) sowie stabile 
Bevölkerungen bei denen die Wachstumsrate aus vorgegebener konstanter 
Nettomaternitätsfunktion berechnet wird (Lotka-Bevölkerungen). 
 
Schon Euler (1760) hat die Grundlagen der stabilen Bevölkerung mit exogener 
Wachstumsrate abgeleitet. Bedeutend für die Weiterentwicklung des stabilen Modells waren 
vor allem die Arbeiten von Lotka (1907, 1922, 1939), Sharpe; Lotka (1911) sowie u.a. die 
Veröffentlichungen von Moser (1839), Zillmer (1863), Bortkiewicz (1893, 1911), v. Mises 
(1933), Hadwiger (1939) und Keyfitz (1968). 
 
Im folgenden wird ein kurzer Überblick über das stabile Modell gegeben. Ausführlich wird 
das stabile Modell u.a. bei Keyfitz (1968, 1977) und Feichtinger (1979) dargestellt. Zunächst 
werden in Abschnitt 4.2.1 einige Reihenentwicklungen zur Analyse des stabilen Modells 
behandelt. 
 
 
6.1.1 Laplace-Transformierte und momentenerzeugende Funktion 
 
Gegeben sei die Dichte f(x) einer nicht-negativen Zufallsvariablen X. Die Laplace-
Transformierte ist 
 

rx

0

G(r) e f (x)dx
+∞

−= ⋅∫ . 

Mit den Ableitungen 

 rx

0

G '(r) x e f (x)dx
+∞

−= − ⋅ ⋅∫  

 2 rx

0

G ''(r) x e f (x)dx
+∞

−= ⋅ ⋅∫  

 3 rx

0

G '''(r) x e f (x)dx
+∞

−= − ⋅ ⋅∫  

etc. 
 
an der Stelle 0r =  
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 1
0

G '(0) x f (x)dx m
+∞

= − ⋅ = −∫  

 2
2

0

G ''(0) x f (x)dx m
+∞

= ⋅ =∫  

 3
3

0

G '''(0) x f (x)dx m
+∞

= − ⋅ = −∫  

 
etc. 

 
lautet die Reihenentwicklung 
 

...
!3

rm
!2

rmrm1)r(G
3

3

2

21 +⋅−⋅+⋅−= , 

 
wobei mk das k-te Moment von f(x) ist. 
 
Der Mittelwert von )x(fe rx−  ist 
 

rx

0

rx

0

x e f (x)dx
G '(r)
G(r)

e f (x)dx

+∞
−

+∞
−

⋅
μ = = −

∫

∫
. 

 
Zwischen der momentenerzeugenden Funktion 
 

rx

0

M(r) e f (x)dx
+∞

= ∫  

und der Laplace-Transformation 
rx

0

G(r) e f (x)dx
+∞

−= ∫  

besteht folgende Beziehung 
)r(G)r(M −= . 

 
Die H(r)-Funktion ist definiert als der natürliche Logarithmus der Laplace-Transformierten 
 

rx

0

H(r) ln G(r) ln e f (x)dx
+∞

−= = ∫ . 

G (́r)H (́r)
G(r)

=  

Anm.: rxK(r) ln e f (x)dx
+∞

−∞

= ∫ ist die kumulantenerzeugende Funktion. 

Mit derselben Überlegung wie oben kann man zeigen, dass die Reihenentwicklung von H(r) 
gegeben ist durch 
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...
!4

r
!3

r
!2

rr)r(H
4

4

3

3

2

21 ⋅κ+⋅κ−⋅κ+⋅κ−= , 

 
wobei κk der k-te Kumulant bzw. die k-te Semiinvariante von f(x) ist (vgl. auch Fisz (1971, S. 
138f). 
 
Es gilt 

11 m=κ  (Mittelwert) 
2

2
2
122 mm σ=μ=−=κ  (Varianz) 

3
3
12133 m2mm3m μ=⋅+⋅⋅−=κ  (Zähler der Schiefe: 3

3

μ

σ
) 

4
4 4 3κ = μ − σ  mit 4

12
2
13144 m3mm6mm4m ⋅−⋅⋅+⋅⋅−=μ   

(Zähler der Wölbung: 
434 4 34 4

μ − σ μ
= −

σ σ
). 

 
Den Mittelwert von )x(fe rx−  kann man jetzt auch schreiben als 
 

2 33 4
1 2

G '(r) H '(r) r r r ...
G(r) 2 6

κ κ
μ = − = − = κ − κ ⋅ + − + . 

 
 
6.1.2 Altersstruktur, Geburten- und Sterberate  
 
Bei der Analyse beschränkt man sich auf den weiblichen Teil der Bevölkerung zunächst ohne 
Wanderungen (geschlossenes Bevölkerungsmodell). Dabei werden folgende Annahmen 
gemacht: 
 
(1) Die Sterbetafelfunktion l(x) ist konstant bzw. zeitinvariant mit 1)0(l = . 
(2) Die Geburten wachsen exponentiell mit exogen vorgegebener Wachstumsrate r, d.h. 

rt
0t eBB ⋅= . 

 
Die Anzahl der Personen im Alter x zum Zeitpunkt t entspricht den Geborenen vor xt −  
Jahren, die bis zum Alter x überlebt haben 
 

.dx)x(leeB

dx)x(leB
dx)x(l)xt(Bdx)t,x(P

rxrt
0

)xt(r
0

⋅=

⋅=

⋅−=

−

−  

 
Die Gesamtbevölkerung ist zum Zeitpunkt t 
 

∫∫
ω

−
ω

− ⋅⋅⋅=⋅⋅=
0

rxrt
0

0

)xt(r
0t dx)x(leeBdx)x(leBP . 

 
Der Anteil der Bevölkerung im Alter zwischen x und dxx +  zum Zeitpunkt t 
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dx)x(leb
dx)x(le

dx)x(ledx)x(cdx)t,x(c rx

0

rx

rx

⋅⋅=
⋅

⋅
== −

ω
−

−

∫
 

 
ist von der Zeit unabhängig und hängt nur von der Wachstumsrate r ab, wobei 
 

∫
ω

− ⋅
==

0

rxt

t

dx)x(le

1
P
Bb  

 
die rohe Geburtenrate ist. 
 
Da 

∫
ω

− ⋅=
0

rx dx)x(le
b
1 , 

folgt 

....
2
rmr1edx

e

)x(lee
B
P 2

20
0 0

rx
0

t

t 0

0

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅μ−⋅=⋅⋅= ∫

ω
−  

 
Die Gesamtbevölkerung zum Zeitpunkt t beträgt daher 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅μ−⋅⋅⋅= ...

2
rmr1eeBP

2

20
rt

0t
0

 

oder 
rt

0t ePP ⋅=  
mit 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅μ−⋅⋅= ...

2
rmr1eBP

2

2000
0

, 

 
wobei μ = μS und m2 Mittelwert und 2. Moment der stationären Bevölkerung bzw. der 
Sterbetafelbevölkerung, also der Bevölkerung mit der Wachstumsrate 0r = , sind (vgl. auch 
den folgenden Abschnitt 4.3.3). 
 
Die rohe Sterberate ist 
 

∫
∫

∫ ω
−

ω
−

ω
−

μ⋅⋅⋅=
⋅⋅

μ⋅⋅⋅
==

0

rx

0

)xt(r
0

0

)xt(r
0

t

t dx)x()x(leb
dx)x(leB

dx)x()x(leB

P
Dd . 

 
Da 

)x()x(l
dx

)x(dl
μ⋅−=  

folgt 
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rbd

dx)x(lebr|)x(lebd

)x(ldebd

0

rx
0

rx

0

rx

−=

⋅⋅⋅−⋅⋅−=

⋅−=

∫

∫
ω

−ω−

ω
−

 

oder 
 dbr −= . 
 
Die Differenz db −  nennt man natürliche Wachstumsrate. 
 
Das mittlere Alter einer stabilen Bevölkerung ist 
 

)r('H
dx)x(fe

dx)x(fex

dx)x(le

dx)x(lex
dx)x(cx)r(

0

rx

0

rx

0

rx

0

rx

0

−=

⋅

⋅⋅

=

⋅

⋅⋅

=⋅=μ

∫

∫

∫

∫
∫

ω
−

ω
−

ω
−

ω
−

ω

 

mit 

∫
ω=

0

dx)x(l

)x(l)x(f . 

 
Die Reihenentwicklung ergibt 
 

...
2
rr)r(

2

321 −⋅κ+⋅κ−κ=μ , 

 
wobei κk die Kumulanten der stationären Bevölkerung sind. Eine Näherung ist 
 

2
S S(r) rμ ≈ μ −σ ⋅ . 

 
Ist 0r > , dann ist das Durchschnittsalter der stabil wachsenden Bevölkerung kleiner als das 
Durchschnittsalter der stationären Bevölkerung, da 02 >σ . 
 
Will man die Wachstumsrate einer stabilen Bevölkerung schätzen, so reichen die Kenntnis der 
Kumulanten der Sterbetafel sowie das mittlere Alter der stabilen Bevölkerung μ(r) aus, da die 
Umformung der oben genannten Gleichung zu 
 

S
2
S

(r)r μ −μ
≈

σ
 

führt. 
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In Anlehnung an Euler (1760) und Moser (1839) wollen wir das stabile Modell in diskreter  
Form darstellen. Unterstellt man, dass die Geburtenzahl B sich geometrisch mit dem Faktor 
q>1 vermehrt bzw. q<1 vermindert, dann beträgt die Bevölkerung zum heutigen Zeitpunkt  
 

ωω+++++= l
q
B....l

q
B....l

q
Bl

q
Bl

q
BBP xx33221 . 

 
Die heutigen x-jährigen wurden vor x Jahren geboren. Die Geburtenzahl der Kohorte belief 

sich auf B
q x , von denen B

q
lx x Personen das Alter x erreicht haben. Finanzmathematisch kann 

die Bevölkerung als vorschüssiger Rentenbarwert (vgl. Ihrig; Pflaumer (2010), S. 33 ff.) der 
um die Erlebenswahrscheinlichkeiten korrigierten Geburten (Renten) B betrachtet werden.  
 
Die Bevölkerung ergibt ein Jahr später 
 

ϖ−ϖ− ++++⋅+⋅= l
q

B....l
q

B....l
q
Bl

q
BlBqBP 1x1x3221

1 , 

 
also  
 

qPP1 ⋅= . 
 

Die Entwicklung der Gestorbenen lässt sich wie folgt ableiten: 
 
Im Alter zwischen 0 und 1 sterben: 1lBB ⋅− , 

im Alter zwischen 1 und 2 sterben: 21 l
q
Bl

q
B

−  

etc., 
 
so dass die Gesamtzahl der Gestorbenen während eines Jahr 
 

.....
q
B)ll(

q
B)ll(B)l1(M 232211 +⋅−+⋅−+⋅−=  

bzw. 
 

BqP)q1(qBPPM 1 ⋅+⋅−=⋅+−=  
 
beträgt. 
 
Ein Jahr später berechnet man für die Gestorbenen während eines Jahres 
 

.....
q
B)ll(B)ll(Bq)l1(M 32211

1 +⋅−+⋅−+⋅⋅−=  

bzw. 
 

MqM1 ⋅= . 
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Wenn die Zahl der jährlich Geborenen sich beständig im Verhältnis q ändert, dann dann gilt 
dies auch für die Bevölkerung und die Gestorbenen (vgl. Moser (1839), S. 125 ff.) 
 
Wie im stetigen Fall ist die Altersstruktur von der Zeit unabhängig und hängt nur von dem 
Wachstumsfaktor q ab, da der Anteil der Bevölkerung im Alter x 
 

x
x

0x
x

x

x
x

x lqb
lq

lqc ⋅⋅=
⋅

⋅
= −

ω

=

−

−

∑
 

 
ist, wobei man mit 
 

∑
ω

=

− ⋅
=

0x
x

x lq

1b  

 
die allgemeine Geburtenrate definiert. 
 
Aus  
 

BqP)q1(M ⋅+⋅−=  
 
folgt für den Wachstumsfaktor 
 

b1
d1

P
B1
P
M1

BP
MPq

−
−

=
−

−
=

−
−

= ; 

 
dabei sind b die allgemeine Geburten- und d die allgemeine Sterberate. Die natürliche 
Wachstumsrate ergibt bei dieser Darstellung 
 

b1
db1qr

−
−

=−= . 

 
Geht man im diskreten Modell von einer vor- zu einer nachschüssigen Betrachtungsweise 
über, d.h. 
 

ω+ω+ +++++= l
q

B....l
q

B....l
q
Bl

q
Bl

q
B

q
BP 1x1x342312 , 

 
dann folgt für die natürliche Wachstumsrate die in der Demografie übliche Schreibweise 
 

r q b d= − = −1 , 
 
wie man leicht nachvollziehen kann. 
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6.1.3 Stationäre Bevölkerung 
 
Sie ist ein Spezialfall der stabilen Bevölkerung, falls 0r =  ist. 
 
Der Anteil der Bevölkerung im Alter zwischen x und dxx +  ist 
 

dx)x(lb
dx)x(l

dx)x(ldx)x(c

0

⋅==

∫
ω  

 
mit der rohen Geburtenrate 
 

0
0

0

e

1

dx)x(l

1b ==

∫
ω . 

Aus 
db0r −==  

folgt 

0
0e

1d = . 

 
Die Gesamtbevölkerung berechnet sich zu 
 

0
0

0
0

0 eBdx)x(lBP ⋅=⋅= ∫
ω

 

 
(Totalbestand = Zugang pro Periode ⋅ durchschnittliche Verweilzeit). 
 
Im Zusammenhang mit der Sterbetafelanalyse wird l(x) als Survivor- oder 

Überlebensfunktion bezeichnet. Ihre Ableitung 
dx

)x(ld
−  ist die Dichte der Sterbefälle. 

 

Bei Betrachtung der stationären Bevölkerung ist )x(f
e

)x(l

0
0

=  dagegen Dichte der 

Altersverteilung, da 1dx
e

)x(l

0 0
0

=∫
ω

 ist. 

 
Streng zu unterscheiden sind die Parameter der beiden Dichten. Der Mittelwert der Dichte der 
Sterbefälle ist 
 

∫∫∫
ωωω

=⋅μ⋅=⋅−==ν
000

0 dx)x(ldx)x(l)x(xdx
dx

)x(ldxe0 , 

 
während der Mittelwert der stationären Bevölkerung (Sterbetafelbevölkerung) als 
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∫
∫

∫ ω

ω

ω

⋅=

⋅

=μ=μ
0 0

0

0
S dx

e

)x(lx
dx)x(l

dx)x(lx

0
 

 

definiert ist. 0
0e  bedeutet im Falle der stationären Bevölkerung den Totalbestand der 

Bevölkerung für eine Geburt pro Jahr. 
 
Entsprechend zu berechnen sind die Varianzen und die anderen Parameter. 
 
 
6.1.4 Einfluss der Wachstumsrate auf die Altersstruktur 
 
Wir betrachten zwei Malthusianische Bevölkerungen mit Wachstumsrate r und drr + . In 
welchem Ausmaß variieren ihre Altersstrukturen c(x) und ihre mittleren Alter )r(μ ? Es gilt 
 

)x(leb)x(c rx ⋅⋅= − . 
 
Logarithmieren führt zu 
 

)x(llnrxbln)x(cln +−=  

x
rd
blnd

)x(c
rd

)x(cd

rd
)x(clnd

−== . 

Da 

∫
ω

−

=

0

rx dx)x(le

1b  

bzw. 

∫
ω

−−=
0

rx dx)x(lelnbln  

folgt 

)r(
dx)x(le

dx)x(fex

rd
blnd

0

rx

0

rx

μ=
⋅

⋅⋅
=

∫

∫
ω

−

ω
−

. 

Folglich ist 

)x(c)x)r((
rd

)x(cd
⋅−μ= . 

 
Steigt r, dann 
 
• nimmt c(x) für alle Alter unterhalb des mittleren Alters μ(r) zu 
• nimmt c(x) für alle Alter oberhalb des mittleren Alters μ(r) ab. 
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Das mittlere Alter der stabilen Bevölkerung ist 
 

∫

∫
ω

−

ω
−

⋅

⋅⋅

=μ

0

rx

0

rx

dx)x(le

dx)x(lex
)r( . 

 
Logarithmieren führt zu 
 

∫∫
ω

−
ω

− ⋅−⋅⋅=μ
0

rx

0

rx dx)x(lelndx)x(lexln)r(ln . 

 
Die Ableitungen ergeben 
 

∫

∫

∫

∫
ω

−

ω
−

ω
−

ω
−

⋅

⋅⋅

+

⋅⋅

⋅⋅

−=
μ

0

rx

0

rx

0

rx

0

rx2

dx)x(le

dx)x(lex

dx)x(lex

dx)x(lex

dr
)r(lnd  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

μ−

⋅⋅

⋅⋅

−=
μ

μ

∫

∫
ω

−

ω
−

)r(
dx)x(lex

dx)x(lex

)r(
dr

)r(d

0

rx

0

rx2

 

0)r())r((
dx)x(le

dx)x(lex

dr
)r(d 22

0

rx

0

rx2

<σ−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

μ−

⋅

⋅⋅

−=
μ

∫

∫
ω

−

ω
−

. 

 
Je größer die Wachstumsrate einer stabilen Bevölkerung ist, um so geringer ist ihr 
Durchschnittsalter. 
 
6.1.5 Beziehungen zwischen Altersstruktur, Sterbeintensität, Geburten- und Sterberaten 

sowie Lebenserwartung 
 
Aus 

)x(leb)x(c rx ⋅⋅= −  
folgt 

rx)x(llnbln)x(cln −+= . 
Die Ableitung 

r
dx

)x(llnd
dx

)x(clnd
−=  

führt zu 
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r
)x(l

dx
)x(ld

)x(c
dx

)x(cd

−=  

)r)x((
)x(c

dx
)x(cd

+μ−= . 

 
Ist 0r > , dann sinkt c(x) für alle x. 
 
Ist 0r < , dann sinkt c(x), falls |r|)x( >μ , und steigt, falls in jungen Altersklassen |r|)x( <μ . 
 
Mit steigendem Alter nimmt μ(x) zu, so dass ab einem gewissen Alter auch bei negativer 
Wachstumsrate c(x) mit wachsendem Alter abnimmt. 
 

Der Zusammenhang zwischen roher Geburtenrate b, Sterberate d und Lebenserwartung 0
0e  

lässt sich wie folgt ableiten: 
 
Aus 

∫
ω

− μ⋅⋅=
0

rx dx)x()x(le
b
d  

folgt 

∫
ω

− μ⋅⋅=
0

rx dx)x()x(leln
b
dln  

und da 

1dx)x()x(l
0

=μ⋅∫
ω

 

ist 

...
6
r

2
rredlnbln

3

3

2
2

0
0

−⋅κ+⋅σ−⋅=−  

bzw. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅κ
+

⋅κ
−

σ
⋅+

−
−

= ...
24

r
6

r
2

r
db

dlnblne
2

43
2

0
0 . 

 
Bei gegebener roher Geburten- und Sterberate kann mit Hilfe der Kumulanten 2 3, ...κ κ einer 
Sterbetafelbevölkerung  die Lebenserwartung hinreichend genau bestimmt werden. 
 

Beziehung zwischen 0
0e und Sμ : 

∫
ω

− ⋅=
0

rx dx)x(le
b
1  

bzw. 

...
6
r

2
rr

eb

1ln
3

3

2
2

0
0

+⋅κ−⋅σ+⋅μ−=
⋅

 

oder schließlich 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+σ−⋅μ⋅= ...

2
rrexp

b
1e

2
2

0
0 , 

 
wobei hier die Kumulanten der Sterbetafelbevölkerung zu berechnen sind. 
 
 
6.1.6 Bestimmung der Wachstumsrate aus der Altersstruktur 
 
Seien c(x) dx der Anteil der Personen im Alter zwischen x und dxx +  und c(y) dy der Anteil 
der Personen im Alter zwischen y und dyy + , dann gilt 
 

dx)x(lebdx)x(c rx ⋅⋅= −  
und 

dy)y(lebdy)y(c ry ⋅⋅= − . 
Aus 

r(y x)c(y)dy l(y)dye
c(x)dx l(x)dx

− −= ⋅  

folgt 

)x(l)x(c
)y(l)y(ce )yx(r =−  

 
und schließlich für die Wachstumsrate 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)x(l)x(c
)y(l)y(cln

yx
1r . 

 
Die stabile Wachstumsrate kann also aus den Anteilen zweier Altersklassen der Bevölkerung 
zum Zeitpunkt t bestimmt werden. Dieses Verfahren zur Schätzung der Wachstumsraten 
spielt vor allem bei Bevölkerungen eine Rolle, bei denen statistische Zeitreihen nicht zur 
Verfügung stehen. Voraussetzung ist allerdings eine stabile oder nahezu stabile Bevölkerung. 
 
 
6.2 Lotka-Bevölkerungen 
 
6.2.1 Lotka-Gleichung 
 
Wieder betrachten wir nur den weiblichen Teil der Bevölkerung. Die Maternitätsfunktion 
m(x) und die Sterbetafelfunktion l(x) seien zeitinvariant. 
 
Die Geburten zum Zeitpunkt t sind 
 

∫
β

α

⋅= dx)x(m)t,x(PBt  

bzw. 

∫
β

α

⋅⋅−= dx)x(m)x(l)xt(BBt , 
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wobei dx)x(m)x(l ⋅  die Nettomaternitätsfunktion ist. 
 
Im Falle einer stabilen Bevölkerung lautet die Entwicklung der Geburten 
 

∫
β

α

− ⋅⋅⋅=⋅ dx)x(m)x(leBeB )xt(r
0

rt
0 . 

 
Die Division durch rt

0 eB ⋅  ergibt die Lotka-Gleichung 
 

∫
β

α

− ⋅⋅= dx)x(m)x(le1 rx . 

Wir setzen 

∫
β

α

− ⋅⋅=Φ dx)x(m)x(le)r( rx  

Es gilt 
0)r(' <Φ  
0)r('' >Φ  
0)r(lim

r
=Φ

∞→
 

∞=Φ
−∞→

)r(lim
r

. 

 
Φ(r) ist eine von r fallende Funktion und daher hat die Lotka-Gleichung nur eine reelle 
Lösung r0, die wahre Wachstumsrate (intrinsic rate of growth). Sie ist von der Altersstruktur 
einer Bevölkerung unabhängig; sie hängt nur von der Nettomaternitätsfunktion )x(m)x(l ⋅  ab. 
 
Aus Abb. 6.1 erkennt man folgenden Zusammenhang zwischen r0 und R0, wobei 0R)0( =Φ  
ist: 
 0r1R 00 >↔>  
 0r1R 00 =↔=  
 0r1R 00 <↔< . 
 

1

0 r0 r

Φ(r)

 
Abb. 6.1: Verlauf von Φ(r) 
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Zur funktionalen Bestimmung des Zusammenhangs zwischen wahrer Wachstumsrate und 
Nettoreproduktionsrate geht man aus von 
 

∫
β

α

− ⋅
⋅=

Φ dx
R

)x(m)x(le
R

)r(

0

rx

0

 

bzw. 

...
2
rrA

R
)r(ln

2
2

0
0

−⋅σ+⋅−=
Φ , 

 
wobei A0 der Mittelwert und σ2 die Varianz der Nettomaternitätsfunktion sind. 
 

Da gemäß der Lotka-Gleichung 1)r( =Φ  ist, folgt 0
0

Rln
R

)r(ln −=
Φ . Daraus erhalten wir 

 

...
!4

r
!3

r
2
rrARln

4

4

3

3

2
2

00 +⋅κ−⋅κ+⋅σ−⋅=  

oder 
...

2
rrA

0

2
2

0eR
+⋅σ−⋅

= . 
 
 
6.2.2 Mittlerer Generationenabstand 
 
Der mittlere Generationenabstand wird unterschiedlich definiert. 
 
(1) Mittelwert der Nettomaternitätsfunktion  

 

 
0

0 R

dx)x(m)x(lx

dx)x(m)x(l

dx)x(m)x(lx
A

∫

∫

∫
β

α
β

α

β

α

⋅⋅
=

⋅

⋅⋅
=  

 
(2) Mittleres Alter der Mütter bei der Geburt ihrer Tochter in einer stabilen Bevölkerung  

 

 

∫

∫

∫

β

α

−

β

α

−

β

α

−

⋅σ−≈⋅⋅⋅=

⋅⋅

⋅⋅⋅
=

rAdx)x(m)x(lex

dx)x(m)x(le

dx)x(m)x(lex
A

2
0

rx

rx

rx

r

 

 
(3) Mittlere Zeit, bis sich die stabile Bevölkerung mit der Wachstumsrate r um den Faktor R0 

verändert hat (Lotka-Intervall)  
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Aus 

 rT...
2
rrA

0
r

2
2

0 eeR ⋅+⋅σ−⋅
==   

folgt 

 
2
rA

!3
r

2
rAT 2

0

2

3
2

0r ⋅σ−≈⋅κ+⋅σ−=   

bzw. 

 
2

AAT r0
r

+
≈  

 
 
6.2.3 Bestimmung der wahren Wachstumsrate 
 
(1) Die wahre Wachstumsrate kann durch Probieren aus der Lotka-Gleichung  

 

 1dx)x(m)x(le rx =⋅⋅∫
β

α

−   

 
bei gegebener Nettomaternitätsfunktion gewonnen werden. 

 
(2) Setzt man näherungsweise  

 

 2
rrA

0

2
0eR

⋅σ−⋅
=  

 
dann erhält man durch Logarithmieren eine quadratische Gleichung, aus der man r0 
berechnen kann, falls Mittelwert A0, Varianz σ2 und Nettoreproduktionsrate R0 der 
Nettomaternitätsfunktion bekannt sind:  
 

 0RlnrA
2
r

00

2
2 =+⋅−⋅σ . 

 
(3) Setzt man näherungsweise  

 
 rA

0
0eR ⋅= , 

 
dann führt Logarithmieren zu der einfachen Beziehung  
 

 0
0

Rln
A
1r ⋅= . 

 
Zur approximativen Bestimmung der wahren Wachstumsrate müssen nur Mittelwert A0 
und Nettoreproduktionsrate R0 der Nettomaternitätsfunktion gegeben sein. 

 
Bei einer impliziten Funktion 
 

0)y,x(f =  
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ergibt sich als totales Differential 
 

0dyfdxf yx =⋅+⋅  
und daraus folgt 

y

x

f
f

dx
dy

−= , 

wobei fx und fy die partiellen Ableitungen sind. 
 
Wir wollen nun den Einfluss von Veränderungen der Parameter der Nettomaternitätsfunktion 
auf die stabile Wachstumsrate untersuchen. Ausgangspunkt ist die implizite Funktion 
 

0RlnrAr
2 00

2
2

=+⋅−⋅
σ . 

 
Es ergeben sich folgende Ableitungen 
 

0
)rA(2

r
f
f

d
dr

2
0

2

r
2

2
>

σ⋅−⋅
=−=

σ
σ , 

0
rA

r
f
f

dA
dr

2
0r

A

0

0 <
σ⋅−

−=−= , 

0
)rA(R

1
f
f

dR
dr

2
00r

R

0

0 >
σ⋅−

=−= , 

 
falls 2

0 rA σ⋅> . 
 
Geeignetes bevölkerungspolitisches Instrument zur Reduzierung der Wachstumsrate einer 
Bevölkerung ist neben der Verminderung der Nettoreproduktionsrate auch eine Erhöhung des 
mittleren Heiratsalters (Generationenabstand), wobei diese Erhöhung i.a. noch eine 
zusätzliche Wirkung zeigt, nämlich die Verminderung der Nettoreproduktionsrate. Aber auch 
ohne diesen zusätzlichen Effekt wirkt die Erhöhung des Generationenabstandes vermindernd 
auf die Wachstumsrate. 
 
 
6.2.4 Ergodizität 
 
Sharpe und Lotka (1911) zeigten, dass eine von Wanderungen geschlossene Bevölkerung, die 
konstanten Mortalitäts- und Fertilitätsverhältnissen unterworfen ist, sich asymptotisch einer 
stabilen Bevölkerung annähert, deren Wachstumsrate und Altersstruktur von der 
Altersstruktur der Ausgangsbevölkerung nicht beeinflusst wird. Die Tendenz, die 
Ausgangsaltersstruktur bei konstanten Mortalitäts- und Fertilitätsraten zu vergessen, 
bezeichnet man in der Demografie als starke Ergodizität. Die Abb. 6.2 illustriert die starke 
Ergodizität. Ausgangspunkt sind zwei sehr unterschiedliche Altersstrukturen: Ostdeutschland 
1957 und Thailand 1955. Bourgeois-Pichat (1968) demonstrierte, dass Projektionen mit den 
gleichen konstanten Fertilitäts- und Mortalitätsannahmen letztlich zu den gleichen stabilen 
Altersverteilungen der beiden Bevölkerungen mit identischer Wachstumsrate führen; die Zahl 
der Gesamtbevölkerung ist i.a. natürlich unterschiedlich. Den formalen, nicht ganz einfachen 
Beweis findet man außer bei Sharpe/Lotka (1911) bei Keyfitz (1968). Wir werden den Beweis 
der starken Ergodizität für den diskreten Fall in Kapitel 7.1 skizzieren. 
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Abb. 6.2: Illustration der starken Ergodizität 
 
Werden zwei Bevölkerungen mit unterschiedlichen Altersstrukturen den gleichen Fertilitäts- 
und Mortalitätsraten unterworfen, die sich aber im Ablauf der Zeit verändern können, so stellt 
sich zwar keine stabile Bevölkerung ein, aber die Altersstruktur der beiden Bevölkerungen 
nähern sich asymptotisch einander und sind von der Altersstruktur der Ausgangsbevölkerung 
unabhängig. Die asymptotische Altersstruktur hängt nur von den Fertilitäts- und 
Mortalitätsraten der Vergangenheit ab. Diese Aussage ist der Inhalt von dem Theorem der 
schwachen Ergodizität (vgl. Lopez (1961)). 
 
 
6.3 Fishers Reproduktionswert und Schwung des Bevölkerungswachstums 
 
In einer stationären Bevölkerung gibt 
 

∫
β

⋅⋅
x

da)a(m)a(l
)x(l

1  

 
die Anzahl der Mädchen je Frau an, die eine Kohorte von l(x) Frauen im Alter x bis zum Ende 
ihrer reproduktiven Phase noch gebären wird. 
 
Bei einer stabilen Bevölkerung mit der Wachstumsrate r bezeichnet 
 

∫∫
β

−
−

β
−− ⋅⋅⋅

⋅
=⋅⋅⋅=

x

ra
rx

x

)xa(r da)a(m)a(le
)x(le

1da)a(m)a(le
)x(l

1)x(v  
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den „Barwert“ der Anzahl der Mädchen je Frau, die eine Kohorte von l(x) Frauen im Alter x 
bis zum Ende ihrer reproduktiven Phase noch gebären wird. Die auf das Alter x mit der 
Wachstumsrate r abgezinste Anzahl der Mädchen nennt man Fishers Reproduktionswert einer 
Frau im Alter x (vgl. Fisher (1930)); )xa(re −−  ist der stetige Abzinsungsfaktor für eine 
Wachstumsrate bzw. einem Zinsfuß r bei einer Laufzeit von )xa( −  Jahren (vgl. auch Ihrig; 
Pflaumer (2010), S. 20). Offensichtlich ist 1)0(v =  und 0)x(v = , falls β>x . 
 
Die Zuwanderung einer Frau im Alter x zu einer Bevölkerung im Zeitpunkt 0 führt zu einer 

Zunahme von 
r

rt

A
e)x(v ⋅  Mädchengeburten im Zeitpunkt t unter der Voraussetzung, dass sich 

Fertilitäts- und Mortalitätsverhältnisse nicht verändern. Der Leser überlege sich intuitiv, 
warum v(x) durch das mittlere Gebäralter Ar dividiert werden muss. Einen formalen Beweis 
findet man bei Keyfitz (1977), S. 159. 
 
Da PBb =  führt die Zuwanderung einer Frau im Alter x zu einer Bevölkerung zum 
Zeitpunkt 0 zu einer Zunahme von 
 

bA
e)x(v

b
B

r

rt

⋅
⋅=  

Frauen im Zeitpunkt t. 
 
In Deutschland lag 2010 die Nettoreproduktionsrate bei 0,7. Die niedere Nettoreproduktions-
rate hat zur Konsequenz, dass die Bevölkerung langfristig sinkt, falls der Rückgang aufgrund 
der niedrigen Fertilität nicht durch Einwanderungen ausgeglichen wird. Selbst wenn die 
Nettoreproduktionsrate schlagartig auf das Bestandserhaltungsniveau von eins steigt, wird die 
Bevölkerungszahl aufgrund der anfänglich ungünstigen Altersstruktur zuerst noch sinken, 
bevor sie sich auf einem stationären Niveau stabilisiert. Dieses Phänomen nennt man 
Bevölkerungsmomentum oder Schwung des Bevölkerungswachstums. Dabei ist die 
ursprüngliche Fragestellung genau umgekehrt gewesen. Man wollte wissen, um wieviel 
Prozent die Bevölkerung eines Entwicklungslandes noch steigt, falls die Nettoreproduktions-
rate sofort auf eins fällt. Man kommt zu dem Ergebnis, dass in den meisten 
Entwicklungsländern die Bevölkerung aufgrund von Altersstruktureffekten noch um 60-80% 
ansteigen würde. 
 
Im folgenden wollen wir für stabile Bevölkerungen eine einfache Formel für das 
Bevölkerungsmomentum ableiten. 
 
P(x) dx Personen im Alter zwischen x und x + dx führen langfristig zur Geburtenentwicklung 
 

dx
A
e)x(v)x(P

r

rt

⋅⋅ . 

 
Berücksichtigt man alle Altersklassen β≤≤ x0 , so beträgt die Entwicklung für die 
Gesamtzahl der Geburten 

∫
β

⋅⋅
0r

rt

dx)x(v)x(P
A
e . 
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Für die Veränderung auf das Bestandserhaltungsniveau suchen wir bei gegebener 
Altersstruktur P(x) die Geburtenentwicklung mit vx(x), die zu einer Wachstumsrate 0r =  
bzw. zu einer Nettoreproduktionsrate 1R 0 =  führt, so dass schließlich die stationäre Zahl der 
Geburten 

∫
β

⋅⋅=
0

*

0
s dx)x(v)x(P

A
1B  

 
und die stationäre Zahl der Bevölkerung 
 

∫
β

⋅⋅=
0

*

0

0
0

s dx)x(v)x(P
A
e

P  

beträgt. 
 
Das Verhältnis 0s PP  nennt man Bevölkerungsmomentum oder Schwung des Bevölkerungs-
wachstums, wobei P0 die Bevölkerung zum Zeitpunkt der Veränderung der Netto-
reproduktionsrate auf das Bestandserhaltungsniveau ist. 
 

∫∫
β

α

β

α

⋅
=⋅ dx

R
)x(m)x(ldx)x(m)x(l

0

*  

 
ist die Nettomaternitätsfunktion mit 1R 0 = . Da  
 

)x(lebP)x(P rx
0 ⋅⋅⋅= −  

ist, folgt durch Einsetzen 
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∫ ∫
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−
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⋅
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rx
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rx
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eb
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A
e
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1
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Setzen wir ∫
β ⋅

=
x 0

x da
R

)a(m)a(lb , so erhalten wir 

 

∫
β

− ⋅
⋅

=
0

x
rx

0

0
0

0

s dxbe
A

eb
P
P . 

 
Partielle Integration führt schließlich zu 
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Da 0Ar
0 eR ⋅≈  ist, folgt 
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Für die Reihenentwicklung wurde berücksichtigt, dass 
 

...
322560

x
1920

x
24
x1

x
ee 6422

x
2
x

++++=
−

−

 

gilt. 
 
Approximativ kann das Bevölkerungsmomentum also als 
 

0

0
0

0

s

R
eb

P
P ⋅

=  

geschrieben werden. 
 
 
6.4 Kosten der sozialen Alterssicherung im stabilen Modell 
 
6.4.1 Grundlagen der gesetzlichen Rentenversicherung 
 
Das Alterssicherungssystem in der Bundesrepublik Deutschland baut auf dem sogenannten 
Umlageverfahren auf, d.h. die heutigen Renten werden aus Einkommen der gleichen Periode 
finanziert. Die Erwerbstätigen erhalten durch ihre Beiträge zur Rentenversicherung keinen 
realen Gegenwert, sondern sie erwerben den Anspruch, von der nächsten Generation 
unterstützt zu werden. Die Voraussetzung für das Funktionieren dieses Systems erfordert ein 
angemessenes Verhältnis zwischen der Zahl der Rentner und der Zahl der Erwerbstätigen, des 
sogenannten Rentnerquotienten. Anstelle dieses Rentnerquotienten wird für langfristige 
Modellrechnungen oft der Altenquotient, also die Zahl der Personen im Rentenalter, bezogen 
auf die Zahl der Personen im erwerbsfähigen Alter, verwandt. Obwohl die Zähler- und 
Nennergrößen der beiden Verhältniszahlen voneinander abweichen, ist der Altenquotient ein 
brauchbarer Ersatz. Bei gleichbleibendem Beschäftigungsverhältnis und bei gleichbleibender 
Rentnerdichte entwickelt sich der Altenquotient proportional zum Rentnerquotienten. Bei der 
Verwendung des Altenquotienten anstelle des Rentnerquotienten muss man sich natürlich 
immer der Tatsache bewusst sein, dass für die Rentenfinanzierung letztlich und endlich nicht 
die Personen im erwerbsfähigen Alter und die Personen im Rentenalter wichtig sind, sondern 
nur die Personen, die einer Erwerbstätigkeit nachgehen und Beiträge zahlen, und die 
Personen, die eine Rente beziehen. 
 
Der Altenquotient AQ, der die Personen über 60 Jahre auf die Personen zwischen 20 und 60 
Jahre bezieht ist von 24,6% im Jahr 1950 auf 41% im Jahr 2000 gestiegen. 
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Die gesetzliche Rentenversicherung basiert vereinfacht auf folgendem Modell: 
 
• Einnahmen Et der Rentenversicherung zum Zeitpunkt t  

 
 tttt YZBbE ⋅⋅= , 
wobei  
 tzBeitragssabt =  
 hlerBeitragszader  ZahlZBt =  
 eltBruttoentg ttlichesdurchschniYt = . 

 
• Ausgaben At der Rentenversicherung zum Zeitpunkt t  

 
 ttt ZRRA ⋅= , 
wobei  
 Rente ttlichedurchschniR t =  
 Rentnerder  ZahlZR t = . 

 
• Budgetgleichung  

 tt EA = . 
 
Die Budgetgleichung drückt das Prinzip der gesetzlichen Rentenversicherung aus, welches 
auf dem sogenannten Umlageverfahren beruht. Im Gegensatz zum kapitalgedeckten 
Verfahren, bei welchem die Rentenbeiträge zinseszinslich bis zum Renteneintrittsalter 
angespart werden, um dann aus dem angesparten Kapital unter Berücksichtigung der ferneren 
Lebenserwartung versicherungsmathematisch eine Rente zu berechnen, werden beim 
Umlageverfahren die Beiträge der heutigen Beitragszahler für die Renten der heutigen 
Rentner verwendet. 
 
Aus der Budgetgleichung lässt sich der erforderliche Beitragssatz 
 

ttt RQRNb ⋅=  
 
ableiten, der das System im Gleichgewicht hält, mit 
 

t

t
t ZB

ZRRQ =  (Rentnerquotient) 

t

t
t Y

RRN =  (Rentenniveau). 

 
Anstelle des Rentnerquotienten wird für langfristige Modellrechnungen, wie bereits oben 
erwähnt, der Altenquotient 
 

in tJahre60-20Alter imPersonen 
in t Jahre 60über Alter  imPersonen AQt =  

 
verwendet.  
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6.4.2 Erforderlicher Beitragssatz bei der gesetzlichen Rentenfinanzierung 
 
Unterstellen wir ein konstantes Rentenniveau α mit 10 <α< , so ergibt sich für den 
erforderlichen Beitragssatz im stabilen Modell 
 

∫

∫

⋅

⋅
⋅α=⋅α=

−

ω
−

60
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rx

60

rx

dx)x(le

dx)x(le
AQb . 

 
Differenziert man den natürlichen Logarithmus von AQ nach r, so erhält man 
 

)r()r(

dx)x(le

dx)x(lex

dx)x(le

dx)x(lex

dr
AQlnd
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rx
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⋅

⋅⋅
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⋅⋅
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∫

∫
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∫
−

−

ω
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ω
−

 

bzw. 

AQ))r()r((
dr
AQd

AE ⋅μ−μ= , 

wobei 
=μ )r(E mittleres Alter der „Erwerbspersonen“ 

=μ )r(A mittleres Alter der „Rentner“. 
 
Da α eine Konstante ist, gilt 

dr
AQlnd

dr
blnd
= . 

 
Ändert sich eine stabile Wachstumsrate r um dr, so beträgt die relative Änderung des 
erforderlichen Beitragssatzes 

dr))r()r((
b

db
AE ⋅μ−μ= , 

da 

)r()r(
dr
b

db

dr
blnd

AE μ−μ==  

ist. 
 
Nehmen wir an, dass ( ) 30)r()r( EA =μ−μ Jahre ist, dann führt eine Verminderung der 
stabilen Wachstumsrate um 1%, d.h. 01,0dr −= , zu einer Erhöhung des Altenquotienten bzw. 
des erforderlichen Beitragssatzes um ca. 30%, da 
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3,0)01,0()30(
b

db
=−⋅−=  

ist. 
 
Setzen wir )r()r(T EAr μ−μ≈ , dann gilt für die Beitragselastizität bezüglich der Netto-
reproduktionsrate R0 

1
b

R
dR
db

R
dR

b
db

0

0

0

0
R,b 0

−≈⋅==ε  

da 
rTr

0 eR ⋅= , 

0r
Tr

r
0 RTeT

dr
dR

r ⋅=⋅= ⋅  

und 

0

0

r R
dR

T
1dr ⋅≈  

sind. 
 
Eine Verringerung der Nettoreproduktionsrate um 1% bedingt bei konstantem Rentenniveau 
eine Erhöhung des erforderlichen Beitragssatzes um 1%. 
 
 
6.4.3 Altenquotient, Jugendquotient und Abhängigkeitsverhältnis 
 
Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass 
 

))r()r((
dr

AQlnd
AE μ−μ=  

gilt. 
 
Reihenentwicklungen ergeben 

r)r( 2
EEE ⋅σ−μ≈μ  

r)r( 2
AAA ⋅σ−μ≈μ , 

 
wobei Eμ , Aμ  und 2

Eσ , 2
Aσ  Parameter der Sterbetafelbevölkerung sind. 

 
Setzen wir die Approximation ein, so erhalten wir 
 

r)()(
dr

AQlnd 2
A

2
EAE ⋅σ−σ−μ−μ≈  

bzw. 

.eAQ

eAQAQ
r)AE(

0

2

2r)2
A

2
E(r)AE(

0
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⋅⋅σ−σ−⋅μ−μ

⋅≈

⋅=  

 
In Abhängigkeit von der Nettoreproduktionsrate R0 lautet die Beziehung 
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. 

 
Je größer die Wachstumsrate (Nettoreproduktionsrate) einer Bevölkerung ist, um so geringer 
ist der Altenquotient. 
 
Aus der letzten Gleichung lässt sich die Elastizität des Altenquotienten bezüglich der Nettore-
produktionsrate darstellen als 
 

1
AQ
R

Rd
AQd

R
Rd

AQ
AQd

0

0

0

0
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−=⋅==ε . 

 
In analoger Weise erhält man eine approximative Beziehung für den Jugendquotient JQ 
 

r)JE(
060
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0
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eJQ
dx)x(le

dx)x(le
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−
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⋅≈=

∫

∫
 

oder 
00 RJQJQ ⋅≈ . 

 
Die demogrfische Gesamtlast drückt das Abhängigkeitsverhältnis AQJQAV +=  aus. 
Während die Gesamtlast in Industrieländern hauptsächlich durch die Alterslast bestimmt wird, 
ist in Entwicklungsländern die Jugendlast der Haupteinflussfaktor. 
 
Bourgeois-Pichat (vgl. Feichtinger (1979), S. 202 ff) geht der Frage nach, bei welcher 
Nettoreproduktionsrate (Wachstumsrate) die Gesamtlast bzw. das Abhängigkeitsverhältnis 
minimal ist. Da 

AQJQAV +=  
ist, gilt approximativ 

0

0
00 R

AQRJQAV +⋅= . 

 
Zur Bestimmung des Minimums differenzieren wir die Funktion und erhalten 
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Die erste Ableitung führt zur minimalen Nettoreproduktionsrate *
0R  

 

0

0*
0 JQ

AQR = . 

 
I.d.R. ist in der Sterbetafelbevölkerung 00 JQAQ < , so dass eine negative Wachstumsrate 
zum minimalen Abhängigkeitsverhältnis führt. 
 
Unterstellt man die deutsche Sterbetafel von 1881/90, so erreicht man bei einer 
Wachstumsrate von –2% das minimale Abhängigkeitsverhältnis von 78,0AV = . Verwendet 
man dagegen die deutsche Sterbetafel von 1979/81, so beträgt das minimale 
Abhängigkeitsverhältnis 935,0AV =  bei einer Wachstumsrate von –0,3% (vgl. Pflaumer 
(1984), S. 510 f). 
 
In Industrieländern mit meist negativen Bevölkerungswachstumsraten ist die Gesamtlast trotz 
hoher Alterslast i.a. geringer als in Entwicklungsländern mit hohen positiven 
Wachstumsraten. Bei dieser Feststellung ist zu berücksichtigen, dass hier keine Aussagen 
über wertmäßige Belastungen gemacht werden. (Welche Kosten fallen für ein Kind an, 
welche Kosten fallen für einen Rentner an?). Zudem fallen bei hohem Altenquotient die 
Belastungen meist indirekt an (über Beitragszahlung an Rentenversicherungsträger), während 
bei hohem Jugendquotienten die Kosten meist direkt entstehen, die i.a. auch einen 
Nutzengewinn zur Folge haben. 
 
 
6.4.4 Erforderlicher Beitragssatz bei der kapitalgedeckten Rentenfinanzierung 
 
Im vorigen  Abschnitt  entwickelten wir folgende Formel für den erforderlichen Beitragssatz 
bei der gesetzlichen Rentenversicherung 
 

∫

∫

⋅

⋅
⋅α=

−

ω
−

60

20

rx

60

rx

dx)x(le

dx)x(le
b . 

 
Bei der kapitalgedeckten Rentenfinanzierung ist die Bevölkerungswachstumsrate r irrelevant. 
Beiträge werden zum Zinsfuß i zinseszinslich angelegt, so dass für ein Einkommen von 1 € 
sich am Ende des Erwerbslebens je 60jährigen folgendes Kapital angesammelt hat 
 

∫ ⋅⋅ −
60

20

)x60(i dx
)60(l
)x(leb . 

 
Der Barwert der Rente in Höhe α beträgt je 60jährigen 
 

∫
ω

−− ⋅⋅α
60

)60x(i dx
)60(l
)x(le , 

 
welcher dem angesammelten Kapital entsprechen muss, so dass für den Beitragssatz gilt 
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∫

∫
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bzw. 
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b . 

 
Sind Bevölkerungswachstumsrate r und Zinsfuß i identisch, so führen das Umlageverfahren 
und die kapitalgedeckte Alterssicherung zur gleichen Belastung, wobei bei der 
kapitalgedeckten Alterssicherung der inflationsbereinigte Zinsfuß zugrundegelegt werden 
muss. Im allgemeinen ist aber i > r, so dass die gesetzliche Rentenversicherung zu höheren 
Belastungen als die private Rentenversicherung führt; dies ist der Preis für die höhere 
Sicherheit der sozialen Alterssicherung. 
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7. Matrizenbevölkerungsmodelle sowie Bevölkerungsprojektionen und 
  -prognosen1

                                                           
1 vgl. Pflaumer: Methoden der Bevölkerungsvorausschätzung, Berlin, 1988, S. 35 ff. 

  
 
7.1 Komponentenmethode 
7.1.1 Idee und Geschichte 
 
Die Komponentenmethode ist heute das am häufigsten verwandte Verfahren, welches zur 
Bevölkerungsvorausschätzung eingesetzt wird. Sie liefert eine Vorausberechnung der 
Bevölkerung, aufgegliedert nach Alter und Geschlecht. Die Komponentenmethode beruht auf 
der jahrgangsweisen Fortschreibung der Bevölkerung mittels ihrer Komponenten, der 
Fertilität, der Mortalität und der Migration. 
 
Dem Modell liegt eine nach Geschlecht und Alter aufgegliederte Ausgangsbevölkerung 
zugrunde, die in jedem Jahr des Prognosezeitraums um die erwartete Anzahl der Sterbefälle 
mittels alters- und geschlechtsspezifischer Sterbewahrscheinlichkeiten vermindert wird. Die 
Geburten werden mit Hilfe altersspezifischer Geburtenziffern für die am Jahresende 
überlebenden Frauen ermittelt. Die Gesamtzahl der Geborenen wird als neuer Geburten-
jahrgang in die Fortschreibung übernommen. Schließlich wird bei der Vorausberechnung der 
einzelnen Altersjahrgänge die erwartete Anzahl der Ein- und Auswanderungen berücksichtigt. 
Die Komponentenmethode wurde für Prognosezwecke erstmals von E. Cannan (1895) 
vorgeschlagen. D. V. Glass (1968) berichtet jedoch, dass der Bevölkerungsstatistiker Farr die 
Komponentenmethode bereits 1873 angewandt hat, um die Bevölkerung Englands zeitlich 
zurückzuprojektieren. Cannan erstellte im Jahre 1895 eine Bevölkerungsprognose für England 
und Wales. Bis 1991 schätzte er einen Anstieg der Bevölkerung auf maximal 37 Millionen 
Menschen, und zwar mit abnehmenden Zuwachsraten. Cannan hielt seine Ergebnisse für viel 
wahrscheinlicher als die Schätzungen offizieller Stellen, die konstantes 
Bevölkerungswachstum für die weitere Zukunft unterstellten und daher enorme 
Bevölkerungszahlen bis zum Ende des 20. Jahrhunderts prognostizierten. 
 
Es dauerte dann noch über ein Vierteljahrhundert, bis sich die Komponentenmethode 
endgültig als anerkanntes Verfahren in der Demografie durchgesetzt hatte. In den zwanziger 
Jahren berechnete A. Bowley (1924) die Bevölkerung Großbritanniens mit der 
Komponentenmethode bis 2011 voraus. Große Beachtung fand die Arbeit von P. K. Whelpton 
(1928), der die Bevölkerung der USA für den Zeitraum von 1925 bis 1975 vorausschätzte. In 
Frankreich prognostizierte A. Sauvy (1929) die Bevölkerung mit dieser Methode bis zum Jahr 
1956. In Deutschland wurde die Komponentenmethode bereits 1926 angewandt, um die 
deutsche Bevölkerung bis 1975 vorauszuberechnen. Das Statistische Reichsamt 
veröffentlichte drei alternative Bevölkerungsentwicklungen (vgl. Statistisches Reichsamt, 
1926). Bei allen drei Alternativen wurde eine gleichbleibende Sterblichkeit der Jahre 1921/23 
unterstellt. Die Zahl der Lebendgeborenen pro Jahr stieg bei der optimistischen Alternative 
(II) von 1,3 Millionen im Jahr 1925 auf 1,6 Millionen im Jahr 1975; bei der mittleren Variante 
(I) blieb die Zahl der Geburten bis zum Ende des Projektionszeitraums mit jährlich 1,3 
Millionen konstant; im pessimistischen Fall (III) sank die Zahl der Geburten bis 1975 auf l 
Million. Wanderungen wurden nicht berücksichtigt. Die Entwicklung der drei Bevölkerungs-
trajektorien entnimmt man der Tab. 7.1. 
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Tab. 7.1: Bevölkerungsprojektionen für Deutschland (in Millionen) 
Annahmen Jahr I II III 

1925 62,3 62,3 62,3 
1935 66,1 66,8 65,8 
1945 68,6 70,5 67,4 
1955 70,1 73,0 69,2 
1965 70,7 75,2 66,0 
1975 70,4 76,9 63,7 

Quelle: Statistisches Reichsamt (1926) 
 
Weitere frühe Anwendungen der Komponentenmethode in Deutschland, die das Statistische 
Reichsamt als „Biologische Methode" bezeichnete, sind die Vorausberechnungen von E. 
Kahn (1930), F. Hage (1931), Bonz und Hilburg (1931), R. v. Mises (1933) und E. Günther 
(1935). Die Berechnungen Günthers wurden in den dreißiger Jahren durchgeführt, sind aber 
so aufgebaut, als ob sie in den Jahren zwischen 1874 und 1914 erstellt worden wären. Auf 
diese Weise konnte der Autor die tatsächliche und die prognostizierte 
Bevölkerungsentwicklung miteinander vergleichen und Aussagen über die Prognosegüte der 
Komponentenmethode treffen. Aufgrund seiner Ergebnisse kommt er zu dem Schluss, dass es 
im menschlichen Leben keinen Vorgang gibt, der sich auch nur annähernd mit ähnlicher 
Genauigkeit über einen so langen Zeitraum voraussagen lässt wie die Entwicklung der 
Bevölkerung (vgl. Günther (1935), S. 410). Weitere Einzelheiten über demografische 
Vorausberechnungen verschiedener Prognostiker in den zwanziger und dreißiger Jahren findet 
man bei Deneffe (1938).  
 
Die heute gebräuchliche Darstellung der Komponentenmethode in Matrizenschreibweise geht 
vor allem auf P. H. Leslie (1945) zurück. Nach ihm wird das Modell der 
Komponentenmethode oft auch als Leslie-Modell bezeichnet. Unabhängig von Leslie haben 
aber auch Bemadelli (1941) und Lewis (1942) zur Formalisierung der Komponentenmethode 
beigetragen. 
 
 
7.1.2 Einführendes Beispiel 
 
Um die Komponentenmethode an einem einfachen Beispiel zu demonstrieren, soll die 
weibliche Wohnbevölkerung der Bundesrepublik Deutschland bis zum Alter 45 
vorausberechnet werden. Wanderungen werden nicht berücksichtigt. Zur Vereinfachung der 
Rechenarbeit wird die Altersverteilung der Ausgangsbevölkerung des Jahres 2010 in 
Fünfjahresklassen zusammengefasst. In der zweiten Spalte der Tab. 7.2 steht der 
Bevölkerungsbestand in den einzelnen Altersklassen. Aus der Bevölkerungsstruktur des 
Jahres 2010 erhält man die um 5 Jahre gealterte Bevölkerungsstruktur des Jahres 2015, indem 
die Bestände in den einzelnen Altersklassen mit den entsprechenden altersspezifischen 
Überlebensraten aus der Sterbetafel multipliziert werden. Die Überlebensraten in der dritten 
Spalte der Tab. 7.2 basieren auf der Sterbetafel der Bundesrepublik Deutschland der Jahre 
2007/09. Wie die fünfjährigen Überlebensraten aus der Sterbetafelfunktion berechnet werden, 
zeigt das Beispiel in Übersicht 7.1. Unter der Annahme konstanter Mortalitätsverhältnisse 
kann die Bevölkerung in gleicher Weise auch über 2015 hinaus berechnet werden. 
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Tab. 7.2: Beispiel einer Bevölkerungsprojektion anhand der weiblichen Wohnbevölkerung in 
der Bundesrepublik Deutschland 

Weibliche 
Wohnbevölkerung 

2010 (1000) 

Fünfjährige 
altersspezifische 
Überlebensrate 

Weibliche 
Wohnbevölkerung 

2015 (1000) 

Weibliche 
Wohnbevölkerung 

2020 (1000) 
Alter von ... 
bis unter ... 

Jahre 
t,xP  

x5

5x5

L
L +  5t,xP +  10t,xP +  

0 – 5 1682.9 0.9993   
5 – 10 1831.2 0.9996 1681.8  
10 – 15 1944.9 0.9993 1830.5 1681.1 
15 – 20 2224.1 0.9990 1943.6 1829.3 
20 – 25 2395.4 0.9988 2221.8 1941.6 
25 – 30 2460 0.9985 2392.6 2219.1 
30 – 35 2320.4 0.9979 2456.4 2389.1 
35 – 40 2856.6 0.9964 2315.4 2451.2 
40 – 45 3469.6 0.9935 2846.3 2307.1 

Quelle: Ausgangsdaten: Statistisches Bundesamt 
 
Übersicht 5.1: Beispiel zur Berechnung der fünfjährigen altersspezifischen Überlebensrate 

(vgl. Sterbetafel im Anhang) 
 

• Fünfjährige altersspezifische Überlebensrate  
 

 
x5

5x5
x L

Ls +=   

mit  

 ∑
+

=

=
4x

xy
yx5 LL  

 
• Beispiel:  

 5 0 0 1 2 3 4L L L L L L
99727 99666 ... 99615 498280

= + + + +

= + + + =
 

 

 5 5 5 6 7 8 9L L L L L L
99605 99596 ... 99575 497945

= + + + +

= + + + =
 

 

 5 5
0

5 0

L 497945s 0,9993
L 498280

= = = . 
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Tab. 7.3: Berechnung der altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten 
Alter von ... 
bis unter ... 

Jahre 

Frauen der Altersklasse 
x (1000) Px 

Lebendgeborene Bx von 
Frauen in der Altersklasse x

altersspezifische 
Fruchtbarkeitsraten Fx 

15 – 20 2224.1 16680 0.00750 
20 – 25 2395.4 93030 0.03884 
25 – 30 2460,0 194414 0.07903 
30 – 35 2320.4 213977 0.09222 
35 – 40 2856.6 129980 0.04550 
40 – 45 3469.6 34433 0.00992 
Summe 13262.9 682514 0.27301 

Quelle: Ausgangsdaten: Statistisches Bundesamt 
 
Die Anzahl der Neuzugänge bzw. der Geborenen in der untersten Altersgruppe wird aus der 
Anzahl der Frauen und den altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten ermittelt. Für die Projektion 
wurden die Fruchtbarkeitsverhältnisse des Jahres 2010 unterstellt. Zu diesem Zweck wurden 
in Tab. 7.3 aus den Frauenbeständen und den Geborenen die altersspezifischen 
Fruchtbarkeitsraten wie folgt berechnet: 
 

x

x
x P

BF =  

 
Px : Frauen in der Altersklasse x 
Bx : Lebendgeborene von Frauen in der Altersklasse x. 

 
Die Summe der einjährigen altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten ergibt die totale 
Fertilitätsrate (TFR). Aus der Tab. 7.3 erhält man als totale Fertilitätsrate 
 

TFR 5 0,27301 1,36504= ⋅ = . 
 
Die Multiplikation mit 5 erfolgt deswegen, weil Fünfjahresklassen vorliegen. Die TFR von 
etwa 1,365 besagt, dass 1000 Frauen während ihrer reproduktiven Phase 1365 Kinder gebären 
würden, falls die Fertilitätsverhältnisse des Jahres 2010 unverändert blieben. Dieses 
Fertilitätsniveau reicht zur Bestanderhaltung nicht aus, d.h., die Bevölkerung wird 
zurückgehen. Zur Bestandserhaltung ist bei den heutigen Mortalitätsverhältnissen eine TFR 
von etwa 2,l erforderlich. 
 
Die Übersicht 7.2 zeigt die Berechnung der Geborenen von 2010 bis 2015. Die Anzahl der 
erwarteten Geborenen in diesem Zeitraum erhält man aus dem Durchschnitt der Geborenen 
von 2010 und 2015, indem dieser mit fünf multipliziert wird. Unter Berücksichtigung der 
Sexualproportion von 1,052 (2010) berechnet man die Gesamtzahl der weiblichen 
Lebendgeborenen in dem vorliegenden Fünfjahresabschnitt. Wird diese Zahl mit der 
Überlebensrate 

5 0

0

L 0,9993
5 l

=
⋅

 

 
multipliziert, so erhalt man die Neuzugänge in der untersten Altersklasse. 
 
Die Zahl der Geborenen wird 2015 laut dieser Berechnung um etwa 30.000 niedriger als im 
Jahr 2010 sein. Da 2015 die gleichen altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten wie 2010 
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unterstellt werden, ist der Rückgang allein auf Altersstruktureffekte zurückzuführen. Der 
Anteil der Frauen in Altersklassen mit höherer Fertilität wird 2015 im Vergleich zum 
Basisjahr ungünstiger sein. 
 
Übersicht 7.2: Beispiel zur Berechnung des Bestandes in der untersten Altersklasse 
 

Alter von ... 
bis unter ... 

Jahre 

Frauen in der 
Altersklasse x 
2010 (1000) 

Projektierte 
Frauen in der 
Altersklasse x 
2015 (1000) 

altersspezifische 
Fruchtbarkeitsrate 

Geborene 
2010 

erwartete 
Geborene 

2015 

15 – 20 2224.1 1943.6 0.00750 16680 14576 
20 – 25 2395.4 2221.8 0.03884 93030 86287 
25 – 30 2460,0 2392.6 0.07903 194414 189084 
30 – 35 2320.4 2456.4 0.09222 213977 226519 
35 – 40 2856.6 2315.4 0.04550 129980 105357 
40 – 45 3469.6 2846.3 0.00992 34433 28247 
Summe    682514 650071 

 
• Erwartete Anzahl der Geborenen von 2010 – 2015  

 

 682514 6500715 3331461
2
+

⋅ =  

 
• Erwartete Anzahl weiblicher Geborener von 2010 – 2015 (Sexualproportion SP 1,052= )  

 

 3331461 1623728
2,052

=  

 
• Erwartete weibliche Bevölkerung in der Altersklasse 0 – 5 im Jahr 2015 (Überlebensrate 

5 0

0

L 0,9993
5 l

=
⋅

)  

 0,9993 1623728 1618143⋅ = . 
 
Unterstellt man auch für einen ferneren Prognosezeitraum die Vitalitätsverhältnisse des Jahres 
2010, so kann dieser Fortschreibungsprozess der Bevölkerung beliebig fortgesetzt werden. 
Die Ergebnisse dürfen dann aber nicht als Prognosen interpretiert werden, da es unrealistisch 
ist, anzunehmen, dass die Fertilitäts- und Mortalitätsverhältnisse über einen langen Zeitraum 
hinweg konstant bleiben. Die Ergebnisse der Projektion können dann nur noch als Wenn-
dann-Aussagen gedeutet werden: Wenn die Vitalitätsverhältnisse des Jahres 2010 unverändert 
fortbestehen, dann beträgt die Bevölkerung so und so viel. 
 
Formal lässt sich die Bevölkerungsfortschreibung wie folgt darstellen: 
 
• Fortschreibung der weiblichen Personen Px,t in den Altersklassen ,...1510,105x −−=   

 

 t,x
x5

5x5
5t,5x P

L
LP ⋅= +

++ . 
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• Erwartete Anzahl der weiblichen Geborenen Bx,t von Frauen in der Altersklasse x 
innerhalb einer Fünfjahresperiode  
 

 
x,t x,t x,t 5 x

5 x
x,t x 5,t x

5 x 5

1 5B (P P ) F
1 SP 2

L1 5 P P F
1 SP 2 L

+

−
−

= ⋅ ⋅ + ⋅
+

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

 
• Bestand in der Altersklasse 0 – 5  

 

 ∑
=

+ ⋅
⋅

=
40

10x
t,x

0

05
5t,0 B

l5
LP  

 
bzw. nach einigen Umformungen  
 

 
40

5 0 5 x 5
0,t 5 x x 5 x,t

x 100 5 x

L L1P F F P
1 SP 2 l L

+
+ +

=

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟+ ⋅ ⎝ ⎠

∑  

mit 
 Px,t : weibliche Personen in der Altersklasse x in t  
 Fx : altersspezifische Fruchtbarkeitsrate  
 SP : Sexualproportion  
 lx : Überlebende im Alter x (l0 = 100000). 

 
 
7.1.3 Leslie-Modell 
 
Übersichtlicher lässt sich das eben beschriebene Verfahren in Matrizenschreibweise 
darstellen. Die Anzahl der Frauen in den einzelnen Altersklassen zum Zeitpunkt t wird in 
einem Vektor nt zusammengefasst. Man erhält die Bevölkerung nt+1 aus der Bevölkerung nt, 
indem nt mit der Projektionsmatrix L multipliziert wird, d.h. 
 

t1t nLn ⋅=+  für ,...2,1,0t =  
bzw. 

0
t

t nLn =  für ,...2,1,0t =  
wobei 

0,t

1,t

t
x,t

n,t

P
P
.

n
P

.
P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

und 
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1 2 3 n

1

2

3

n 1

b b b ... b
s 0 0 ... 0
0 s 0 ... 0

L
0 0 s ... 0
. . .
0 0 ... s 0−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

mit 

5 0 5 x 5
i x x 5

0 5 x

L L1b F F
1 SP 2 l L

+
+

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟+ ⋅ ⎝ ⎠

 für ,...10,5,0x =  und ,...2,1i =  

und 

x5

5x5
i L

Ls +=  für ,...10,5,0x =  und ,...2,1i =  

ist. 
 
Das Ausgangsbeispiel lässt sich in Matrizenschreibweise folgendermaßen darstellen, wobei 
zu beachten ist, dass hier nur die Altersklassen bis 45 Jahre fortgeschrieben werden: 
 

0 0 0, 0091 0, 0562 0,1430 0, 2078 0,1671 0, 0673 0, 0120
1681,8 0,9993 0 0 0 0 0 0 0 0
1830,5 0 0,9996 0 0 0 0 0 0 0
1943, 6 0 0 0,9993 0 0 0 0 0 0
2221,8 0 0 0 0,9990 0 0 0 0 0
2392, 6 0 0 0 0 0,9988 0 0 0 0
2456, 4 0 0 0 0 0
2315, 4
2846,3

1618,1

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1682,9
1831, 2
1944,9
2224,1
2395, 4
2460, 0

0, 9985 0 0 0 2320, 4
0 0 0 0 0 0 0,9964 0 0 2856, 6
0 0 0 0 0 0 0 0, 9935 0 3469, 6

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
 
Dieses Modell nennt man in der Literatur klassisches Leslie-Modell. Die Projektionsmatrix L 
wird auch als Leslie-Matrix bezeichnet. Die Leslie-Matrix enthält in der ersten Zeile 
„Fruchtbarkeitsraten" und in der Subdiagonalen die altersspezifischen Überlebensraten. 
Ansonsten enthält sie nur Nullen. 
 
Für praktische Anwendung muss die dargestellte Form des Leslie-Modells erweitert werden. 
Der männliche Teil der Bevölkerung sowie Wanderungsbewegungen sollten berücksichtigt 
werden. 
 
In der um den männlichen Bevölkerungsteil erweiterten Form enthält der Bestandsvektor nt in 
der oberen Hälfte die weibliche und in der unteren Hälfte die männliche Bevölkerung. Die 
Altersklassen sind in aufsteigender Folge geordnet. Im linken oberen Viertel der 
Projektionsmatrix steht die Leslie-Matrix des Fortschreibungsmodells der weiblichen 
Bevölkerung. Im linken unteren Viertel werden die Neuzugänge der männlichen Bevölkerung 
berechnet. Das rechte untere Viertel dient der altersspezifischen Fortschreibung der 
männlichen Bevölkerung mittels altersspezifischer Überlebensraten der Männer. Die obere 
rechte Hälfte der Projektionsmatrix enthält Nullen. Der folgende Fortschreibungsprozess einer 
Bevölkerung mit jeweils drei Altersklassen soll das erweiterte Leslie-Modell verdeutlichen: 
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321

*
1t,3

*
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*
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1t,3

1t,2

1t,1

P
P
P
P
P
P

0s0000
00s000
000bbb
0000s0
00000s
000bbb

P
P
P
P
P
P

. 

 
Die Symbole der weiblichen Bevölkerung Pi,t, si und bi wurden bereits definiert. In 
entsprechender Weise sind die Symbole der männlichen Bevölkerung *

t,iP , *
is  und *

ib  zu 
interpretieren, wobei 
 

*
* 5 0 5 x 5
i x x 5

0 5 x

L LSPb F F
1 SP 2 l L

+
+

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅⎜ ⎟+ ⋅ ⎝ ⎠

 für ,...10,5,0x =  und ,...2,1i =  

ist. 
 
Die zweite unerlässliche Erweiterung des klassischen Leslie-ModeIls betrifft die 
Wanderungskomponente. Gerade in kleineren regionalen Einheiten haben 
Wanderungsbewegungen oft einen großen Einfluss auf den Bevölkerungsbestand. Man 
unterscheidet Binnen- und Außenwanderungen. Bei Prognosen der Bevölkerung eines Staates 
spielen nur Ein- und Auswanderungen eine Rolle. 
 
Die Berücksichtigung der Außenwanderungen lässt sich formal wie folgt darstellen: Der 
Vektor ω enthalte die Einwanderungsüberschüsse (Nettoimmigrationen) in den einzelnen 
Altersklassen. Der Einwanderungsüberschuss kann positiv, negativ oder Null sein. Ist er 
beispielsweise positiv, so ist die Zahl der Einwanderer größer als die der Auswanderer. 
Gerade die Bundesrepublik ist ein Beispiel für ein Land mit einem meist positiven 
Einwanderungsüberschuss. Ein negativer Einwanderungsüberschuss wird auch als 
Einwanderungsdefizit bezeichnet. Unter Berücksichtigung des Nettoimmigrationsvektors ω 
lässt sich das klassische Projektionsmodell erweitern zu 
 

ω+⋅=+ t1t nLn  
bzw. 

,)LI()LI(nL

L...LLnLn
t1

0
t

2t1t
0

t
t

ω⋅−−+⋅=

ω+ω⋅++ω⋅+ω⋅+⋅=
−

−−

 

 
wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Matrix (I – L) ist regulär, falls der größte Eigenwert 10 ≠λ  
ist. 
 
Ein Kritikpunkt des bisher beschriebenen Verfahrens ist sicherlich die Annahme konstanter 
Fertilitäts-, Mortalitäts- und Migrationsraten. Die Anwendung des klassischen Leslie-ModeIls 
wird um so problematischer, je länger der Prognosehorizont ist. Das formale 
Projektionsmodell lässt sich natürlich ohne Schwierigkeiten auf zeitabhängige Einflussgrößen 
erweitern, d.h. 

ttt1t nLn ω+⋅=+ . 
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Die Elemente der Projektionsmatrix Lt und des Nettoimmigrationsvektors ωt sind nun von der 
Zeit abhängig. Das Problem dieses zeitabhängigen Leslie-Modells ist nicht die formale 
Darstellung, sondern die Bestimmung zukünftiger Fertilitäts-, Mortalitäts- und 
Migrationsraten. 
 
Da die Prognose dieser Komponenten schwierig ist, sind Ergebnisse von 
Bevölkerungsprognosen immer mit einem gewissen Grade von Unsicherheit behaftet. Die 
Berücksichtigung und die Quantifizierung der Unsicherheit bei Bevölkerungsprognosen wird 
Gegenstand des nächsten Abschnittes sein. 
 
Für praktische Anwendungen wird das Leslie-Modell i.a. noch weiter verfeinert. Neben einer 
Aufspaltung nach Alter und Geschlecht werden Unterschiede bei Fertilität, Mortalität und 
Migration bezüglich regionaler Struktur, Rasse oder Staatsangehörigkeit berücksichtigt (vgl. 
z.B. U.S. Bureau of the Census (2009)). Inwieweit der Detaillierungsgrad des 
Projektionsmodells erhöht wird, hängt von den Erfordernissen des Anwenders, aber auch von 
der Datenverfügbarkeit ab. Eines sollte man jedoch bei der Erhöhung des 
Detaillierungsgrades immer bedenken: Die Prognosegüte wird davon kaum berührt. Bei einer 
Vorausschätzung der Wohnbevölkerung der Bundesrepublik Deutschland fallen Unterschiede 
bei den Fertilitäts- und Mortalitätsraten zwischen deutschen und ausländischen 
Staatsangehörigen für die Prognosegüte weit weniger ins Gewicht als die falsche 
Einschätzung des undifferenzierten Fertilitäts- und Mortalitätsniveaus. Daher lohnt sich eine 
Verfeinerung der Komponentenmethode nur dann, wenn detaillierte Projektionsergebnisse 
benötigt werden, die das einfachere Modell nicht liefern kann. 
 
Die Komponentenmethode wird für Weltbevölkerungsprognosen, für Länderprognosen und 
für lokale und regionale Bevölkerungsprognosen angewandt. Multiregionale Modelle der 
Komponentenmethode, bei denen man regionale Binnenwanderungen berücksichtigt, werden 
ausführlich bei Rogers (1975) beschrieben. Einen Überblick über Weltbevölkerungs-
prognosen findet man bei Frejka (1983). 
 
 
7.1.4 Asymptotische Stabilität 
 
Berechnet man eine von Wanderungen ausgeschlossene Bevölkerung mit der 
Komponentenmethode einen langen Zeitraum voraus, so stellt man im Falle konstanter 
(zeitunabhängiger) Mortalitäts- und Fertilitätsraten fest, dass sich ab einem bestimmten 
Zeitpunkt die Altersstrukturen kaum mehr verändern. Im folgenden wird die weibliche 
Bevölkerung der Bundesrepublik von 1980 bis zur Altersklasse 45 mit dem Leslie-Modell bis 
2280 fortgeschrieben. Es werden 15-Jahresaltersklassen gebildet. Die Fertilitäts- und 
Mortalitätsraten des Jahres 1980 bleiben konstant. Die Projektion erfolgt mit der einer 
sogenannten konsolidierten Matrix G (vgl. Pflaumer, 1988, S. 45 ff.) , d.h. 
 

0
t

t nGn ⋅=  für ,...2,1t =  
mit 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

7,6373
2,6889
8,5456

n0  

und 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

09891,00
009945,0

0524,04762,02021,0
G . 

 
Die Projektionsergebnisse entnimmt man der Tab. 7.4 
 
Tab. 7.4: Projektion der weiblichen Bevölkerung in der Bundesrepublik Deutschland (1000) 

1980 1995 2010 Altersklasse absolut relativ absolut relativ absolut relativ 
0 – 15 5456,8 0,292 4718 0,278 3895 0,279 
15 – 30 6889,2 0,368 5427 0,320 4692 0,336 
30 – 45 6373,7 0,340 6814 0,401 5368 0,385 

 18719,7 1,000 16959 1,000 13955 1,000 
2025 2040 2055 Altersklasse 

absolut relativ absolut relativ absolut relativ 
0 – 15 3303 0,279 2755 0,279 2322 0,279 
15 – 30 3873 0,328 3285 0,333 2740 0,330 
30 – 45 4641 0,393 3831 0,388 3249 0,391 

 11817 1,000 9871 1,000 8311 1,000 
2070 2085 2280 Altersklasse 

absolut relativ absolut relativ absolut relativ 
0 – 15 1944 0,279 1635 0,279 168 0,279 
15 – 30 2309 0,332 1934 0,33 199 0,331 
30 – 45 2710 0,389 2284 0,39 234 0,39 

 6964 1,000 5853 1,000 601 1,000 
 
Man erkennt, dass die Bevölkerung wegen der niedrigen Fertilität laufend abnimmt, während 
die Altersstruktur immer gleichmäßiger bzw. stabiler wird. In der Altersklasse 0 – 15 sind 
nach einer gewissen Zeit 28%, in der Altersklasse 15 – 30 33% und in der Altersklasse 30 – 
45 39% der Frauen. Man könnte die Bevölkerung des Jahres 2085 aus der des Jahres 2070 
berechnen, indem man diese mit einem Faktor λ multiplizieren würde. Ein Schätzwert für 
dieses λ wäre das Verhältnis Gesamtbevölkerung 2070 zu Gesamtbevölkerung 2055, d.h. 

 

838,0
8311
6964

=≈λ . 

 
Der Faktor λ bestimmt für große t das Wachstum der Bevölkerung bei weiterer 
Fortschreibung, d.h. 

t1t nn ⋅λ=+ . 
Da aber 

t1t nGn ⋅=+  
ist, folgt 

tt nnG ⋅λ=⋅  
bzw. 

0n)IG( t =⋅⋅λ− , 
 
wobei I die Einheitsmatrix der entsprechenden Ordnung ist. 
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Da die Elemente von nt nicht Null sind, muss die Matrix ( IG ⋅λ− ) singulär sein, d.h. ihre 
Determinante ist Null. Die Lösung der Gleichung 
 

0IG =⋅λ−  
 
liefert die sogenannten Eigenwerte der Matrix G. Man wird nun zeigen, dass die Projektions-
matrix G nur einen reellen Eigenwert hat. 
 
Ausgangspunkt sei ein 3×3-Leslie-Matrix 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0s0
00s
bbb

G

2

1

321

. 

 
Die charakteristische Gleichung ist 
 

0
00

00
00

0s0
00s
bbb

2

1

321

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λ
λ

λ
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
. 

 
Daraus folgt 

0bssbsb 32121
2

1
3 =⋅⋅−λ⋅⋅−λ⋅−λ  

oder 
1bssbsb 3

321
2

21
1

1 =λ⋅⋅⋅+λ⋅⋅+λ⋅ −−−  
bzw. 

1)(f =λ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abb. 7.1: Verlauf von f(λ) 
 
Den Verlauf von f(λ) für positive λ entnimmt man der Abb. 7.1. 
 
Da f(λ) mit steigendem λ fällt, schneidet f(λ) die Parallele zur Abszisse nur einmal, d.h., die 
charakteristische Gleichung hat nur einen positiven reellen Eigenwert λ1, den Wachstums-
faktor der Bevölkerung. Ist der Eigenwert λ1 > l, so wächst die Bevölkerung, ist λ1 = l, so 
stagniert sie, ist λ1 < l, so schrumpft sie langfristig. 
 
Für das vorliegende Beispiel erhält man als charakteristische Gleichung 

λ 

1 

f(λ) 

λ1 
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00515,04736,02021,0 23 =−λ⋅−λ⋅−λ  

mit 
8394,01 =λ . 

 
Langfristig vermindert sich die Bevölkerung also bei jedem Projektionsschritt, der 15 Jahre 
umfasst, um den Faktor λ1 = 0,8394. 
 
Um die langfristigen Auswirkungen einer Fortschreibung mit konstanten Fertilitäts- und 
Mortalitätsraten besser verstehen zu können, wird die Projektionsmatrix G wie folgt 
diagonalisiert 

1XXG −Λ=  
 
X ist die sogenannte Modalmatrix, welche die Eigenvektoren der Matrix G enthält, und Λ  ist 
die sogenannte Spektralmatrix, die auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte von G enthält. 
Wie man leicht nachprüfen kann, sehen die Matrizen für das vorliegende Beispiel 
folgendermaßen aus: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=

6476,35253,703961,1
9151,14208,81848,1
111

X  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

049860,0358800,0494713,0
016089,0011686,0036310,0
033767,0347116,0541595,0

X 1  

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=Λ

5193,000
01181,00
008394,0

. 

 
Die Diagonalisierung gestattet eine einfache Berechnung der Potenzen von G, sobald X und 
X–1 einmal ermittelt worden sind. Es gilt nämlich 
 

1tt XXG −Λ= . 
Das Projektionsmodell 

0
t

t nGn ⋅=  
kann jetzt in der Form 

0
1t

t nXXn ⋅Λ= −  
bzw. 

yXn t
t Λ=  

dargestellt werden, wobei 
0

1 nXy ⋅= −  
ist. 
 
Bezeichnet man mit xi die i-te Spalte von X und mit yj das j-te Element des Spaltenvektors y, 
dann gilt für das Projektionsmodell 
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Die Entwicklung der altersgegliederten Bevölkerung lautet also für das vorliegende Beispiel 
 

.
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Während für die Projektion der Gesamtbevölkerung 
 

( ) ( )⎟
⎟
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⎛
−⎟

⎠

⎞
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⎝
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⎛−+= 17,246
8394,0
5193,062,951

8394,0
1181,079,199168394,0P

tt
t

t  

gilt. 
 
Aufgrund des Theorems von Perron-Frobenius (vgl. Perron (1907) und Frobenius (1912)) hat 
G einen positiven Eigenwert λ1, der dem Absolutbetrag nach größer ist als alle anderen 
Eigenwerte, so dass langfristig 

11
t
1t xyn ⋅⋅λ≈  

bzw. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
⋅⋅≈

3961,1
1848,1

1
95,55618394,0n t

t  

gilt. 
 
Das Produkt 11

t
1 xy ⋅⋅λ  spiegelt die stabile Bevölkerungsentwicklung wider. Aufgrund von 

Altersstruktureffekten wird die projektierte Bevölkerung nt zuerst um die stabile Bevölkerung 
11

t
1 xy ⋅⋅λ  schwingen. Die Schwingungen, die durch die zweiten und dritten Glieder obiger 

Gleichung erzeugt werden, vermindern sich mit fortschreitendem Projektionszeitraum, so dass 
sich langfristig die projektierte Bevölkerung nt der stabilen Bevölkerung 11

t
1 xy ⋅⋅λ  nähert. 

Der Eigenvektor 
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der Matrix G bestimmt die Altersstruktur der stabilen Bevölkerung. Langfristig wird sich die 
Altersstruktur der projektierten Bevölkerung dieser Altersstruktur nähern (vgl. Tab. 7.5). 
 
Tab. 7.5: Entwicklung der projektierten und der stabilen Gesamtbevölkerung 

Jahr t 
Projektierte Bevölkerung 

(1000) 
0

t
t nGn ⋅=  

Stabile Bevölkerung 
(1000) 

11
t
1t xyn ⋅⋅λ=  

Abweichung von der 
stabilen Bevölkerung 

(1000) 
1980 0 18719,7 19916,8 – 1197,1 
1995 1 16959 16718 241 
2010 2 13955 14033 – 78 
2025 3 11817 11779 38 
2040 4 9817 9888 – 71 
2055 5 8311 8299 12 
2070 6 6964 6967 – 3 
2085 7 5853 5848 5 

. . . . . 
2280 20 601 601 0 

 
Aus Tab. 7.5 erkennt man, dass sich die projektierte Bevölkerung der stabilen Bevölkerung 
mit abnehmenden Schwingungen nähert. Das stabile Äquivalent ist im Basisjahr 19916,8, 
während der stabile Wachstumsfaktor λ1 = 0,8394 beträgt. Ein Wachstumsfaktor von 0,8394 
in 15 Jahren entspricht einer jährlichen Wachstumsrate von  
 

ln 0,83941,17%
15

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Diese Wachstumsrate gibt an, wie sich die Bevölkerung bei gegebenen Fertilitäts- und 
Mortalitätsverhältnissen nach langer Zeit schließlich verändern wird. Die für die Fertilität 
günstigere Altersstruktur im Basisjahr 1980 ist der Grund dafür, dass die Differenz zwischen 
tatsächlicher Bevölkerung und stabilem Äquivalent 1980 negativ ist. Die stabile Bevölkerung 
hat ja schon von 1980 an die für die Fertilität ungünstigere Altersstruktur, welche die 
projektierte Bevölkerung erst nach mehreren Projektionsschritten erreichen wird. 
 
Das asymptotische Verhalten der Bevölkerung ist unabhängig von der Ausgangsbevölkerung 
und wird nur durch die Leslie-Matrix, d.h. durch die Fertilitäts- und Mortalitätsraten, 
bestimmt. Die Anwendung der Komponentenmethode führt also immer dazu, dass nach einem 
Zeitraum von etwa 100 Jahren die Altersstruktur sich nicht mehr verändert. Die Altersstruktur 
der projektierten Bevölkerung nähert sich asymptotisch einer stabilen Altersstruktur. Dies ist 
der Inhalt des Theorems von der starken Ergodizität in der Demografie. Der erste Beweis 
des Theorems stammt von Sharpe und Lotka (1911). Erwähnenswert sind aber auch die 
Arbeiten von Bonz und Hilburg (1931) sowie von Mises (1933), die unabhängig von Sharpe 
und Lotka einen sehr anschaulichen Beweis für die starke Ergodizität erbrachten. Diese 
Beweistechnik wurde etwa 50 Jahre später noch einmal von Arthur (1982) angewandt. 
 
Das Leslie-Modell führt aber nicht immer zu einer stabilen Altersverteilung, wie die 
folgenden kleinen Beispiele zeigen. Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung für 
die starke Ergodizität ist die Eigenschaft, dass zwei in der Projektionsmatrix 
aufeinanderfolgende Fruchtbarkeitsraten bi ungleich Null sind (vgl. etwa Pollard (l973)). 
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Es sei ein Bestandsvektor n0 gegeben, der mit verschiedenen Leslie-Matrizen multipliziert 
wird 
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=

03
20

003
2

3
200

G4 . 

 
Der Leser kann sich leicht davon überzeugen, dass eine Projektion mit dem Leslie-Modell im 
Fall 1 zu konstanten Zyklen, im Fall 2 zu abnehmenden Zyklen und im Fall 3 zu wachsenden 
Zyklen führt. Nur im Fall 4 erhält man eine stabile Altersstruktur bei sinkenden 
Bevölkerungsbeständen. 
 
Da für menschliche Populationen bei realistischer Einteilung der Altersklassen die 
hinreichende Bedingung für Stabilität erfüllt ist, stellt sich bei Bevölkerungsprojektionen nach 
einer gewissen Zeit immer eine stabile Bevölkerung ein, vorausgesetzt, die Fertilitäts- und 
Mortalitätsraten sind konstant. 
 
Neben dem Theorem der starken existiert auch das Theorem der schwachen Ergodizität, 
welches im wesentlichen folgendes besagt: Werden zwei Bevölkerungen mit verschiedenen 
Altersstrukturen bei der Projektion denselben altersspezifischen Mortalitäts- und 
Fertilitätsraten unterworfen, die von der Zeit abhängig sind, dann nähern sich die 
Altersverteilungen dieser Bevölkerungen asymptotisch einander an. Dieses Theorem wurde 
erstmals von A.J. Coale formuliert und von A. Lopez (1961) bewiesen. Es ist daher auch in 
der Literatur unter der Bezeichnung Coale-Lopez-Theorem bekannt. Einen einfachen Beweis 
der schwachen Ergodizität in der Demografie findet man bei Arthur (1982). 
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7.1.5  Leslie-Modell mit konstanter Nettoimmigration 
 
Das Projektionsmodell lässt sich formal wie folgt darstellen, wobei man sich auf den 
weiblichen Teil der Bevölkerung beschränkt: 
 
 n1 = L n0 + w 
 n2 = L n1 + w = L² n0 + Lw + Iw 
  
 nt = Lt n0 + Lt-1w + ... + Lw + Iw 
bzw. 
 nt = Lt n0 + (I-L)-1 (I-Lt)w . 
 
Der Vektor nt repräsentiert die Anzahl der Frauen in den einzelnen Altersklassen zum 
Zeitpunkt t. L ist die Projektions- bzw. Leslie-Matrix, welche in der ersten Zeile 
Fruchtbarkeitsraten und in der Subdiagonalen Überlebensraten enthält. w ist der Vektor der 
konstanten Nettoimmigration. I ist die Einheitsmatrix.  
 
Zur Untersuchung der theoretischen Eigenschaften des Projektionsprozesses wird sich auf 
eine Leslie-Matrix L beschränkt, welche nur die fruchtbaren Altersklassen umfasst. Bei 15-
Jahresklassen hat L folgendes Aussehen: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
00

2

1

321

s
s

bbb
L  

 
 bi :  Fruchtbarkeitsraten (bi > 0) 
 si :  Überlebensraten  (0 < si ≤ 1) 
 
Mit dieser Matrix kann die Bevölkerung in 15-Jahresschritten projektiert werden. 
 
Es ist leicht zu zeigen, dass 
 det L = s1 ⋅ s2 ⋅ b3 
 

 L-1 = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
32

2

31

1

3

2

1

1

1

1

00
00

bs
b

bs
b

b

s

s

 

 
 det(I - L)  = 1 - b1 - s1 ⋅ b2 - s1 ⋅ s2 ⋅ b3 
 = 1 - R0 
 mit    R0 = b1 + s1 ⋅ b2 + s1 ⋅ s2 ⋅ b3  . 
 
R0 ist die Nettoreproduktionsrate, welche die durchschnittliche Anzahl der Töchter angibt, die 
eine Frau im Laufe ihres Lebens unter Berücksichtigung der Sterblichkeit gebiert. 
 
Die Eigenwerte λi von L erhält man durch Lösen des folgenden charakteristischen Polynoms: 

 λ3 - b1 λ2 - s1 ⋅ b2 λ - s1 ⋅ s2 ⋅ b3  = 0 . 
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Da es sich bei L um eine irreduzible, primitive Matrix handelt, existiert ein positiver 
Eigenwert, der dem Betrage nach größer ist als alle anderen Eigenwerte (vgl. Huppert, 1990). 
Der positive Eigenwert λ1 ist langfristig der Wachstumsfaktor der Bevölkerung pro 
Projektionsschritt. Der zu λ1 gehörende Eigenvektor δ1 enthält nur positive Elemente und 
reflektiert die Altersstruktur der stabilen Bevölkerung. Es ist 
 

 δ1 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅
⋅

−

−

2
22

1
1

1

λ
λ

ss
s  . 

 
Der Eigenwert λ1 lässt sich nicht allgemein angeben. Aber zwischen Eigenwert λ1 und 
Nettoreproduktionsrate R0 besteht folgender Zusammenhang (vgl. etwa Keyfitz, 1977): 
 
 λ1 > 1↔ R0 > 1 
 λ1 = 1 ↔ R0 = 1  
 λ1 < 1 ↔ R0 < 1 . 
 
Die stabile Wachstumsrate berechnet sich zu 
 

 r = lnλ1

T
 

 
(T = Projektionsschritt bzw. Länge einer Altersklasse). 
 
Approximativ kann die stabile Wachstumsrate durch die Beziehung 
 

 r ≈ ln R
m

0  

 
bestimmt werden, wobei m der mittlere Generationenabstand ist (vgl. Keyfitz, 1977). 
 
Zur Berechnung der Potenzen von L ist es zweckmäßig, die Leslie-Matrix zu diagonalisieren, 
d.h. 
 L =  Q D Q-1 , 
 
wobei D auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte und Q die entsprechenden Eigenvektoren 
von L enthält. 
 
Nun lassen sich die Potenzen leicht berechnen. Es gilt nämlich: 
 
 Lt = Q Dt Q-1 , 
falls Q-1 existiert. 
 
Ein Beispiel soll die Zusammenhänge verdeutlichen: 
 
Folgende Projektionsmatrix, welche die Verhältnisse in Deutschland widerspiegelt, sei 
gegeben: 
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 L = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

099,00
00995,0
1,045,02,0

. 

 
Die Nettoreproduktionsrate beträgt R0 = 0,7463. Der Bestandsvektor der weiblichen Bevölke-
rung in Altersklassen von 15 Jahren sei: 
 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

7,6373
2,6889
8,5456

0n  . 

 
Man erhält die Eigenwerte von L durch Lösen des folgenden charakteristischen Polynoms: 
 
 λ3 - 0,2 λ2 - 0,4475 λ - 0,098505 = 0 . 
 
Die Eigenwerte stehen in der Matrix D: 
 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−=

i
iD

084,0328,000
0084,0328,00
00857,0

 . 

 
Die Matrix Q sieht wie folgt aus: 
 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−+−=

ii
iiQ

13,4535,713,4535,7341,1
729,0847,2729,0847,2161,1

111
 . 

 
Das Projektionsmodell ohne Berücksichtigung von Wanderungen lautet für das Beispiel mit 
Hilfe der trigonometrischen Form der komplexen Zahlen: 
 
 nt = Lt n0 = Q Dt Q n0   
 

    = 0,857t ⋅ 5589,67
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

341,1
161,1
1

 + 0,339t 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

tt
tt
tt

89,2cos112289,2sin11,328
89,2sin5,1389,2cos6,399
89,2sin3,2989,2cos9,132

. 

 
Die Gesamtbevölkerung Pt entwickelt sich nach 
 
 Pt = 0,857t ⋅ 19575 + (285,3 sin 2,89t - 855,3 cos 2,89t) ⋅ 0,339t . 
 
Die Bevölkerung folgt einem geometrischen Trend mit abnehmenden Schwingungen. 
 
Langfristig lässt sich die Bevölkerungsentwicklung durch ein geometrisches Trendmodell  
abbilden, d.h. 
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 Pt = 19575 ⋅ 0,857t  
bzw. 
 Pt = P0  λt  , 
wobei P0  das stabile Äquivalent ist. 
 
Der Eigenvektor von λ1  

 δ1 = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

341,1
161,1
1

 

 
der Matrix L bestimmt die Altersstruktur der stabilen Bevölkerung. 
Die Bevölkerung geht alle 15 Jahre um den Faktor 0,857 zurück. Die stabile Wachstumsrate 
ist demnach 

 r = ln ,0 857
15

 = -0,010 . 

 
Über die Nettoreproduktionsrate erhält man als stabile Wachstumsrate 
 

 r ≈ ln ,
,

0 7463
27 5

 = - 0,011 . 

 
Unter Einbeziehung des Zuwanderungsvektors 
 

 w = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

495
1200
750

 

lautet das Projektionsmodell 
 
 nt = Q Dt Q-1 n0 + (I - Q D Q-1)-1 (I - Q Dt Q-1)w   
 

       = 0,857t ⋅ 5589,67
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

341,1
161,1
1

 + 0,339t 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

tt
tt
tt

89,2cos112289,2sin11,328
89,2sin5,1389,2cos6,399
89,2sin3,2989,2cos9,132

 

 

 + 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

20,7344
37,6918
11,5747

 - 0,857t 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

7794
66,6745
72,5808

 +  0,339t 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

tt
tt

tt

89,2sin16,28089,2cos78,49
89,2cos7,17289,2sin35,54

89,2sin65,389,2cos62,61
 

bzw. 
Pt =  -773,3 ⋅ 0,857t + (55,86 sin 2,89t - 516,60 cos 2,89 t) ⋅ 0,339t + 20009,7 . 

 
Langfristig schrumpft die alte Bevölkerung und es baut sich eine neue Bevölkerung auf: 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∞→

20,7344
37,6918
11,5747

lim tt
n  

Ist δ1 der Eigenvektor von λ1, so erhält man 

 lim
t tn
→∞

= (I - L)-1 δ1 = 1
1 1− λ

 δ1 = 1
1 0 857− ,

 δ1  

           = 6,993 δ1 . 
 
Hat die Altersstruktur der Zuwanderer also die Altersstruktur der stabil schrumpfenden 
Bevölkerung ohne Wanderungen, so gleichen sich die Altersstrukturen der stationären und der 
stabil schrumpfenden Bevölkerung. Die stationäre Bevölkerung ist etwa siebenmal so groß 
wie die Summe der Einwanderungen in 15 Jahren. 
 
In der Regel ist die Altersstruktur der Zuwanderer jung, so dass die Altersstruktur der 
stationären Bevölkerung im allgemeinen jünger ist als die Altersstruktur der stabilen 
Bevölkerung, die sich einstellt, falls keine Wanderungen erfolgen. 
Die stationäre Bevölkerungszahl kann approximativ durch 
 

 Ps = x15

1 0 857− ,
   (15-Jahres-Schritte) 

bzw. 

 Ps = x1

1 0 8571
15− ,

 = x1

1 0 99− ,
 =

−
F
HG

I
KJ

x
q

1

1
   (1-Jahres-Schritt)  

 
berechnet werden, wobei x15 die Zuwanderung während 15 Jahren und x1 die Zuwanderung 
während eines Jahres darstellt. 
 
Die Approximation ist aber nur dann gut, wenn die Altersstruktur der Einwanderer nicht zu 
sehr von der Altersstruktur der stabil schrumpfenden Bevölkerung ohne Wanderungen 
abweicht. In der Praxis ist diese Annahme nicht erfüllt. 
 
Es gilt nämlich, falls λ1<1: 

 lim
t tn
→∞

= (I - L)-1 w = (I + L + L² + L3 +...)w 

mit 

 (I - L)-1 = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅−−

−
−

−
⋅

−
⋅

−
−

−

−−
⋅+

−

0

211

0

12

0

21

0

31

0

1

0

1

0

3

0

322

0

1
1

1
)1(

1

11
1

1

111
1

R
bsb

R
bs

R
ss

R
bs

R
b

R
s

R
b

R
bsb

R

 . 

 
Die Altersstruktur der stationären Bevölkerung ist, wie die folgende Übersicht zeigt, ein 
gewogenes arithmetisches Mittel der Spalten von (I - L)-1, wobei die Gewichte die 
Zuwanderungen in den einzelnen Altersklassen sind. Je älter die Altersstruktur der 
Zuwanderer ist, um so älter ist die Altersstruktur der stationären Bevölkerung und um so 
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kleiner ist die Höhe der stationären Bevölkerung, da der reproduktive Wert von älteren 
Zuwanderern geringer ist als der von jüngeren. 
 
 
 
Übersicht: Aufbau einer stationären Bevölkerung 
___________________________________________________________________________ 
Die Zuwanderungsvektoren 

  a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1

 ,  b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
0

 ,  c) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
0
0

 

ergeben folgende stationäre Bevölkerungen: 

 a)   
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++
++++
++++

...1(
...1(

...1

3
0

2
0021

3
0

2
001

3
0

2
00

RRRss
RRRs

RRR
 = 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

882,3
921,3
941,3

 

stationärer Bevölkerungsbestand:  11,744; relative Altersstruktur:  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

330,0
334,0
336,0

 

b)   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++−
++++−
+++++

...1)(1(
...1)(1(

...1)((

3
0

2
0012

3
0

2
001

3
0

2
00322

RRRbs
RRRb

RRRbsb
 = 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

121,3
153,3
164,2

 

stationärer Bevölkerungsbestand:  8,438; relative Altersstruktur:  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

370,0
374,0
256,0

 

 
 

c)  
b R R R

s b R R R
b s b R R R

3 0 0
2

0
3

1 3 0 0
2

0
3

1 1 2 0 0
2

0
3

1
1

1 1

( ...
( ...

( )( ...

+ + + +
⋅ + + + +

− − + + + +

F

H

G
G
G

I

K

J
J
J

 = 
0 394
0 392
1 388

,
,
,

F

H

G
G
G

I

K

J
J
J

 

 

stationärer Bevölkerungsbestand:  2,174; relative Altersstruktur:  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

638,0
180,0
181,0

 

 
Stationäre Bevölkerung des Ausgangsbeispiels: 
 

 750
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

882,3
921,3
941,3

 + 1200
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

121,3
153,3
164,2

 + 495
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

388,1
392,0
394,0

 = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

20,7344
37,6918
11,5747
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stationärer Bevölkerungsbestand:  20.009,68; relative Altersstruktur:  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

367,0
346,0
287,0

 

___________________________________________________________________________ 
 
Ist λi ein Eigenwert von L, so ist 1-λi ein Eigenwert von I-L bzw. 1

1−λ i
ein Eigenwert von  

(I - L)-1. Daher gilt für den Eigenvektor δi  
 

 (I - L)-1 δi = 1
1− λ i

 δi . 

 
Der Aufbau der im Ausland geborenen Zuwanderer ist durch  
 
 m1 = M m0 + w 
 m2 = M m1 + w = M² m0 + Mw + w 
  
 mt = Mt m0 + (I-M)-1 (I-Mt)w 
gegeben, wobei 

 M = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00
00
000

2

1

s
s  

die Matrix der Überlebensraten und  
 m0 = w 
ist. 
 
Für das vorliegende Beispiel ergibt sich folgender stationärer Altersaufbau der Ausländer 
 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
=−= −

∞→

3

2

1

221

1
1

1
01
001

)(lim
w
w
w

sss
swMImtt

 .
78,2421
25,1946

750

495
1200
750

199,098505,0
00995,0
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
 

 
Zwischen absolutem und relativem Altersaufbau der Zuwanderer besteht folgender 
Zusammenhang: 
 w = k w* 
mit 

 w* = 
α
α

α α α

1

2

3 1 21= − −

F

H

G
G

I

K

J
J

( )
    αi ≥ 0 ,   Σαi = 1. 

 
k gibt die Anzahl der Zuwanderer pro Periode an. 
 
Der Ausländeranteil = Im

ker
Ausland geborene Zuwanderer

Gesamtbevöl ung  der stationären Bevölkerung berechnet sich zu 
 
 π = [e' (I - M)-1 k⋅w*] [e' (I - L)-1 kw*]-1  
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    = [e' (I - M)-1  w*] [e' (I - L)-1  w*]-1  = 0,256 
 mit     e' = (1,1,...,1) 
 
und ist von der Höhe der Zuwanderer pro Periode unabhängig (vgl. Mitra, 1987; Feichtinger/ 
Steinmann, 1992). 
 
Besonders einfach berechnet sich der Ausländeranteil, wenn alle Zugänge in der ersten Alters-
gruppe erfolgen, d.h. α1=1 ist: 

 π = 1
1

1 1 2
1

1 1 1 20

+ + ⋅
+ + ⋅−

s s s
s s sR ( )

 = 1 - R0  , 

wobei R0<1. 
 
Das asymptotische Verhalten der Bevölkerung ist unabhängig von der Ausgangsbevölkerung 
und wird nur durch die Leslie-Matrix, d.h. durch die Fertilitäts- und Mortalitätsraten 
bestimmt. Die Altersstruktur der projektierten Bevölkerung nähert sich asymptotisch einer 
stabilen Altersstruktur. Dies ist der Inhalt des Theorems von der starken Ergodizität in der 
Demographie. 
 
Das Projektionsmodell führt aber nur zu einer stabilen Altersverteilung, wenn L eine 
irreduzible, primitive Matrix ist. L ist eine n×n-Matrix und ist primitiv, wenn Lk>0 für alle k≥
n²-2n+2 (vgl. Huppert, 1990, S. 372). L ist dann primitiv, wenn es zwei aufeinander folgende 
fruchtbare Altersklassen gibt (vgl. etwa Pollard, 1973). 
 
Bei der folgenden Leslie-Matrix handelt es sich um eine reduzible, aber nicht-primitive 
Matrix 

 L = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00
001
200

2
1

 . 

Die Eigenwerte von L betragen: 
 λ1 = 1 
 λ2 = - 1

2
3
2+ i  

 λ3 = - 1
2

3
2+ i  

 
Der positive Eigenwert λ1 ist dem Betrage nach nicht größer als die beiden anderen 
Eigenwerte. 
 
Unter Berücksichtigung des Bestandsvektors 

 n0 = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

20
30
50

 

 
lässt sich das Projektionsmodell nach der Diagonalisierung mit Hilfe der trigonometrischen 
Form der komplexen Zahlen schließlich wie folgt darstellen: 
 
 Pt = 5,7735 sin 2,09439t + 100 . 
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Die Bevölkerung schwingt mit konstanten Schwingungen um 100. 
Die Entwicklung der altersgegliederten Bevölkerung ist in nachstehender Tabelle ersichtlich. 
 
 
 
 
 

t            0            1              2             3        ... 
0-15 

15-30 
30-45 

50          40            30           50 
30          50            40           30 
20          15            25           20 

 100        105            95          100        
 
Die Projektionsmatrix 

 L = 
⎟
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⎟
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⎞

⎜
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⎝

⎛

00
001
100

2
1

  

mit den Eigenwerten 
 λ1 = 0,7937 
 λ2 = -0,3969 - 0,6874i 
 λ3 = -0,3969 + 0,6874i 
 
führt unter Berücksichtigung obigen Bestandsvektors zu folgender Bevölkerungstrajektorie: 
 
 Pt = 100,779 ⋅ 0,7937t + (6,841 sin 2,0947t-0,7791 cos 2,0947t) ⋅ 0,7937t . 
 
Es handelt sich um eine sinkende Bevölkerung mit abnehmenden Zyklen. 
 

t            0            1              2             3        ... 
0-15 

15-30 
30-45 

50          20            15           25 
30          50            20           15 
20          15            25           10 

 100         85            60           50          
 
Die Altersstruktur ist ebenfalls einem Zyklus unterworfen. 
 
Im letzten Fall würde ein konstanter jährlicher Einwanderungsstrom zu einer stationären 
Bevölkerung führen, da die Zyklen abnehmen. 
 
Pflaumer2 (1994) hat mit dem Leslie-Modell berechnet, wie viele Zuwanderer pro Jahr 
Deutschland benötigt, um eine stationäre Bevölkerung von 40 Millionen Frauen zu erreichen. 
Ausgangspunkt der Projektion war die nach Alter und Geschlecht aufgegliederte 
Wohnbevölkerung in Deutschland im Jahr 1990. Es wurde u.a. angenommen, dass 
Zuwanderer und inländische Bevölkerung die gleichen Mortalitäts- und Fertilitätsraten haben. 
Es wurde eine konstante Nettoreproduktionsrate von 0,7 unterstellt. Die Ergebnisse sind den 
                                                           
2 Pflaumer, P: Stationäre Bevölkerungen: Anwendungsmöglichkeiten finanzmathematischer und 
demographischer Methoden zur Analyse des Einflusses von Wanderungen auf die langfristige 
Bevölkerungsentwicklung, Allg. Stat. Archiv 78, 229-250. 
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folgenden Abbildungen zu entnehmen. Es stellt sich heraus, dass etwa 253000 (weibliche) 
Zuwanderer notwendig wären, um das quantitative Ziel zu erreichen. Bezieht man die im 
Ausland geborenen Zuwanderer auf den stationären Bevölkerungsbestand, so ergibt sich ein 
Ausländeranteil von ca 34,3%. 
 
In Industrieländern kann Stationarität entweder durch eine Erhöhung der Fertilität auf 
Bestandserhaltungsniveau oder durch Zuwanderung erreicht werden. Die Konsequenzen sind 
höchst unterschiedlich. Hier sollen nur die  demografischen Konsequenzen betrachtet werden. 
Im Falle der Erhöhung der Fertilität auf Bestandserhaltungsniveau stellt sich eine stationäre 
Sterbetafelbevölkerung (Altersstruktur) ein. Unter Zuhilfenahme der Theorie der stationären 
Bevölkerung errechnet man bei einer Lebenserwartung von 80 Jahren eine notwendige 
Geburtenzahl von 500000 Mädchen. Die stationäre Bevölkerung, die sich bei einer 
Nettoreproduktionsrate von kleiner als 1 mit konstanter Zuwanderung einstellt, weist trotz der 
jungen Altersstruktur der Zuwanderer die typische Urnenform einer stabil schrumpfenden 
Bevölkerung auf.  
 
s tru k tu ren
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Abb. 7.1 a: Altersstrukturen der Wohnbevölkerung 1990 (A), der stationären Bevölkerung 
(B), der stabil schrumpfenden Bevölkerung (D) und der Nettoimmigration (C) 
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Abb. 7.1 b: Bevölkerungsentwicklungen 
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7.2 Euler-Süßmilch-Projektionsmodell 
 
Auch Johann Peter Süßmilch (1707-1767), der mit seinem Werk „Die göttliche Ordnung in 
der Veränderung des menschlichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode und der 
Fortpflanzung derselben erwiesen“ bahnbrechend für die Entwicklung der Demografie 
gewesen ist, hat versucht, die Menschheit von einem Paar abzuleiten. Der bekannte 
Mathematiker Leonard Euler (1707-1783) hat für Süßmilch eine Bevölkerungsprojektion, die 
mit einem Paar beginnt, unter folgenden Annahmen durchgeführt: Im Alter von 22, 24 und 26 
Jahren soll jedes Paar eine Tochter und einen Sohn gebären. Das Alter beim Tode sei 40 
Jahre. Alle Generationen sollen das gleiche Verhalten bezüglich Fertilität und Mortalität 
aufweisen. 
 
Aufgrund dieser Annahmen erhält man die folgende Tabelle für die Bevölkerungsentwicklung 
(vgl. Tab. 7.6). 
 
Die Zahl der Geborenen und die Zahl der Gestorbenen nimmt stark schwankend zu, während 
die Zahl der Lebenden mäßig schwankend steigt. Süßmilch interpretiert die Ergebnisse wie 
folgt (vgl. Süßmilch (1765), S. 298): „Man siehet hieraus, dass allezeit nach 24 Jahren die 
Anzahl der Lebenden ziemlich genau dreymal grösser werde, woraus nach 1000 und mehr 
Jahren eine erstaunliche Vermehrung erwachsen muss. Denn da die Menge aller Lebenden 
nach 300 Jahren sich schon beynahe auf 4 Millionen beläuft; so können, wenn man die 
Triplicirung nur auf 25 Jahre setzt, nach 400 Jahren schon 324 Millionen, und nach 450 
Jahren so gar schon an 3000 Millionen Menschen gewesen seyn. Mehr, als jetzt würklich auf 
dem ganzen Erdboden leben. Da nun die Vermehrung vor der Sündfluth, wo nicht einen noch 
grössern, doch gewiß nicht einen viel geringeren Fortgang gehabt hat;... Die Zahlen der 
Geburten gehören zu einem Geschlecht von Progressionen, welche man series recurrentes 
nennet und welche entstehen, wenn ein algebraischer Bruch durch Division aufgelöset wird. 
So unordentlich diese Progressionen auch anfänglich scheinen, so werden sie doch endlich, 
wenn sie stets fortgesetzt werden, in eine geometrische Progressionen verwandelt. Daher 
denn die im Anfang wahrgenommen Unordnungen je länger je mehr abnehmen, bis sie 
endlich fast ganz verschwinden.“ 
 
Tab. 7.6: Hypothetische Bevölkerungsentwicklung nach Süßmilch/Euler 
Jahre Zahl der 

Geborenen 
Zahl der 

Gestorbenen 
Zahl der 

Lebenden
Jahre Zahl der 

Geborenen
Zahl der 

Gestorbenen 
Zahl der 

Lebenden
0 0 0 2 70 8 24 66 
2 2 0 4 72 20 26 84 
4 2 0 6 74 32 26 116 
6 2 0 8 76 38 26 154 
8 0 0 8 78 32 26 186 
10 0 0 8 80 20 26 206 
12 0 0 8 82 8 26 214 
14 0 0 8 84 2 26 216 
16 0 0 8 86 0 28 214 
18 0 0 8 88 0 34 208 
20 0 2 6 90 2 46 198 
22 0 2 6 92 10 60 194 
24 2 2 8 94 30 72 212 
26 4 2 12 96 60 78 266 
28 6 2 18 98 90 80 354 
30 4 2 22 100 102 80 456 
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32 2 2 24 102 90 80 546 
34 0 2 24 104 60 80 606 
36 0 2 24 106 30 80 636 
38 0 2 24 108 10 82 644 
40 0 2 24 110 2 90 638 
42 0 4 22 112 2 110 620 
44 0 6 20 114 12 142 600 
46 2 8 20 116 42 180 604 
48 6 8 26 118 100 212 672 
50 12 8 38 120 180 232 832 
52 14 8 52 122 252 240 1076 
54 12 8 64 124 282 242 1356 
56 6 8 70 126 252 242 1608 
58 2 8 72 128 180 242 1788 
60 0 8 72 130 100 244 1886 
62 0 8 72 132 42 254 1918 
64 0 10 70 134 14 284 1902 
66 0 14 66 136 16 344 1858 
68 2 20 62     

 
Die Berechnungen Eulers wurden mit einem Computer nachvollzogen. Im Jahr 218 ergab sich 
dabei eine Abweichung. Statt der korrekten Zahl von 16700 Geborenen zählt die Tabelle 
Süßmilchs nur 16690 Geborenen auf. Dieser Rechenfehler Eulers zieht in den nachfolgenden 
Generationen weitere Abweichung nach. Beispielsweise im Jahr 300 wird die Zahl der 
Lebenden mit 3993954 um 360 Personen zu niedrig angegeben. In den Jahren 172, 190 und 
298 finden sich in den Zahlenangaben der „Zahl der Lebenden“ (172, 190) und der „Zahl 
aller“ (298) offensichtlich Druckfehler. Die Formalisierung des Projektionsmodells ergibt für 
die weibliche Bevölkerung 
 

2tt nLn −⋅= , ,...6,4,2t =  
bzw. 

0t nLn ⋅= , ,...6,4,2t =  
mit 

)0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0(n '
0 =  

und 
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00000000000000000001
00000001110000000000

L . 

 
Den Bestandsvektor der Gesamtbevölkerung pt erhält man durch 
 

tt n2p ⋅= . 
 
Die charakteristische Gleichung des Euler-Süßmilch-Projektionsmodell lautet 
 

01213 =−λ−λ−λ . 
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Es existiert eine Wurzel 0961,11 =λ , deren absoluter Betrag größer ist als der absolute Betrag 
aller anderen (konjugiert komplexen) Wurzeln (vgl. Tab. 7.7). Der Unterschied zwischen der 
größten reellen Wurzel und dem absoluten Betrag der beiden nächstgrößten konjugiert 
komplexen Wurzeln ist zwar numerisch klein, aber sehr wesentlich. Denn wäre er Null, so 
würden zwei aufeinanderfolgende Bevölkerungszahlen auch langfristig zyklisch sein (vgl. 
auch Gumbel (1915), S. 630). Die Altersstruktur der projektierten Bevölkerung nähert sich 
also einer stabilen Altersstruktur. Unter den gemachten Annahmen wird sich der Verlauf der 
Geburten, der Todesfälle und der Gesamtbevölkerung mit abnehmenden Zyklen immer mehr 
einer geometrischen Reihe mit der zweijährlichen Wachstumsrate von 9,61% nähern, da sich 
die Bevölkerung dann bei jedem Projektionsschritt um den Faktor 0961,11 =λ  erhöht. Dieses 
Wachstum entspricht gerade einer Verdreifachungsperiode von 24 Jahren, wie sie von 
Süßmilch festgestellt wurde. 
 
Tab. 7.7: Absoluter Betrag der Wurzeln von 01213 =−λ−λ−λ  

Wurzel i 1 2 3 4 5 6 7 
Absoluter Betrag 1 1 0,994 0,994 0,936 0,936 0,891 

Wurzel i 8 9 10 11 12 13  
Absoluter Betrag 0,891 1,059 1,059 1,088 1,088 1,096  

 
Der Übergang zur stabil wachsenden Bevölkerung vollzieht sich sehr langsam. Selbst nach 
500 Jahren ist die Altersstruktur einer stabil wachsenden Bevölkerung noch nicht erreicht. Im 
Jahr 1000 hat sich die Altersstruktur stark der stabilen angenähert. 
 
Anzumerken ist, dass Euler als erster Zeitreihen, wenn in diesem Fall auch nicht empirisch 
gewonnen, durch mathematische Funktionen dargestellt hat (vgl. Gumbel (1915), S. 630). 
Obwohl das Euler-Süßmilch-Projektionsmodell keinen Realitätsbezug hat, zeigt es doch in 
eindrucksvoller Weise, dass konstante Fertilitäts- und Mortalitätsraten langfristig zu 
geometrischem Wachstum und zu einer stabilen Altersstruktur führen. 
 
Erfolgt die Projektion in Einjahresschritten, dann lautet die charakteristische Gleichung 
 

012426 =−λ−λ−λ . 
 
Es gibt zwei Wurzeln 04696,12/1 ±=λ , deren absoluter Betrag größer ist als der absolute 
Betrag aller anderen (konjugiert-komplexen) Wurzeln. Die hinreichende Bedingung, dass 
zwei in der Leslie-Matrix aufeinanderfolgende Fruchtbarkeitsraten ungleich Null sind, ist 
nicht erfüllt. Es ergibt sich in diesem Fall keine stabile Bevölkerung. Bevölkerung und 
Altersstruktur entwickeln sich langfristig mit konstanten Zyklen. Asymptotisch schwankt die 
jährliche Wachstumsrate zwischen 0% und 9,61%. 
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Abb. 7.2: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 100 
 

 
Abb. 7.3: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 200 
 

 
Abb. 7.4: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 300 
 

 
Abb. 7.5: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 500 
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Abb. 7.6: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 1000 
 
 
7.3 Matrix-Darstellung des Zillmer-Modells 
 
(Vgl. Peter Pflaumer: August Zillmer´s Contribution to the stable Model in Demography,  
Proceedings of the Joint Statistical Meetings, Social Statistics Section, Toronto 2004, 2353-
2357 (www.demometrie.de)). 
 
Bereits im Jahr 1760 hat der Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) die 
Grundlagen der stabilen Bevölkerung mit exogener Wachstumsrate abgeleitet. Euler hat das 
stabile Modell dazu verwendet, um Sterbetafeln bei nicht stationären Bevölkerungen erstellen 
zu können. Ludwig Moser (1805-1880), Professor für Physik in Königsberg, bezog sich in 
seinem Werk Gesetze der Lebensdauer (vgl. Moser, 1839) auf Eulers Untersuchungen. Dabei 
kritisierte er die Annahme einer stabil wachsenden Bevölkerung für die Erstellung einer Ster-
betafel und schlug vor, Sterbetafeln mit Hilfe von Überlebens- bzw. Sterberaten zu konstruie-
ren. In Deutschland befasste sich Ladislaus von Bortkiewicz (1868-1931) formal mit 
Bevölkerungstheorien und formulierte eine stetige Fassung des stabilen Modells (vgl. 
Bortkiewicz, 1893, 1911). Erst im 20. Jahrhundert ist die Bedeutung des stabilen Modells für 
die demografische Analyse durch die Forschungen des US-Amerikaners Alfred Lotka (1880-
1949) in der Bevölkerungswissenschaft richtig bekannt geworden. In seinen Arbeiten (1909, 
1911, 1939) hat er die Grundlagen des stabilen Modells aufgegriffen und entscheidend 
weiterentwickelt. 
 
Fast unbekannt sind die Ideen August Zillmers zum stabilen Modell, die er in einem Aufsatz 
(1863) veröffentlichte. Da er weder Euler noch Moser zitiert, ist davon auszugehen, daß er 
seine Ableitungen unabhängig entwickelte. August Zillmer (1831-1893) war ein bedeutender 
deutscher Lebensversicherungsmathematiker. Er verfasste eines der ersten deutschen Lehrbü-
cher über Lebensversicherungsmathematik (1861). Bekannt ist Zillmer in der Versicherungs-
mathematik durch seine Methode zur Berechnung einer modifizierten  Prämienreserve, mit 
der die Abschlusskosten einer Lebensversicherung zu tilgen sind. Man nennt dieses System 
auch "Zillmerung". 
 
Im Mittelpunkt Zillmers demografischer Analysen stehen die Beziehungen zwischen Le-
benserwartung, durchschnittliches Sterbealter, Geburten- und Sterberate. Anhand einer kon-
kreten Sterbetafel untersucht er den Fall, in welchem die Bevölkerung aus einer stationären in 
eine wachsende übergeht. Er macht dabei zwei Hypothesen über die Vermehrung der Gebur-
ten: einmal wird geometrisches, ein anderes Mal arithmetisches Wachstum  unterstellt. Er 
verfolgt anhand der o.a. Kennzahlen die Entwicklung der Bevölkerung und stellt fest, dass 
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sich bei geometrischem Wachstum der Geburten nach einer Reihe von Jahren, welches das 
Alter der Sterblichkeitstafel um 1 Jahr übersteigt, ein stabiler Zustand, den er einen 
besonderen stationären Zustand nennt, einstellt. Das Verdienst Zillmers ist die dynamische 
Betrachtung einer Bevölkerungsentwicklung anhand eines diskreten Modells unter 
Verwendung einer konkreten Sterbetafel. Es werden nicht nur zwei stabile Bevölkerungen mit 
unterschiedlichen Wachstumsraten miteinander verglichen, so wie es die – komparativ 
statische  Analyse macht, sondern es wird der Übergang von dem einem in den anderen 
Zustand zeitlich verfolgt, welches das Wesen der dynamischen Analyse ist.  
 
Obwohl Zillmer der erste ist, der ein dynamisches, empirisches Bevölkerungsmodell vorge-
schlagen hat, ist er als Demograf heute nahezu unbekannt. Bortkiewicz zitiert ihn noch in 
seiner Schrift (1898). Er würdigt seine Verdienste, indem er seine Abhandlungen als an-
schaulich und plausibel bezeichnet, möchte aber Zillmers Ableitungen den Charakter eines 
arithmetischen Rechenexempels nicht absprechen (Bortkiewicz, 1891, S. 102). Danach ist 
Zillmer aber als Demograf in Vergessenheit geraten. Selbst in dem Biographischen Lexikon 
zur Geschichte der Demographie (vgl. Michel/Lischke, 1999), in welchem nahezu 400 Bio-
graphien von Bevölkerungswissenschaftlern aus dem deutschsprachigen Raum verfasst sind, 
ist er nicht zu finden.  
 
Wie v. Bortkiewicz (1898) kommt auch Zillmer zur Erkenntnis, dass eine richtige Einschät-
zung der Sterblichkeit nur durch die Konstruktion einer Sterbetafel und der daraus resultie-
renden Berechnung der Lebenserwartung zu erreichen ist (vgl. Zillmer, 1863, S. 117f.). Ster-
beraten und durchschnittliches Sterbealter sind keine geeigneten Kennzahlen für die Höhe der 
Mortalität bei wachsenden oder schrumpfenden Bevölkerungen. Bortkiewicz kritisiert 
insbesondere die Formel von Price, bei welcher die Lebenserwartung als arithmetisches Mittel 
der Reziprokwerte der Geburten- und der Sterberate ermittelt wird (vgl. v. Bortkiewicz, 1898, 
S. 89 ff.): 
 
o

0
1 1 1 1 1 1 1e
2 b 2 d 2 b d

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Ähnliche Formeln, bei der die Lebenserwartung ein gewogenes arithmetisches Mittel der bei-
den Reziprokwerte ist, findet man bei Lotka (1939, S. 41 ff.). So lautet beispielsweise die 
Formel von Farr 
 
o

0
1 1 2 1e
3 b 3 d

= + . 

 
Lotka selbst schlägt als Gewichtung für eine konkrete Sterbetafel ¼ und ¾ vor. 
 
Mittels Reihenentwicklung gelangt Keyfitz (1977, S. 132) aus der Beziehung 
 

rx

0
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zu der Näherungsformel 
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wobei 2

dxσ die Varianz der Funktion der Sterbefälle dx ist. 
 
Das Modell Zillmers eignet sich vor allem für Prozesse, bei denen die Neuzugänge (Gebur-
ten) nicht von Populationen anderer Altersklassen abhängen. In diesem Fall müssen die Neu-
zugänge als Zeitreihe exogen vorgegeben werden. Eine einfache Annahme ist eine geometri-
sche Entwicklung der Neuzugänge, so wie sie von Zillmer bei seiner Bevölkerungsanalyse 
unterstellt worden ist, d.h. t

0t 0l l q= ⋅ mit q als Wachstumsfaktor. Der von Zillmer beschrie-
bene Übergang von einer stationären zu einer stabilen Bevölkerung ist letztendlich nichts an-
deres als eine Bevölkerungsprojektion mit einer stationären Bevölkerung als Ausgangsbevöl-
kerung. In Anlehnung an die Matrizenschreibweise der Komponentenmethode zur Bevölke-
rungsprojektion lässt sich das Zillmer-Modell formal wie folgt darstellen: 
 

t 1 tn Ln+ =  für t =0,1,2,... 
 
bzw. 
 

t
t 0n L n=  für t=0,1,2,... 

 
nt ist der Vektor der Bevölkerung in den einzelnen Altersklassen; n0 ist der Vektor der Aus-
gangsbevölkerung, welche nicht notwendigerweise, wie bei Zillmer, die stationäre Bevölke-
rung sein muss. 
 
L ist ein Spezialfall der in der Demografie bekannten Leslie-Matrix, die normalerweise in der 
ersten Zeile altersspezifische Maternitätsraten und in der Subdiagonalen alterspezifische 
Überlebensraten enthält. Ansonsten enthält sie nur Nullen (vgl. etwa Pflaumer, 1988, S. 42 f.). 
Im Fall eines geometrischen Wachstums der Geburten hat die Leslie-Matrix folgendes Ausse-

hen mit den Überlebensraten x 1
x

x

ls
l
+= : 

 

1

2

3

n 1

q 0 0 ... 0
s 0 0 ... 0
0 s 0 ... 0

L
0 0 s ... 0
. . .
0 0 ... s 0−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Der stabile Eigenwert der Matrix ist q. Ist q>1, dann wächst die Population; ist q<1, dann 
schrumpft sie; im Falle einer stationären Population ist q=1. Das Modell kann durch Berück-
sichtigung zeitabhängiger Elemente in der Projektionsmatrix erweitert werden. 
 
Mit Hilfe des Modells soll der Einfluss des Wachstums der Studienanfängerzahlen auf die 
Altersstruktur und die durchschnittliche Studiendauer untersucht werden. Ausgangspunkt ist 
die von Boes (2004) konstruierte Sterbetafel der Studierenden bezüglich der Verweildauer an 
Fachhochschulen in Deutschland in Tabelle 7.8 mit den üblichen Sterbetafelfunktionen. Die 
Verweildauer ist eine Betrachtung der Studiendauer, die die gesamte von den Studierenden an 
den Hochschulen verbrachte Zeit darstellt. Im folgenden wird vereinfacht der Begriff 



Pflaumer       Bevölkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen 
 

 94

„Studiendauer“ für die Verweildauer verwendet. Der Austritt aus der Population geschieht 
hier durch Abbruch oder Abschluss des Studiums. Da die Daten der amtlichen Statistik eine 
Berechnung der Austrittswahrscheinlichkeit qx nur bis zum Übergang ins 12. Studienjahr 
zulassen wird angenommen, dass sich die Studierenden alle zum Ende des 12. Jahres 
exmatrikulieren.  
 
Unter der Annahme, dass die durchschnittliche Verweildauer im Jahr der Exmatrikulation 

noch ½ Jahr ist, kommt Boes (2004) zur der erwarteten Studiendauer 
o

oe 4,6≈ Jahre. Die fer-
nere erwartete Studiendauer in höheren Studienjahren entnimmt man der letzten Spalte der 
Tabelle 7.8. 
 
Tab. 7.8: Sterbetafel der Studierenden bezüglich der Studiendauer an Fachhochschulen in 

Deutschland nach vollendeten Studienjahren x 
 

x lx dx px qx Lx Tx ex 

0 100000 2397 0,976 0,024 98801,3 456895,7 4,569
1 97603 9048 0,907 0,093 93078,6 358094,4 3,669
2 88555 14474 0,837 0,163 81317,3 265015,8 2,993
3 74080 17924 0,758 0,242 65118,0 183698,5 2,480
4 56156 23444 0,583 0,417 44433,9 118580,5 2,112
5 32712 12456 0,619 0,381 26483,8 74146,6 2,267
6 20256 6687 0,670 0,330 16912,1 47662,8 2,353
7 13569 4094 0,698 0,302 11521,7 30750,7 2,266
8 9475 2934 0,690 0,310 8007,8 19228,9 2,029
9 6541 1936 0,704 0,296 5572,7 11221,1 1,716
10 4605 1259 0,727 0,273 3975,4 5648,4 1,227
11 3346 3346 0,000 1,000 1673,0 1673,0 0,500

Quelle: Boes (2004) nach Daten des Statistischen Bundesamtes 
 
Mit dem Zillmer-Modell wurden die Auswirkungen von Änderungen der Wachstumsraten der 
Studienanfängerzahlen auf verschiedene Kennzahlen berechnet. Die Symbole haben nun eine 
andere Bedeutung: b ist die Anfängerquote, d die Absolventenquote und μ  der Mittelwert der 
stationären Studiendauerverteilung. Das durchschnittliche Sterbealter ν  ist nun die durch-
schnittliche Studiendauer, berechnet auf der Grundlage der Abgänger in einem bestimmten 
Jahr. Davies (1988) nennt diesen Durchschnitt Absolventenmittel3 und kritisiert zu recht seine 
Verwendung als Indikator für Studienzeiten an Hochschulen, da ν  von der Altersstruktur der 
Studiendauer abhängig ist. Steigende Studienanfängerzahlen führen zu niedrigen, fallende 
Anfängerzahlen dagegen zu hohen Werten des Absolventenmittels.4 

                                                           
3 Das Absolventenmittel wird zur Feststellung der Fachstudiendauer berechnet, bezieht also nicht die 
Studienabbrecher mit ein. Fachstudiendauer und Verweildauer sind positiv korreliert. Die im folgenden 
gezogenen Schlüsse sind uneingeschränkt auf beide Größen anwendbar, da jeweils von einem konstanten 
Abgangverhalten ausgegangen wird. 
4  Davies kritisiert in seinem Aufsatz die Verwendung des Absolventenmittels für die durchschnittliche 
Studiendauer in einer Untersuchung über die Studienzeiten in Nordrhein-Westfalen 1980-1985, die im Auftrag 
des nordrhein-westfälischen Wissenschaftsministeriums erstellt worden ist. Die Kritik wurde dem 
Wissenschaftsministerium vorgebracht. Weiter schreibt Davies (1988, S. 25): „ 14 Professoren an Mathematik-
Fachbereichen in Nordrhein-Westfalen und am Fachbereich Statistik der Universität Dortmund haben in 
einem gemeinsamen Brief an das Ministerium die hier geäußerte Kritik geteilt. Das Ministerium ist mit keinem 
Wort darauf eingegangen. Statt dessen hat das Wissenschaftsministerium im November per Erlaß festgestellt, 
daß die Zahlen einwandfrei und Zweifel an ihrer Validität nicht begründet seien.“ Zur weiteren Diskussion siehe 
auch Statistisches Bundesamt (1993). 
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Abb. 7.7: Studiendauerverteilungen bei unterschiedlichen Wachstumsfaktoren 
 
Die Abbildung 7.7 zeigt die Verteilung der Studienzeiten bei einer stationären (q=1), bei einer 
wachsenden (q=1,2) und einer schrumpfenden (q=0,8) Population. Die Kennzahlen für ver-
schiedene Wachstumsfaktoren findet man in Tabelle 7.9. 
 
Tab. 7.9: Kennzahlen der stabilen Studiendauerverteilungen 
 

q μ  ν  1/b 1/d b d Price Keyfitz
0,8 4,48 6,23 9,24 3,14 0,11 0,32 6,19 4,56 
0,9 3,57 5,26 6,10 3,84 0,16 0,26 4,97 4,51 
1 2,94 4,57 4,57 4,57 0,22 0,22 4,57  

1,1 2,51 4,08 3,70 5,32 0,27 0,19 4,51 4,70 
1,2 2,20 3,71 3,15 6,09 0,32 0,16 4,62 4,88 

 
Man erkennt in Tabelle 7.9 deutlich, dass das Absolventenmittel die erwartete Studiendauer 
von 4,57 Jahren überschätzt, falls q<1 und unterschätzt, falls q>1. Die Price-Formel liefert für 
wachsende Populationen, die Keyfitz-Formel dagegen für schrumpfende Populationen recht 
gute Näherungswerte bei der hier verwendeten Sterbetafel. Zur Berechnung der Näherungs-
werte nach Keyfitz wurde die aus der Sterbetafel ermittelte Varianz 2 5,76σ =  verwendet. 
 
In den Abbildungen 7.8 und 7.9 ist die Entwicklung wichtiger Kennzahlen vom Übergang von 
einer stationären Altersstruktur der Studiendauer zu einer stabil wachsenden bzw. einer stabil 
schrumpfenden Altersstruktur zu sehen. Diese Abbildungen verdeutlichen ebenfalls die Ab-
hängigkeit des Absolventenmittels von der Wachstumsrate der Studienanfängerzahlen. 
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Abb. 7.8: Entwicklung der Kennzahlen bei q=1,2 
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Abb. 7.9: Entwicklung der Kennzahlen bei q=0,8 
 
 
 
7.4 Stochastische Versionen des Leslie-Modells 
 
Vgl. u.a. folgende Publikationen: 
 
Pflaumer, P.(1988):  Confidence intervals for population projections based on Monte Carlo 
Methods, International Journal of Forecasting 4, 135-142. 
Pflaumer, P. (1992): Forecasting US population totals with Box-Jenkins approach, 
International Journal of Forecasting 8, 329-338. 
Pflaumer, P. (1988): Methoden der Bevölkerungsvorausschätzung, Berlin, S. 73 ff. 
Lee, R. and Tuljapurkar, S.  (1994):  Stochastic population forecasts of the U.S.: Beyond 
High, Medium, Low, Jour. Amer. Stat. Assoc. 89:  1175-1189. 



Pflaumer       Bevölkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen 
 

 97

Übersicht: Ablauf einer stochastischen Bevölkerungsprognose mittels Simulationen 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ermittlung von 
Häufigkeitsverteilungen der 
Bevölkerungsbestände für 

jedes Projektionsjahr 

Schätzung von 
Erwartungswerten, Medianen, 

Varianzen, Schwankungs- 
bzw. Prognoseintervallen 

Berücksichtigung 
der zeitlichen 
Abhängigkeit 

Wiederholung 
des Ablaufs 
10 000 mal 

Bestimmung der Realisationen 
von Fertilität, Mortalität und 

Migration 

Projektion der Bevölkerung 
mit der Komponentenmethode 

bis zum Zieljahr 

Ergebnis: 10 000 verschiedene 
Bevölkerungstrajektorien 

Stochastische 
Annahmen 

Ausgangsbevölkerung 
 

Deterministische 
Annahmen 

Ziehung von Zufallszahlen 



Pflaumer       Bevölkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen 
 

 98

 
7.5 Zur Güte von Bevölkerungsprognosen 
 
Einige wichtige Prognosefehlerkennzahlen 
 (vgl. auch Pflaumer; Heine; Hartung: Deskriptive Statistik, 4. Aufl., München 2009, Kapitel 8) 
 

Tatsächliche Wachstumsrate 

( )./ln1
0PP

T
r T=  

 

Prognostizierte Wachstumsrate 

( )0̂/ˆln1ˆ PP
T

r T= , 

 

 

(1) logarithmischer Prognosefehler 

d r r= −  

 

(2) durchschnittlicher Fehler 

( )∑ ∑=−= iii d
n

rr
n

BIAS 1ˆ1
 

 

(3) mittlerer quadratischer Fehler 

( )∑ ∑=−= 22 1ˆ1
iii d

n
rr

n
MSE  

 

(4) Wurzel MSE 

( ) ∑∑ =−= 22 1ˆ1
iii d

n
rr

n
RMSE  

 

(5) Mittlerer absoluter Fehler 

 

i i i
1 1ˆMAE r r d
n n

= − =∑ ∑  

 

mit 

 

ir  = tatsächliche Wachstumsrate 

ir̂  = prognostizierte Wachstumsrate 

di  = ii rr −ˆ  
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Lexis-Diagramm: Kohorten- und Periodenfertilität 
 
 

40 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.0054 0.032

35 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.0296 0.121 0.121

30 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.311 0.311 0.311

25 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.378 0.378 0.378 0.378

20 0.387 0.387 0.387 0.387 0.387 0.387 0.149 0.149 0.149 0.149 0.149

15 0.147 0.147 0.147 0.147 0.147 0.0087 0.0087 0.0087 0.0087 0.0087 0.0087

10 0.006 0.006 0.006 0.006 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
  1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 
            
            

 
Perioden 
NRR 1 1 1 0.994 0.856 0.618 0.690 0.882 0.973 1.000 

 
Kohorten 
NRR 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 
Mittleres 
Gebäralt.           
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Sterbetafel 2007/2009

Deutschland

Männlich*)

      Von den Überlebenden im Alter x
Vollendetes Sterbe- Überlebens- Überlebende Gestorbene bis zum insgesamt Durchschnittliche 

Alter wahrscheinlichkeit im Alter x im Alter x Alter x+1 noch zu Lebenserwartung
vom Alter x bis x+1 bis unter x+1 durchlebte durchlebende im Alter x

Jahre in Jahren

0 ..................... 0,00406191 0,99593809 100 000  406 99 656 7 733 257 77,33
1 ..................... 0,00035593 0,99964407 99 594  35 99 576 7 633 600 76,65
2 ..................... 0,00019248 0,99980752 99 558  19 99 549 7 534 024 75,67
3 ..................... 0,00015099 0,99984901 99 539  15 99 532 7 434 476 74,69
4 ..................... 0,00014409 0,99985591 99 524  14 99 517 7 334 944 73,70

5 ..................... 0,00011571 0,99988429 99 510  12 99 504 7 235 427 72,71
6 ..................... 0,00010542 0,99989458 99 498  10 99 493 7 135 923 71,72
7 ..................... 0,00009671 0,99990329 99 488  10 99 483 7 036 430 70,73
8 ..................... 0,00009614 0,99990386 99 478  10 99 473 6 936 947 69,73
9 ..................... 0,00008584 0,99991416 99 469  9 99 464 6 837 473 68,74

10 ..................... 0,00008942 0,99991058 99 460  9 99 456 6 738 009 67,75
11 ..................... 0,00009723 0,99990277 99 451  10 99 446 6 638 553 66,75
12 ..................... 0,00010457 0,99989543 99 442  10 99 436 6 539 107 65,76
13 ..................... 0,00008755 0,99991245 99 431  9 99 427 6 439 671 64,77
14 ..................... 0,00016492 0,99983508 99 422  16 99 414 6 340 244 63,77

15 ..................... 0,00019974 0,99980026 99 406  20 99 396 6 240 830 62,78
16 ..................... 0,00029653 0,99970347 99 386  29 99 371 6 141 433 61,79
17 ..................... 0,00034145 0,99965855 99 357  34 99 340 6 042 062 60,81
18 ..................... 0,00055573 0,99944427 99 323  55 99 295 5 942 722 59,83
19 ..................... 0,00054531 0,99945469 99 268  54 99 241 5 843 427 58,87

20 ..................... 0,00059740 0,99940260 99 213  59 99 184 5 744 187 57,90
21 ..................... 0,00056392 0,99943608 99 154  56 99 126 5 645 003 56,93
22 ..................... 0,00056265 0,99943735 99 098  56 99 070 5 545 877 55,96
23 ..................... 0,00055075 0,99944925 99 043  55 99 015 5 446 806 54,99
24 ..................... 0,00057612 0,99942388 98 988  57 98 959 5 347 791 54,02

25 ..................... 0,00059266 0,99940734 98 931  59 98 902 5 248 831 53,06
26 ..................... 0,00061072 0,99938928 98 872  60 98 842 5 149 930 52,09
27 ..................... 0,00063293 0,99936707 98 812  63 98 781 5 051 088 51,12
28 ..................... 0,00061969 0,99938031 98 749  61 98 719 4 952 307 50,15
29 ..................... 0,00064335 0,99935665 98 688  63 98 656 4 853 588 49,18

30 ..................... 0,00066430 0,99933570 98 625  66 98 592 4 754 932 48,21
31 ..................... 0,00074123 0,99925877 98 559  73 98 523 4 656 340 47,24
32 ..................... 0,00074655 0,99925345 98 486  74 98 449 4 557 817 46,28
33 ..................... 0,00072625 0,99927375 98 413  71 98 377 4 459 368 45,31
34 ..................... 0,00080797 0,99919203 98 341  79 98 301 4 360 991 44,35

35 ..................... 0,00086551 0,99913449 98 262  85 98 219 4 262 690 43,38
36 ..................... 0,00091221 0,99908779 98 177  90 98 132 4 164 470 42,42
37 ..................... 0,00098766 0,99901234 98 087  97 98 039 4 066 339 41,46
38 ..................... 0,00107664 0,99892336 97 990  106 97 937 3 968 300 40,50
39 ..................... 0,00117386 0,99882614 97 885  115 97 827 3 870 363 39,54

40 ..................... 0,00136338 0,99863662 97 770  133 97 703 3 772 535 38,59
41 ..................... 0,00148540 0,99851460 97 636  145 97 564 3 674 832 37,64
42 ..................... 0,00161260 0,99838740 97 491  157 97 413 3 577 268 36,69
43 ..................... 0,00192310 0,99807690 97 334  187 97 241 3 479 855 35,75
44 ..................... 0,00212809 0,99787191 97 147  207 97 044 3 382 615 34,82

45 ..................... 0,00241053 0,99758947 96 940  234 96 823 3 285 571 33,89
46 ..................... 0,00275445 0,99724555 96 707  266 96 573 3 188 748 32,97
47 ..................... 0,00309329 0,99690671 96 440  298 96 291 3 092 174 32,06
48 ..................... 0,00353144 0,99646856 96 142  340 95 972 2 995 883 31,16

 e xx l x    d x                    L x e x l x q x p x
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50 ...................... 0,00427192 0,99572808 95 429  408 95 225 2 804 295 29,39
51 ...................... 0,00480102 0,99519898 95 022  456 94 793 2 709 070 28,51
52 ...................... 0,00525956 0,99474044 94 565  497 94 317 2 614 276 27,65
53 ...................... 0,00573736 0,99426264 94 068  540 93 798 2 519 959 26,79
54 ...................... 0,00640813 0,99359187 93 528  599 93 229 2 426 161 25,94

55 ...................... 0,00689851 0,99310149 92 929  641 92 608 2 332 933 25,10
56 ...................... 0,00744914 0,99255086 92 288  687 91 944 2 240 324 24,28
57 ...................... 0,00796443 0,99203557 91 600  730 91 236 2 148 380 23,45
58 ...................... 0,00884252 0,99115748 90 871  804 90 469 2 057 144 22,64
59 ...................... 0,00959726 0,99040274 90 067  864 89 635 1 966 675 21,84

60 ...................... 0,01060311 0,98939689 89 203  946 88 730 1 877 040 21,04
61 ...................... 0,01124215 0,98875785 88 257  992 87 761 1 788 310 20,26
62 ...................... 0,01229402 0,98770598 87 265 1 073 86 729 1 700 549 19,49
63 ...................... 0,01313363 0,98686637 86 192 1 132 85 626 1 613 820 18,72
64 ...................... 0,01437270 0,98562730 85 060 1 223 84 449 1 528 194 17,97

65 ...................... 0,01558631 0,98441369 83 838 1 307 83 184 1 443 746 17,22
66 ...................... 0,01667030 0,98332970 82 531 1 376 81 843 1 360 561 16,49
67 ...................... 0,01802782 0,98197218 81 155 1 463 80 423 1 278 718 15,76
68 ...................... 0,01965234 0,98034766 79 692 1 566 78 909 1 198 295 15,04
69 ...................... 0,02161717 0,97838283 78 126 1 689 77 281 1 119 386 14,33

70 ...................... 0,02358892 0,97641108 76 437 1 803 75 535 1 042 105 13,63
71 ...................... 0,02583374 0,97416626 74 634 1 928 73 670  966 569 12,95
72 ...................... 0,02909119 0,97090881 72 706 2 115 71 648  892 899 12,28
73 ...................... 0,03205816 0,96794184 70 591 2 263 69 459  821 251 11,63
74 ...................... 0,03609507 0,96390493 68 328 2 466 67 095  751 792 11,00

75 ...................... 0,03971938 0,96028062 65 861 2 616 64 553  684 697 10,40
76 ...................... 0,04416219 0,95583781 63 245 2 793 61 849  620 144 9,81
77 ...................... 0,04969792 0,95030208 60 452 3 004 58 950  558 295 9,24
78 ...................... 0,05563519 0,94436481 57 448 3 196 55 850  499 345 8,69
79 ...................... 0,06058343 0,93941657 54 252 3 287 52 609  443 495 8,17

80 ...................... 0,06790411 0,93209589 50 965 3 461 49 235  390 886 7,67
81 ...................... 0,07486475 0,92513525 47 504 3 556 45 726  341 652 7,19
82 ...................... 0,08234153 0,91765847 43 948 3 619 42 139  295 925 6,73
83 ...................... 0,09029578 0,90970422 40 329 3 642 38 508  253 787 6,29
84 ...................... 0,10028014 0,89971986 36 688 3 679 34 848  215 278 5,87

85 ...................... 0,11279794 0,88720206 33 009 3 723 31 147  180 430 5,47
86 ...................... 0,12563070 0,87436930 29 285 3 679 27 446  149 283 5,10
87 ...................... 0,14188072 0,85811928 25 606 3 633 23 790  121 837 4,76
88 ...................... 0,15084206 0,84915794 21 973 3 314 20 316  98 048 4,46
89 ...................... 0,16433669 0,83566331 18 659 3 066 17 126  77 732 4,17

90 ...................... 0,16982333 0,83017667 15 592 2 648 14 268  60 606 3,89
91 ...................... 0,19420850 0,80579150 12 944 2 514 11 687  46 338 3,58
92 ...................... 0,21724041 0,78275959 10 431 2 266 9 298  34 650 3,32
93 ...................... 0,23419430 0,76580570 8 165 1 912 7 209  25 353 3,11
94 ...................... 0,25292036 0,74707964 6 252 1 581 5 462  18 144 2,90

95 ...................... 0,27216752 0,72783248 4 671 1 271 4 035  12 682 2,72
96 ...................... 0,29187132 0,70812868 3 400  992 2 904  8 647 2,54
97 ...................... 0,31196717 0,68803283 2 407  751 2 032  5 743 2,39
98 ...................... 0,33239072 0,66760928 1 656  551 1 381  3 711 2,24
99 ...................... 0,35307819 0,64692181 1 106  390  911  2 330 2,11

100 ...................... 0,37396669 0,62603331  715  268  582  1 420 1,98

*) Ab dem Alter von 93 Jahren handelt es sich bei der Sterbewahrscheinlichkeit um geschätzte Werte.

Hinweis: Eine neue "Allgemeine Sterbetafel" wird jeweils nach Vorliegen der Ergebnisse einer Volkszählung berechnet. Zuletzt wurde die "Allgemeine Sterbetafel 1986/88" im Statistischen Jahrbuch 1991
und in Fachserie 1, Reihe 1. S.2 veröffentlicht.

© Statistisches Bundesamt, Wiesbaden, 2010
Vervielfältigung und Verbreitung, auch auszugsweise, mit Quellenangabe gestattet.
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Sterbetafel 2007/2009

Deutschland

Weiblich*)

      Von den Überlebenden im Alter x
Vollendetes Sterbe- Überlebens- Überlebende Gestorbene bis zum insgesamt Durchschnittliche 

Alter wahrscheinlichkeit im Alter x im Alter x Alter x+1 noch zu Lebenserwartung
vom Alter x bis x+1 bis unter x+1 durchlebte durchlebende im Alter x

Jahre in Jahren

0 ...................... 0.00319961 0.99680039 100 000  320 99 727 8 252 546 82.53
1 ...................... 0.00028433 0.99971567 99 680  28 99 666 8 152 819 81.79
2 ...................... 0.00016122 0.99983878 99 652  16 99 644 8 053 153 80.81
3 ...................... 0.00014339 0.99985661 99 636  14 99 628 7 953 509 79.83
4 ...................... 0.00011985 0.99988015 99 621  12 99 615 7 853 881 78.84

5 ...................... 0.00009046 0.99990954 99 609  9 99 605 7 754 265 77.85
6 ...................... 0.00008018 0.99991982 99 600  8 99 596 7 654 660 76.85
7 ...................... 0.00008354 0.99991646 99 592  8 99 588 7 555 064 75.86
8 ...................... 0.00006211 0.99993789 99 584  6 99 581 7 455 476 74.87
9 ...................... 0.00006348 0.99993652 99 578  6 99 575 7 355 895 73.87

10 ...................... 0.00008056 0.99991944 99 572  8 99 568 7 256 320 72.88
11 ...................... 0.00007942 0.99992058 99 564  8 99 560 7 156 753 71.88
12 ...................... 0.00007665 0.99992335 99 556  8 99 552 7 057 193 70.89
13 ...................... 0.00009837 0.99990163 99 548  10 99 543 6 957 641 69.89
14 ...................... 0.00012379 0.99987621 99 538  12 99 532 6 858 098 68.90

15 ...................... 0.00013556 0.99986444 99 526  13 99 519 6 758 566 67.91
16 ...................... 0.00016076 0.99983924 99 512  16 99 504 6 659 047 66.92
17 ...................... 0.00017554 0.99982446 99 496  17 99 488 6 559 542 65.93
18 ...................... 0.00021844 0.99978156 99 479  22 99 468 6 460 055 64.94
19 ...................... 0.00021505 0.99978495 99 457  21 99 447 6 360 587 63.95

20 ...................... 0.00021099 0.99978901 99 436  21 99 425 6 261 140 62.97
21 ...................... 0.00021615 0.99978385 99 415  21 99 404 6 161 715 61.98
22 ...................... 0.00022979 0.99977021 99 393  23 99 382 6 062 311 60.99
23 ...................... 0.00022746 0.99977254 99 371  23 99 359 5 962 929 60.01
24 ...................... 0.00022735 0.99977265 99 348  23 99 337 5 863 569 59.02

25 ...................... 0.00022284 0.99977716 99 325  22 99 314 5 764 233 58.03
26 ...................... 0.00026716 0.99973284 99 303  27 99 290 5 664 918 57.05
27 ...................... 0.00025813 0.99974187 99 277  26 99 264 5 565 629 56.06
28 ...................... 0.00025973 0.99974027 99 251  26 99 238 5 466 365 55.08
29 ...................... 0.00027736 0.99972264 99 225  28 99 212 5 367 127 54.09

30 ...................... 0.00027444 0.99972556 99 198  27 99 184 5 267 915 53.11
31 ...................... 0.00032602 0.99967398 99 171  32 99 154 5 168 731 52.12
32 ...................... 0.00034634 0.99965366 99 138  34 99 121 5 069 577 51.14
33 ...................... 0.00036179 0.99963821 99 104  36 99 086 4 970 456 50.15
34 ...................... 0.00040582 0.99959418 99 068  40 99 048 4 871 370 49.17

35 ...................... 0.00042616 0.99957384 99 028  42 99 007 4 772 322 48.19
36 ...................... 0.00046632 0.99953368 98 986  46 98 963 4 673 315 47.21
37 ...................... 0.00052670 0.99947330 98 939  52 98 913 4 574 352 46.23
38 ...................... 0.00058957 0.99941043 98 887  58 98 858 4 475 439 45.26
39 ...................... 0.00070326 0.99929674 98 829  70 98 794 4 376 581 44.28

40 ...................... 0.00071279 0.99928721 98 760  70 98 724 4 277 787 43.32
41 ...................... 0.00083098 0.99916902 98 689  82 98 648 4 179 062 42.35
42 ...................... 0.00094595 0.99905405 98 607  93 98 560 4 080 414 41.38
43 ...................... 0.00105555 0.99894445 98 514  104 98 462 3 981 854 40.42
44 ...................... 0.00113082 0.99886918 98 410  111 98 354 3 883 392 39.46

45 ...................... 0.00135256 0.99864744 98 299  133 98 232 3 785 038 38.51
46 ...................... 0.00155092 0.99844908 98 166  152 98 089 3 686 806 37.56
47 ...................... 0.00173542 0.99826458 98 013  170 97 928 3 588 716 36.61
48 ...................... 0.00185296 0.99814704 97 843  181 97 753 3 490 788 35.68
49 ...................... 0.00209207 0.99790793 97 662  204 97 560 3 393 035 34.74

   d x                    L x e x l x  e xx  q x p x l x
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26 ...................... 0,00026716 0,99973284 99 303  27 99 290 5 664 918 57,05
27 ...................... 0,00025813 0,99974187 99 277  26 99 264 5 565 629 56,06
28 ...................... 0,00025973 0,99974027 99 251  26 99 238 5 466 365 55,08
29 ...................... 0,00027736 0,99972264 99 225  28 99 212 5 367 127 54,09

30 ...................... 0,00027444 0,99972556 99 198  27 99 184 5 267 915 53,11
31 ...................... 0,00032602 0,99967398 99 171  32 99 154 5 168 731 52,12
32 ...................... 0,00034634 0,99965366 99 138  34 99 121 5 069 577 51,14
33 ...................... 0,00036179 0,99963821 99 104  36 99 086 4 970 456 50,15
34 ...................... 0,00040582 0,99959418 99 068  40 99 048 4 871 370 49,17

35 ...................... 0,00042616 0,99957384 99 028  42 99 007 4 772 322 48,19
36 ...................... 0,00046632 0,99953368 98 986  46 98 963 4 673 315 47,21
37 ...................... 0,00052670 0,99947330 98 939  52 98 913 4 574 352 46,23
38 ...................... 0,00058957 0,99941043 98 887  58 98 858 4 475 439 45,26
39 ...................... 0,00070326 0,99929674 98 829  70 98 794 4 376 581 44,28

40 ...................... 0,00071279 0,99928721 98 760  70 98 724 4 277 787 43,32
41 ...................... 0,00083098 0,99916902 98 689  82 98 648 4 179 062 42,35
42 ...................... 0,00094595 0,99905405 98 607  93 98 560 4 080 414 41,38
43 ...................... 0,00105555 0,99894445 98 514  104 98 462 3 981 854 40,42
44 ...................... 0,00113082 0,99886918 98 410  111 98 354 3 883 392 39,46

45 ...................... 0,00135256 0,99864744 98 299  133 98 232 3 785 038 38,51
46 ...................... 0,00155092 0,99844908 98 166  152 98 089 3 686 806 37,56
47 ...................... 0,00173542 0,99826458 98 013  170 97 928 3 588 716 36,61
48 ...................... 0,00185296 0,99814704 97 843  181 97 753 3 490 788 35,68
49 ...................... 0,00209207 0,99790793 97 662  204 97 560 3 393 035 34,74

50 ...................... 0,00233646 0,99766354 97 458  228 97 344 3 295 475 33,81
51 ...................... 0,00249079 0,99750921 97 230  242 97 109 3 198 132 32,89
52 ...................... 0,00277084 0,99722916 96 988  269 96 853 3 101 023 31,97
53 ...................... 0,00303919 0,99696081 96 719  294 96 572 3 004 169 31,06
54 ...................... 0,00318615 0,99681385 96 425  307 96 271 2 907 597 30,15

55 ...................... 0,00359754 0,99640246 96 118  346 95 945 2 811 326 29,25
56 ...................... 0,00379289 0,99620711 95 772  363 95 590 2 715 381 28,35
57 ...................... 0,00412628 0,99587372 95 409  394 95 212 2 619 790 27,46
58 ...................... 0,00455965 0,99544035 95 015  433 94 799 2 524 578 26,57
59 ...................... 0,00477835 0,99522165 94 582  452 94 356 2 429 780 25,69

60 ...................... 0,00546788 0,99453212 94 130  515 93 873 2 335 424 24,81
61 ...................... 0,00568547 0,99431453 93 615  532 93 349 2 241 551 23,94
62 ...................... 0,00627478 0,99372522 93 083  584 92 791 2 148 202 23,08
63 ...................... 0,00666863 0,99333137 92 499  617 92 191 2 055 411 22,22
64 ...................... 0,00719581 0,99280419 91 882  661 91 552 1 963 221 21,37

65 ...................... 0,00774243 0,99225757 91 221  706 90 868 1 871 669 20,52
66 ...................... 0,00821976 0,99178024 90 515  744 90 143 1 780 801 19,67
67 ...................... 0,00901963 0,99098037 89 771  810 89 366 1 690 659 18,83
68 ...................... 0,00979514 0,99020486 88 961  871 88 525 1 601 293 18,00
69 ...................... 0,01096766 0,98903234 88 090  966 87 607 1 512 768 17,17

70 ...................... 0,01194821 0,98805179 87 123 1 041 86 603 1 425 161 16,36
71 ...................... 0,01334300 0,98665700 86 082 1 149 85 508 1 338 558 15,55
72 ...................... 0,01547515 0,98452485 84 934 1 314 84 277 1 253 050 14,75
73 ...................... 0,01733541 0,98266459 83 620 1 450 82 895 1 168 773 13,98
74 ...................... 0,01932407 0,98067593 82 170 1 588 81 376 1 085 879 13,22

75 ...................... 0,02228117 0,97771883 80 582 1 795 79 684 1 004 503 12,47
76 ...................... 0,02534768 0,97465232 78 787 1 997 77 788  924 818 11,74
77 ...................... 0,02895428 0,97104572 76 790 2 223 75 678  847 030 11,03
78 ...................... 0,03325811 0,96674189 74 566 2 480 73 326  771 352 10,34
79 ...................... 0,03755064 0,96244936 72 086 2 707 70 733  698 026 9,68

80 ...................... 0,04337319 0,95662681 69 379 3 009 67 875  627 293 9,04
81 ...................... 0,04949578 0,95050422 66 370 3 285 64 728  559 419 8,43
82 ...................... 0,05686782 0,94313218 63 085 3 588 61 291  494 691 7,84
83 ...................... 0,06495909 0,93504091 59 498 3 865 57 565  433 400 7,28
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Stabile Modelle mit der Sterbetafel Deutschland 2007/09 (w) 
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Stabiles Modell

Alter

A
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(Wachstumsraten -3%, -2%, …+3%) 
 
Kennzahlen 

r -3% -2% -1% 0% 1% 2% 3% 
Mittelwert 60.3 54.7 48.6 42.3 36.1 30.5 25.7 

EX^2 4151.5 3584.2 2995.0 2420.6 1898.4 1455.1 1100.4 
Var 517.4 587.0 629.7 632.4 593.3 523.3 439.7 
SDV 22.7 24.2 25.1 25.1 24.4 22.9 21.0 

Aα  0.575 0.477 0.377 0.283 0.200 0.135 0.087 

Jα  0.070 0.112 0.170 0.241 0.324 0.411 0.496 

Eα  0.355 0.410 0.453 0.476 0.476 0.454 0.417 
AQ 1.619 1.164 0.834 0.594 0.421 0.297 0.209 
JQ 0.198 0.274 0.374 0.507 0.680 0.904 1.189 
b 0.0026 0.0046 0.0077 0.0121 0.0179 0.0250 0.0331 
d 0.0326 0.0246 0.0177 0.0121 0.0079 0.0050 0.0031 
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LEXIS-DIAGRAMM 
 
Version: Brasche (1870), Pressat (1961) 
Lit.: C. Vandeschrick: The Lexis diagram, a misnomer, Demographic Research, 4. 2001, 97-123 

(www.demographic-research.com). 
 
Lexis.diagram  {Epi} 
 
Lexis.diagram(entry.age=c(0,0,0), 
coh.grid=T, 
date=c(1960,2010), 
age=c(0,50), 
birth.date=c(1963,1983,2006), 
risk.time=c(28,9,70), 
dlab="Jahr", 
alab="Alter", 
int=5, 
lab.int=5, 
fail=c(T,T,F)) 
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Bevölkerungsprojektion für Deutschland bis 2050 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
Total Midyear Population: Germany 

Year Population 
2011 81,471,834 
2020 80,159,662 
2030 78,021,581 
2040 74,983,699 
2050 71,541,906 

Source: U.S. Census Bureau, International Data 
Base. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




