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1 Einfihrung
1.1 Begriffe

Demografie (Demometrie): Quantitatives Studium der menschlichen Bevoélkerung und

ihrer Veranderungen. Untersuchungsgegenstand ist vor allem:

e die zahlenméaRige Entwicklung der Bevolkerung

e die Verteilung der Bevolkerung nach verschiedenen Merkmalen (z.B. Raum, Alter,
Geschlecht)

e die Bevolkerungsbewegungen (Geburten, Todesféalle und Wanderungen)

e die Interaktionen zwischen Bevolkerungszahl bzw. —struktur und den Bevélkerungs-
bewegungen

Fruchtbarkeit Umwelt
(Fertilitat) e wirtschaftlich
[ »| e betriebswirtschaftlich
Wanderungen Bevolkerung OSOZ_IEU
o —| Zahl e politisch
(Migration) .
o Struktur J e geographisch
I A e naturwissenschatftlich
Sterblichkeit e historisch
(Mortalitat) e biologisch
Demographie Substanzwissenschaften
Bevolkerungslehre

1.2 Entwicklung der Demografie und der Bevolkerungsstatistik

Politische Arithmetik

-John Graunt (1620-1674): Bills of Mortality (1662)

-Johann Peter StiBmilch (1707-1767): Die gottliche Ordnung in den Veranderungen des
menschlichen Geschlechts, aus der Geburt, dem Tode und der Fortpflanzung desselben
erwiesen (1741)

Deutsche Universitatsstatistik
-Gottfried Achenwall (1719-1772)

Populationisten

-Merkantilismus

-E. Boserup (1981)

-J. Simon (1981)

Malthusianer (Neomalthusianer)

T.R. Malthus (1766-1834): Essays on the Principle of Population (1798)
(Nahrungsmittel: arithmetische Progression; Bevolkerung: geometrische Progression)
-Club of Rome
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Theorie der optimalen Bevilkerung

J. S. Mill (1806-1873)
E. Cannan und W. Wicksell

Produktionsfunktion: Y =Y (P)
wachst zuerst mit steigenden, dann mit sinkenden Grenzertrédgen 3—; wobei Y das

Sozialprodukt  (Volkseinkommen, Wohlstand) und P die Bevdlkerungszahl ist. Das
Prokopfeinkommen
Y (P)

y(P) -

erreicht sein Maximum (Bevolkerungsoptimum), falls der Durchschnittsertrag dem Grenz-
ertrag entspricht, da

dy (P)
ayP) P gp '
dP P’ '

Im Maximum des Durchschnittsertrages entspricht der Grenzertrag dem Durchschnittsertrag:

dy (P)
Tae O, 9P Y)Y
P dP P

Das maximale Sozialprodukt dagegen ist erreicht, wenn der Grenzertrag ‘;—lzo. Eine

Vermehrung der Bevolkerung wirde nicht nur zu einer Verringerung des
Prokopfeinkommens, sondern auch zu einer des Sozialproduktes fiihren.

Der Uberschuss

U=TdY(P)—E-P

ist der Teil des Sozialproduktes beim Bevolkerungsstand 7z, der nicht dem Erhalt der
Bevolkerung dient, sondern flr Investitionswecke zur Verfligung steht, wobei E das
Existenzminimum pro Person ist. Der Uberschuss erreicht sein Maximum, falls das
Existenzminimum dem Grenzertag entspricht, d.h.

e,
dP
da
o _dv
dP  dP

gilt. Eine merkantilistische Staatsform, die den Wohlstand des Staates optimieren mdochte,
wird darauf hinzielen, die Bevolkerung bis zu dieser GroRe auszuweiten. Dagegen wird ein
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Staat, welcher den maximalen Nutzen seiner Individuen winscht, eine Bevdlkerungszahl
anstreben, die unter der merkantilistischen Zahl liegt, ndmlich die im Bevdlkerungs-
optimumszahl, bei der Grenz- und Durchschnittsertrag identisch sind.

Der Uberschuss ist Null, falls

7 max

U= [ dY(P)~E 7, =0 bzw. Y(z,,)=E 7y,
0

Das gesamte Sozialprodukt dient der Versorgung der Bevolkerung auf dem Niveau des
Existenzminimums. Eine weiteres Wachsen der Bevolkerung ist nicht mehr mdglich, weil der
Zuwachs unter dem Existenzminimums liegen wirde. Keyfitz (1972) nennt diesen
erreichbaren Hochststand der Bevolkerung Bevolkerungskapazitat.

Von grolRer praktischer Relevanz ist die Optimumstheorie nicht, da sie sich nicht empirisch
uberprifen l&sst. Trotz dieser Einschrankung erlaubt sie, Bevolkerungszusammenhéange
einzuordnen. Sauvy (1956) betrachtet die Optimumstheorie als den Kern der Bevélkerungs-
lehre. Sie vereine die Thesen der Malthusianer und der Populationisten. Ist der
Malthusianismus die These, der Populationismus die Antithese, so ist die Optimumstheorie
die Synthese.

1.3 Datengewinnung

-Bestandsfortschreibung: P, =P, +(B-D) ;1 +(E-A)

-Volkszéhlung (registergestutzter Zensus 2011: www.zensus2011.de)
-Mikrozensus des Statistischen Bundesamts

2. Bevolkerungsdynamik
2.1 Historische Entwicklung

,Weltbevolkerungsuhr* des U.S. Census Bureau: www.census.gov/cgi-bin/ipc/popclockw

World Population: 1950-2050

—_
o

Population (billions)
= kW =~ 0w

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050
Year

Source: U.S. Census Bureau, International Data Base 5-1000.
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Bevolkerungsentwicklung Gesamtdeutschlands, der Bundesrepublik und der DDR

90
80 ~
o) / /\—\/
60

50 /~

40 1

30

Beviilkerung in Millionen

20 7 ~
10

0 ‘ ‘
1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000

Jahr

2.2 Geometrisches bzw. exponentielles Wachstum

Geometrisches Wachstumsgesetz

]
p
p—[1+P | .p.
T (Hoo] 0

Die geometrische Wachstumsformel entspricht der Zinseszinsformel in der Finanzmathematik
(vgl. Thrig/Pflaumer (2010)).

Exponentielle Bevdlkerungswachstumsgesetz

P, =P,-e"

mitr=L

100
(kontinuierliches bzw. stetiges Wachstum)

Es qilt:
r= In(l+ 1%—()) (jahrliche Wachstumsrate p*)

Durchschnittliche stetige Wachstumsrate zwischen t=0und t=T

21

r= ? ) (In(PT) - In(Po))
Verdopplungszeit
_In2 70

t
d r D
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Verallgemeinertes exponentielles Wachstumsmodell:

Zn:rim

P =P, -e . g4 .eMA =p g
bzw.

;
r(t)dt

P(t) =P(0)-e°
Stetige Wachstumsrate r(t) als Grenzwert der diskreten Wachstumsrate:

((t) = lim P(t+ At)—P(t) _ dP(t) 1 _ dInP(t) .
At—0 P; - At dt  P(t) dt

Durchschnittliche Wachstumsraten

a) Jahrliches diskretes Wachstum: Geometrisches Mittel
Pr =Py-a -0 -~y

mitT = Zn:ti und q; = (1+1%0j (Wachstumsfaktor)

i=1l
Aus

— T
p
P. =P, |1+— | folgt
T o[ 100] g

r=Tqt.q2-..qn 1.

Da qi =e"""% gilt, folgt

1
- e;zti-ani

r -1

Approximativ gilt fir kleine Wachstumsraten r;

— 1 n

b) Jahrliches stetiges bzw. kontinuierliches Wachstum:

P1 p2 Pn Pi ..
By P2y, Mg, P
— 100 100 100 — 100
P =P,-e € Y =P, e .
Aus
P q
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P

folgt fur die durchschnittliche Wachstumsrate r= 10

(@)

¢) Wachstumsraten bei Subpopulationen

m
Teilbevilkerungen Pos, Poy,....Pom mit Py = Z Poi Mit stetigen Wachstumsraten ro1, roz,... ,lom

Bevolkerung int=1: P, =Py, -e™ + Py, -e™ +.....+ Py, -e°"
durchschnittliche Wachstumsrate zwischent=0undt=1
- P m _
p= Inp—l = In(ocOl €% + g, €% 4.+ 0y, €0 ): In> o -e
i=1

0
(antigeometrisches Mittel) mit

P.
%i—%-
0
Allgemein:
- 1 P 4
:—In_T:_In o er()lT
p T Po |Z:1: 0i
m
IlmT_)o{ InY oy -er°i'Tj = max(ry; ),
i=
Beispiel:

Betragen beispielsweise bei zwei gleich groRen Teilbevolkerungen Po; = Py, = 100 die Wachstumsraten ro; =
0,01 und rg; = 0,05, dann ist die durchschnittliche Wachstumsrate

5L In[ 1,001T,1 0057 j: 1 m( 1 _90,01-T(eo,04-T+1)j _
T2 2 T2

Firr groRe Perioden T ist Bz%ln(1~ O’OS'T}O,OS—"}Z

7e -
2 T

Fur die zeitliche Entwicklung der Bevodlkerungen berechnet man folgende Werte:

T 0 10 20 50 100 200
Pr 100 | 110,52 122,14 164,87 271,83 738,91
P, 100 | 164,87 271,83 1218,25 14841,32 2202646,6
Pt 200 | 275,39 393,97 1383,12 15113,15 2203385,5
Pro/Pr 0,5 0,599 0,690 0,881 0,982 0,9996
5 0,032 0,034 0,039 0,043 0,047
0,05-In2/T -0,019 0,015 0,036 0,043 0,047
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2.3 Bevolkerungsprojektionen auf der Grundlage von Polynomen
H. S. Pritchett (1891) ; US-Bevdlkerung 1790-1890
P, =a+bt+ct® +dt®.
Stevens (1900) ; US-Bevolkerung 1790-1900
P, =a+bt+ct?

Obaidullah (1976); Bangladesch.

P =a+bt+ce”
b

_ b-i-Cdedt _ Cdedt +1
' a+bt+ce® a+bt+1
cde® d

2.4 Sattigungskurven

Logistische Funktion

P(t) = % , S>0,k>0,b>0, S=Sattigungsniveau
1+be
PO_ycp, (1-P0)
dt S
P(t) b
r(t)=k-{1- =k-
®) ( S j e +b

Die logistische Funktion ist symmetrisch um ihren Wendepunkt, der beim halben

Sattigungsniveau S/2 liegt. Die bis dahin abgelaufene Zeit ergibt sich durch '[y :%.

2

Gompertz-Kurve

P(t)=C- exp(—%-e‘“j (1> A>k>0) (C=Sattigungsniveau)

ri)=A-e™

_dz(t) =r(t)-P(t) hat Maximum bei m =

)
In| —
kk ; P(m)=Ce™

(Falls C=1: linkssteile Gumbel-Verteilung; Verteilung des Maximums)

Substitution ergibt:
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P(t)=C- exp(—e‘k(t‘m))

r(t) = ke ™
r(m) =k
Inin

m—-——

t. =
> k

Schatzung:
1. Nichtlineare KQ-Methode

2. Lineare KQ-Methode bei geeigneter logarithmischer Transformation
3. 3-Punkte-Formel

\ 3-Punkte-Formel

Sattigungskurven koénnen auch in folgender Form dargestellt werden:

e  Gompertz-Kurve
InP, = +p-7"

e Logistische Funktion

1 t
=a+p-

P, B-y

Beginnend mit t=0 wahlt man drei Beobachtungen der Bevolkerung, die genau m
Zeitabschnitte auseinander liegen, ndmlich X, X;; und X;;. Als Schéatzer fir die Parameter
erhalt man

m _ ><III _XII
><II_><I

B= Xy =X,
y" -1

a=X,-B.

Die Formeln werden leicht verstandlich, wenn man beriicksichtigt, dass

X =a+p
Xy =o+p-y"
X :OH‘B'Yzm-

Je nachdem, ob nun die Logarithmen oder die Reziprokwerte der drei Beobachtungen in die
Formel eingesetzt werden, erhédlt man die Schétzer fir die Gompertz-Kurve oder die
logistische Funktion.
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2.5 Uber die Zahl der Menschen, die bisher gelebt haben und durchschnittliche
Bevolkerungsbestéande

Annahme: B, =B, -e".

Samtliche Geburten zwischen 0 und T:

T T o't T
[B.dt=B,[e"dt=B,-—
0 0 r

e -1 B;-B,

-B, - _ .
° r  InB;-InB,

0

Durchschnittliche Bevolkerungsbestande:

P(0) +P(T)
2
P(T)-P(0)
InP(T) - InP(0)

Bevolkerung in I: P, =/P(0)-P(T)

2

Linear: P=

Exponentiell: P =

N

2.6 Theorie des demografischen Ubergangs
Landry (1909); Thompson (1929); Notestein (1945) und Fucks (1965))

t
(b(t)-d(t))dt r(t)dt
P el = el N =e”
I:)0
Wachstumsfaktoren, falls A = K- L Keyfitz (1985)
K 0,02 0,03
L
(Jahre)
15 1,35 1,57
30 1,82 2,46
45 2,46 3,86
60 3,32 6,05
75 4,48 9,49
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Fucks (1965): A=1,85 Wachstumsfaktor: e** = 6,36

Beispiele fuir den demografischen Ubergang

Norwegen

50.0

45.0

Sterbe- und Geburtenrate

10.0

5.0 4

0.0 T T T T T T T T T
1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000

Frankreich

50.0

45.0

40.0 17

30.0

25.0 4

20.0

Geburten- und Sterberate

15.0 A

10.0 A

5.0

0.0 T

1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975

2.7 Ein einfaches stochastisches Bevolkerungswachstumsmodell

Po=Py g = Pia g™

u; normalverteilte Zufallsvariable mit

2000

10
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E(ut):0
und
E(uu.) = 0 , fallstzs
o2, fallst=s’
Mit
P_RPP P
0 I:)O I:)1 P2 I:)T—l
bzw.
In[P—TJz In(ij+ln(&]+...+ln( Pr J
P0 P0 Pl I:)T—l
oder
InP; —InPy =(r+u)+(r+u,)+..+(r+u;)
folgt

.
INP, =INP+T-r+> u,.

i=1
In P, ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit

u=E(nP;)=InP,+T-r
und
o’ =Var(InP,;)=T-c’.

X ist logarithmisch normalverteilt, falls In X N(u, o%)-verteilt

Var(X) = e (e ~1)= (E(X))* -[e** ~1).

Median: e*
Schiefe: \/e"2 —1(9"2 +2) (>0, die Verteilung ist rechtsschief)

2
Modus: e*™°

vgl. Hartung et al. (2005)

11
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Var(Py) = 20" Po+T-N)+T-0] .(eT‘cﬁ _1]

o2

Z{H—Z]-T 9
=P§ - -[eT"’u —1j

= (E(P1))? -(e“’ﬁ —1j ,

P, =P,-e".
Beispiel:
P, =761, r=0013, o =0,0000194 bzW. c, =0,0044, T =99
— u=561905

— o° =0,001921
—> E(Pyg) = 2759
Var(Pyg) = 146,36
Py = 121
P, = 275,6
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Bevolkerung beispielsweise kleiner als 272,7 Mio. ist, berechnet sich zu

P(Pyy < 272,7) = P(In Py, < In272,7)
(In 272.7 - 5,61904j
.

,/0,001921
= (-0,24)
=1-®(0,24) = 0,405.

3. Bevolkerungsverteilung
3.1 Verhaltniszahlen und Durchschnitte

-Gliederungszahlen
-Beziehungszahlen
-Messzahlen des sachlichen, raumlichen und zeitlichen Vergleichs (Indexzahlen)

Durchschnitte von Verhaltniszahlen:

Gewogenes arithmetisches Mittel (Gewichtung bezieht sich auf den Z&hler)

_ 1
x_Hin-ni

Gewogenes harmonisches Mittel (Gewichtung bezieht sich auf den Nenner)
n
H=

2

12
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Anm:

Efo-ni

2
. . . 1
Kontraharmonisches Mittel C =nf:i+sT mits® == E x’n, - X*
X X n

Anwendung bei durchschnittlichen Gruppengrélien
3.2 Lexis-Diagramm

Wilhelm Lexis (1837-1914)

60
50
40

S

20 4

Age

0 | | | | | |
1840 1850 1960 14870 1880 19490 2000

Calendar time

Lexis.diagram {Epi} (www.oga-lab.net/RGM?2)
- Periodenanalyse

- Kohortenanalyse

3.3 Verteilung der Bevolkerung nach Alter und Geschlecht

Altersstruktur, Alterspyramide: Histogramme mit Haufigkeiten auf der Abszisse, getrennt

nach mannlicher und weiblicher Bevolkerung, und mit Alter auf der Ordinate

13
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Altersaufbau der Bevilkerung in Deutschland 1910, 2005 und 2050

!
ad

Sexualproportion (bei Geburt und altersspezifisch)

SP =P—’"-1000
P

w

P, : weibliche Bevolkerung
P_,: mannliche Bevolkerung

Gliederungszahlen zur Kennzeichnung der Altersstruktur:

e Jugendquote a, :%
e Quote der Personen im erwerbsféhigen Alter (Erwerbspersonenpotential) o =%

e Altenquote o, =%
MeRzahlen zur Kennzeichnung der Altersstruktur:

e Jugendquotient JQ =

m| «

e Altenquotient AQ =

m| >

J+A

e Abhéangigkeitsverhéltnis AV =

14
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mit
J — Kinder und Jugendliche von 0 — 20 Jahren;
E — Personen im erwerbsféhigen Alter von 20 — 60 Jahren;
A — alte Menschen mit 60 Jahren und alter.
ay_ItEFA 1
E Olg

Weitere Kennzahlen: Durchschnittsalter (arith. Mittel, Median, Modus), Standardabweichung
etc.

3. 4 Raumliche Verteilung einer Bevolkerung
3.4.1. Lageparameter
Bevodlkerungsdichte bd = % Menschen/gm (Beziehungszahl)

Arealitétsziffer ar = E (gm/Mensch)

(1) Bevolkerungsschwerpunkt

Z=(X,Y)
mit

13 1<
X==>%-n undy==>y;-n,
n4 ng

- OHIO

. Columbus

| inDiana

5 Springfield , Indianapolig

, 41933920 1890 1870 N\
: 1950 j;‘gd*% as L0 4 aaenc g £ 1810
R Yo70 B 1910 1900 b 5 : . ‘Washington
Sthouy s A 1940 i e s
0 4 7 1960 Lo Fhadston
LA 1980% S Louisvite WEST o
1000 Y " VIRGINIA ViRGINS
. KENTUCKY
MISSOURI | ,

15
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(2) Medianpunkt

Die Mediane Xg5 und yg s sind als Geraden (i.a. L&ngen- bzw. Breitengrade) zu interpretieren,
die das Gebiet in vier Teile zerlegen

yj A
N21 N22
Yo5
N11 N12
Xo5 Xi
Medianlinien
Es gilt
n,+n;=05n und n, +n, =05n
mit
n,+Nn,+n, +n, =n,
woraus
Ny, =Ny und Ny =Ny
folgt.

Der Schnittpunkt der Medianlinien Xos und yos bilden den Medianpunkt zos. Die Lage des
Medianpunktes ist von der Ausrichtung des Koordinatensystems in der Ebene abhéngig.
Es gilt:

K K
Z|Xi — X, |- Ny 2Z:|Xi —Xg5 | N
i=1 i=1

bzw.

| |
Zlyi Yo l-n; 22|yi ~Yos |- N
= =1

(3) Zentral- und Vialpunkt

Die Summe der Abstdnde (euklidische Entfernungen) aller Standorte (Xiy;) von einem
beliebigen festen Standort (Xo,Yo) ist eine Minimum im Zentralpunkt z, = (x,,y,), d.h.

k|

Zk: d(z,2,) -0y = > d(z4,2,) -0y

|
i=1 j=1 i=1 j=1
mit

d(z;;,z,) = \/(Xi —X)* + (Y, -¥o)? .
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Der Zentralpunkt ist i.a. nicht explizit angebbar, sondern die Lésung eines Minimierungs-
algorithmus.

Im Gegensatz zum Zentralpunkt, der die Summe der Wege minimiert, berticksichtigt der

Vialpunkt die ortlichen Gegebenheiten der Wege. Der Vialpunkt ist der Punkt mit der
kleinsten Wegsumme unter Bertcksichtigung der tatséachlich vorhandenen Wege.

3.4.2. Bevolkerungskonzentration
Lorenzkurve

Relative Haufigkeiten: h, =n;/n

Relative Merkmalssummen: |, = -———

Abszisse und Ordinate der Lorenzkurve

F :lehj und L, =Z|:Ij
j=1 j=1

Arbeitstabelle zur Berechnung der Lorenzkurve

N R . Flache
Arealitatsziffer Bevolkerung (in 2
Land (m?/Person) x; 1000) n; ()I:mn) h . Fi Li
1 1
Berlin 262 3393 890 0,041 0,002 0,041 0,002
Hamburg 444 1702 755 0,021 0,002 0,062 0,005
Bremen 607 666 404 0,008 0,001 0,070 0,006
NRW 1895 17983 34080 0,219 0,095 0,289 0,101
Saarland 2397 1072 2570 0,013 0,007 0,302 0,108
Baden-Wirttemberg 3421 10451 35752 0,127 0,100 0,430 0,209
Hessen 3494 6043 21115 0,074 0,059 0,503 0,268
Sachsen 4114 4476 18413 0,065 0,052 0,558 0,319
Rheinland-Pfalz 4927 4028 19847 0,049 0,056 0,607 0,375
Schleswig-Holstein 5693 2770 15769 0,034 0,044 0,641 0,419
Bayern 5822 12117 70548 0,148 0,198 0,788 0,617
Niedersachsen 6044 7878 47614 0,096 0,133 0,884 0,750
Thiringen 6585 2456 16172 0,030 0,045 0,914 0,795
Sachsen-Anhalt 7675 2664 20447 0,032 0,057 0,947 0,853
Brandenburg 11372 2592 29476 0,032 0,083 0,978 0,935
Mecklenburg-Vorpommern 12909 1795 23171 0,022 0,065 1 1
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1

0,9+

0,8+

0,7+

0,6 +

Anteil
der

Flache
L

0,5+

0.4+

0,3+

0,2+

0,1+

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Anteil der Bevolkerung F;
Bevolkerungskonzentration in der Bundesrepublik Deutschland 1999

Lorenzsches Konzentrationsmal (Gini-Koeffizient).

k k
LKM :1_Z(Fi _Fi—l)(Li + Li—l) =l_zhi(Li + Li—l)’ I—o =0, I:0 =0.

i=1 i=1
3.4.3 Auerbachs Rang-GrofRen-Regel
Felix Auerbach (1913)

p-K i=1,2,3, ....
|

P. : Bevolkerung der Stadt mit dem Rang i

Verallgemeinerte Rang-Grofien-Regel: Lotka (1928), Zipf (1941)

P :é bzw. InP, =InK-qlni, i=1,2,3, ...
[

g>1: Primatstadtverteilung (Entwicklungslénder)

g ist auch Mal fir Konzentration bei intensiven Merkmalen (Summenbildung nicht sinnvoll:
z.B. 20 hochste Berge in den Alpen)
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3.4.4 Nachst-Nachbar-Methode

Weibullverteilung mit o > 0 und 3 > 0 (Lebensdauerverteilung) vgl. Hartung et al. (2005)

F(x)=1-¢" x>0

E(X) = o[%r[% +1j

oo {3

wobei I'(z) die Gammafunktion

Erwartungswert

Varianz

F(z)=[e -t dt
0

Spezialfalle:

B=1 Exponentialverteilung
B =2 Rayleigh-Verteilung.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Gebiet mit der Flache F genau x Punkte liegen, sei bei
einer zufélligen Platzierung gegeben durch die Poisson-Verteilung

P(X=x)= - ;)X e™*

mit p = mittlere Anzahl der Punkte pro Flacheneinheit und A = p - F = mittlere Anzahl der
Punkte auf einem Gebiet mit der Flache F. Z sei die Zufallsvariable ,,Entfernung von einem
Punkt zu seinem néchsten Nachbarn®. Dann besagt das Ereignis Z > z, dass in dem Kreis um
den Punkt mit dem Radius z kein weiterer Punkt liegt, d.h.

P(Z>2)=P(X=0)=e™*F =g+
Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z lautet dann
P(Z<z)=F(z)=1-¢™*"%, z>0.

Rayleigh-Verteilung mit a =p- =
Dichte f(z)=2unz e 2>0

Erwartungswert und Varianz

E(Z) = 2 T(5) = — %\/;:L

Jru e m
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2
Var(Z)zir(Z)_[L] 11
Tl 24/n T-u 4u
f(2)
F@)
1,44 /_\‘f;)
1,24
1
08¢t \F(Z)
0,6
0,41
0,2+
0
0 0,5 1 z

Dichte f(z) und Verteilungsfunktion F(z) (Rayleigh-Verteilung) der Entfernung Z von einem Punkt zu
seinem nachsten Nachbarn bei zufélliger Platzierung der Punkte mit p =1 (mittlere Anzahl der

Punkte pro Flacheneinheit)

Mit Hilfe der Verteilung von Z kann nun geprift werden, ob Standorte regelmaRig, zuféllig
oder konzentriert angeordnet sind.

Bei einer quadratischen Anordnung der Punkte ist die Bevolkerungsdichte p :]/z2 , Woraus
fir die Entfernung z :1/\/E folgt.

Bei einer hexagonalen Anordnung der Punkte ist die Bevolkerungsdichte

1 11547

Gegeniiber der quadratischen Anordnung finden bei einer hexagonalen etwa 15,5% mehr
Obijekte bei gleicher Entfernung z Platz. Fur die Entfernung folgt

S V2/3 1,0746
N
Berechnet man bei einer empirischen Untersuchung aus der Summe aller kleinsten Distanzen
das arithmetische Mittel Z und die Bevolkerungsdichte p und bildet daraus die Prifgroie

R =27Z./[1,so lasst sich festhalten:

a) R =1 bei einer reinen Zufallsverteilung

b) R =0 bei einer in Klumpen konzentrierten Verteilung

¢) R =2 bei einer (geplanten) quadratischen Anordnung bzw. Verteilung

d) R =271492 bei einer (geplanten) hexagonalen Anordnung bzw. Verteilung
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Pflaumer

4. Mortalitat und Fertilitat

4.1 Kennzahlen der Mortalitat

rohe Sterberate:

standardisierte Sterberate:

Sterberate der Standardbev.:

tatsachlich Gestorbene:
standardisierte Gestorbene:

Gestorbene in der Standardbev.:

Bevdlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

D=d-P=>dP,
A=5-P=)d,P?

D®=d®-P°=) d;P’

Comperative Mortality Figure:

s SpS s
CMF:EZZ“dXPX _ZdXPX :depx :A
> dip’ D°

dS PS ) PS

d P
P’ =R, d; =d,,, d,=d,—>CMF =% (Laspeyres-Index)
0,x" 0,x

Indirekte Standardisierung:

Annahme: d, =k-df —> > d,P, =k> d;P, bzw. k = 295 = D

hypothetisch Gestorbene: A =>"dSP,

S
indirekte standardisierte Sterberate: d*° =k> d; % = E -d®

4.2 Kennzahlen der Fertilitat

- Fertilitat (Fruchtbarkeit): tatsachliche Realisierung der Fortpflanzung
- Fekunditat: physiologische Ausmal, Kinder zu gebaren

1. Rohe Geburtenrate und allgemeine Fruchtbarkeitsrate
Eine der einfachsten Kennzahlen ist die rohe Geburtenrate, die die Geburten auf 1000 der

mittleren Bevolkerung bezieht. Man bezeichnet diese Ziffer als roh, weil sie im Nenner beide
Geschlechter und alle Altersklassen beriicksichtigt. Im Vergleich beinhaltet die allgemeine
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Fruchtbarkeitsrate im Nenner nur den gebarfahigen Teil der Bevolkerung. Sie drickt die

Zahl der Geburten im Verhaltnis zu 1000 Frauen im gebarfahigen Alter aus.

2. Altersspezifische Furchtbarkeitsraten

b(x,t)dx =b(x)dx furt=1,2,...

ist Anzahl der Kinder, die eine Frau im Altersintervall x, x + dx durchschnittlich gebart

n-jahrige altersspezifische Fruchtbarkeitsrate

X+n

j b(x) dx

A S
n

m(x,t) =m(x)dx, furt=1,2,...

ist Anzahl der Tochter, die eine Frau im Altersintervall x,x +dx durchschnittlich gebart.

(m(x) die Maternitatsfunktion)

Sexualproportion bei Geburt

mit ky, der Anteil der Jungen- und ky, der Anteil der Madchengeburten

m(x)dx =k, - b(x) = % b(x).

3. Kumulierte Fertilitat und totale Fertilitatsrate
Kumulierte Fertilitat einer Frau im Alter x
P(x) = Ib(a) da.
(o und B seien die untere und obere Altersgrenaze der reproduktiven Phase einer Frau)

Totale Fertilitatsrate (TFR) (zusammengefaldte Geburtenziffer)

TFR = .?b(x) dx = P(B).

4. Brutto- und Nettoreproduktionsrate sowie mittlerer Generationsabstand

BRR ist die durchschnittliche Zahl der weiblichen Nachkommen einer Frau.
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B B
BRR =jm(x) dx ~ kwjb(x) dx =k, -P(B) =k, -TFR.
In die Berechnung der Nettoreproduktionsrate Ry wird die Sterblichkeit einbezogen
B
R, :Im(x)-l(x)dx.

Sie gibt an, inwieweit sich beispielsweise 1000 neugeborene Frauen am Ende ihres
gebarfahigen Alters durch Madchengeburten ersetzt haben. Zur Bestandserhaltung ist eine
Nettoreproduktionsrate R, =1 erforderlich. Die erste Berechnung der Nettoreproduktionsrate

wurde von R. Bockh flr die Stadt Berlin durchgefiihrt.
Durchschnittsalter der Frauen bei der Geburt ihrer Kinder

Tx-b(x)dx Tx-b(x)dx Tx-m(x)dx

X =% " TFR  BRR
[b(x)dx

Das arithmetische Mittel der Nettomaternitatsfunktion ist der mittlere Generationenabstand
Ao:
B B
.[x-m(x)-l(x)dx J.x~m(x)-l(x)dx
AO — o B — o
[m0o)-10x) dx

Ro

Es gilt
A, <X, (vgl. Clairin/Condé (1986), S. 49 f).

Dichten

Vom statistischen Gesichtspunkt aus gesehen, sind &)2 und m)-1069

0
(Maternitats- und Nettomaternitéatsdichte), fir die man neben dem Mittelwert auch andere
Parameter wie Median, Modus, Varianz, Schiefe etc. berechnen kann.

Bei einem linearen Verlauf der Sterbetafelfunktion

I(x) =a—bx
ist
B
R, zJ.(a—bx)-m(x)dx.
Da
B
Ix-m(x)dx
X, == folgt R, ~(a—Db-X,)-BRRbzw. R, ~ BRR:I(X,)

BRR
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Beispiel zur Berechnung der Fertilitdtskennzahlen

Berechnen Sie aus den folgenden Daten der Bundesrepublik Deutschland des Jahres 1998
relevante Fertilitatskennzahlen und zeichnen Sie die Brutto- und die Nettomaternitatsfunktion.

(Sexualproportion SP = 1,055)

Altersgruppe W(zlltgb(E)B)ev. Geborene Ix
15-20 2240,2 21668 0,99154
20-25 2187,7 118095 0,9901
25-30 27142 246367 0,98829
30-35 34441 275287 0,98626
35-40 3397,9 106754 0,98335
40-45 2961,9 16146 0,97873
45-50 2776,5 708 0,97158

5. Entwicklung der Fertilitat im Verlauf der Zeit

Periodenanalyse
B
TER(t) = jb(x, t)dx.

Kohortenfertilitatsrate (cohort fertility rate)
B—o
CFR = jb(ﬁ—x,t-x)dx
0

(Veranschaulichung im Lexis-Diagramm vgl. Anl.)

Zusammengefalite Geburtenziffern .
e 100 Fraven Geburts;ahr der Frauen
600 T Lool LB AL WAL L W) LR A i W
i um 1865  um 1880 um 1890um 1 osno wzo zsm 36/40 46/50 56/60
500 —— [ I ——— S —
| —— fur Geburts;ahre
deerder

40.0 T .. S — e — R

R fur Geburtsjahre

der Frauen
300 N — S
-——— Reichsgebiet =

100 teichsgebiet — —— > ]
~=— alte Bundeslander ——————»

0 IYYli]I||I||III|rIlI|r[H'|IIIrlII|I|rIHI|Hi]l”l !YTDIIIII|I1Illlril!ITlT]'T\'YIrl'l'l"lllIII|I|iilTl’""[I'(liI'I'I'HIIHI]YHIJ
1871/80 1881/90 1891/00 1901110 1915 1925 1935 1945 1955 1965 1975 1985 1995

Geburtsjahr der Kinder
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Rydersche Translationsformel:

TFR(t) = CFR(t)-(l—%—T) ; O:j—r:: Veranderung des mittleren Gebaralters der Kohorte

(Tempoeffekte und Quantumeffekte)

Beispiel: Rechnen Sie die Perioden- in KohortenmalRe um! Beschreiben und interpretieren Sie
die Ergebnisse (vgl. A. Heigl: Einfuhrung in die Demographie am PC, Wiesbaden, 1999)

Altersspezifische Fertilitatsraten 1940 bis 1985 (in 1000)

Altersgruppe | 1940 | 1945 | 1950 | 1955 | 1960 | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985
15-19 15 17 22 24 34 45 49 37 31 30
20-24 91 103 | 126 | 137 | 166 | 180 | 156 | 115 | 114 95
25-29 108 | 118 | 136 | 142 | 172 | 181 | 155 | 123 | 136 | 128
30-34 75 94 89 84 101 | 103 80 59 71 76
35-39 43 58 48 44 46 48 35 20 23 24
40-44 15 19 14 12 14 13 9 5 4 5
45-49 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

TFR

Altersspezifische Fruchtbarkeitsraten nach Geburtskohorten 1920-69

Geburtsjahr | 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49

1920-24

1925-29

1930-34

1935-39

1940-44

1945-49

1950-54

1955-59

1960-64

1965-69

Kumulierte Fertilitdt nach Geburtsjahrgang

exaktes

Alter

20 25 30 35 40 45 50 Kohorte | CFR
1920-24
1925-29
1930-34
1935-39
1940-44
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6. Paritatsspezifische Fertilitdtsmessung

Definition aus Wikipedia (2011):

Unter der Paritat (von lateinisch parere ,,gebaren®) versteht man in
der Medizin, Veterindrmedizin und Biologie und der Demografie die Zahl der Geburten einer
Frau bzw. eines weiblichen Sdugetiers. Eine Frau bzw. ein weibliches Saugetier ohne Geburt

bezeichnet man als Nullipara, mit einer Geburt als Primipara und mit zwei Geburten
als Bipara. Fur weibliche Sdaugetiere mit mehr als zwei erfolgreich durchlebten Geburten wird

der Begriff Pluripara (oder Polypara) verwendet, fiir Frauen auch Multipara,
was zoologisch und tiermedizinisch jedoch eine andere Bedeutung besitzt.

Die Bezeichnungen Nullipara (Erstgebérende), Primipara etc. werden in der Fachliteratur oft

als para 0, para 1 etc. abgekdirzt.

Paritatsprogression der Frauenkohorte 1965 in D.

Paritat i Pi S, =P(X2>1i) [ =S i-p;
" /S
0 0,320 1 0,680 0
1 0,176 0,68 0,741 0.176
2 0,310 0,504 0,385 0.62
3 0,111 0,194 0,428 0.333
4 0,0475 0,083 0,428 0.19
5 0,0205 0,0355 0,423 0.1025
(2)6 0,015 0,015 0000 0.09
Summe 1 2,5115 1.5115

TFR =§k“i.pi :Zn:si
i=0 i=1

Keyfitz-Formel: R, :ﬁ
_l_

mit den Annahmen

L=r,=h
L=r=r=r.=K
folgt

Ry = ——— (h+h? + h?k+ h7K? 4 7K. =

1+SP
bzw.

2
R, = L h+ h
1+SP 1-k

(AR AR AR AR Y AT

1
1+SP

(h +h? (1+ k+k? +))
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7. Determinanten der Fertilitat

Easterlin-Casterline-Modell:

f=f —((f,~(f,+f,))-c)

fo : natdrliche Fertilitat; fy: gewinschte Fertilitat; f,: Zahl der gestorbenen Kinder;
c: Effizienz der Geburtenkontrolle (0<c<1)

Grunde fur den Fertilitatsrickgang

. Mortalitatsriickgang

. Hohere Kosten, niedrigere Nutzen durch Kinder

. Opportunitatskosten der Kindererziehung

. Familientransformation (vorindustrielle und industrielle Bevolkerungsweise)

. Abnehmende kulturelle und religiése Unterstiitzung fur Kinder

. Bessere Methoden der Kontrazeption

. Erhéhung des Heiratsalters

. Diffusion von ldeen und Praktiken, die zu kleineren Familien fuhren (Hans-Peter Kohler)

CO~NOOT A WN PR

4.3 Sexualproportion — Verteilung der Geschlechter in den Familien

(Vgl. auch Manuela Miiller: Determinanten der sekundéren Sexualproportion und Verteilung der Geschlechter in den
Familien, Diplomarbeit, Dortmund 1992)

Ist N die Anzahl der Kinder in der Familie und p die Wahrscheinlichkeit fur eine
Knabengeburt in der gesamten Bevolkerung, so ware der erwartete Anteil von Familien mit N
Kindern, die x S6hne haben:

P(X =) :(';']-px -

Vergleich der Verteilung bei Geisslers Daten (fir N =8 Kinder) mit der Binomialverteilung

Anzahl Jungen | Beobachtete Haufigkeit Binomialverteilung

0 215 165,22
1 1485 1401,69
2 5331 5202,65
3 10649 11034,65
4 14959 14627,60
5 11929 12409,87
6 6678 6580,24
7 2092 1993,78
8 342 264,30

Total 53680 53680,00
x? 91,869 mit 7 Freiheitsgraden
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Da y°® =91869 > %7, =18,48 ist, wird die Nullhypothese, dass die Anzahl der Jungen
binomialverteilt ist, auf dem 1% Signifikanzniveau abgelehnt.

Die Annahme der Binomialverteilung impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit fur eine
Knabengeburt p in der gesamten Bevolkerung gleich ist. Es ist jedoch mdglich, dass p
systematischen Verdnderungen bzw. Schwankungen unterliegt. Diese lassen sich in vier
Typen unterteilen:

1. Lexis-Variation: Hier ist die Moglichkeit einer unterschiedlichen Wahrscheinlichkeit fir
eine Jungengeburt in verschiedenen Teilpopulationen gegeben; p kann zwischen den
Familien (oder Rassen) verschieden hoch sein.

2. Poisson-Variation: Die Wahrscheinlichkeit fur eine Jungengeburt kann sich innerhalb der
Familie Uber die Zeit andern.

3. Markov-Abhangigkeit: Die Wahrscheinlichkeit fur die Jungengeburt héngt
maoglicherweise vom Geschlecht des vorherigen (oder eines der vorherigen) Kinder ab.

4. Familienlimitierung: Hangt die Anzahl der Kinder von der bisherigen
Geschlechtsverteilung ab, konnten sogenannte ,,stopping rules* der Eltern zu einer
verzerrten Sexualproportion fiihren.

Ein einfaches Beispiel fur die Auswirkung von Lexis-Variation:

Man geht von Familien mit N =4 Kindern aus. Ausgangsbasis sind drei mogliche
Teilpopulationen. In A sei die Wahrscheinlichkeit fir eine Knabengeburt p=0,5

(q=1-p=0,5).InBseisie p=0,6 und g=0,4undinC p=0,4und q=0,6.

H&ufigkeiten der Geschlechtsverhéltnisse bei Familien mit 4 Kindern in 4 verschiedenen
Subpopulationen (Jungen : Madchen)

Population Haufigkeit der Geschlechtsverhaltnisse in den Geschwisterreihen
Typ p 0:4 1:3 2:2 3:1 4:0
A 0,5 0,0625 0,2500 0,3750 0,2500 0,0625
B 0,4 0,0256 0,1536 0,3456 0,3456 0,1296
C 0,6 0,1296 0,3456 0,3456 0,1536 0,0256
(B+C) 0,5 0,0776 0,2496 0,3456 0,2496 0,0776
Differenz + — — — +

Differenz: beobachteter Anteil von (B + C) — erwarteter Anteil (A)
ad Familienlimitierung

Eine Zufallsvariable X heil3t geometrisch verteilt mit dem Parameter p (X~G(p)), falls gilt

P(X=k)=p@l-p)“* fir k=12,3,....

o 1 1
E(X)=Y k-p-(1-p)* =——==.
; 1-q p
2-p 1 1-p
Var(X) = - =
p° p* p’
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Beispiel:

Oft wird vermutet, dass die Praferenz fir Jungen die Sexualproportion, d.h. das Verhaltnis
Manner zu Frauen, einer Bevolkerung beeinfluit. Nehmen wir an, in einer Bevdlkerung
werde die generative Phase beendet, sobald ein Sohn geboren wird, wobei jede Geburt
unabhéngig und zuféllig sei. Damit ergibt sich folgende Verteilung der Geschlechter (S =
Sohn, T = Tochter, p = Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt)

S p

TS @-p)p
TTS 1-p)*-p
TTTS 1-p)°-p.

Die Anzahl der Kinder k in den Familien ist also geometrisch verteilt mit
P(X=Kk)=p@-p)“* fir k=123,....
Die mittlere Anzahl der Kinder pro Familie ist

E(X) =1
p

Da jede Familie genau einen Jungen hat, ist der durchschnittliche Jungenanteil insgesamt

1y
p

Damit zeigt sich, dass die Sexualproportion der Bevdlkerung von der Familienplanung im
Gegensatz zur Familienstruktur unabhangig ist, wenn jede Geburt unabhangig und zuféllig ist.
Sind jedoch verschiedene p bei den Familien zu beobachten, dann wird die Sexualproportion
beeinflusst (vgl. auch Keyfitz (1977) oder Miller (1992), S. 66ff.).

Eine Population bestehe aus zwei Subpopulationen | und Il mit je 1000 Familien und den
Sexualproportionen S, =2/3 (p; = 0,4) und S, =15 (py = 0,6). Jede Familie habe durch-
schnittlich zwei Kinder. Daraus ergibt sich die Anzahl der Soéhne in den beiden
Subpopulationen mit n, =800 und n, =1200.

Die durchschnittliche Sexualproportion der Gesamtpopulation berechnet sich als gewogenes
harmonisches Mittel mit n=n, +n,,

n 2000
n, n, 800 1200
+ -

by b +
S, S, 23 15

H= 1,

da bei Verhdltniszahlen die Berechnung des Durchschnittes ber das harmonische Mittel
erfolgt, wenn sich der Zéhler des Quotienten und die beobachtete Haufigkeit auf dieselbe
GroRe beziehen (vgl. Pflaumer; Heine; Hartung (1999), S. 40).

Wird bei der Familienlimitierung die generative Phase beendet, sobald ein Junge geboren

wird, so verandert sich die Sexualproportion in den Subpopulationen nicht, aber die
Sexualproportion der Gesamtbevolkerung wird tangiert, da jetzt
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2000 2
~1000 1000 1 1

7+
23 15 2/3 15

H =0,923

ist.

5. Sterbetafelanalyse
5.1 Diskrete Sterbetafel

Lebende im Alter x
|

X
Gestorbene im Alter x

dx = Ix - Ix+l

IO = z dx
x=0
Uberlebenswahrscheinlichkeit im Alter x
|

X+1

Py =
IX
Sterbewahrscheinlichkeit im Alter x
d I -1
qx — I_X — XI—X+1 — 1_ px

Anzahl der durchlebten Jahre aller x-jahrigen von x bis x+1
Lo=h,+a.-d =L, +a-(l,-1.)

a,=1->L =1

a=0->L =1,

1 1 1 1
a,==——>L =l -=d =1 -=(—1,)==(,+
2 X X+1 2 X X 2 ( X x+1) 2 ( X x+l)

X

Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre im Alter x
T, =L, +L, +L,,+..

X+1

1
Fernere Lebenserwartung, falls a, =3

T, 1 1 I

8, = x — = Doty bz s |

I 2 | I |

X X X X

Manchmal:
Fernere Lebenserwartung, falls a, =1

e, Z-:-—X:1+ I;” +—IXI+2 +—IT3 +...

X X X X

0 1
ex = eX —-—
2
Durchschnittliches Sterbealter im Alter x

0
U, = X+ €x

Alterspezifische Sterberate im Alter x
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Zusammenhang zwischen m, und q,

_2m, (Sterbetafelkonstruktion)
2+m

X

X

5.2 Stetige Sterbetafel

Uberlebensfunktion

M<0

I(xX)>0 0<x<w
dx

oft 1(0) =1

Sterbedichte, Dichte der Gestorbenen 1(0) =1

_dix)
dx

2 di(z) 2
I(x)=—£?dz :—J;dl(z)

Verteilungsfunktion:

F(x) :-}dl(z) —1-1(x)

X+1

L, = j 1(z)dz
P = 2D
q(x)=%=1—p(x)

Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre im Alter x
T(x) = j I(2)dz

T'(x) =-I(x)
Insgesamt noch zu durchlebenden Jahre der Neugeborenen

T(0) = Tl(x)dx
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Sterbeintensitat, Hazardrate:
di(x)  dlogl(x)
dxI(x)  dx
_I(x=)-1(x+1)

T 20(x)

u(x)=-

1(X)

p(x+0.8) = ~In(i-q00) = () + A0

Zusammenhang
~[ w2z
I(x)=e°

Alterspezifische Sterberate

I(x)—1(x+1
m( =
j 1(z)dz
Lebenskraft
1
A(X)=——

(x) )
Fernere Lebenserwartung im Alter x
0 1 ¢
e(x) =——|1(z)dz

M9=105 j (2)

8(0) =€ = T [(x)dx

0

0 '
1+ex

u(x) =
€x

Stationare Bevolkerung

mittleres Alter der Uber x-jahrigen

[21(2)dz

s (x) = Xm— .
[1@)dz
X

mittleres Alter der stationdren Bevoélkerung

j z1(z)dz
_ 0
Hs = —T(O)

mittleres Alter ist gleich dem Mittelwert aller Lebenserwartungen:
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0
Hs = €x

Mittleres Sterbealter

—Tzdl(z)
v(X) = Xw (1)jzdl(z) durch partielle Integration:
—jma)

1 ¢ 0
vu)=x+765£umdz=x+eu)

v(0) = &g

Allgemein gilt flir eine Zufallsvariable X, die nur nichtnegative Werte annehmen kann
(joxf(x) dx = (f(l— F(x)) dx ,
0 0

wobei f(x) und F(x) Dichte und Verteilungsfunktion von X sind. Es gilt ndmlich

Fxf(x)dx = [xdF(x) = x- F(0| = [ F(x) dx
0 0 0

= (n~1—(j0F(x)dx = (jo(l—F(x))dx.
0 0

Partielle Integration: [f(x) g (x)dx =f(x)-g(x) - [ (x)-g(x)dx.

avix) —148, (das mittlere Alter beim Tod wéchst stets mit dem Alter)

0
e
ps(X) >X+?X

Varianz der Dichte der Gestorbenen

o? = K)I& & ]7d1(2) =-——jfdun %

o? =2 T2.120d(2) - &

T10)3

0
02 = 260 Ug —eo2

Gumbels Gutemald
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1
1+V?

|a

mit V =

g:

Mo
o

Keyfitz Entropie

(0]

[1@)n1(2)dz
H=-90o

(0]

[1@)dz

0
5.3 Konstruktion von Sterbetafeln
(Veranschaulichung im Lexis-Diagramm: vgl. Anl.)

- Geburtsjahrmethode nach Becker und Zeuner
- Sterbejahrmethode nach Raths
- Sterberatenmethode nach Farr

2-m

= X—. m, altersspezifische Sterberate
2+m,

X

5.4 Analytische Sterbetafelfunktionen

1. Uberlebensfunktion
_ de Moivre (1724): 1(x)=1-2
w

- Achard-Moivre (um 1900): I(x) = (1-%
W

Spezialfall: Rechtecksverteilung m=1

- Chr. Kramp (1787/88): I(X)=P-M*®+Q-N*"
(gute Anpassungen an historische Sterbetafeln (Halley, Stitmilch ua.)

2 X X
- Lambert (1765): 1(x) :10000(92;Xj —6167{e 13682 _@ 2’“““}
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- Moser (1839): I(x) =1—0.24/x — 0'17;525 i 0-11(5)550 sl

- Dormoy (1878): 1(x) = exp(—kx)
2 2
(Rayleigh-Verteilung: I(x):exp(—kX?) ; LHR-Verteilung 1(x) = exp(—k%— ax) )
(v(9-H)? .
- E. J. Gumbel (1932): I[(x)=e 2" mitmittlerem Sterbealter v(X) = X +e(x) > H

diY

X

2. Dichte der Verstorbenen —

- Thomas Young (1826): —% => f.(x)
X

Universalgelehrter; u.a. neben Champollion Beitrdge zur Entzifferung der Hieroglyphen

- Wilhelm Lexis (1877): Dichte der ,,normalen“ Sterbefalle —?z N(m,c?)
X
m: normales Sterbealter (Modus)

- Karl Pearson (1897):
Verteilung der Gestorbenen setzt sich aus 5 sich tiberlagernden altersabhangigen Haufigkeitsverteilungen
zusammen.

z.B. Haufigkeitsverteilung fur Mortalitat im hohen Alter:

_dik) _ a(]__i) -e™ (rechtssteil)
dx b

3. Sterbeintensitat bzw. Sterbewahrscheinlichkeit
1(x) = exp(—j,u(z)dz]
0

- Benjamin Gompertz (1825)/ Edmonds (1832): x(x) = A-e** fir x > 30

- Makeham (1860): z(x) =B+ A-e** fiir x > 10

_(x=¢)?

- Thiele (1871) u(x)=a,-e™ +a,-e 2 +a,-e™
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Ubersicht (iber Sterbetafelfunktionen, die auf der Sterbeintensitatsfunktion basieren

x<10 10<x<30 x>30
Gompertz (1825) h(x)
Makeham (1860) Konstante h(x)
Gauss f (X) 0 h(X) Briefwechsel mit unbek. Datum
Lazarus (1867) f(x) Konstante h(x)
Wittstein (1883) f(x) h(x) a()
Thiele (1871) f(x) g(x) h(x) g(x) : Normalverteilung
Pollard-Heligmann (1980) f(x) g(x) h(x) | statt u(x) q /p,

g(x) :log. Normalverteilung

Siler (1979) f(x) Konstante h(x)

f(x)=fallende Exponentialfunktion; h(x)=steigende Exponentialfunktion

Einige Formeln zur Gompertz-Verteilung

p(x)=A-e”

= é_é kx| A . _é‘ k-x
I(x)_exp(k " e j—exp(kj exp( " e )

A A
F(x)=1-exp| ———-e
(%) p(k " j

f(x):dF(X):—dl(X):A~exp(k~x)~exp(é—é-e“j:A.ek-X.|(X)
dx dx k k
Modus m:
()
In m
m:_T bzw. A=k-exp(-k-m)

,U(X) — k . ek.(x—m) — ,Ll(m) . ek-(x—m)
I(x) = exp(e"“m —~ ek'(x‘m))

Mit e ™ ~ 0

1(x) =e><p(—f-ek‘xj=exp(—ek“‘m)) In In( L ]: 24 Ax=k-(x-m)

1(x) kK

Gumbel-Verteilung
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6. Stabile Bevolkerungen

6.1 Malthusianische Bevolkerungen

Eine stabile Bevodlkerung ist eine hypothetische Bevdlkerung mit konstanter Geburten-,
Sterbe- und Wachstumsrate. Ihre Altersstruktur veréndert sich im Laufe der Zeit nicht. Sie ist
ein Idealfall einer realen Bevolkerung. Anhand des stabilen Modells lassen sich Einfliisse von
Verénderungen der Wachstumsrate, der Fertilitdt und der Mortalitat auf die Altersstruktur
besonders deutlich hervorheben, da von storenden Altersstruktureffekten einer realen
Bevolkerung abstrahiert wird. Eine stabile Bevolkerung (ohne Migration) entsteht immer
dann, wenn Uber einen langeren Zeitraum hinweg die altersspezifischen Geburten- und
Sterberaten konstant bleiben. Zu unterscheiden sind stabile Bevolkerungen bei denen die
Wachstumsrate exogen vorgegeben wird (Malthusianische Bevolkerungen) sowie stabile
Bevolkerungen  bei  denen die  Wachstumsrate aus  vorgegebener  konstanter
Nettomaternitatsfunktion berechnet wird (Lotka-Bevolkerungen).

Schon Euler (1760) hat die Grundlagen der stabilen Bevdlkerung mit exogener
Wachstumsrate abgeleitet. Bedeutend fur die Weiterentwicklung des stabilen Modells waren
vor allem die Arbeiten von Lotka (1907, 1922, 1939), Sharpe; Lotka (1911) sowie u.a. die
Veroffentlichungen von Moser (1839), Zillmer (1863), Bortkiewicz (1893, 1911), v. Mises
(1933), Hadwiger (1939) und Keyfitz (1968).

Im folgenden wird ein kurzer Uberblick tiber das stabile Modell gegeben. Ausfiihrlich wird
das stabile Modell u.a. bei Keyfitz (1968, 1977) und Feichtinger (1979) dargestellt. Zunachst
werden in Abschnitt 4.2.1 einige Reihenentwicklungen zur Analyse des stabilen Modells
behandelt.

6.1.1 Laplace-Transformierte und momentenerzeugende Funktion

Gegeben sei die Dichte f(x) einer nicht-negativen Zufallsvariablen X. Die Laplace-
Transformierte ist

G(r) = j e ™ - f(x)dx.
0
Mit den Ableitungen
G'(r):—j x-e - f(x)dx
0

G"(r) = sz e f(x)dx

G"(r)=—[ x*-e™-f(x)dx
0
etc.

ander Stelle r=0
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+00
G'(0) =—j x-f(x)dx = —m,
0

G"(0) =Tx2 f(x)dx =m,

G"(0) = —T x®-f(x)dx = —m,

etc.
lautet die Reihenentwicklung
r.2 r3
G(r)=1-m;-r+m, T m, §+
wobei mi das k-te Moment von f(x) ist.
Der Mittelwert von e ™f(x) ist
I X-e "f(x)dx '
Lo __GMm

[ e (x)dx
0
Zwischen der momentenerzeugenden Funktion

M(r) = [ e™f (x)dx
0
und der Laplace-Transformation
G(r) = j e ™f (x)dx
0

besteht folgende Beziehung
M(r) = G(-r).

Die H(r)-Funktion ist definiert als der nattirliche Logarithmus der Laplace-Transformierten

H(r)=InG(r)=In +fe‘rxf(x)dx :

Anm.: K(r)=In J'erxf (x)dx ist die kumulantenerzeugende Funktion.

Mit derselben Uberlegung wie oben kann man zeigen, dass die Reihenentwicklung von H(r)

gegeben ist durch
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r2 r3 r.4
H(r) =_K1‘r+K2 '__K3 ‘_+K4 C Ty
2! 3 4l

wobei ki der k-te Kumulant bzw. die k-te Semiinvariante von f(x) ist (vgl. auch Fisz (1971, S.
138f).

Es gilt

K, = m; (Mittelwert)

K, =m, -m; =p, =c° (Varianz)

K, =M, —3-m, -m, +2-m’ = p, (Zahler der Schiefe: “—2)
()

K, =, —3c" mit u, =m, —4-m,-m, +6-m?-m, -3-m;

4
(Zahler der Wélbung: % - E‘Tj_g),

Den Mittelwert von e ™f(x) kann man jetzt auch schreiben als

H:_G (1) :—H'(I‘):Kl_Kz‘r+%r2—%r3+----

G(r)

6.1.2 Altersstruktur, Geburten- und Sterberate

Bei der Analyse beschrankt man sich auf den weiblichen Teil der Bevolkerung zunéchst ohne
Wanderungen (geschlossenes Bevolkerungsmodell). Dabei werden folgende Annahmen
gemacht:

(1) Die Sterbetafelfunktion I(x) ist konstant bzw. zeitinvariant mit 1(0) =1.
(2) Die Geburten wachsen exponentiell mit exogen vorgegebener Wachstumsrate r, d.h.
B, =B,-e".

Die Anzahl der Personen im Alter x zum Zeitpunkt t entspricht den Geborenen vor t—x
Jahren, die bis zum Alter x Giberlebt haben

P(x,t)dx = B(t —x) - I(x) dx
=B,e" ™ - I(x) dx
=B,e"e™ - I(x) dx.

Die Gesamtbevolkerung ist zum Zeitpunkt t
P, =an0 ") (x) dx = B, - " je A(x) dx.
0 0

Der Anteil der Bevolkerung im Alter zwischen x und x + dx zum Zeitpunkt t
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e(x, ) dx = c(x) dx = SOV a1y ix

[ 10x)dx
0
ist von der Zeit unabhéngig und hangt nur von der Wachstumsrate r ab, wobeli
B._ 1

b =—= p
C e (%) dx
0

die rohe Geburtenrate ist.

Da

1 Tt —IX

== ! e ™ - I(x)dx,
folgt

(‘Do

? I(x) g r?
P d M, - ——. |
R R LR

Die Gesamtbevolkerung zum Zeitpunkt t betragt daher
¢ 0 r2
Pt = BO 'er 'eO' 1—H'r+m2 '?_...
oder
mit

2

wobei p = ps und m; Mittelwert und 2. Moment der stationdren Bevdlkerung bzw. der
Sterbetafelbevélkerung, also der Bevolkerung mit der Wachstumsrate r =0, sind (vgl. auch
den folgenden Abschnitt 4.3.3).

Die rohe Sterberate ist

TBO " (x) - p(x) dx

d=%=° _ : =b- j LX) - p(X) dx
t j B, - "™ .1(x) dx 0
Da
S 169
folgt
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d=—[b-e™dI(x)
0

d=—b-e™ I(x) [0 —r-J'b-e”x 1(x) dx
0
d=b-r
oder
r=b-d.

Die Differenz b —d nennt man natirliche Wachstumsrate.

Das mittlere Alter einer stabilen Bevdlkerung ist

X-e77 - 1(x) dx

O t—c

u(r) = Tx -c(x)dx =
0

Te‘”‘ -1(x) dx
0
Tx-e‘”‘ -f(x) dx
=4 =—H'(r)
j e ™ . f(x) dx
0
mit
fo) =)
j|(x) dx

0

Die Reihenentwicklung ergibt

r.2
u(r):Kl—Kz-r+K3-?—...,

wobei ki die Kumulanten der stationaren Bevolkerung sind. Eine Ndherung ist
u(r) z”s_cg T

Ist r >0, dann ist das Durchschnittsalter der stabil wachsenden Bevélkerung kleiner als das
Durchschnittsalter der stationaren Bevolkerung, da 6> > 0.

Will man die Wachstumsrate einer stabilen Bevolkerung schatzen, so reichen die Kenntnis der
Kumulanten der Sterbetafel sowie das mittlere Alter der stabilen Bevolkerung u(r) aus, da die
Umformung der oben genannten Gleichung zu

N 0
S

fuhrt.
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In Anlehnung an Euler (1760) und Moser (1839) wollen wir das stabile Modell in diskreter
Form darstellen. Unterstellt man, dass die Geburtenzahl B sich geometrisch mit dem Faktor
g>1 vermehrt bzw. g<1 vermindert, dann betrégt die Bevolkerung zum heutigen Zeitpunkt

B B B B

B
P=B+—l+—L+=h+.—L+.—I,.

4 q q q q

Die heutigen x-jahrigen wurden vor x Jahren geboren. Die Geburtenzahl der Kohorte belief

sich auf EX von denen EXIX Personen das Alter x erreicht haben. Finanzmathematisch kann
q q

die Bevolkerung als vorschiissiger Rentenbarwert (vgl. Ihrig; Pflaumer (2010), S. 33 ff.) der

um die Erlebenswahrscheinlichkeiten korrigierten Geburten (Renten) B betrachtet werden.

Die Bevolkerung ergibt ein Jahr spater

Pl=B-q+B~I1+EI2+—2I3+....—
q q

also
P'=P.q.
Die Entwicklung der Gestorbenen lasst sich wie folgt ableiten:

Im Alter zwischen 0 und 1 sterben: B-B-I,,
im Alter zwischen 1 und 2 sterben: EIl —EIZ

q
etc.,

so dass die Gesamtzahl der Gestorbenen wahrend eines Jahr

B B
M=(@1-1)B+(—1,) =+, -13)-—+....
q q
bzw.
M=P-P'+B.q=(1-q)-P+q-B
betragt.

Ein Jahr spéater berechnet man fiir die Gestorbenen wahrend eines Jahres

Ml:(1—I1)-q-B+(I1—I2)-B+(I2—I3)-%+ .....
bzw.
M=q-M.
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Wenn die Zahl der jahrlich Geborenen sich bestdndig im Verhaltnis g &ndert, dann dann gilt
dies auch fur die Bevolkerung und die Gestorbenen (vgl. Moser (1839), S. 125 ff.)

Wie im stetigen Fall ist die Altersstruktur von der Zeit unabhangig und héngt nur von dem
Wachstumsfaktor q ab, da der Anteil der Bevdlkerung im Alter x

-X
Cy qu—IXZb-q_X .|X
q—X 'Ix
x=0
ist, wobei man mit
b= = 1
2071
x=0

die allgemeine Geburtenrate definiert.
Aus
M=(1-q)-P+q-B

folgt fir den Wachstumsfaktor

dabei sind b die allgemeine Geburten- und d die allgemeine Sterberate. Die natlrliche
Wachstumsrate ergibt bei dieser Darstellung

r:q—1=%.

Geht man im diskreten Modell von einer vor- zu einer nachschiissigen Betrachtungsweise
uber, d.h.

=B B B BBy B
_E+q_21+q_32+q_43+.l-.ﬁx+l.-lmm1

dann folgt fur die natiirliche Wachstumsrate die in der Demografie tbliche Schreibweise
r=g-1=b-d,

wie man leicht nachvollziehen kann.
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6.1.3 Stationare Bevolkerung
Sie ist ein Spezialfall der stabilen Bevolkerung, falls r =0 ist.

Der Anteil der Bevolkerung im Alter zwischen x und x +dx ist

e dx = XX b1 dx
[109 dx
0
mit der rohen Geburtenrate
P— =Oi.
[10gdx €0
0
Aus
r=0=b-d
folgt
d=1.
0
€o

Die Gesamtbevolkerung berechnet sich zu
P=B, - [I(x)dx =B, &
0

(Totalbestand = Zugang pro Periode - durchschnittliche Verweilzeit).

Im Zusammenhang mit der Sterbetafelanalyse wird 1(x) als Survivor- oder

Uberlebensfunktion bezeichnet. Ihre Ableitung —% ist die Dichte der Sterbefalle.

1(x)

Bei Betrachtung der stationdren Bevolkerung ist —==1f(x) dagegen Dichte der
0

Do

Altersverteilung, da .[IE—X)dx =1 ist.
0 €

Streng zu unterscheiden sind die Parameter der beiden Dichten. Der Mittelwert der Dichte der
Sterbefélle ist

di(

v =8 :—Tx- d;‘) dx:Ix-p(x)-l(x)dx:]jl(x)dx,

0

wéhrend der Mittelwert der stationaren Bevolkerung (Sterbetafelbevdlkerung) als
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Tx-l(x)dx o
W= Ug :(’(D—:J‘X-IE—X)dX
[logax  © &

0

definiert ist. €, bedeutet im Falle der stationren Bevolkerung den Totalbestand der
Bevolkerung fur eine Geburt pro Jahr.

Entsprechend zu berechnen sind die VVarianzen und die anderen Parameter.

6.1.4 Einfluss der Wachstumsrate auf die Altersstruktur

Wir betrachten zwei Malthusianische Bevolkerungen mit Wachstumsrate r und r+dr. In
welchem Ausmal? variieren ihre Altersstrukturen c(x) und ihre mittleren Alter u(r)? Es gilt

Logarithmieren flhrt zu

Da

bzw.

folgt

Folglich ist

Steigt r, dann

c(x)=b-e™-I(x).

Inc(x) =Inb—rx+Inl(x)
dc(x)

dinc(x)  dr dinb

dr  c(x) dr

b= *

j e ™I(x) dx

0

Inb = —Inje‘rxl(x) dx
0

X-e ™ f(x)dx
dinb '!

=" = u(r).
ar [e™ 100 dx

d 3‘” = (")~ x) - o(x) .
r

e nimmt c(x) fur alle Alter unterhalb des mittleren Alters pu(r) zu
e nimmt c(x) fiir alle Alter oberhalb des mittleren Alters p(r) ab.

45



Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

Das mittlere Alter der stabilen Bevélkerung ist

x-e~ - 1(x) dx

Ot

u(r) =
e ™ -I(x)dx

O

Logarithmieren fuhrt zu
InuU):InIx-e*X-Kx)dx—lnje*X-Kx)dx.
0 0
Die Ableitungen ergeben

0sz ™ 1(x) dx mx~e‘rX -1(x) dx
dmuU)__! I
dr

+O
X - ™ - 1(x) dx Ie‘“.l(x)dx
0

ot—¢

dp(r) sz ™ 1(x) dx
0

-2 -u()
h(r) Ix e I(x) dx
0

sz ™ I(x) dx
du() _ | o
dr

. —(u(r)? |=-o(r) <0.
je—”-l(x)dx
0

Je groRer die Wachstumsrate einer stabilen Bevolkerung ist, um so geringer ist ihr
Durchschnittsalter.

6.1.5 Beziehungen zwischen Altersstruktur, Sterbeintensitat, Geburten- und Sterberaten
sowie Lebenserwartung

Aus

c(x)=b-e™-1(x)
folgt

Inc(xX)=Inb+Inl(x)-rx.
Die Ableitung
dInc(x) _ dinl(x) ,

dx dx

fihrt zu
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de(x) dlI(x)
dx  _ _dx _
c(x) I(x)
dc(x)
dx  _ _
S~ Heo+n.

Ist r > 0, dann sinkt c(x) fur alle x.

Ist r <0, dann sinkt c(x), falls w(x) >|r|, und steigt, falls in jungen Altersklassen u(x) <|r].

Mit steigendem Alter nimmt p(x) zu, so dass ab einem gewissen Alter auch bei negativer
Wachstumsrate c(x) mit wachsendem Alter abnimmt.

Der Zusammenhang zwischen roher Geburtenrate b, Sterberate d und Lebenserwartung &
lasst sich wie folgt ableiten:

Aus
d—me‘rX I(x X) dx
E‘! (%) - p(x)
folgt
Ing—ln]ge"x-l(x)- (x) dx
b~ 1 H
und da
jl(x) u(x)dx =1
0
ist
2 3
Inb-Ind=8-r-c? = 41, - — ..
2 6
bzw.

0
€y =

Inb—Ind o’ Ky r ok, -1’
—_— =+ - |

b—d 2 6 24

Bei gegebener roher Geburten- und Sterberate kann mit Hilfe der Kumulanten «,,x,... einer
Sterbetafelbevolkerung die Lebenserwartung hinreichend genau bestimmt werden.

Beziehung zwischen & und s

ol

= Te‘rx 1(x) dx

bzw.

oder schlieRlich

47



Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

e —l-exp -r—czﬁ+
0 b il 5 T ]
wobei hier die Kumulanten der Sterbetafelbevolkerung zu berechnen sind.

6.1.6 Bestimmung der Wachstumsrate aus der Altersstruktur

Seien c¢(x) dx der Anteil der Personen im Alter zwischen x und x +dx und c(y) dy der Anteil
der Personen im Alter zwischen y und y + dy, dann gilt

c(x)dx =b-e™ -1(x) dx

und

c(y)dy =b-e™-I(y)dy.
Aus

CYAY _ o0 JY)dy

c(x)dx I(x) dx
folgt

er(><—y) — C(y)/l(y)
c(x)/1(x)

und schliellich fiir die Wachstumsrate

_ 1 ln[c(y)/l(y))
x=y c(x)/1(x)

Die stabile Wachstumsrate kann also aus den Anteilen zweier Altersklassen der Bevolkerung

zum Zeitpunkt t bestimmt werden. Dieses Verfahren zur Schatzung der Wachstumsraten

spielt vor allem bei Bevolkerungen eine Rolle, bei denen statistische Zeitreihen nicht zur
Verfligung stehen. VVoraussetzung ist allerdings eine stabile oder nahezu stabile Bevélkerung.

6.2 Lotka-Bevolkerungen

6.2.1 Lotka-Gleichung

Wieder betrachten wir nur den weiblichen Teil der Bevolkerung. Die Maternitatsfunktion
m(x) und die Sterbetafelfunktion I(x) seien zeitinvariant.

Die Geburten zum Zeitpunkt t sind

B, = j}‘ P(x,t) - m(x) dx
bzw. )

B, :_TB(t—x)-I(x)-m(x)dx,
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wobei I(x)-m(x)dx die Nettomaternitatsfunktion ist.

Im Falle einer stabilen Bevolkerung lautet die Entwicklung der Geburten

B
B,-e" = '[ B, - - 1(x) - m(x) dx.

Die Division durch B, -e" ergibt die Lotka-Gleichung

B
1=je-'x 1(x) - m(x) dx .

o

Wir setzen
@(r) = Te"x A1(x) - m(x) dx
Es qgilt )
®'(r)<0
@'"(r)>0
Irirpo d(r)=0
lim d(r) = .

r——o0w

d(r) ist eine von r fallende Funktion und daher hat die Lotka-Gleichung nur eine reelle
Ldsung ro, die wahre Wachstumsrate (intrinsic rate of growth). Sie ist von der Altersstruktur
einer Bevolkerung unabhéngig; sie hangt nur von der Nettomaternitatsfunktion 1(x) - m(x) ab.

Aus Abb. 6.1 erkennt man folgenden Zusammenhang zwischen ro und Ry, wobei ®(0) =R,
ist:

R, >1or1,>0

R,=1<1,=0

R, <11, <0,

o(r)

0 ro r

Abb. 6.1: Verlauf von d(r)
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Zur funktionalen Bestimmung des Zusammenhangs zwischen wahrer Wachstumsrate und
Nettoreproduktionsrate geht man aus von

o(r) _ Te ) m(x) 4
RO o 0
bzw.
2
Inw:—A0 r+c° %—

0

wobei A, der Mittelwert und o die Varianz der Nettomaternitatsfunktion sind.

d(r)

Da gemaR der Lotka-Gleichung ®(r) =1 ist, folgt InR— =-InR,. Daraus erhalten wir
0
2 r3 I,.4
= . —_— 2 —_— . —_— - —_—
InR,=A, r-oc > + K, 3 K, 4'+

oder

A0~r—cz~ﬁ+

R,=e 2

6.2.2 Mittlerer Generationenabstand
Der mittlere Generationenabstand wird unterschiedlich definiert.

(1) Mittelwert der Nettomaternitatsfunktion

_ﬁ[x-l(x)-m(x)dx Tx-l(x)-m(x)dx
A — o — o
0 B R
[169 - m(x) dx 0

o

(2) Mittleres Alter der Miitter bei der Geburt ihrer Tochter in einer stabilen Bevolkerung

B
jx-e-fx 1(x) - m(x) dx
A, =
j e ™ - 1(x) - m(x) dx

B
=Ix~e"x.I(x).m(x)dx~A0—cz~r

(3) Mittlere Zeit, bis sich die stabile Bevolkerung mit der Wachstumsrate r um den Faktor R
verandert hat (Lotka-Intervall)
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Aus
Ao'r—O'z'ﬁ‘F

R,=¢ 27 ="'

folgt
2
r r r

Tr =A0 —GZ T K, §~AO —02 E
bzw

T ~ A, +A,

' 2

6.2.3 Bestimmung der wahren Wachstumsrate

(1) Die wahre Wachstumsrate kann durch Probieren aus der Lotka-Gleichung
B
[ 10x) - m(x)dx =1

a

bei gegebener Nettomaternitatsfunktion gewonnen werden.

(2) Setzt man ndherungsweise

o r
Ay r-c 7

R,=¢

dann erhdlt man durch Logarithmieren eine quadratische Gleichung, aus der man ry
berechnen kann, falls Mittelwert A,, Varianz o und Nettoreproduktionsrate Ry der
Nettomaternitatsfunktion bekannt sind:

2
cz-r——AO-r+InR0:0.
2

(3) Setzt man naherungsweise

dann fuhrt Logarithmieren zu der einfachen Beziehung

r:Ai-InRO.

0

Zur approximativen Bestimmung der wahren Wachstumsrate missen nur Mittelwert Ag
und Nettoreproduktionsrate Ry der Nettomaternitatsfunktion gegeben sein.

Bei einer impliziten Funktion

f(x,y)=0
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ergibt sich als totales Differential

f,-dx+f, -dy=0
und daraus folgt
dy__1,

dx f
y
wobei fy und fy die partiellen Ableitungen sind.

Wir wollen nun den Einfluss von Veranderungen der Parameter der Nettomaternitatsfunktion
auf die stabile Wachstumsrate untersuchen. Ausgangspunkt ist die implizite Funktion

2
(&)

?-rz—Ao~r+InR0:O.

Es ergeben sich folgende Ableitungen

dr f. r’
;= = ~>0,
do f. 2-(A,-r-c%)
f
ar  Ta r <0,
dA, f, A,-r-c
dr fl 1

falls A, >r-c°.

Geeignetes bevolkerungspolitisches Instrument zur Reduzierung der Wachstumsrate einer
Bevolkerung ist neben der Verminderung der Nettoreproduktionsrate auch eine Erhéhung des
mittleren Heiratsalters (Generationenabstand), wobei diese Erhéhung i.a. noch eine
zusétzliche Wirkung zeigt, ndmlich die Verminderung der Nettoreproduktionsrate. Aber auch
ohne diesen zusétzlichen Effekt wirkt die Erhdhung des Generationenabstandes vermindernd
auf die Wachstumsrate.

6.2.4 Ergodizitat

Sharpe und Lotka (1911) zeigten, dass eine von Wanderungen geschlossene Bevolkerung, die
konstanten Mortalitats- und Fertilitdtsverhaltnissen unterworfen ist, sich asymptotisch einer
stabilen Bevolkerung anndhert, deren Wachstumsrate und Altersstruktur wvon der
Altersstruktur der Ausgangsbevolkerung nicht beeinflusst wird. Die Tendenz, die
Ausgangsaltersstruktur bei konstanten Mortalitats- und Fertilitdtsraten zu vergessen,
bezeichnet man in der Demografie als starke Ergodizitat. Die Abb. 6.2 illustriert die starke
Ergodizitat. Ausgangspunkt sind zwei sehr unterschiedliche Altersstrukturen: Ostdeutschland
1957 und Thailand 1955. Bourgeois-Pichat (1968) demonstrierte, dass Projektionen mit den
gleichen konstanten Fertilitats- und Mortalitdtsannahmen letztlich zu den gleichen stabilen
Altersverteilungen der beiden Bevolkerungen mit identischer Wachstumsrate fiihren; die Zahl
der Gesamtbevoélkerung ist i.a. naturlich unterschiedlich. Den formalen, nicht ganz einfachen
Beweis findet man auller bei Sharpe/Lotka (1911) bei Keyfitz (1968). Wir werden den Beweis
der starken Ergodizitat fur den diskreten Fall in Kapitel 7.1 skizzieren.
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Abb. 6.2: Hlustration der starken Ergodizitat

Werden zwei Bevolkerungen mit unterschiedlichen Altersstrukturen den gleichen Fertilitéts-
und Mortalitatsraten unterworfen, die sich aber im Ablauf der Zeit verdndern kénnen, so stellt
sich zwar keine stabile Bevolkerung ein, aber die Altersstruktur der beiden Bevolkerungen
néhern sich asymptotisch einander und sind von der Altersstruktur der Ausgangsbevolkerung
unabhéngig. Die asymptotische Altersstruktur héngt nur von den Fertilitdts- und
Mortalitatsraten der Vergangenheit ab. Diese Aussage ist der Inhalt von dem Theorem der
schwachen Ergodizitét (vgl. Lopez (1961)).

6.3 Fishers Reproduktionswert und Schwung des Bevoélkerungswachstums

In einer stationdren Bevolkerung gibt
! B. I d
R a)-m(a)da
|(X) ‘ ( ) ( )

die Anzahl der Madchen je Frau an, die eine Kohorte von I(x) Frauen im Alter x bis zum Ende
ihrer reproduktiven Phase noch gebaren wird.

Bei einer stabilen Bevolkerung mit der Wachstumsrate r bezeichnet

B
_[e -1(a)-m(a)da

X

B
v(x) = ﬁ Je@ 1(a)- m(a)da = e 1)
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den ,,Barwert* der Anzahl der Mé&dchen je Frau, die eine Kohorte von I(x) Frauen im Alter x
bis zum Ende ihrer reproduktiven Phase noch gebédren wird. Die auf das Alter x mit der
Wachstumsrate r abgezinste Anzahl der Madchen nennt man Fishers Reproduktionswert einer
Frau im Alter x (vgl. Fisher (1930)); e "™ st der stetige Abzinsungsfaktor fiir eine
Wachstumsrate bzw. einem Zinsful3 r bei einer Laufzeit von (a —x) Jahren (vgl. auch Ihrig;

Pflaumer (2010), S. 20). Offensichtlich ist v(0) =1 und v(x) =0, falls x > 3.

Die Zuwanderung einer Frau im Alter x zu einer Bevolkerung im Zeitpunkt 0 flhrt zu einer
rt

Zunahme von Vv(x) -Z— Madchengeburten im Zeitpunkt t unter der VVoraussetzung, dass sich

Fertilitdts- und Mortalitatsverhéltnisse nicht verédndern. Der Leser Uberlege sich intuitiv,
warum v(x) durch das mittlere Gebéralter A dividiert werden muss. Einen formalen Beweis
findet man bei Keyfitz (1977), S. 159.

Da b=B/P fihrt die Zuwanderung einer Frau im Alter x zu einer Bevdlkerung zum
Zeitpunkt 0 zu einer Zunahme von

B e"
— =v(X)-
b ()A-b

r

Frauen im Zeitpunkt t.

In Deutschland lag 2010 die Nettoreproduktionsrate bei 0,7. Die niedere Nettoreproduktions-
rate hat zur Konsequenz, dass die Bevolkerung langfristig sinkt, falls der Riickgang aufgrund
der niedrigen Fertilitdt nicht durch Einwanderungen ausgeglichen wird. Selbst wenn die
Nettoreproduktionsrate schlagartig auf das Bestandserhaltungsniveau von eins steigt, wird die
Bevolkerungszahl aufgrund der anfanglich unglinstigen Altersstruktur zuerst noch sinken,
bevor sie sich auf einem stationdren Niveau stabilisiert. Dieses Phdnomen nennt man
Bevolkerungsmomentum oder Schwung des Bevoélkerungswachstums. Dabei ist die
urspriingliche Fragestellung genau umgekehrt gewesen. Man wollte wissen, um wieviel
Prozent die Bevolkerung eines Entwicklungslandes noch steigt, falls die Nettoreproduktions-
rate sofort auf eins fallt. Man kommt zu dem Ergebnis, dass in den meisten
Entwicklungslandern die Bevolkerung aufgrund von Altersstruktureffekten noch um 60-80%
ansteigen wirde.

Im folgenden wollen wir fur stabile Bevolkerungen eine einfache Formel fur das
Bevolkerungsmomentum ableiten.

P(x) dx Personen im Alter zwischen x und x + dx fuhren langfristig zur Geburtenentwicklung

P(X) - v(x) -Z—ndx :

r

Berilcksichtigt man alle Altersklassen 0<x <[, so betragt die Entwicklung fir die
Gesamtzahl der Geburten

D

>
O

P(x)-v(x)dx.
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Fur die Verdnderung auf das Bestandserhaltungsniveau suchen wir bei gegebener
Altersstruktur P(x) die Geburtenentwicklung mit v¥(x), die zu einer Wachstumsrate r =20
bzw. zu einer Nettoreproduktionsrate R, =1 fuhrt, so dass schlieBlich die stationare Zahl der

Geburten

B =

S Ai P(x) - V" (x)dx

o'—.m

und die stationdre Zahl der Bevolkerung

| P(x) - v (x)dx

S

v
> \ oo
o'—."m

betrégt.

Das Verhaltnis P,/P, nennt man Bevélkerungsmomentum oder Schwung des Bevolkerungs-

wachstums, wobei P, die Bevolkerung zum Zeitpunkt der Verénderung der Netto-
reproduktionsrate auf das Bestandserhaltungsniveau ist.

Tl(x)-m*(x)dx=il(x)é—m(x)dx

o o 0

ist die Nettomaternitatsfunktion mit R, =1. Da

P(X)=P,-b-e™™-1(x)
ist, folgt durch Einsetzen

RL L P (1 -f'@'m(a)dajdx
Po P [ A 9 I(x) & R
b-& % . I(a) m(a)
= A .[J-e rX'R—dadX.

B
Setzen wir b, = J'wa)R—m@)da , o erhalten wir
X 0
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Da R, ~e™ ist, folgt

R LA A
P b-eo ﬂRO _b'eo g2 —e 2

P, R, r-A, JR, | A
0
:b'eo- 1+ rZ-A§+r4-Ag+ A, + .
JR, 24 1920 322560

Fur die Reihenentwicklung wurde berlicksichtigt, dass

X X

g2 g2 x?  x*

X6

+—+ + +...
X 24 1920 322560

gilt.

Approximativ kann das Bevolkerungsmomentum also als

geschrieben werden.

6.4 Kosten der sozialen Alterssicherung im stabilen Modell
6.4.1 Grundlagen der gesetzlichen Rentenversicherung

Das Alterssicherungssystem in der Bundesrepublik Deutschland baut auf dem sogenannten
Umlageverfahren auf, d.h. die heutigen Renten werden aus Einkommen der gleichen Periode
finanziert. Die Erwerbstétigen erhalten durch ihre Beitrdge zur Rentenversicherung keinen
realen Gegenwert, sondern sie erwerben den Anspruch, von der ndchsten Generation
unterstitzt zu werden. Die Voraussetzung fir das Funktionieren dieses Systems erfordert ein
angemessenes Verhéltnis zwischen der Zahl der Rentner und der Zahl der Erwerbstatigen, des
sogenannten Rentnerquotienten. Anstelle dieses Rentnerquotienten wird fir langfristige
Modellrechnungen oft der Altenquotient, also die Zahl der Personen im Rentenalter, bezogen
auf die Zahl der Personen im erwerbsféahigen Alter, verwandt. Obwohl die Zahler- und
NennergrolRen der beiden Verhéltniszahlen voneinander abweichen, ist der Altenquotient ein
brauchbarer Ersatz. Bei gleichbleibendem Beschéftigungsverhéltnis und bei gleichbleibender
Rentnerdichte entwickelt sich der Altenquotient proportional zum Rentnerquotienten. Bei der
Verwendung des Altenquotienten anstelle des Rentnerquotienten muss man sich natirlich
immer der Tatsache bewusst sein, dass fiir die Rentenfinanzierung letztlich und endlich nicht
die Personen im erwerbsfahigen Alter und die Personen im Rentenalter wichtig sind, sondern
nur die Personen, die einer Erwerbstatigkeit nachgehen und Beitrdge zahlen, und die
Personen, die eine Rente beziehen.

Der Altenquotient AQ, der die Personen Uber 60 Jahre auf die Personen zwischen 20 und 60
Jahre bezieht ist von 24,6% im Jahr 1950 auf 41% im Jahr 2000 gestiegen.
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Die gesetzliche Rentenversicherung basiert vereinfacht auf folgendem Modell:
e Einnahmen E; der Rentenversicherung zum Zeitpunkt t

E,=b,-ZB,-Y,,
wobei
b, = Beitragssatz

ZB, = Zahl der Beitragszahler
Y, = durchschnittliches Bruttoentgelt .

e Ausgaben A; der Rentenversicherung zum Zeitpunkt t

A =R,-ZR,,
wobei
R, = durchschnittliche Rente

ZR, = Zahlder Rentner .

e Budgetgleichung

Die Budgetgleichung drickt das Prinzip der gesetzlichen Rentenversicherung aus, welches
auf dem sogenannten Umlageverfahren beruht. Im Gegensatz zum kapitalgedeckten
Verfahren, bei welchem die Rentenbeitrdge zinseszinslich bis zum Renteneintrittsalter
angespart werden, um dann aus dem angesparten Kapital unter Beriicksichtigung der ferneren
Lebenserwartung versicherungsmathematisch eine Rente zu berechnen, werden beim
Umlageverfahren die Beitrdge der heutigen Beitragszahler fir die Renten der heutigen
Rentner verwendet.

Aus der Budgetgleichung lasst sich der erforderliche Beitragssatz
b, =RN, - RQ,

ableiten, der das System im Gleichgewicht h&lt, mit

ZR ]
RQ, = = (Rentnerquotient
Q, B ( q )

t
RN, :% (Rentenniveau).

t

Anstelle des Rentnerquotienten wird fur langfristige Modellrechnungen, wie bereits oben
erwéhnt, der Altenquotient

_ Personen im Alter uber 60 Jahre in t
Personen im Alter 20 - 60 Jahrein t

AQ

t

verwendet.
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6.4.2 Erforderlicher Beitragssatz bei der gesetzlichen Rentenfinanzierung

Unterstellen wir ein konstantes Rentenniveau o mit O0<a <1, so ergibt sich fur den
erforderlichen Beitragssatz im stabilen Modell

j e™ - 1(x) dx
b=a-AQ=0-%&———.

60

j e - 1(x) dx

Differenziert man den nattrlichen Logarithmus von AQ nach r, so erh&lt man

® 60
x-e™(x)dx | x-e™™-1(x)dx
dinAQ _ 5[) ,Jo

- +
dr [0 60

j e~ - 1(x) dx j e ™ - I(x) dx
60 20

= pe (1) —pa(r)
bzw.
22— (1) -1 ) AQ,
wobei

pe (r) = mittleres Alter der ,,Erwerbspersonen*
i, (r) =mittleres Alter der ,,Rentner*.

Da a eine Konstante ist, gilt
dinb dInAQ

dr dr

Andert sich eine stabile Wachstumsrate r um dr, so betragt die relative Anderung des
erforderlichen Beitragssatzes

db
o= (e () —pa(1) -dr,
da
db
dinb  p
== He() ()
ist.

Nehmen wir an, dass (uA(I‘) - uE(r)): 30Jahre ist, dann fuhrt eine Verminderung der
stabilen Wachstumsrate um 1%, d.h. dr =—-0,01, zu einer Erh6hung des Altenquotienten bzw.
des erforderlichen Beitragssatzes um ca. 30%, da
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d_bb = (-30)(-0,01) =03

ist.

Setzen wir T, = u,(r)—pe(r), dann gilt fur die Beitragselastizitat beztiglich der Netto-
reproduktionsrate Ry

ib
__ b _db Ry
8b,Ro dRO _dRO b ~-1
RO
da
RO_eI‘T,’
Ro_1 o™ -1 .R
dr r r 0
und
drzi-dR0
T R,
sind.

Eine Verringerung der Nettoreproduktionsrate um 1% bedingt bei konstantem Rentenniveau
eine Erhéhung des erforderlichen Beitragssatzes um 1%.

6.4.3 Altenquotient, Jugendquotient und Abhangigkeitsverhaltnis

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass

d "(;AQ = (e (N~ pa (")
r

gilt.

Reihenentwicklungen ergeben
He(r) ~pe —og T
Ha(r) = pa _Gi\ T

wobei ug, u, und oZ, o4 Parameter der Sterbetafelbevolkerung sind.

Setzen wir die Approximation ein, so erhalten wir

dinA
ar Q ~ (ug _MA)_(GE _Gi)'r
bzw.
2 2.r
AQ = AQ, .e(uE—uA)‘r—(GE—GA)‘T

~ AQo ,e(HE*HA)‘f .

In Abhédngigkeit von der Nettoreproduktionsrate R, lautet die Beziehung
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[0}

jux)dx
AQr 2 _w 1
Ro jl(x)dx Ro

20

Je groler die Wachstumsrate (Nettoreproduktionsrate) einer Bevolkerung ist, um so geringer
ist der Altenquotient.

Aus der letzten Gleichung lasst sich die Elastizitat des Altenquotienten bezliglich der Nettore-
produktionsrate darstellen als

dAQ
. _AQ _dAQ R, __
M dR,  dR, AQ
RO

In analoger Weise erhalt man eine approximative Beziehung fiir den Jugendquotient JQ

20
je’“l(x)dx
JQ — 600 ~ ‘]QO . e(HE*HJ)'r
[e™1(x) dx
20

oder
JQ~JQ, R,.

Die demogrfische Gesamtlast drickt das Abhédngigkeitsverhéltnis AV =JQ+ AQ aus.

Waihrend die Gesamtlast in Industrieldandern hauptséachlich durch die Alterslast bestimmt wird,
ist in Entwicklungslandern die Jugendlast der Haupteinflussfaktor.

Bourgeois-Pichat (vgl. Feichtinger (1979), S. 202 ff) geht der Frage nach, bei welcher
Nettoreproduktionsrate (Wachstumsrate) die Gesamtlast bzw. das Abhangigkeitsverhéltnis
minimal ist. Da

AV =JQ+AQ
ist, gilt approximativ

AV=JQmRO+¢SW

0

Zur Bestimmung des Minimums differenzieren wir die Funktion und erhalten

dAV A
-3, - 5%,
dR, R2
2
TAV_AQ,
drRZ ~ R}
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Die erste Ableitung fihrt zur minimalen Nettoreproduktionsrate R,

Ry = A
Q,

I.d.R. ist in der Sterbetafelbevolkerung AQ, <JQ,, so dass eine negative Wachstumsrate
zum minimalen Abhangigkeitsverhaltnis fihrt.

Unterstellt man die deutsche Sterbetafel von 1881/90, so erreicht man bei einer
Wachstumsrate von —2% das minimale Abh&ngigkeitsverhaltnis von AV =0,78. Verwendet
man dagegen die deutsche Sterbetafel von 1979/81, so betrdgt das minimale
Abhangigkeitsverhéltnis AV =0,935 bei einer Wachstumsrate von —-0,3% (vgl. Pflaumer

(1984), S. 510 f).

In Industrielandern mit meist negativen Bevolkerungswachstumsraten ist die Gesamtlast trotz
hoher Alterslast i.a. geringer als in Entwicklungslandern mit hohen positiven
Wachstumsraten. Bei dieser Feststellung ist zu berticksichtigen, dass hier keine Aussagen
uber wertmaRige Belastungen gemacht werden. (Welche Kosten fallen fiir ein Kind an,
welche Kosten fallen flr einen Rentner an?). Zudem fallen bei hohem Altenquotient die
Belastungen meist indirekt an (liber Beitragszahlung an Rentenversicherungstrager), wéhrend
bei hohem Jugendquotienten die Kosten meist direkt entstehen, die i.a. auch einen
Nutzengewinn zur Folge haben.

6.4.4 Erforderlicher Beitragssatz bei der kapitalgedeckten Rentenfinanzierung

Im vorigen Abschnitt entwickelten wir folgende Formel fir den erforderlichen Beitragssatz
bei der gesetzlichen Rentenversicherung

Te‘rx -1(x) dx

.60

60 '
[ 10x)dx
20

Bei der kapitalgedeckten Rentenfinanzierung ist die Bevolkerungswachstumsrate r irrelevant.
Beitrdge werden zum Zinsful3 i zinseszinslich angelegt, so dass fur ein Einkommen von 1 €
sich am Ende des Erwerbslebens je 60jahrigen folgendes Kapital angesammelt hat

5% 1(60)

Der Barwert der Rente in Hohe o betrédgt je 60jéhrigen

: 1(60)

welcher dem angesammelten Kapital entsprechen muss, so dass fiir den Beitragssatz gilt
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(V)

J‘efi(xfeo) 1(x) dx

1(60)
b=a- 6:0
J‘ei(60—x) I(x) dx
5 1(60)
bzw.
je4X-Kx)dx
b=o-

ﬁ'
je*X-Kx)dx
20

Sind Bevolkerungswachstumsrate r und ZinsfuB i identisch, so fuhren das Umlageverfahren
und die Kkapitalgedeckte Alterssicherung zur gleichen Belastung, wobei bei der
kapitalgedeckten Alterssicherung der inflationsbereinigte Zinsful} zugrundegelegt werden
muss. Im allgemeinen ist aber i > r, so dass die gesetzliche Rentenversicherung zu héheren
Belastungen als die private Rentenversicherung flhrt; dies ist der Preis fir die hohere
Sicherheit der sozialen Alterssicherung.
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7. Matrizenbevolkerungsmodelle sowie Bevolkerungsprojektionen und
-prognosen’

7.1 Komponentenmethode
7.1.1 Idee und Geschichte

Die Komponentenmethode ist heute das am héufigsten verwandte Verfahren, welches zur
Bevolkerungsvorausschitzung eingesetzt wird. Sie liefert eine Vorausberechnung der
Bevolkerung, aufgegliedert nach Alter und Geschlecht. Die Komponentenmethode beruht auf
der jahrgangsweisen Fortschreibung der Bevdlkerung mittels ihrer Komponenten, der
Fertilitdt, der Mortalitit und der Migration.

Dem Modell liegt eine nach Geschlecht und Alter aufgegliederte Ausgangsbevdlkerung
zugrunde, die in jedem Jahr des Prognosezeitraums um die erwartete Anzahl der Sterbefille
mittels alters- und geschlechtsspezifischer Sterbewahrscheinlichkeiten vermindert wird. Die
Geburten werden mit Hilfe altersspezifischer Geburtenziffern fiir die am Jahresende
iiberlebenden Frauen ermittelt. Die Gesamtzahl der Geborenen wird als neuer Geburten-
jahrgang in die Fortschreibung libernommen. SchlieBlich wird bei der Vorausberechnung der
einzelnen Altersjahrgéinge die erwartete Anzahl der Ein- und Auswanderungen beriicksichtigt.
Die Komponentenmethode wurde fiir Prognosezwecke erstmals von E. Cannan (1895)
vorgeschlagen. D. V. Glass (1968) berichtet jedoch, dass der Bevdlkerungsstatistiker Farr die
Komponentenmethode bereits 1873 angewandt hat, um die Bevolkerung Englands zeitlich
zurlickzuprojektieren. Cannan erstellte im Jahre 1895 eine Bevolkerungsprognose fiir England
und Wales. Bis 1991 schitzte er einen Anstieg der Bevilkerung auf maximal 37 Millionen
Menschen, und zwar mit abnehmenden Zuwachsraten. Cannan hielt seine Ergebnisse fiir viel
wahrscheinlicher als  die  Schidtzungen  offizieller  Stellen, die  konstantes
Bevolkerungswachstum fiir die weitere Zukunft unterstellten und daher enorme
Bevdlkerungszahlen bis zum Ende des 20. Jahrhunderts prognostizierten.

Es dauerte dann noch {iber ein Vierteljahrhundert, bis sich die Komponentenmethode
endgiiltig als anerkanntes Verfahren in der Demografie durchgesetzt hatte. In den zwanziger
Jahren berechnete A. Bowley (1924) die Bevolkerung GrofB3britanniens mit der
Komponentenmethode bis 2011 voraus. Grofle Beachtung fand die Arbeit von P. K. Whelpton
(1928), der die Bevolkerung der USA fiir den Zeitraum von 1925 bis 1975 vorausschitzte. In
Frankreich prognostizierte A. Sauvy (1929) die Bevolkerung mit dieser Methode bis zum Jahr
1956. In Deutschland wurde die Komponentenmethode bereits 1926 angewandt, um die
deutsche Bevolkerung bis 1975 vorauszuberechnen. Das Statistische Reichsamt
veroffentlichte drei alternative Bevolkerungsentwicklungen (vgl. Statistisches Reichsamt,
1926). Bei allen drei Alternativen wurde eine gleichbleibende Sterblichkeit der Jahre 1921/23
unterstellt. Die Zahl der Lebendgeborenen pro Jahr stieg bei der optimistischen Alternative
(IT) von 1,3 Millionen im Jahr 1925 auf 1,6 Millionen im Jahr 1975; bei der mittleren Variante
(I) blieb die Zahl der Geburten bis zum Ende des Projektionszeitraums mit jahrlich 1,3
Millionen konstant; im pessimistischen Fall (IIT) sank die Zahl der Geburten bis 1975 auf 1
Million. Wanderungen wurden nicht beriicksichtigt. Die Entwicklung der drei Bevolkerungs-
trajektorien entnimmt man der Tab. 7.1.

" vgl. Pflaumer: Methoden der Bevolkerungsvorausschitzung, Berlin, 1988, S. 35 ff.
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Tab. 7.1: Bevolkerungsprojektionen fiir Deutschland (in Millionen)

Annahmen

Jahr I 1 1

1925 62,3 62,3 62,3
1935 66,1 66,8 65,8
1945 68,6 70,5 67,4
1955 70,1 73,0 69,2
1965 70,7 75,2 66,0
1975 70,4 76,9 63,7

Quelle: Statistisches Reichsamt (1926)

Weitere friilhe Anwendungen der Komponentenmethode in Deutschland, die das Statistische
Reichsamt als ,,Biologische Methode" bezeichnete, sind die Vorausberechnungen von E.
Kahn (1930), F. Hage (1931), Bonz und Hilburg (1931), R. v. Mises (1933) und E. Giinther
(1935). Die Berechnungen Giinthers wurden in den dreifliger Jahren durchgefiihrt, sind aber
so aufgebaut, als ob sie in den Jahren zwischen 1874 und 1914 erstellt worden wéren. Auf
diese Weise konnte der Autor die tatsdchliche wund die prognostizierte
Bevolkerungsentwicklung miteinander vergleichen und Aussagen iiber die Prognosegiite der
Komponentenmethode treffen. Aufgrund seiner Ergebnisse kommt er zu dem Schluss, dass es
im menschlichen Leben keinen Vorgang gibt, der sich auch nur annidhernd mit dhnlicher
Genauigkeit iiber einen so langen Zeitraum voraussagen ldsst wie die Entwicklung der
Bevolkerung (vgl. Giinther (1935), S. 410). Weitere Einzelheiten iiber demografische
Vorausberechnungen verschiedener Prognostiker in den zwanziger und dreif8iger Jahren findet
man bei Deneffe (1938).

Die heute gebrauchliche Darstellung der Komponentenmethode in Matrizenschreibweise geht
vor allem auf P. H. Leslie (1945) =zuriick. Nach ihm wird das Modell der
Komponentenmethode oft auch als Leslie-Modell bezeichnet. Unabhéngig von Leslie haben
aber auch Bemadelli (1941) und Lewis (1942) zur Formalisierung der Komponentenmethode
beigetragen.

7.1.2 Einfuhrendes Beispiel

Um die Komponentenmethode an einem einfachen Beispiel zu demonstrieren, soll die
weibliche Wohnbevdlkerung der Bundesrepublik Deutschland bis zum Alter 45
vorausberechnet werden. Wanderungen werden nicht beriicksichtigt. Zur Vereinfachung der
Rechenarbeit wird die Altersverteilung der Ausgangsbevolkerung des Jahres 2010 in
Fiinfjahresklassen zusammengefasst. In der zweiten Spalte der Tab. 7.2 steht der
Bevolkerungsbestand in den einzelnen Altersklassen. Aus der Bevdlkerungsstruktur des
Jahres 2010 erhélt man die um 5 Jahre gealterte Bevolkerungsstruktur des Jahres 2015, indem
die Bestinde in den einzelnen Altersklassen mit den entsprechenden altersspezifischen
Uberlebensraten aus der Sterbetafel multipliziert werden. Die Uberlebensraten in der dritten
Spalte der Tab. 7.2 basieren auf der Sterbetafel der Bundesrepublik Deutschland der Jahre
2007/09. Wie die fiinfjihrigen Uberlebensraten aus der Sterbetafelfunktion berechnet werden,
zeigt das Beispiel in Ubersicht 7.1. Unter der Annahme konstanter Mortalitétsverhéltnisse
kann die Bevolkerung in gleicher Weise auch iiber 2015 hinaus berechnet werden.
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Tab. 7.2: Beispiel einer Bevolkerungsprojektion anhand der weiblichen Wohnbevélkerung in
der Bundesrepublik Deutschland

Weibliche Fiinfjahrige Weibliche Weibliche
Alter von ... | Wohnbevolkerung  altersspezifische Wohnbevolkerung Wohnbevolkerung
bis unter ... 2010 (1000) Uberlebensrate 2015 (1000) 2020 (1000)
Jahre Px,l L]:H—S Px,l+5 Px,t+10
5%
0-5 1682.9 0.9993
5-10 1831.2 0.9996 1681.8
10-15 1944.9 0.9993 1830.5 1681.1
15-20 22241 0.9990 1943.6 1829.3
20-25 23954 0.9988 2221.8 1941.6
25-30 2460 0.9985 2392.6 22191
30-35 2320.4 0.9979 2456.4 2389.1
35-40 2856.6 0.9964 2315.4 2451.2
40 — 45 3469.6 0.9935 2846.3 2307.1

Quelle: Ausgangsdaten: Statistisches Bundesamt

Ubersicht 5.1: Beispiel zur Berechnung der fiinfjahrigen altersspezifischen Uberlebensrate
(vgl. Sterbetafel im Anhang)

e Fiinfjihrige altersspezifische Uberlebensrate

SX 5 Lx+5
5 Lx
mit
x+4
SLX = Ly
y=x
e Beispiel:

sL,=L,+L,+L,+L;+L,
=99727+99666 +...+ 99615 = 498280

sLy=L,+L,+L,+L;+L,
=99605+99596 +...+ 99575 = 497945

JL, 497945
° L, 498280

0,9993.
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Tab. 7.3: Berechnung der altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten

ﬁil;e;:g? " | Frauen der Altersklasse Lebegdgeborene Bx von altersspe;iﬁsche
Jahre x (1000) Py Frauen in der Altersklasse x  Fruchtbarkeitsraten F
15-20 2224.1 16680 0.00750
20-25 2395.4 93030 0.03884
25-30 2460,0 194414 0.07903
30-35 2320.4 213977 0.09222
35-40 2856.6 129980 0.04550
40 — 45 3469.6 34433 0.00992
Summe 13262.9 682514 0.27301

Quelle: Ausgangsdaten: Statistisches Bundesamt

Die Anzahl der Neuzuginge bzw. der Geborenen in der untersten Altersgruppe wird aus der
Anzahl der Frauen und den altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten ermittelt. Fiir die Projektion
wurden die Fruchtbarkeitsverhéltnisse des Jahres 2010 unterstellt. Zu diesem Zweck wurden
in Tab. 7.3 aus den Frauenbestinden und den Geborenen die altersspezifischen
Fruchtbarkeitsraten wie folgt berechnet:

F = B,
PX
P, : Frauen in der Altersklasse x

Bx : Lebendgeborene von Frauen in der Altersklasse x.

Die Summe der -einjdhrigen altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten ergibt die totale
Fertilitdtsrate (TFR). Aus der Tab. 7.3 erhilt man als totale Fertilitétsrate

TFR =5-0,27301=1,36504.

Die Multiplikation mit 5 erfolgt deswegen, weil Fiinfjahresklassen vorliegen. Die TFR von
etwa 1,365 besagt, dass 1000 Frauen wahrend ihrer reproduktiven Phase 1365 Kinder gebédren
wirden, falls die Fertilititsverhdltnisse des Jahres 2010 unverdndert blieben. Dieses
Fertilitdtsniveau reicht zur Bestanderhaltung nicht aus, d.h., die Bevolkerung wird
zuriickgehen. Zur Bestandserhaltung ist bei den heutigen Mortalitétsverhdltnissen eine TFR
von etwa 2,1 erforderlich.

Die Ubersicht 7.2 zeigt die Berechnung der Geborenen von 2010 bis 2015. Die Anzahl der
erwarteten Geborenen in diesem Zeitraum erhilt man aus dem Durchschnitt der Geborenen
von 2010 und 2015, indem dieser mit fiinf multipliziert wird. Unter Beriicksichtigung der
Sexualproportion von 1,052 (2010) berechnet man die Gesamtzahl der weiblichen
Lebendgeborenen in dem vorliegenden Fiinfjahresabschnitt. Wird diese Zahl mit der
Uberlebensrate

SLO

51,

=0,9993

multipliziert, so erhalt man die Neuzugédnge in der untersten Altersklasse.

Die Zahl der Geborenen wird 2015 laut dieser Berechnung um etwa 30.000 niedriger als im
Jahr 2010 sein. Da 2015 die gleichen altersspezifischen Fruchtbarkeitsraten wie 2010
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unterstellt werden, ist der Riickgang allein auf Altersstruktureffekte zuriickzufiihren. Der
Anteil der Frauen in Altersklassen mit hoherer Fertilitdit wird 2015 im Vergleich zum
Basisjahr ungiinstiger sein.

Ubersicht 7.2: Beispiel zur Berechnung des Bestandes in der untersten Altersklasse

) Projektierte
Alter von ... | Frauen in der ) . erwartete
. Frauen in der  altersspezifische =~ Geborene
bis unter ... | Altersklasse x ) Geborene
Jahre 2010 (1000) Altersklasse x  Fruchtbarkeitsrate 2010 2015
2015 (1000)
15-20 2224.1 1943.6 0.00750 16680 14576
20-25 23954 2221.8 0.03884 93030 86287
25-30 2460,0 2392.6 0.07903 194414 189084
30-35 2320.4 2456.4 0.09222 213977 226519
35-40 2856.6 23154 0.04550 129980 105357
40 — 45 3469.6 2846.3 0.00992 34433 28247
Summe 682514 650071

e Erwartete Anzahl der Geborenen von 2010 — 2015

5.682514+650071 _ 3331461

e Erwartete Anzahl weiblicher Geborener von 2010 — 2015 (Sexualproportion SP =1,052)

3331461
2,052

=1623728

e Erwartete weibliche Bevdlkerung in der Altersklasse 0 — 5 im Jahr 2015 (Uberlebensrate

sbo _,9993)
5-1,

0,9993-1623728 =1618143.

Unterstellt man auch fiir einen ferneren Prognosezeitraum die Vitalitdtsverhéltnisse des Jahres
2010, so kann dieser Fortschreibungsprozess der Bevolkerung beliebig fortgesetzt werden.
Die Ergebnisse diirfen dann aber nicht als Prognosen interpretiert werden, da es unrealistisch
ist, anzunehmen, dass die Fertilitits- und Mortalitdtsverhdltnisse iiber einen langen Zeitraum
hinweg konstant bleiben. Die Ergebnisse der Projektion kénnen dann nur noch als Wenn-
dann-Aussagen gedeutet werden: Wenn die Vitalititsverhdltnisse des Jahres 2010 unveridndert
fortbestehen, dann betrdgt die Bevolkerung so und so viel.

Formal ldsst sich die Bevolkerungsfortschreibung wie folgt darstellen:

e Fortschreibung der weiblichen Personen Py in den Altersklassen x =5—10, 10—15,...

_ SLX+5 . P
X,t*

P

X+5,t+5 T
SLX

66




7.1.

Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

Erwartete Anzahl der weiblichen Geborenen By; von Frauen in der Altersklasse x
innerhalb einer Filinfjahresperiode

1

5
B = Z.(P. +P__)F
X,t 1+SP 2 ( X,t x,t+5) X
= 1 é th+Px—5t SLX Fx
1+SP 2 L.

Bestand in der Altersklasse 0 — 5

bzw. nach einigen Umformungen

1 L, & L
P = .370, F +3 x5 F .P
0,t+5 1+SP 210 Z( X L x+5] X,t

x=10 5%
mit
Py« : weibliche Personen in der Altersklasse x in t
Fx : altersspezifische Fruchtbarkeitsrate
SP : Sexualproportion
l, : Uberlebende im Alter x (lo =100000).
3 Leslie-Modell

Ubersichtlicher ldsst sich das eben beschriebene Verfahren in Matrizenschreibweise
darstellen. Die Anzahl der Frauen in den einzelnen Altersklassen zum Zeitpunkt t wird in
einem Vektor n; zusammengefasst. Man erhélt die Bevolkerung ni; aus der Bevolkerung ny,
indem n; mit der Projektionsmatrix L multipliziert wird, d.h.

n,, =L-n, fir t=0,12,..

bzw.
n, =Ln, fir t=0,1,2,...
wobei
PO,t
Pl,t
n =|
t Px,t
Pn,t
und
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b, b, b, .. b,
s, 0 0 0
0 s, O 0
L=
0 0 s, 0
0 0 s,., O
mit
= ! ﬁ FX+5L—"+5-FX+5 fir x =0,5,10,...und 1 =1,2,...
1+SP 2-1, sL,
und
sLas o :
s, ==—= fiir x=0,5,10,... und 1 =12,...
5+x
ist.

Das Ausgangsbeispiel ldsst sich in Matrizenschreibweise folgendermallen darstellen, wobei
zu beachten ist, dass hier nur die Altersklassen bis 45 Jahre fortgeschrieben werden:

1618,1 0 0 0,0091 0,0562 0,1430 0,2078 0,1671 0,0673 0,0120)( 1682,9
1681,8 0,9993 0 0 0 0 0 0 0 0 1831,2
1830,5 0 0,9996 0 0 0 0 0 0 0 1944,9
1943,6 0 0 0,9993 0 0 0 0 0 0 2224,1
2221,8 |= 0 0 0 0,9990 0 0 0 0 0 2395,4
2392,6 0 0 0 0 0,9988 0 0 0 0 2460,0
2456,4 0 0 0 0 0 0,9985 0 0 0 2320,4
2315,4 0 0 0 0 0 0 0,9964 0 0 2856,6
2846,3 0 0 0 0 0 0 0 0,9935 0 3469,6

Dieses Modell nennt man in der Literatur klassisches Leslie-Modell. Die Projektionsmatrix L
wird auch als Leslie-Matrix bezeichnet. Die Leslie-Matrix enthdlt in der ersten Zeile
,Fruchtbarkeitsraten" und in der Subdiagonalen die altersspezifischen Uberlebensraten.
Ansonsten enthélt sie nur Nullen.

Fiir praktische Anwendung muss die dargestellte Form des Leslie-Modells erweitert werden.
Der ménnliche Teil der Bevolkerung sowie Wanderungsbewegungen sollten beriicksichtigt
werden.

In der um den ménnlichen Bevolkerungsteil erweiterten Form enthilt der Bestandsvektor n; in
der oberen Hilfte die weibliche und in der unteren Hélfte die ménnliche Bevolkerung. Die
Altersklassen sind in aufsteigender Folge geordnet. Im linken oberen Viertel der
Projektionsmatrix steht die Leslie-Matrix des Fortschreibungsmodells der weiblichen
Bevolkerung. Im linken unteren Viertel werden die Neuzuginge der ménnlichen Bevolkerung
berechnet. Das rechte untere Viertel dient der altersspezifischen Fortschreibung der
miénnlichen Bevélkerung mittels altersspezifischer Uberlebensraten der Minner. Die obere
rechte Hélfte der Projektionsmatrix enthélt Nullen. Der folgende Fortschreibungsprozess einer
Bevdlkerung mit jeweils drei Altersklassen soll das erweiterte Leslie-Modell verdeutlichen:
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Pl,t+1 bl bz b3 0 0 0 Pl,t
P, s, 0 0 0 0 0P,
P 0 s, 0 0 0 OfP,
Pli| |b) by by 0 0 0P
P, 0 0 0 s, 0 0P,
P, 0 0 0 0 s, O)\Pi,

Die Symbole der weiblichen Bevolkerung Pi;, si und b; wurden bereits definiert. In
entsprechender Weise sind die Symbole der ménnlichen Bevélkerung P, s; und b; zu

1

interpretieren, wobei

5 x

b= SP sk [F e st fiir x = 0,5,10,... und i = 1,2,...
ist.

Die zweite unerldssliche Erweiterung des klassischen Leslie-Modells betrifft die
Wanderungskomponente. ~ Gerade in  kleineren  regionalen  Einheiten  haben
Wanderungsbewegungen oft einen groflen Einfluss auf den Bevdlkerungsbestand. Man
unterscheidet Binnen- und Auflenwanderungen. Bei Prognosen der Bevolkerung eines Staates
spielen nur Ein- und Auswanderungen eine Rolle.

Die Beriicksichtigung der AuBenwanderungen ldsst sich formal wie folgt darstellen: Der
Vektor o enthalte die Einwanderungsiiberschiisse (Nettoimmigrationen) in den einzelnen
Altersklassen. Der Einwanderungsiiberschuss kann positiv, negativ oder Null sein. Ist er
beispielsweise positiv, so ist die Zahl der Einwanderer grofer als die der Auswanderer.
Gerade die Bundesrepublik ist ein Beispiel flir ein Land mit einem meist positiven
Einwanderungsiiberschuss. Ein negativer Einwanderungsiiberschuss wird auch als
Einwanderungsdefizit bezeichnet. Unter Beriicksichtigung des Nettoimmigrationsvektors o
lasst sich das klassische Projektionsmodell erweitern zu

n,=L-n+o
bzw.
n=Ln+L" 0+L7 0+.+L -0+

=L n,+(I1-L)'(I-L")- o,

wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Matrix (I — L) ist regulér, falls der grofite Eigenwert A, # 1
ist.

Ein Kritikpunkt des bisher beschriebenen Verfahrens ist sicherlich die Annahme konstanter
Fertilitdts-, Mortalitits- und Migrationsraten. Die Anwendung des klassischen Leslie-Modells
wird um so problematischer, je ldnger der Prognosehorizont ist. Das formale
Projektionsmodell ldsst sich natiirlich ohne Schwierigkeiten auf zeitabhéngige Einflussgrof3en
erweitern, d.h.

n,=L n+owo,.
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Die Elemente der Projektionsmatrix L; und des Nettoimmigrationsvektors o, sind nun von der
Zeit abhdngig. Das Problem dieses zeitabhingigen Leslie-Modells ist nicht die formale
Darstellung, sondern die Bestimmung zukiinftiger Fertilitits-, Mortalitits- und
Migrationsraten.

Da die Prognose dieser Komponenten schwierig ist, sind Ergebnisse von
Bevolkerungsprognosen immer mit einem gewissen Grade von Unsicherheit behaftet. Die
Beriicksichtigung und die Quantifizierung der Unsicherheit bei Bevolkerungsprognosen wird
Gegenstand des ndchsten Abschnittes sein.

Fiir praktische Anwendungen wird das Leslie-Modell i.a. noch weiter verfeinert. Neben einer
Aufspaltung nach Alter und Geschlecht werden Unterschiede bei Fertilitdt, Mortalitdt und
Migration beziiglich regionaler Struktur, Rasse oder Staatsangehorigkeit berticksichtigt (vgl.
z.B. U.S. Bureau of the Census (2009)). Inwieweit der Detaillierungsgrad des
Projektionsmodells erhdht wird, hingt von den Erfordernissen des Anwenders, aber auch von
der Datenverfiigbarkeit ab. FEines sollte man jedoch bei der Erhoéhung des
Detaillierungsgrades immer bedenken: Die Prognosegiite wird davon kaum beriihrt. Bei einer
Vorausschitzung der Wohnbevolkerung der Bundesrepublik Deutschland fallen Unterschiede
bei den Fertilitits- und Mortalititsraten zwischen deutschen und ausldndischen
Staatsangehorigen fiir die Prognosegiite weit weniger ins Gewicht als die falsche
Einschitzung des undifferenzierten Fertilitits- und Mortalitétsniveaus. Daher lohnt sich eine
Verfeinerung der Komponentenmethode nur dann, wenn detaillierte Projektionsergebnisse
bendtigt werden, die das einfachere Modell nicht liefern kann.

Die Komponentenmethode wird fiir Weltbevolkerungsprognosen, fiir Landerprognosen und
fiir lokale und regionale Bevolkerungsprognosen angewandt. Multiregionale Modelle der
Komponentenmethode, bei denen man regionale Binnenwanderungen beriicksichtigt, werden
ausfiithrlich bei Rogers (1975) beschrieben. Einen Uberblick iiber Weltbevolkerungs-
prognosen findet man bei Frejka (1983).

7.1.4 Asymptotische Stabilitat

Berechnet man eine von Wanderungen ausgeschlossene Bevolkerung mit der
Komponentenmethode einen langen Zeitraum voraus, so stellt man im Falle konstanter
(zeitunabhdngiger) Mortalitdts- und Fertilitdtsraten fest, dass sich ab einem bestimmten
Zeitpunkt die Altersstrukturen kaum mehr verdndern. Im folgenden wird die weibliche
Bevolkerung der Bundesrepublik von 1980 bis zur Altersklasse 45 mit dem Leslie-Modell bis
2280 fortgeschrieben. Es werden 15-Jahresaltersklassen gebildet. Die Fertilitits- und
Mortalitdtsraten des Jahres 1980 bleiben konstant. Die Projektion erfolgt mit der einer
sogenannten konsolidierten Matrix G (vgl. Pflaumer, 1988, S. 45 ff.) , d.h.

n,=G'-n, fir t=12,..
mit
5456,8
n, =| 6889,2
6373,7
und
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0,2021 0,4762 0,0524
G =|0,9945 0 0
0 0,9891 0

Die Projektionsergebnisse entnimmt man der Tab. 7.4

Tab. 7.4: Projektion der weiblichen Bevolkerung in der Bundesrepublik Deutschland (1000)

Altersklasse 1980 ) 1995 ) 2010 .
absolut relativ absolut relativ absolut relativ
0-15 5456,8 0,292 4718 0,278 3895 0,279
15-30 6889,2 0,368 5427 0,320 4692 0,336
30-45 6373,7 0,340 6814 0,401 5368 0,385
18719,7 1,000 16959 1,000 13955 1,000
2025 2040 2055
Altersklasse absolut relativ absolut relativ absolut relativ
0-15 3303 0,279 2755 0,279 2322 0,279
15-30 3873 0,328 3285 0,333 2740 0,330
30-45 4641 0,393 3831 0,388 3249 0,391
11817 1,000 9871 1,000 8311 1,000
2070 2085 2280
Altersklasse absolut relativ absolut relativ absolut relativ
0-15 1944 0,279 1635 0,279 168 0,279
15-30 2309 0,332 1934 0,33 199 0,331
30-45 2710 0,389 2284 0,39 234 0,39
6964 1,000 5853 1,000 601 1,000

Man erkennt, dass die Bevolkerung wegen der niedrigen Fertilitit laufend abnimmt, wiahrend
die Altersstruktur immer gleichméaBiger bzw. stabiler wird. In der Altersklasse 0 — 15 sind
nach einer gewissen Zeit 28%, in der Altersklasse 15 — 30 33% und in der Altersklasse 30 —
45 39% der Frauen. Man konnte die Bevolkerung des Jahres 2085 aus der des Jahres 2070
berechnen, indem man diese mit einem Faktor A multiplizieren wiirde. Ein Schatzwert fiir
dieses A wire das Verhiltnis Gesamtbevolkerung 2070 zu Gesamtbevolkerung 2055, d.h.

2~ 6964
8311

=0,838.

Der Faktor A bestimmt fiir groe t das Wachstum der Bevolkerung bei weiterer
Fortschreibung, d.h.

n, =i-n.
Da aber
n, =G-n,
ist, folgt
G-n, =A-n,
bzw.
(G=A-I)'n, =0,

wobei I die Einheitsmatrix der entsprechenden Ordnung ist.
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Da die Elemente von n; nicht Null sind, muss die Matrix (G — A -1) singuldr sein, d.h. ihre
Determinante ist Null. Die Losung der Gleichung

|G-2-1|=0

liefert die sogenannten Eigenwerte der Matrix G. Man wird nun zeigen, dass die Projektions-
matrix G nur einen reellen Eigenwert hat.

Ausgangspunkt sei ein 3x3-Leslie-Matrix

bl b2 b3
G=|s, 0
0 s,
Die charakteristische Gleichung ist
b, b, b, A 0 0
s, 0 0|-]0 A O}|=0
0 s, O 0 0 A

Daraus folgt
X =b, A —s, b, A=s,-s,-b; =0

oder
b, A" +s, b, A7 +s, -5, by A7 =1
bzw.
f(L) =1.
)

1 \

M A
Abb. 7.1: Verlauf von f(X)

Den Verlauf von f(A) fiir positive A entnimmt man der Abb. 7.1.

Da f(\) mit steigendem A fillt, schneidet f(A) die Parallele zur Abszisse nur einmal, d.h., die
charakteristische Gleichung hat nur einen positiven reellen Eigenwert A;, den Wachstums-
faktor der Bevolkerung. Ist der Eigenwert A; > 1, so wéchst die Bevolkerung, ist A; = 1, so
stagniert sie, ist A; <1, so schrumpft sie langfristig.

Fiir das vorliegende Beispiel erhélt man als charakteristische Gleichung

72



Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

A —0,2021-A* —0,4736-1—0,0515=0
mit
A, =0,8394.

Langfristig vermindert sich die Bevolkerung also bei jedem Projektionsschritt, der 15 Jahre
umfasst, um den Faktor A; = 0,8394.

Um die langfristigen Auswirkungen einer Fortschreibung mit konstanten Fertilitits- und
Mortalitdtsraten besser verstechen zu konnen, wird die Projektionsmatrix G wie folgt
diagonalisiert

G =XAX"

X ist die sogenannte Modalmatrix, welche die Eigenvektoren der Matrix G enthilt, und A ist
die sogenannte Spektralmatrix, die auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte von G enthilt.
Wie man leicht nachpriifen kann, sehen die Matrizen fiir das vorliegende Beispiel
folgendermallen aus:

1 1 1
X =[11848 -8,4208 —19151
1,3961 70,5253  3,6476

0,541595 0,347116 0,033767
X" =[-0,036310 0,011686 0,016089
0,494713  0,358800 0,049860

0,8394 0 0
A= 0 -0,1181 0
0 0 -0,5193

Die Diagonalisierung gestattet eine einfache Berechnung der Potenzen von G, sobald X und
X! einmal ermittelt worden sind. Es gilt nimlich

G'=XAX".

Das Projektionsmodell

n, =G'n,
kann jetzt in der Form

n, =XA'X"n,

bzw.

n, =XA'y
dargestellt werden, wobei

y=X"-n,

ist.

Bezeichnet man mit x; die i-te Spalte von X und mit y; das j-te Element des Spaltenvektors vy,
dann gilt fiir das Projektionsmodell
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A0 0 Y,
nt:(Xl X, X3)' 0 7"t2 0 1Y,
0 0 A/ \y,

bzw.

t t
A A
n, _}\‘tl£YI "X +(7¥_2J Y2 'X2+(k_3 RE 'X3J-
1 1

Die Entwicklung der altersgegliederten Bevolkerung lautet also fiir das vorliegende Beispiel

1

01181
n, =0,8394" | 5561,95-| 1,1848 | +| —— (—15,08) —8,4208
0,8394
1,3961 70,5253
05193 :
_0» (—=90,09)| —1,9151
0,8394
3,6476

Waihrend fiir die Projektion der Gesamtbevolkerung

t t
P, = 0,8394'| 19916,79 +| — 01181 (-951,62)+| - 05193 (—246,17)
0,8394 0,8394

2

b

gilt.

Aufgrund des Theorems von Perron-Frobenius (vgl. Perron (1907) und Frobenius (1912)) hat

G einen positiven Eigenwert A;, der dem Absolutbetrag nach groBer ist als alle anderen
Eigenwerte, so dass langfristig

n, Ay, X,
bzw.
1
n, ~0,8394"'-5561,95-| 1,1848
1,3961
gilt.

Das Produkt A -y, -x, spiegelt die stabile Bevolkerungsentwicklung wider. Aufgrund von
Altersstruktureffekten wird die projektierte Bevolkerung n; zuerst um die stabile Bevolkerung
A, -y, -x, schwingen. Die Schwingungen, die durch die zweiten und dritten Glieder obiger
Gleichung erzeugt werden, vermindern sich mit fortschreitendem Projektionszeitraum, so dass
sich langfristig die projektierte Bevolkerung n; der stabilen Bevélkerung A -y, - x, néhert.
Der Eigenvektor

1 0,279
x, =| 1,848 | bzw. x; =| 0,331
1,3961 0,390
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der Matrix G bestimmt die Altersstruktur der stabilen Bevolkerung. Langfristig wird sich die
Altersstruktur der projektierten Bevolkerung dieser Altersstruktur ndhern (vgl. Tab. 7.5).

Tab. 7.5: Entwicklung der projektierten und der stabilen Gesamtbevolkerung

Projektierte Bevolkerung  Stabile Bevolkerung Abweichung von der
Jahr t (1000) (1000) stabilen Bevolkerung
n, =G n, n =k 'y X (1000)
1980 0 18719,7 19916,8 -1197,1
1995 1 16959 16718 241
2010 2 13955 14033 —78
2025 3 11817 11779 38
2040 4 9817 9888 -71
2055 5 8311 8299 12
2070 6 6964 6967 -3
2085 7 5853 5848 5
2280 20 601 601 0

Aus Tab. 7.5 erkennt man, dass sich die projektierte Bevolkerung der stabilen Bevolkerung
mit abnehmenden Schwingungen nihert. Das stabile Aquivalent ist im Basisjahr 19916,8,
wihrend der stabile Wachstumsfaktor A; = 0,8394 betrdgt. Ein Wachstumsfaktor von 0,8394
in 15 Jahren entspricht einer jéhrlichen Wachstumsrate von

1170/( 1n0,8394j
—1, of=—">">1.

Diese Wachstumsrate gibt an, wie sich die Bevolkerung bei gegebenen Fertilitdts- und
Mortalitdtsverhéltnissen nach langer Zeit schlielich verdndern wird. Die fiir die Fertilitéit
giinstigere Altersstruktur im Basisjahr 1980 ist der Grund dafiir, dass die Differenz zwischen
tatsichlicher Bevélkerung und stabilem Aquivalent 1980 negativ ist. Die stabile Bevdlkerung
hat ja schon von 1980 an die fiir die Fertilitit ungiinstigere Altersstruktur, welche die
projektierte Bevolkerung erst nach mehreren Projektionsschritten erreichen wird.

Das asymptotische Verhalten der Bevolkerung ist unabhidngig von der Ausgangsbevolkerung
und wird nur durch die Leslie-Matrix, d.h. durch die Fertilitits- und Mortalititsraten,
bestimmt. Die Anwendung der Komponentenmethode fiihrt also immer dazu, dass nach einem
Zeitraum von etwa 100 Jahren die Altersstruktur sich nicht mehr verdndert. Die Altersstruktur
der projektierten Bevolkerung néhert sich asymptotisch einer stabilen Altersstruktur. Dies ist
der Inhalt des Theorems von der starken Ergodizitat in der Demografie. Der erste Beweis
des Theorems stammt von Sharpe und Lotka (1911). Erwdhnenswert sind aber auch die
Arbeiten von Bonz und Hilburg (1931) sowie von Mises (1933), die unabhingig von Sharpe
und Lotka einen sehr anschaulichen Beweis fiir die starke Ergodizitit erbrachten. Diese
Beweistechnik wurde etwa 50 Jahre spéter noch einmal von Arthur (1982) angewandt.

Das Leslie-Modell fiihrt aber nicht immer zu einer stabilen Altersverteilung, wie die
folgenden kleinen Beispiele zeigen. Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir
die starke FErgodizitit ist die FEigenschaft, dass zwei in der Projektionsmatrix
aufeinanderfolgende Fruchtbarkeitsraten b; ungleich Null sind (vgl. etwa Pollard (1973)).
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Es sei ein Bestandsvektor ny gegeben, der mit verschiedenen Leslie-Matrizen multipliziert
wird

100

n, =100

100
0 2 0
Falll: G, =|05 0 O
0 05 0
0 0 3
Fall2: G,=[0,5 0 O
0 05 0
0 2 0
Fall3: G,=|1 0 O
0 05 0

S
=)
N

Fall4: G,=|24 0 0
0

Der Leser kann sich leicht davon {iberzeugen, dass eine Projektion mit dem Leslie-Modell im
Fall 1 zu konstanten Zyklen, im Fall 2 zu abnehmenden Zyklen und im Fall 3 zu wachsenden
Zyklen fiihrt. Nur im Fall 4 erhdlt man eine stabile Altersstruktur bei sinkenden
Bevolkerungsbestéinden.

Da fiir menschliche Populationen bei realistischer Einteilung der Altersklassen die
hinreichende Bedingung fiir Stabilitdt erfiillt ist, stellt sich bei Bevdlkerungsprojektionen nach
einer gewissen Zeit immer eine stabile Bevolkerung ein, vorausgesetzt, die Fertilitdts- und
Mortalitétsraten sind konstant.

Neben dem Theorem der starken existiert auch das Theorem der schwachen Ergodizitéat,
welches im wesentlichen folgendes besagt: Werden zwei Bevolkerungen mit verschiedenen
Altersstrukturen bei der Projektion denselben altersspezifischen Mortalitits- und
Fertilititsraten unterworfen, die von der Zeit abhingig sind, dann ndhern sich die
Altersverteilungen dieser Bevolkerungen asymptotisch einander an. Dieses Theorem wurde
erstmals von A.J. Coale formuliert und von A. Lopez (1961) bewiesen. Es ist daher auch in
der Literatur unter der Bezeichnung Coale-Lopez-Theorem bekannt. Einen einfachen Beweis
der schwachen Ergodizitit in der Demografie findet man bei Arthur (1982).
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7.1.5 Leslie-Modell mit konstanter Nettoimmigration

Das Projektionsmodell ldsst sich formal wie folgt darstellen, wobei man sich auf den
weiblichen Teil der Bevolkerung beschrinkt:

ny=Lngp+tw
np=Lny+w=L>ng+Lw+Iw

ng=Ltng+ Lt-lw+ .+ Lw + Iw
bzw.
n¢=Ltng + (I-L)" 1 (I-LYw .

Der Vektor n; reprasentiert die Anzahl der Frauen in den einzelnen Altersklassen zum

Zeitpunkt t. L ist die Projektions- bzw. Leslie-Matrix, welche in der ersten Zeile
Fruchtbarkeitsraten und in der Subdiagonalen Uberlebensraten enthélt. w ist der Vektor der
konstanten Nettoimmigration. I ist die Einheitsmatrix.

Zur Untersuchung der theoretischen Eigenschaften des Projektionsprozesses wird sich auf
eine Leslie-Matrix L beschrinkt, welche nur die fruchtbaren Altersklassen umfasst. Bei 15-
Jahresklassen hat L folgendes Aussehen:

b b, b
L=s, 0 O
0 s, 0

b; : Fruchtbarkeitsraten  (b; > 0)
si : Uberlebensraten (0<s;<1)

Mit dieser Matrix kann die Bevolkerung in 15-Jahresschritten projektiert werden.

Es ist leicht zu zeigen, dass

oS O
©»

Sy
b b

N sibs S,bs

F-

det(I-L) =1-by-s;-by-sy-s2:-b3
=1-R,
mit R;=bj+sy-byp+s;-sp-b3.

R, ist die Nettoreproduktionsrate, welche die durchschnittliche Anzahl der Tochter angibt, die
eine Frau im Laufe ihres Lebens unter Beriicksichtigung der Sterblichkeit gebiert.

Die Eigenwerte A; von L erhdlt man durch Losen des folgenden charakteristischen Polynoms:
A -byA2-s1-byi-s]-sy-b3 =0.
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Da es sich bei L um eine irreduzible, primitive Matrix handelt, existiert ein positiver
Eigenwert, der dem Betrage nach groBer ist als alle anderen Eigenwerte (vgl. Huppert, 1990).
Der positive Eigenwert A ist langfristig der Wachstumsfaktor der Bevdlkerung pro

Projektionsschritt. Der zu A gehorende Eigenvektor &) enthélt nur positive Elemente und
reflektiert die Altersstruktur der stabilen Bevolkerung. Es ist

1
8= s 4"
S,-S, A7

Der Eigenwert A ldsst sich nicht allgemein angeben. Aber zwischen Eigenwert A1 und
Nettoreproduktionsrate R, besteht folgender Zusammenhang (vgl. etwa Keyfitz, 1977):

AM>1eo R >1
M=1eR =1
M<1leR <1

Die stabile Wachstumsrate berechnet sich zu

(T = Projektionsschritt bzw. Lénge einer Altersklasse).

Approximativ kann die stabile Wachstumsrate durch die Beziehung

InR,
m

~
~

bestimmt werden, wobei m der mittlere Generationenabstand ist (vgl. Keyfitz, 1977).

Zur Berechnung der Potenzen von L ist es zweckmiBig, die Leslie-Matrix zu diagonalisieren,
d.h.

L=QDQl,

wobei D auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte und Q die entsprechenden Eigenvektoren
von L enthilt.

Nun lassen sich die Potenzen leicht berechnen. Es gilt namlich:

Lt=QDt Q-l ,
falls Q'1 existiert.

Ein Beispiel soll die Zusammenhénge verdeutlichen:

Folgende Projektionsmatrix, welche die Verhiltnisse in Deutschland widerspiegelt, sei
gegeben:
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0,2 045 0,1
L=10995 0 0
0 09 0

Die Nettoreproduktionsrate betrdgt R, = 0,7463. Der Bestandsvektor der weiblichen Bevolke-
rung in Altersklassen von 15 Jahren sei:

5456,8
n,=| 6889,2
6373,7

Man erhélt die Eigenwerte von L durch Losen des folgenden charakteristischen Polynoms:

A3-0,222-0,4475 1 - 0,098505=0 .

Die Eigenwerte stehen in der Matrix D:

0,857 0 0
D= 0 -0,328-0,084i 0
0 0 —-0,328+0,084i

Die Matrix Q sieht wie folgt aus:

1 1 1
Q= 1161 -2,847+0,7291 —2,847-0,729i
1,341  7,535-4.13i 7,535+ 4,13i

Das Projektionsmodell ohne Beriicksichtigung von Wanderungen lautet fiir das Beispiel mit
Hilfe der trigonometrischen Form der komplexen Zahlen:

ng=Ltnpg=Q D! Qng

1 —132,9¢0s2,89t — 29,3sin2,89t
=0,857t-5589,67| 1,161 | + 0,339t | 399,6c0s2,89t —13,5sin2,89t
1,341 328,11sin2,89t —1122c0s2,89t

Die Gesamtbevolkerung Py entwickelt sich nach

P;=0,857t - 19575 + (285,3 sin 2,89t - 855,3 cos 2,89¢t) - 0,339t .

Die Bevolkerung folgt einem geometrischen Trend mit abnehmenden Schwingungen.

Langfristig ldsst sich die Bevolkerungsentwicklung durch ein geometrisches Trendmodell
abbilden, d.h.
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Py = 19575 - 0,857t

bzw.
P;=Pgy Al
wobei Py das stabile Aquivalent ist.
Der Eigenvektor von A
1
51 = L161
1,341

der Matrix L bestimmt die Altersstruktur der stabilen Bevolkerung.

Die Bevolkerung geht alle 15 Jahre um den Faktor 0,857 zuriick. Die stabile Wachstumsrate
ist demnach
. In0,857

=-0,010.

Uber die Nettoreproduktionsrate erhilt man als stabile Wachstumsrate

In0,7463
r~ ———

=-0,011.
27,5

Unter Einbeziehung des Zuwanderungsvektors

750
w = 11200
495
lautet das Projektionsmodell

ng=QD!Qlng+(1-QDQ 1 (1-QDtQhw

1 —132,9c0s2,89t — 29,3sin2,89t
=0,857t- 5589,67| 1,161 | + 0,339t | 399, 6c0s2,80t —13,55in2,89t
1,341 328,1 1sin2,89t —1122c0s2,89t
574711 5808,72 61,62c0s2,89t — 3,65sin2,89t
+16918,37 | - 0,857t | 6745,66 | + 0,339t | 54,35sin2,89t —172,7c0s2,89t
7344,20 7794 49,78c0s2,89t — 280,1 6sin2,89t

bzw.
Pi= -773,3 - 0,857t + (55,86 sin 2,89t - 516,60 cos 2,89 t) - 0,339t +20009,7 .

Langfristig schrumpft die alte Bevolkerung und es baut sich eine neue Bevolkerung auf:
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574711
limn, = | 6918,37
7344,20

Ist 81 der Eigenvektor von A1, so erhélt man

1 1
limn, =1 -L)18= o1 =
p = (=L 01 =y o 017 g

= 6,993 51 .

31

Hat die Altersstruktur der Zuwanderer also die Altersstruktur der stabil schrumpfenden
Bevolkerung ohne Wanderungen, so gleichen sich die Altersstrukturen der stationdren und der
stabil schrumpfenden Bevolkerung. Die stationdre Bevolkerung ist etwa siebenmal so grof3
wie die Summe der Einwanderungen in 15 Jahren.

In der Regel ist die Altersstruktur der Zuwanderer jung, so dass die Altersstruktur der
stationdren Bevolkerung im allgemeinen jlinger ist als die Altersstruktur der stabilen
Bevdlkerung, die sich einstellt, falls keine Wanderungen erfolgen.

Die stationdre Bevolkerungszahl kann approximativ durch

Xis

= ——=— (15-Jahres-Schritte)
1-0,857

P

bzw.
= al 7= ! =K (1-Jahres-Schritt)
1-0,857"% 1-0,99 . 1-q -

P

berechnet werden, wobei x5 die Zuwanderung wihrend 15 Jahren und x| die Zuwanderung
wihrend eines Jahres darstellt.

Die Approximation ist aber nur dann gut, wenn die Altersstruktur der Einwanderer nicht zu
sehr von der Altersstruktur der stabil schrumpfenden Bevolkerung ohne Wanderungen
abweicht. In der Praxis ist diese Annahme nicht erfiillt.

Es gilt ndmlich, falls A1<1:
limn, =(I- Lylw=@0+L+L2+L3+.)w

t—w
mit
1 by+s,b, b,

1-R, 1-R, 1-R,

(I-L)'l _ S, l—bl S ‘b3
1-R, 1-R, 1-R,
$.°S, Sz(l_bl) l_bl_sl'bz
1-R, 1-R, 1-R,

Die Altersstruktur der stationiren Bevolkerung ist, wie die folgende Ubersicht zeigt, ein

gewogenes arithmetisches Mittel der Spalten von (I - L)-l, wobei die Gewichte die
Zuwanderungen in den einzelnen Altersklassen sind. Je élter die Altersstruktur der
Zuwanderer ist, um so élter ist die Altersstruktur der stationidren Bevdlkerung und um so
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kleiner ist die Hohe der stationdren Bevolkerung, da der reproduktive Wert von dlteren
Zuwanderern geringer ist als der von jlingeren.

Ubersicht:  Aufbau einer stationiren Bevolkerung

Die Zuwanderungsvektoren

1 0 0
a) 0], b) 1], c) 0
0 0 1
ergeben folgende stationédre Bevolkerungen:
1+R, +R; + R +... 3,941
a) | s;(I1+R,+R;+R; +... | =|3921
s;s,(1+R, +R; +R; +... 3,882
0,336
stationdrer Bevolkerungsbestand: 11,744; relative Altersstruktur: | 0,334
0,330
(b, +s,b))1+R, +R; + R +... 2,164
b) | (1-b)1+R,+R;+R;+.. |=]|3]153
s,(1-b)(1+R, +R; +R; +... 3,121
0,256
stationdrer Bevolkerungsbestand: 8,438;  relative Altersstruktur: | 0,374
0,370
b,(1+R, +R; + R +... - 0,394 -
o) s:-b0+R +RJ+R+.. = 0392
(1-b, —sb)1+R,+R; +R +... 0 1,388 :
0,181
stationdrer Bevolkerungsbestand: 2,174;  relative Altersstruktur: | 0,180
0,638

Stationdre Bevolkerung des Ausgangsbeispiels:

3,941 2,164 0,394 5747,11
750( 3,921 | + 1200 3,153 | +495| 0,392 | = | 6918,37
3,882 3,121 1,388 7344,20
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0,287
stationdrer Bevolkerungsbestand: 20.009,68; relative Altersstruktur: | 0,346
0,367

Ist A; ein Eigenwert von L, so ist 1-A; ein Eigenwert von I-L bzw. }{_, ein Eigenwert von
(I- L)‘l. Daher gilt fiir den Eigenvektor d;

1
I-Ly18=—-—35;.
(L) 6; = 1—— 9

Der Aufbau der im Ausland geborenen Zuwanderer ist durch

m|;=Mmgy+w
my=Mmj+w=Mmy+Mw-+w

m¢ = Mt mq + (I-M)-1 (I-Mtyw
gegeben, wobei

0 0 O
M=|s, 0 0
0 s, O
die Matrix der Uberlebensraten und
my=w

1st.

Fiir das vorliegende Beispiel ergibt sich folgender stationdrer Altersaufbau der Auslédnder

10 0Yw 1 0 0Y750)( 750
limm=(1-M)"w= s, 1 0w, =| 0995 0 0]1200 H 1946,25 |
s-s, S, 1)w,) (098505 0,99 1) 495 ) (2421,78

Zwischen absolutem und relativem Altersaufbau der Zuwanderer besteht folgender
Zusammenhang:
w=k w*
mit
al
w¥ =" a, " 0ij20, 2o0j=1.

ay=(l-a,-a,) -

k gibt die Anzahl der Zuwanderer pro Periode an.

Im Ausland geborene Zuwanderer
Gesamtbevolker ung

Der Auslinderanteil = der stationdren Bevolkerung berechnet sich zu

n=[e' (- M) kw*][e (-L)! kw*]-1
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=[e' - M)l w*][e' (1-L)! w*]-l =0,256
mit ¢ =(1,1,...,1)

und ist von der Hohe der Zuwanderer pro Periode unabhingig (vgl. Mitra, 1987; Feichtinger/
Steinmann, 1992).

Besonders einfach berechnet sich der Ausldnderanteil, wenn alle Zugénge in der ersten Alters-
gruppe erfolgen, d.h. a.j=1 ist:
= 11+S1+51'Sz “1-R, ,
m(l"'sl +Sl 'Sz)

wobei R <I.

Das asymptotische Verhalten der Bevolkerung ist unabhingig von der Ausgangsbevolkerung
und wird nur durch die Leslie-Matrix, d.h. durch die Fertilitits- und Mortalititsraten
bestimmt. Die Altersstruktur der projektierten Bevolkerung nidhert sich asymptotisch einer
stabilen Altersstruktur. Dies ist der Inhalt des Theorems von der starken Ergodizitit in der
Demographie.

Das Projektionsmodell fiihrt aber nur zu einer stabilen Altersverteilung, wenn L eine

irreduzible, primitive Matrix ist. L ist eine nxn-Matrix und ist primitiv, wenn Lk>0 fiir alle k>
n>-2n+2 (vgl. Huppert, 1990, S. 372). L ist dann primitiv, wenn es zwei aufeinander folgende
fruchtbare Altersklassen gibt (vgl. etwa Pollard, 1973).

Bei der folgenden Leslie-Matrix handelt es sich um eine reduzible, aber nicht-primitive
Matrix

0 0 2
L=|1 0 0
0 4+ 0
Die Eigenwerte von L betragen:
Ap=1
hp=-t+5
A3 =-4+0

Der positive Eigenwert A ist dem Betrage nach nicht grofer als die beiden anderen
Eigenwerte.

Unter Beriicksichtigung des Bestandsvektors
50

ng=| 30
20

lasst sich das Projektionsmodell nach der Diagonalisierung mit Hilfe der trigonometrischen
Form der komplexen Zahlen schlieBlich wie folgt darstellen:

Py =5,7735 sin 2,09439t + 100 .
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Die Bevolkerung schwingt mit konstanten Schwingungen um 100.
Die Entwicklung der altersgegliederten Bevolkerung ist in nachstehender Tabelle ersichtlich.

t 0 1 2 3
0-15 50 40 30 50
15-30 30 50 40 30
30-45 20 15 25 20

100 105 95 100

Die Projektionsmatrix

o

[
S = o
P O O
o

mit den Eigenwerten
A1 =0,7937
Ay =-0,3969 - 0,68741
A3 =-0,3969 + 0,68741

fiihrt unter Beriicksichtigung obigen Bestandsvektors zu folgender Bevdlkerungstrajektorie:
P; = 100,779 - 0,7937t + (6,841 sin 2,0947t-0,7791 cos 2,0947t) - 0,7937t .

Es handelt sich um eine sinkende Bevolkerung mit abnehmenden Zyklen.

t 0 1 2 3
0-15 50 20 15 25
15-30 30 50 20 15
30-45 20 15 25 10

100 85 60 50

Die Altersstruktur ist ebenfalls einem Zyklus unterworfen.

Im letzten Fall wiirde ein konstanter jdhrlicher Einwanderungsstrom zu einer stationiren
Bevdlkerung flihren, da die Zyklen abnehmen.

Pflaumer® (1994) hat mit dem Leslie-Modell berechnet, wie viele Zuwanderer pro Jahr
Deutschland benétigt, um eine stationdre Bevolkerung von 40 Millionen Frauen zu erreichen.
Ausgangspunkt der Projektion war die nach Alter und Geschlecht aufgegliederte
Wohnbevolkerung in Deutschland im Jahr 1990. Es wurde u.a. angenommen, dass
Zuwanderer und inldndische Bevdlkerung die gleichen Mortalitdts- und Fertilitdtsraten haben.
Es wurde eine konstante Nettoreproduktionsrate von 0,7 unterstellt. Die Ergebnisse sind den

? Pflaumer, P: Stationdre Bevolkerungen: Anwendungsméglichkeiten finanzmathematischer und
demographischer Methoden zur Analyse des Einflusses von Wanderungen auf die langfristige
Bevolkerungsentwicklung, Allg. Stat. Archiv 78, 229-250.
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folgenden Abbildungen zu entnehmen. Es stellt sich heraus, dass etwa 253000 (weibliche)
Zuwanderer notwendig wéren, um das quantitative Ziel zu erreichen. Bezieht man die im
Ausland geborenen Zuwanderer auf den stationdren Bevolkerungsbestand, so ergibt sich ein
Ausldnderanteil von ca 34,3%.

In Industrielindern kann Stationaritit entweder durch eine Erhohung der Fertilitdt auf
Bestandserhaltungsniveau oder durch Zuwanderung erreicht werden. Die Konsequenzen sind
hochst unterschiedlich. Hier sollen nur die demografischen Konsequenzen betrachtet werden.
Im Falle der Erhohung der Fertilitit auf Bestandserhaltungsniveau stellt sich eine stationire
Sterbetafelbevolkerung (Altersstruktur) ein. Unter Zuhilfenahme der Theorie der stationdren
Bevolkerung errechnet man bei einer Lebenserwartung von 80 Jahren eine notwendige
Geburtenzahl von 500000 Maidchen. Die stationdre Bevolkerung, die sich bei einer
Nettoreproduktionsrate von kleiner als 1 mit konstanter Zuwanderung einstellt, weist trotz der
jungen Altersstruktur der Zuwanderer die typische Urnenform einer stabil schrumpfenden
Bevolkerung auf.

0.20 |

Altersstrukturen

0.15 |

0.10 |

0.05 |

0.00 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abb. 7.1 a: Altersstrukturen der Wohnbevolkerung 1990 (A), der stationdren Bevolkerung
(B), der stabil schrumpfenden Bevolkerung (D) und der Nettoimmigration (C)

40 |
Pges

\

25 Bevdlkerungs-
entwicklung

10 |

95 10 25 40 55 70 85 2100

Abb. 7.1 b: Bevdlkerungsentwicklungen
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7.2 Euler-Sulmilch-Projektionsmodell

Auch Johann Peter StiBmilch (1707-1767), der mit seinem Werk ,,Die gottliche Ordnung in
der Verdnderung des menschlichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode und der
Fortpflanzung derselben erwiesen bahnbrechend fiir die Entwicklung der Demografie
gewesen ist, hat versucht, die Menschheit von einem Paar abzuleiten. Der bekannte
Mathematiker Leonard Euler (1707-1783) hat fiir SiiBmilch eine Bevolkerungsprojektion, die
mit einem Paar beginnt, unter folgenden Annahmen durchgefiihrt: Im Alter von 22, 24 und 26
Jahren soll jedes Paar eine Tochter und einen Sohn gebdren. Das Alter beim Tode sei 40
Jahre. Alle Generationen sollen das gleiche Verhalten beziiglich Fertilitit und Mortalitét
aufweisen.

Aufgrund dieser Annahmen erhilt man die folgende Tabelle fiir die Bevolkerungsentwicklung
(vgl. Tab. 7.6).

Die Zahl der Geborenen und die Zahl der Gestorbenen nimmt stark schwankend zu, wiahrend
die Zahl der Lebenden miBig schwankend steigt. SiiBmilch interpretiert die Ergebnisse wie
folgt (vgl. StiBmilch (1765), S. 298): ,,Man siehet hieraus, dass allezeit nach 24 Jahren die
Anzahl der Lebenden ziemlich genau dreymal grdsser werde, woraus nach 1000 und mehr
Jahren eine erstaunliche Vermehrung erwachsen muss. Denn da die Menge aller Lebenden
nach 300 Jahren sich schon beynahe auf 4 Millionen belduft; so kénnen, wenn man die
Triplicirung nur auf 25 Jahre setzt, nach 400 Jahren schon 324 Millionen, und nach 450
Jahren so gar schon an 3000 Millionen Menschen gewesen seyn. Mehr, als jetzt wirklich auf
dem ganzen Erdboden leben. Da nun die Vermehrung vor der Sundfluth, wo nicht einen noch
grossern, doch gewil3 nicht einen viel geringeren Fortgang gehabt hat;... Die Zahlen der
Geburten gehdren zu einem Geschlecht von Progressionen, welche man series recurrentes
nennet und welche entstehen, wenn ein algebraischer Bruch durch Division aufgeldset wird.
So unordentlich diese Progressionen auch anfanglich scheinen, so werden sie doch endlich,
wenn sie stets fortgesetzt werden, in eine geometrische Progressionen verwandelt. Daher
denn die im Anfang wahrgenommen Unordnungen je langer je mehr abnehmen, bis sie
endlich fast ganz verschwinden.*

Tab. 7.6: Hypothetische Bevolkerungsentwicklung nach SiiBmilch/Euler

Jahre | Zahl der Zahl der Zahl der | Jahre | Zahl der Zahl der Zahl der
Geborenen Gestorbenen Lebenden Geborenen Gestorbenen Lebenden

0 0 0 2 70 8 24 66

2 2 0 4 72 20 26 84

4 2 0 6 74 32 26 116

6 2 0 8 76 38 26 154

8 0 0 8 78 32 26 186
10 0 0 8 80 20 26 206
12 0 0 8 82 8 26 214
14 0 0 8 84 2 26 216
16 0 0 8 86 0 28 214
18 0 0 8 88 0 34 208
20 0 2 6 90 2 46 198
22 0 2 6 92 10 60 194
24 2 2 8 94 30 72 212
26 4 2 12 96 60 78 266
28 6 2 18 98 90 80 354
30 4 2 22 100 102 80 456
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32 2 2 24 102 90 80 546
34 0 2 24 104 60 80 606
36 0 2 24 106 30 80 636
38 0 2 24 108 10 82 644
40 0 2 24 110 2 90 638
42 0 4 22 112 2 110 620
44 0 6 20 114 12 142 600
46 2 8 20 116 42 180 604
48 6 8 26 118 100 212 672
50 12 8 38 120 180 232 832
52 14 8 52 122 252 240 1076
54 12 8 64 124 282 242 1356
56 6 8 70 126 252 242 1608
58 2 8 72 128 180 242 1788
60 0 8 72 130 100 244 1886
62 0 8 72 132 42 254 1918
64 0 10 70 134 14 284 1902
66 0 14 66 136 16 344 1858
68 2 20 62

Die Berechnungen Eulers wurden mit einem Computer nachvollzogen. Im Jahr 218 ergab sich
dabei eine Abweichung. Statt der korrekten Zahl von 16700 Geborenen zdhlt die Tabelle
StiBmilchs nur 16690 Geborenen auf. Dieser Rechenfehler Eulers zieht in den nachfolgenden
Generationen weitere Abweichung nach. Beispielsweise im Jahr 300 wird die Zahl der
Lebenden mit 3993954 um 360 Personen zu niedrig angegeben. In den Jahren 172, 190 und
298 finden sich in den Zahlenangaben der ,,Zahl der Lebenden* (172, 190) und der ,,Zahl
aller” (298) offensichtlich Druckfehler. Die Formalisierung des Projektionsmodells ergibt fiir
die weibliche Bevdlkerung

n,=L-n_,, t=246,..
bzw.
n,=L-n,, t=246,...
mit
n, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
und
O 0000O0OO0OOO0OO0OTT1TTTO0OOOOOTODO
O 000O0OO0OO0OOTODTOT OOOOOSOOO OO
L=]0 0 0].
0 0 1 0

Den Bestandsvektor der Gesamtbevolkerung p, erhdlt man durch
p,=2-n,.
Die charakteristische Gleichung des Euler-SiiSmilch-Projektionsmodell lautet
AP =2 =A-1=0.

88




Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

Es existiert eine Wurzel A, =1,0961, deren absoluter Betrag grofer ist als der absolute Betrag

aller anderen (konjugiert komplexen) Wurzeln (vgl. Tab. 7.7). Der Unterschied zwischen der
grofiten reellen Wurzel und dem absoluten Betrag der beiden néchstgroften konjugiert
komplexen Wurzeln ist zwar numerisch klein, aber sehr wesentlich. Denn wire er Null, so
wiirden zwei aufeinanderfolgende Bevolkerungszahlen auch langfristig zyklisch sein (vgl.
auch Gumbel (1915), S. 630). Die Altersstruktur der projektierten Bevilkerung ndhert sich
also einer stabilen Altersstruktur. Unter den gemachten Annahmen wird sich der Verlauf der
Geburten, der Todesfille und der Gesamtbevilkerung mit abnehmenden Zyklen immer mehr
einer geometrischen Reihe mit der zweijdhrlichen Wachstumsrate von 9,61% néhern, da sich
die Bevolkerung dann bei jedem Projektionsschritt um den Faktor A, =1,0961 erhoht. Dieses

Wachstum entspricht gerade einer Verdreifachungsperiode von 24 Jahren, wie sie von
StiBmilch festgestellt wurde.

Tab. 7.7: Absoluter Betrag der Wurzeln von 1> —2* =1L —1=0

Wurzel i 1 2 3 4 5 6 7
Absoluter Betrag 1 1 0,994 0994 0936 0936 0,891
Wurzel i 8 9 10 11 12 13
Absoluter Betrag | 0,891 1,059 1,059 1,088 1,088 1,096

Der Ubergang zur stabil wachsenden Bevdlkerung vollzieht sich sehr langsam. Selbst nach
500 Jahren ist die Altersstruktur einer stabil wachsenden Bevolkerung noch nicht erreicht. Im
Jahr 1000 hat sich die Altersstruktur stark der stabilen angenéhert.

Anzumerken ist, dass Euler als erster Zeitreihen, wenn in diesem Fall auch nicht empirisch
gewonnen, durch mathematische Funktionen dargestellt hat (vgl. Gumbel (1915), S. 630).
Obwohl das Euler-SiiBmilch-Projektionsmodell keinen Realitdtsbezug hat, zeigt es doch in
eindrucksvoller Weise, dass konstante Fertilitits- und Mortalititsraten langfristig zu
geometrischem Wachstum und zu einer stabilen Altersstruktur fiihren.

Erfolgt die Projektion in Einjahresschritten, dann lautet die charakteristische Gleichung
A=A - -1=0.

Es gibt zwei Wurzeln A, =£1,04696, deren absoluter Betrag grofer ist als der absolute

Betrag aller anderen (konjugiert-komplexen) Wurzeln. Die hinreichende Bedingung, dass
zwel in der Leslie-Matrix aufeinanderfolgende Fruchtbarkeitsraten ungleich Null sind, ist
nicht erfiillt. Es ergibt sich in diesem Fall keine stabile Bevdlkerung. Bevolkerung und
Altersstruktur entwickeln sich langfristig mit konstanten Zyklen. Asymptotisch schwankt die
jéhrliche Wachstumsrate zwischen 0% und 9,61%.
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Abb. 7.2: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 100
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Abb. 7.4: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 300
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Abb. 7.5: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 500
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Abb. 7.6: Histogramm der Altersverteilung im Jahr 1000

7.3 Matrix-Darstellung des Zillmer-Modells

(Vgl. Peter Pflaumer: August Zillmer’s Contribution to the stable Model in Demography,
Proceedings of the Joint Statistical Meetings, Social Statistics Section, Toronto 2004, 2353-
2357 (www.demometrie.de)).

Bereits im Jahr 1760 hat der Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) die
Grundlagen der stabilen Bevolkerung mit exogener Wachstumsrate abgeleitet. Euler hat das
stabile Modell dazu verwendet, um Sterbetafeln bei nicht stationdren Bevolkerungen erstellen
zu konnen. Ludwig Moser (1805-1880), Professor fiir Physik in Konigsberg, bezog sich in
seinem Werk Gesetze der Lebensdauer (vgl. Moser, 1839) auf Eulers Untersuchungen. Dabei
kritisierte er die Annahme einer stabil wachsenden Bevdlkerung fiir die Erstellung einer Ster-
betafel und schlug vor, Sterbetafeln mit Hilfe von Uberlebens- bzw. Sterberaten zu konstruie-
ren. In Deutschland befasste sich Ladislaus von Bortkiewicz (1868-1931) formal mit
Bevolkerungstheorien und formulierte eine stetige Fassung des stabilen Modells (vgl.
Bortkiewicz, 1893, 1911). Erst im 20. Jahrhundert ist die Bedeutung des stabilen Modells fiir
die demografische Analyse durch die Forschungen des US-Amerikaners Alfred Lotka (1880-
1949) in der Bevolkerungswissenschaft richtig bekannt geworden. In seinen Arbeiten (1909,
1911, 1939) hat er die Grundlagen des stabilen Modells aufgegriffen und entscheidend
weiterentwickelt.

Fast unbekannt sind die Ideen August Zillmers zum stabilen Modell, die er in einem Aufsatz
(1863) veroffentlichte. Da er weder Euler noch Moser zitiert, ist davon auszugehen, dal3 er
seine Ableitungen unabhéngig entwickelte. August Zillmer (1831-1893) war ein bedeutender
deutscher Lebensversicherungsmathematiker. Er verfasste eines der ersten deutschen Lehrbii-
cher iiber Lebensversicherungsmathematik (1861). Bekannt ist Zillmer in der Versicherungs-
mathematik durch seine Methode zur Berechnung einer modifizierten Prdmienreserve, mit
der die Abschlusskosten einer Lebensversicherung zu tilgen sind. Man nennt dieses System
auch "Zillmerung".

Im Mittelpunkt Zillmers demografischer Analysen stehen die Beziehungen zwischen Le-
benserwartung, durchschnittliches Sterbealter, Geburten- und Sterberate. Anhand einer kon-
kreten Sterbetafel untersucht er den Fall, in welchem die Bevdlkerung aus einer stationéren in
eine wachsende libergeht. Er macht dabei zwei Hypothesen iiber die Vermehrung der Gebur-
ten: einmal wird geometrisches, ein anderes Mal arithmetisches Wachstum unterstellt. Er
verfolgt anhand der o.a. Kennzahlen die Entwicklung der Bevolkerung und stellt fest, dass
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sich bei geometrischem Wachstum der Geburten nach einer Reihe von Jahren, welches das
Alter der Sterblichkeitstafel um 1 Jahr {iibersteigt, ein stabiler Zustand, den er einen
besonderen stationdren Zustand nennt, einstellt. Das Verdienst Zillmers ist die dynamische
Betrachtung einer Bevolkerungsentwicklung anhand eines diskreten Modells unter
Verwendung einer konkreten Sterbetafel. Es werden nicht nur zwei stabile Bevolkerungen mit
unterschiedlichen Wachstumsraten miteinander verglichen, so wie es die — komparativ
statische Analyse macht, sondern es wird der Ubergang von dem einem in den anderen
Zustand zeitlich verfolgt, welches das Wesen der dynamischen Analyse ist.

Obwohl Zillmer der erste ist, der ein dynamisches, empirisches Bevilkerungsmodell vorge-
schlagen hat, ist er als Demograf heute nahezu unbekannt. Bortkiewicz zitiert ihn noch in
seiner Schrift (1898). Er wiirdigt seine Verdienste, indem er seine Abhandlungen als an-
schaulich und plausibel bezeichnet, mochte aber Zillmers Ableitungen den Charakter eines
arithmetischen Rechenexempels nicht absprechen (Bortkiewicz, 1891, S. 102). Danach ist
Zillmer aber als Demograf in Vergessenheit geraten. Selbst in dem Biographischen Lexikon
zur Geschichte der Demographie (vgl. Michel/Lischke, 1999), in welchem nahezu 400 Bio-
graphien von Bevdlkerungswissenschaftlern aus dem deutschsprachigen Raum verfasst sind,
ist er nicht zu finden.

Wie v. Bortkiewicz (1898) kommt auch Zillmer zur Erkenntnis, dass eine richtige Einschét-
zung der Sterblichkeit nur durch die Konstruktion einer Sterbetafel und der daraus resultie-
renden Berechnung der Lebenserwartung zu erreichen ist (vgl. Zillmer, 1863, S. 117f.). Ster-
beraten und durchschnittliches Sterbealter sind keine geeigneten Kennzahlen fiir die Hohe der
Mortalitdt bei wachsenden oder schrumpfenden Bevdlkerungen. Bortkiewicz kritisiert
insbesondere die Formel von Price, bei welcher die Lebenserwartung als arithmetisches Mittel
der Reziprokwerte der Geburten- und der Sterberate ermittelt wird (vgl. v. Bortkiewicz, 1898,
S. 89 ff.):

° 11 11 1(1 1
Co=—"—+t_-—=—|—+—|.
2b 2d Z(b dj

Ahnliche Formeln, bei der die Lebenserwartung ein gewogenes arithmetisches Mittel der bei-
den Reziprokwerte ist, findet man bei Lotka (1939, S. 41 {f.). So lautet beispielsweise die
Formel von Farr

1 2
eo=——+——.
3b 3d

Lotka selbst schlédgt als Gewichtung fiir eine konkrete Sterbetafel 4 und ¥4 vor.

Mittels Reihenentwicklung gelangt Keyfitz (1977, S. 132) aus der Beziehung

% = j e ™ 1(x) u(x)dx
0

zu der Ndherungsformel

2
° Inb-Ind Oy,
€o +r ,

b-d 2
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wobel ajx die Varianz der Funktion der Sterbefille dy ist.

Das Modell Zillmers eignet sich vor allem fiir Prozesse, bei denen die Neuzugénge (Gebur-
ten) nicht von Populationen anderer Altersklassen abhingen. In diesem Fall miissen die Neu-
zugénge als Zeitreihe exogen vorgegeben werden. Eine einfache Annahme ist eine geometri-
sche Entwicklung der Neuzugénge, so wie sie von Zillmer bei seiner Bevolkerungsanalyse

unterstellt worden ist, d.h. 1y, =1,-q'mit q als Wachstumsfaktor. Der von Zillmer beschrie-

bene Ubergang von einer stationdren zu einer stabilen Bevolkerung ist letztendlich nichts an-
deres als eine Bevolkerungsprojektion mit einer stationdren Bevolkerung als Ausgangsbevol-
kerung. In Anlehnung an die Matrizenschreibweise der Komponentenmethode zur Bevolke-
rungsprojektion lésst sich das Zillmer-Modell formal wie folgt darstellen:

n,,, =Ln, firt=0,1,2,...
bzw.
n, =Ln, fiir t=0,1,2,...

n; ist der Vektor der Bevdlkerung in den einzelnen Altersklassen; ng ist der Vektor der Aus-
gangsbevolkerung, welche nicht notwendigerweise, wie bei Zillmer, die stationdre Bevdlke-
rung sein muss.

L ist ein Spezialfall der in der Demografie bekannten Leslie-Matrix, die normalerweise in der
ersten Zeile altersspezifische Maternitdtsraten und in der Subdiagonalen alterspezifische
Uberlebensraten enthilt. Ansonsten enthilt sie nur Nullen (vgl. etwa Pflaumer, 1988, S. 42 f)).
Im Fall eines geometrischen Wachstums der Geburten hat die Leslie-Matrix folgendes Ausse-

hen mit den Uberlebensraten s =2+

X

q 0 0 0
s, 00 0
[_|0 s 0 0

10 0 s, 0l
0 0 s,, O

Der stabile Eigenwert der Matrix ist q. Ist g>1, dann wéchst die Population; ist q<I, dann
schrumpft sie; im Falle einer stationdren Population ist g=1. Das Modell kann durch Beriick-
sichtigung zeitabhéngiger Elemente in der Projektionsmatrix erweitert werden.

Mit Hilfe des Modells soll der Einfluss des Wachstums der Studienanfingerzahlen auf die
Altersstruktur und die durchschnittliche Studiendauer untersucht werden. Ausgangspunkt ist
die von Boes (2004) konstruierte Sterbetafel der Studierenden beziiglich der Verweildauer an
Fachhochschulen in Deutschland in Tabelle 7.8 mit den iiblichen Sterbetafelfunktionen. Die
Verweildauer ist eine Betrachtung der Studiendauer, die die gesamte von den Studierenden an
den Hochschulen verbrachte Zeit darstellt. Im folgenden wird vereinfacht der Begriff
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»Studiendauer® fiir die Verweildauer verwendet. Der Austritt aus der Population geschieht
hier durch Abbruch oder Abschluss des Studiums. Da die Daten der amtlichen Statistik eine
Berechnung der Austrittswahrscheinlichkeit g, nur bis zum Ubergang ins 12. Studienjahr
zulassen wird angenommen, dass sich die Studierenden alle zum Ende des 12. Jahres
exmatrikulieren.

Unter der Annahme, dass die durchschnittliche Verweildauer im Jahr der Exmatrikulation

noch %5 Jahr ist, kommt Boes (2004) zur der erwarteten Studiendauer e, = 4,6 Jahre. Die fer-

nere erwartete Studiendauer in héheren Studienjahren entnimmt man der letzten Spalte der
Tabelle 7.8.

Tab. 7.8: Sterbetafel der Studierenden beziiglich der Studiendauer an Fachhochschulen in
Deutschland nach vollendeten Studienjahren x

X Ix dx Px Ox Lx Tx €x

0 | 100000 | 2397 [0,976 [ 0,024 [ 98801,3 | 456895,7 | 4,569
1 [ 97603 | 9048 | 0,907 | 0,093 | 93078,6 | 358094,4 | 3,669
2 | 88555 [14474(0,837 (0,163 [ 81317,3 | 265015,8 | 2,993
3 | 74080 (17924 (0,758 [ 0,242 [ 65118,0 | 183698,5 | 2,480
4 | 56156 | 23444 0,583 0,417 | 44433,9|118580,5 2,112
5 | 32712 [12456 (0,619 [ 0,381 | 26483,8 | 74146,6 | 2,267
6 | 20256 | 6687 [0,670 (0,330 [16912,1| 47662,8 | 2,353
7 | 13569 | 4094 (0,698 0,302 |11521,7 [ 30750,7 | 2,266
8 | 9475 | 2934 [0,690)0,310| 8007,8 | 19228,9 | 2,029
9 | 6541 | 1936 [0,704)0,296 | 5572,7 | 11221,1 | 1,716
10| 4605 | 1259 | 0,727 0,273 [ 3975,4 | 5648,4 |1,227
11| 3346 | 3346 |0,000]|1,000( 1673,0 | 1673,0 |0,500

Quelle: Boes (2004) nach Daten des Statistischen Bundesamtes

Mit dem Zillmer-Modell wurden die Auswirkungen von Anderungen der Wachstumsraten der
Studienanfangerzahlen auf verschiedene Kennzahlen berechnet. Die Symbole haben nun eine
andere Bedeutung: b ist die Anfangerquote, d die Absolventenquote und x der Mittelwert der

stationdren Studiendauerverteilung. Das durchschnittliche Sterbealter v ist nun die durch-
schnittliche Studiendauer, berechnet auf der Grundlage der Abginger in einem bestimmten
Jahr. Davies (1988) nennt diesen Durchschnitt Absolventenmittel’ und kritisiert zu recht seine
Verwendung als Indikator fiir Studienzeiten an Hochschulen, da v von der Altersstruktur der
Studiendauer abhédngig ist. Steigende Studienanfidngerzahlen fithren zu niedrigen, fallende
Anfingerzahlen dagegen zu hohen Werten des Absolventenmittels.*

* Das Absolventenmitte]l wird zur Feststellung der Fachstudiendauer berechnet, bezieht also nicht die
Studienabbrecher mit ein. Fachstudiendauer und Verweildauer sind positiv korreliert. Die im folgenden
gezogenen Schliisse sind uneingeschrinkt auf beide Grofen anwendbar, da jeweils von einem konstanten
Abgangverhalten ausgegangen wird.

Davies kritisiert in seinem Aufsatz die Verwendung des Absolventenmittels fiir die durchschnittliche
Studiendauer in einer Untersuchung iiber die Studienzeiten in Nordrhein-Westfalen 1980-1985, die im Auftrag
des nordrhein-westfdlischen Wissenschaftsministeriums erstellt worden ist. Die Kritik wurde dem
Wissenschaftsministerium vorgebracht. Weiter schreibt Davies (1988, S. 25): ,, 14 Professoren an Mathematik-
Fachbereichen in Nordrhein-Westfalen und am Fachbereich Statistik der Universitat Dortmund haben in
einem gemeinsamen Brief an das Ministerium die hier geduBerte Kritik geteilt. Das Ministerium ist mit keinem
Wort darauf eingegangen. Statt dessen hat das Wissenschaftsministerium im November per Erlal} festgestellt,
dal3 die Zahlen einwandfrei und Zweifel an ihrer Validitét nicht begriindet seien.” Zur weiteren Diskussion sieche
auch Statistisches Bundesamt (1993).
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«q=1,2

ALE

Anteil

Studiendauer

Abb. 7.7: Studiendauerverteilungen bei unterschiedlichen Wachstumsfaktoren

Die Abbildung 7.7 zeigt die Verteilung der Studienzeiten bei einer stationdren (q=1), bei einer
wachsenden (q=1,2) und einer schrumpfenden (q=0,8) Population. Die Kennzahlen fiir ver-
schiedene Wachstumsfaktoren findet man in Tabelle 7.9.

Tab. 7.9: Kennzahlen der stabilen Studiendauerverteilungen

q y7i 1% 1/b | 1/ b d | Price | Keyfitz

0,8 (448 |6,23]9243,14]0,11]0,32( 6,19 | 4,56

0,9 (3,57 | 5,26 | 6,10 | 3,84 | 0,16 | 0,26 | 4,97 | 4,51

1 (2,94 (4,57 |4,57|4,57]022]0,22 | 4,57

1,1 | 2,51 | 4,08 3,70 | 5,321 0,27 | 0,19 | 4,51 4,70

1,2 2,20 3,71 3,15]6,09|0,32] 0,16 | 4,62 | 4,88

Man erkennt in Tabelle 7.9 deutlich, dass das Absolventenmittel die erwartete Studiendauer
von 4,57 Jahren tliberschitzt, falls <1 und unterschétzt, falls g>1. Die Price-Formel liefert fiir
wachsende Populationen, die Keyfitz-Formel dagegen fiir schrumpfende Populationen recht
gute Naherungswerte bei der hier verwendeten Sterbetafel. Zur Berechnung der Naherungs-

werte nach Keyfitz wurde die aus der Sterbetafel ermittelte Varianz o = 5,76 verwendet.

In den Abbildungen 7.8 und 7.9 ist die Entwicklung wichtiger Kennzahlen vom Ubergang von
einer stationdren Altersstruktur der Studiendauer zu einer stabil wachsenden bzw. einer stabil
schrumpfenden Altersstruktur zu sehen. Diese Abbildungen verdeutlichen ebenfalls die Ab-
héngigkeit des Absolventenmittels von der Wachstumsrate der Studienanféngerzahlen.

Absolventenmittel

Kennzahlen

1/b

Jahr
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Abb. 7.8: Entwicklung der Kennzahlen bei g=1,2
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c
L 6
£
5
& 41
X

3

2

1

0
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Abb. 7.9: Entwicklung der Kennzahlen bei g=0,8

7.4 Stochastische Versionen des Leslie-Modells
Vgl. u.a. folgende Publikationen:

Pflaumer, P.(1988): Confidence intervals for population projections based on Monte Carlo
Methods, International Journal of Forecasting 4, 135-142.

Pflaumer, P. (1992): Forecasting US population totals with Box-Jenkins approach,
International Journal of Forecasting 8, 329-338.

Pflaumer, P. (1988): Methoden der Bevdlkerungsvorausschitzung, Berlin, S. 73 ff.

Lee, R. and Tuljapurkar, S. (1994): Stochastic population forecasts of the U.S.: Beyond
High, Medium, Low, Jour. Amer. Stat. Assoc. 89: 1175-1189.
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Ubersicht: Ablauf einer stochastischen Bevélkerungsprognose mittels Simulationen

Stochastische
Annahmen

Ausgangsbevolkerung

v

Ziehung von Zufallszahlen

Wiederholung
des Ablaufs
10 000 mal

%

Deterministische
Annahmen

Berticksichtigung
der zeitlichen
Abhéngigkeit

Bestimmung der Realisationen
von Fertilitdt, Mortalitdt und
Migration

\;

Projektion der Bevolkerung
mit der Komponentenmethode
bis zum Zieljahr

v

Ergebnis: 10 000 verschiedene
Bevdlkerungstrajektorien

v

Ermittlung von
Haufigkeitsverteilungen der
Bevolkerungsbestinde fiir
jedes Projektionsjahr

v

Schitzung von
Erwartungswerten, Medianen,
Varianzen, Schwankungs-
bzw. Prognoseintervallen
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7.5 Zur Gute von Bevolkerungsprognosen

Einige wichtige Prognosefehlerkennzahlen
(vgl. auch Pflaumer; Heine; Hartung: Deskriptive Statistik, 4. Aufl., Miinchen 2009, Kapitel 8)

Tatsidchliche Wachstumsrate

Prognostizierte Wachstumsrate

(1) logarithmischer Prognosefehler

(2) durchschnittlicher Fehler

(3) mittlerer quadratischer Fehler

(4) Wurzel MSE

(5) Mittlerer absoluter Fehler

mit

I, = tatsdchliche Wachstumsrate

o 33

= prognostizierte Wachstumsrate

A

=

Q-
[
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ANHANG

ok wdE

Verlauf Kohorten- Periodenfertilitat

Sterbetafel Deutschlands 2007/09

Stabile Modelle

Ablauf registergestitzter Zensus 2011
Lexis-Diagramm

Bevolkerungsprojektion fur Deutschland bis 2050
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40 0.0054| 0.0054| ~ 0.0054{” 0.0054| 0.0054| 0.0054|” 0.0054|” 0.0054| 0.0054| 0.0054 0.032
35 0.0296| 7 0.0296| ~ 0.0296|” 0.0296| 0.0296|” 0.0296| ~ 0.0296(” 0.0296| 0.0296 0.121 0.121
30 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.311 0.311 0.311
25 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.378 0.378 0.378 0.378
20 0.387 0.387 0.387 0.387 0.387 0.387 0.149 0.149 0.149 0.149 0.149
15 0.147 0.147 0.147 0.147 0.147|, 0.0087| 0.0087|~ 0.0087| 0.0087| 0.0087| ~ 0.0087
10 0.006 0.006 0.006 0.006| 0.0001]” 0.0001| ~ 0.0001] 0.0001|” 0.0001] ~ 0.0001| ~ 0.0001
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Perioden
NRR 1 1 1 0.994 | 0.856 | 0.618 | 0.690 | 0.882 | 0.973 | 1.000
Kohorten
NRR 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Mittleres
Gebaralt.
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Sterbetafel 2007/2009

Deutschland
Mannlich”
Von den Uberlebenden im Alter x
Vollendetes Sterbe- Uberlebens- Uberlebende Gestorbene bis zum insgesamt Durchschnittliche
Alter wahrscheinlichkeit im Alter x im Alter x Alter x+1 noch zu Lebenserwartung
vom Alter x bis x+1 bis unter x+1 durchlebte durchlebende im Alter x
Jahre in Jahren
X ax P x I'x dx L x exlx € x
0,00406191 0,99593809 100 000 406 99 656 7 733 257 77,33
0,00035593 0,99964407 99 594 35 99 576 7 633 600 76,65
0,00019248 0,99980752 99 558 19 99 549 7 534 024 75,67
0,00015099 0,99984901 99 539 15 99 532 7 434 476 74,69
Al 0,00014409 0,99985591 99 524 14 99 517 7 334 944 73,70
5 e 0,00011571 0,99988429 99 510 12 99 504 7 235 427 72,71
(S ] PP 0,00010542 0,99989458 99 498 10 99 493 7 135923 71,72
T 0,00009671 0,99990329 99 488 10 99 483 7 036 430 70,73
8l 0,00009614 0,99990386 99 478 10 99 473 6 936 947 69,73
9, 0,00008584 0,99991416 99 469 9 99 464 6 837 473 68,74
10 i 0,00008942 0,99991058 99 460 9 99 456 6 738 009 67,75
11 i 0,00009723 0,99990277 99 451 10 99 446 6 638 553 66,75
12 i 0,00010457 0,99989543 99 442 10 99 436 6 539 107 65,76
13 s 0,00008755 0,99991245 99 431 9 99 427 6439671 64,77
14 i 0,00016492 0,99983508 99 422 16 99 414 6 340 244 63,77
0,00019974 0,99980026 99 406 20 99 396 6 240 830 62,78
0,00029653 0,99970347 99 386 29 99 371 6 141 433 61,79
0,00034145 0,99965855 99 357 34 99 340 6 042 062 60,81
0,00055573 0,99944427 99 323 55 99 295 5942 722 59,83
0,00054531 0,99945469 99 268 54 99 241 5843 427 58,87
20 i 0,00059740 0,99940260 99 213 59 99 184 5744 187 57,90
21 i 0,00056392 0,99943608 99 154 56 99 126 5 645 003 56,93
22 i, 0,00056265 0,99943735 99 098 56 99 070 5 545 877 55,96
23 i 0,00055075 0,99944925 99 043 55 99 015 5 446 806 54,99
24 i 0,00057612 0,99942388 98 988 57 98 959 5347 791 54,02
25 i 0,00059266 0,99940734 98 931 59 98 902 5248 831 53,06
26 i 0,00061072 0,99938928 98 872 60 98 842 5 149 930 52,09
A 0,00063293 0,99936707 98 812 63 98 781 5051 088 51,12
28 i 0,00061969 0,99938031 98 749 61 98 719 4 952 307 50,15
29 i 0,00064335 0,99935665 98 688 63 98 656 4 853 588 49,18
0,00066430 0,99933570 98 625 66 98 592 4 754 932 48,21
0,00074123 0,99925877 98 559 73 98 523 4 656 340 47,24
0,00074655 0,99925345 98 486 74 98 449 4 557 817 46,28
0,00072625 0,99927375 98 413 71 98 377 4 459 368 45,31
0,00080797 0,99919203 98 341 79 98 301 4 360 991 44,35
35 i, 0,00086551 0,99913449 98 262 85 98 219 4 262 690 43,38
36 s 0,00091221 0,99908779 98 177 90 98 132 4164 470 42,42
37 i 0,00098766 0,99901234 98 087 97 98 039 4 066 339 41,46
38 i, 0,00107664 0,99892336 97 990 106 97 937 3 968 300 40,50
39 0,00117386 0,99882614 97 885 115 97 827 3870 363 39,54
40 i 0,00136338 0,99863662 97 770 133 97 703 3772535 38,59
41 i, 0,00148540 0,99851460 97 636 145 97 564 3674 832 37,64
42 i, 0,00161260 0,99838740 97 491 157 97 413 3577 268 36,69
A3, 0,00192310 0,99807690 97 334 187 97 241 3479 855 35,75
44 i, 0,00212809 0,99787191 97 147 207 97 044 3382615 34,82
0,00241053 0,99758947 96 940 234 96 823 3285571 33,89
0,00275445 0,99724555 96 707 266 96 573 3188748 32,97
0,00309329 0,99690671 96 440 298 96 291 3092174 32,06
0,00353144 0,99646856 96 142 340 95 972 2995 883 31,16
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0,00427192 0,99572808 95 429 408 95 225 2804 295 29,39
0,00480102 0,99519898 95 022 456 94 793 2709 070 28,51
0,00525956 0,99474044 94 565 497 94 317 2614 276 27,65
0,00573736 0,99426264 94 068 540 93 798 2519 959 26,79
0,00640813 0,99359187 93 528 599 93 229 2426 161 25,94
0,00689851 0,99310149 92 929 641 92 608 2332933 25,10
0,00744914 0,99255086 92 288 687 91 944 2240 324 24,28
0,00796443 0,99203557 91 600 730 91 236 2148 380 23,45
0,00884252 0,99115748 90 871 804 90 469 2057 144 22,64
0,00959726 0,99040274 90 067 864 89 635 1966 675 21,84
0,01060311 0,98939689 89 203 946 88 730 1877 040 21,04
0,01124215 0,98875785 88 257 992 87 761 1788 310 20,26
0,01229402 0,98770598 87 265 1073 86 729 1700 549 19,49
0,01313363 0,98686637 86 192 1132 85 626 1613 820 18,72
0,01437270 0,98562730 85 060 1223 84 449 1528 194 17,97
0,01558631 0,98441369 83 838 1307 83 184 1443 746 17,22
0,01667030 0,98332970 82531 1376 81843 1360 561 16,49
0,01802782 0,98197218 81 155 1463 80 423 1278718 15,76
0,01965234 0,98034766 79 692 1566 78 909 1198 295 15,04
0,02161717 0,97838283 78 126 1689 77281 1119 386 14,33
0,02358892 0,97641108 76 437 1803 75535 1042 105 13,63
0,02583374 0,97416626 74 634 1928 73670 966 569 12,95
0,02909119 0,97090881 72 706 2115 71648 892 899 12,28
0,03205816 0,96794184 70591 2 263 69 459 821 251 11,63
0,03609507 0,96390493 68 328 2 466 67 095 751792 11,00
0,03971938 0,96028062 65 861 2616 64 553 684 697 10,40
0,04416219 0,95583781 63 245 2793 61 849 620 144 9,81
0,04969792 0,95030208 60 452 3 004 58 950 558 295 9,24
0,05563519 0,94436481 57 448 3196 55 850 499 345 8,69
0,06058343 0,93941657 54 252 3287 52 609 443 495 8,17
0,06790411 0,93209589 50 965 3461 49 235 390 886 7,67
0,07486475 0,92513525 47 504 3556 45726 341 652 7,19
0,08234153 0,91765847 43 948 3619 42 139 295 925 6,73
0,09029578 0,90970422 40 329 3642 38 508 253 787 6,29
0,10028014 0,89971986 36 688 3679 34 848 215278 5,87
0,11279794 0,88720206 33 009 3723 31147 180 430 5,47
0,12563070 0,87436930 29 285 3679 27 446 149 283 5,10
0,14188072 0,85811928 25 606 3633 23790 121 837 4,76
0,15084206 0,84915794 21973 3314 20316 98 048 4,46
0,16433669 0,83566331 18 659 3066 17 126 77732 4,17
0,16982333 0,83017667 15592 2648 14 268 60 606 3,89
0,19420850 0,80579150 12 944 2514 11 687 46 338 3,58
0,21724041 0,78275959 10 431 2 266 9298 34 650 3,32
0,23419430 0,76580570 8 165 1912 7209 25353 3,11
0,25292036 0,74707964 6 252 1581 5462 18 144 2,90
0,27216752 0,72783248 4671 1271 4035 12 682 2,72
0,29187132 0,70812868 3400 992 2904 8 647 2,54
0,31196717 0,68803283 2 407 751 2032 5743 2,39
0,33239072 0,66760928 1656 551 1381 3711 2,24
0,35307819 0,64692181 1106 390 911 2330 2,11
100 ., 0,37396669 0,62603331 715 268 582 1420 1,98

*) Ab dem Alter von 93 Jahren handelt es sich bei der Sterbewahrscheinlichkeit um geschéatzte Werte.

Hinweis: Eine neue "Allgemeine Sterbetafel” wird jeweils nach Vorliegen der Ergebnisse einer Volkszahlung berechnet. Zuletzt wurde die "Allgemeine Sterbetafel 1986/88" im Statistischen Jahrbuch 1991
und in Fachserie 1, Reihe 1. S.2 veréffentlicht.

© Statistisches Bundesamt, Wiesbhaden, 2010
Vervielfaltigung und Verbreitung, auch auszugsweise, mit Quellenangabe gestattet.

102



Pflaumer  Bevodlkerungsstatistik und Demografie: Vorlesungsunterlagen

Sterbetafel 2007/2009

Deutschland

Weiblich”
Von den Uberlebenden im Alter x
Vollendetes Sterbe- Uberlebens- Uberlebende Gestorbene bis zum insgesamt Durchschnittliche
Alter wahrscheinlichkeit im Alter x im Alter x Alter x+1 noch zu Lebenserwartung
vom Alter x bis x+1 bis unter x+1 durchlebte durchlebende im Alter x
Jahre in Jahren
X dx P x I'x dy Lx exly €x
0.00319961 0.99680039 100 000 320 99 727 8 252 546 82.53
0.00028433 0.99971567 99 680 28 99 666 8152 819 81.79
0.00016122 0.99983878 99 652 16 99 644 8 053 153 80.81
0.00014339 0.99985661 99 636 14 99 628 7 953 509 79.83
0.00011985 0.99988015 99 621 12 99 615 7 853 881 78.84
0.00009046 0.99990954 99 609 9 99 605 7 754 265 77.85
0.00008018 0.99991982 99 600 8 99 596 7 654 660 76.85
0.00008354 0.99991646 99 592 8 99 588 7 555 064 75.86
0.00006211 0.99993789 99 584 6 99 581 7 455 476 74.87
0.00006348 0.99993652 99 578 6 99 575 7 355 895 73.87
0.00008056 0.99991944 99 572 8 99 568 7 256 320 72.88
0.00007942 0.99992058 99 564 8 99 560 7 156 753 71.88
0.00007665 0.99992335 99 556 8 99 552 7 057 193 70.89
0.00009837 0.99990163 99 548 10 99 543 6 957 641 69.89
0.00012379 0.99987621 99 538 12 99 532 6 858 098 68.90
0.00013556 0.99986444 99 526 13 99 519 6 758 566 67.91
0.00016076 0.99983924 99 512 16 99 504 6 659 047 66.92
0.00017554 0.99982446 99 496 17 99 488 6 559 542 65.93
0.00021844 0.99978156 99 479 22 99 468 6 460 055 64.94
0.00021505 0.99978495 99 457 21 99 447 6 360 587 63.95
0.00021099 0.99978901 99 436 21 99 425 6261 140 62.97
0.00021615 0.99978385 99 415 21 99 404 6161 715 61.98
0.00022979 0.99977021 99 393 23 99 382 6 062 311 60.99
0.00022746 0.99977254 99 371 23 99 359 5962 929 60.01
0.00022735 0.99977265 99 348 23 99 337 5863 569 59.02
0.00022284 0.99977716 99 325 22 99 314 5764 233 58.03
0.00026716 0.99973284 99 303 27 99 290 5664 918 57.05
0.00025813 0.99974187 99 277 26 99 264 5565 629 56.06
0.00025973 0.99974027 99 251 26 99 238 5 466 365 55.08
0.00027736 0.99972264 99 225 28 99 212 5367 127 54.09
0.00027444 0.99972556 99 198 27 99 184 5267 915 53.11
0.00032602 0.99967398 99171 32 99 154 5168 731 52.12
0.00034634 0.99965366 99 138 34 99 121 5069 577 51.14
0.00036179 0.99963821 99 104 36 99 086 4970 456 50.15
0.00040582 0.99959418 99 068 40 99 048 4871 370 49.17
0.00042616 0.99957384 99 028 42 99 007 4772 322 48.19
0.00046632 0.99953368 98 986 46 98 963 4673 315 47.21
0.00052670 0.99947330 98 939 52 98 913 4574 352 46.23
0.00058957 0.99941043 98 887 58 98 858 4 475 439 45.26
0.00070326 0.99929674 98 829 70 98 794 4 376 581 44.28
0.00071279 0.99928721 98 760 70 98 724 4277 787 43.32
0.00083098 0.99916902 98 689 82 98 648 4179 062 42.35
0.00094595 0.99905405 98 607 93 98 560 4080 414 41.38
0.00105555 0.99894445 98 514 104 98 462 3981854 40.42
0.00113082 0.99886918 98 410 111 98 354 3883392 39.46
0.00135256 0.99864744 98 299 133 98 232 3785038 38.51
0.00155092 0.99844908 98 166 152 98 089 3 686 806 37.56
0.00173542 0.99826458 98 013 170 97 928 3588716 36.61
0.00185296 0.99814704 97 843 181 97 753 3490 788 35.68
0.00209207 0.99790793 97 662 204 97 560 3393035 34.74
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0,00026716 0,99973284 99 303 27 99 290 5664 918 57,05
0,00025813 0,99974187 99 277 26 99 264 5565 629 56,06
0,00025973 0,99974027 99 251 26 99 238 5 466 365 55,08
0,00027736 0,99972264 99 225 28 99 212 5367 127 54,09
0,00027444 0,99972556 99 198 27 99 184 5267 915 53,11
0,00032602 0,99967398 99 171 32 99 154 5168 731 52,12
0,00034634 0,99965366 99 138 34 99 121 5069 577 51,14
0,00036179 0,99963821 99 104 36 99 086 4 970 456 50,15
0,00040582 0,99959418 99 068 40 99 048 4871370 49,17
0,00042616 0,99957384 99 028 42 99 007 4772322 48,19
0,00046632 0,99953368 98 986 46 98 963 4673 315 47,21
0,00052670 0,99947330 98 939 52 98 913 4574 352 46,23
0,00058957 0,99941043 98 887 58 98 858 4 475 439 45,26
0,00070326 0,99929674 98 829 70 98 794 4376 581 44,28
0,00071279 0,99928721 98 760 70 98 724 4277787 43,32
0,00083098 0,99916902 98 689 82 98 648 4179 062 42,35
0,00094595 0,99905405 98 607 93 98 560 4080 414 41,38
0,00105555 0,99894445 98 514 104 98 462 3981 854 40,42
0,00113082 0,99886918 98 410 111 98 354 3883 392 39,46
0,00135256 0,99864744 98 299 133 98 232 3785038 38,51
0,00155092 0,99844908 98 166 152 98 089 3 686 806 37,56
0,00173542 0,99826458 98 013 170 97 928 3588 716 36,61
0,00185296 0,99814704 97 843 181 97 753 3490 788 35,68
0,00209207 0,99790793 97 662 204 97 560 3393035 34,74
0,00233646 0,99766354 97 458 228 97 344 3295 475 33,81
0,00249079 0,99750921 97 230 242 97 109 3198 132 32,89
0,00277084 0,99722916 96 988 269 96 853 3101023 31,97
0,00303919 0,99696081 96 719 294 96 572 3004 169 31,06
0,00318615 0,99681385 96 425 307 96 271 2907 597 30,15
0,00359754 0,99640246 96 118 346 95 945 2811326 29,25
0,00379289 0,99620711 95772 363 95 590 2715381 28,35
0,00412628 0,99587372 95 409 394 95212 2619 790 27,46
0,00455965 0,99544035 95 015 433 94 799 2524578 26,57
0,00477835 0,99522165 94 582 452 94 356 2429 780 25,69
0,00546788 0,99453212 94 130 515 93 873 2335424 24,81
0,00568547 0,99431453 93 615 532 93 349 2241551 23,94
0,00627478 0,99372522 93 083 584 92 791 2148 202 23,08
0,00666863 0,99333137 92 499 617 92 191 2055411 22,22
0,00719581 0,99280419 91 882 661 91 552 1963 221 21,37
0,00774243 0,99225757 91221 706 90 868 1871669 20,52
0,00821976 0,99178024 90 515 744 90 143 1780801 19,67
0,00901963 0,99098037 89771 810 89 366 1690 659 18,83
0,00979514 0,99020486 88 961 871 88 525 1601 293 18,00
0,01096766 0,98903234 88 090 966 87 607 1512768 17,17
0,01194821 0,98805179 87 123 1041 86 603 1425161 16,36
0,01334300 0,98665700 86 082 1149 85 508 1338558 15,55
0,01547515 0,98452485 84 934 1314 84 277 1253 050 14,75
0,01733541 0,98266459 83 620 1450 82 895 1168 773 13,98
0,01932407 0,98067593 82170 1588 81376 1085879 13,22
0,02228117 0,97771883 80 582 1795 79 684 1004 503 12,47
0,02534768 0,97465232 78 787 1997 77788 924 818 11,74
0,02895428 0,97104572 76 790 2223 75678 847 030 11,03
0,03325811 0,96674189 74 566 2480 73 326 771352 10,34
0,03755064 0,96244936 72 086 2707 70733 698 026 9,68
0,04337319 0,95662681 69 379 3009 67 875 627 293 9,04
0,04949578 0,95050422 66 370 3285 64 728 559 419 8,43
0,05686782 0,94313218 63 085 3588 61291 494 691 7,84
0,06495909 0,93504091 59 498 3865 57 565 433 400 7,28
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Stabile Modelle mit der Sterbetafel Deutschland 2007/09 (w)

Antell

Pflaumer
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Stabiles Modell

0015 0020 0025
| | |

0.005 0.010
| |

0.000
|

20 40 60 80 100
Alter
(Wachstumsraten -3%, -2%, ...+3%)
Kennzahlen
r -3% -2% -1% 0% 1% 2% 3%
Mittelwert 60.3 54.7 48.6 42.3 36.1 30.5 25.7
EX"2 4151.5 3584.2 2995.0 2420.6 1898.4 1455.1 1100.4
Var 517.4 587.0 629.7 632.4 593.3 523.3 439.7
S 22.7 24.2 25.1 25.1 24.4 22.9 21.0
A 0.575 0.477 0.377 0.283 0.200 0.135 0.087
% 0.070 0.112 0.170 0.241 0.324 0.411 0.496
“E 0.355 0.410 0.453 0.476 0.476 0.454 0.417
AQ 1.619 1.164 0.834 0.594 0.421 0.297 0.209
JQ 0.198 0.274 0.374 0.507 0.680 0.904 1.189
b 0.0026 0.0046 0.0077 0.0121 0.0179 0.0250 0.0331
d 0.0326 0.0246 0.0177 0.0121 0.0079 0.0050 0.0031
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LEXIS-DIAGRAMM

Version: Brasche (1870), Pressat (1961)
Lit.. C. Vandeschrick: The Lexis diagram, a misnomer, Demographic Research, 4. 2001, 97-123
(www.demographic-research.com).

Lexis.diagram {Epi}

Lexis.diagram(entry.age=c(0,0,0),
coh.grid=T,
date=c(1960,2010),
age=c(0,50),
birth.date=c(1963,1983,2006),
risk.time=c(28,9,70),
dlab="Jahr",

alab="Alter",

int=5,

lab.int=5,

fail=c(T,T,F))

50 —

40 —

30 —

Alter
N
(6]

|

20 —

0 7 | | | | | | | | | |
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Jahr
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Bevolkerungsprojektion fur Deutschland bis 2050

Male Germany - 2011 Female Male Germany - 2040 Female

onBHBUSHELIRSIUEREY

onBHBUSHELIRSIUEREY

4 32 24 16 o8 o a4 32 24 16 o8 o
Population (in milions) Population (in milions)
Male Germany - 2020 Female
Male Germany - 2050 Female

onBHBUSHELIRSIUEREY

4 3z 24 16 o8

Population (in milions)

orSUBREUBAEHBRINBAER

3 24 18 12

o
o
-3

Male Germany - 2030 Female 0306k (¥ FORE)

Total Midyear Population: Germany

onBHBUSHELIRSIUEREY

Year Population
2011 81,471,834
2020 80,159,662
s 2030 78,021,581
2040 74,983,699
2050 71,541,906

Source: U.S. Census Bureau, International Data
Base.
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