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KORRESPONDENCIA-ELV, DISZPERZIOELMELET
ES EGY PAR KEZENFEKVO OTLET

avagy hogyan fedezte fel Heisenberg a kvantummechanikat

Mint ismeretes, a kvantummechanika két megfogal-
mazasanak, a matrixmechanikanak, illetve a hullam-
mechanikanak a felfedezéséhez (vagy megalkotasa-
hoz) Werner Heisenberg jutott el 1925-ben, illetve
Erwin Schrédinger 1926-ban (1. dbra). A matrixme-
chanika kozvetlen elédje a félklasszikus atomdinami-
ka. Ennek alapkovét Niels Bobr rakta le, aki felismer-
te, hogy az atomszerkezet kulcsa a Planck-allando
(1913). Jollehet a félklasszikus elmélet egy sor jelen-
séget értelmezni tud, 1922-23-ra nyilvinvalova valt,
hogy egy elmélet, amelyben a klasszikus palyak
menti folytonos mozgas és a palyak kozotti kvantum-
ugrasok merében kiilonb6z koncepcidi keverednek,
nem szolgaltathatja az atomi rendszerek viselkedésé-
nek teljes érvényld magyarazatat.

Irasunkban felelevenitjiik azokat a megfontoldso-
kat (vagy talan csak intuitiv rdérzéseket) amelyek
elvezették Heisenberget a félklasszikus elméletbdl a
matrixmechanikaba. Mint latni fogjuk, ebben a folya-
matban fontos szerep jutott a korrespondencia-elvnek
(Bohr, 1920) és a diszperzidelméletnek (Hendrik Kra-
mers, Max Born, 1924).

Mivel a félklasszikus atomdinamika mar régota
nem szerepel az egyetemi kvantummechanika oktatas
kanonjaban, a kovetkezd fejezetben Osszefoglaljuk
ennek lényegét. Ezek utan felidézzik a diszperzid
klasszikus modelljét, valamint a klasszikus-empirikus
f-0sszegzési szabdlyt, és néhany megjegyzés erejéig
kitérink Kramers félklasszikus elméletére. Ezt kove-
téen részletesen elemezzik Heisenberg Gttoré mun-
kajanak gondolatmenetét, kiilonos tekintettel a hely-
koordinitahoz rendelt kétindexes mennyiségekre és
az Uj kvantumfeltételre. A dontG 1épés itt az Gj kvan-
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tumfeltétel szirmaztatasa, egy bizonyos, a klasszikus
fazistérfogattal kapcsolatos mennyiség Aatvitele a
kvantumelméletbe, ami magaval hozza a koordinata-
hoz rendelendd kétindexes mennyiség bevezetésének
szlikségességét.

Befejezésil rovid pillantist vetiink Heisenberg fel-
fedezésének utotorténetére.

Félklasszikus atomdinamika

A kovetkezSkben az egyszerlség kedvéért egy sza-
badsagi fokra szoritkozunk. A félklasszikus atomdina-
mika két posztulatumra épil. Az egyik, a kvantumfel-
tétel, meghatarozza az E teljes energia megengedett
E, diszkrét értékeit az n = (0), 1, 2, ... kvantumszam-
mal jelolt stacionarius allapotban. A masik, a frekven-
ciafeltétel, kimondja, hogy az n és m kvantumszamu
allapotok kozotti ugrasszert atmenetek sordn kibo-
csatott, illetve elnyelt (elektromagneses) sugarzas m,,
frekvencidjat az

n

® Em - En) (1)

1
mn ?(
Osszefliggés hatarozza meg. Ez a feltétel kielégiti a
szinképvonalak frekvencidjara vonatkozo

(2

=0, +0

mn ml n

Rydberg-Ritz-féle tapasztalati kombinaciés szabalyt.
A fenti két feltételt Bohr vezette be és alkalmazta a
hidrogénatom Rutherford-féle modelljére (1913). Eb-
ben egy elektron kering egy rogzitett, kisméretl pozi-
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tiv toltési mag Coulomb-terében. Az elektron L im-
pulzusnyomatéka konstans, palyaja kotott allapotban
(E<0) egy ellipszis. Mivel L a modell egyetlen hatas-
dimenzi6ju konstans fizikai mennyisége, Bohr az

L= nh, 2, ... 3
kvantumfeltételt rotta ki. Mint ismeretes, az (1) és (3)
feltételek 4ltal meghatdarozott frekvenciak teljesen
megfelelnek a hidrogén megfigyelt szinképvonalai-
nak. A (3) feltételt Arnold Sommerfeld periodikus
mozgas — x(1+7T) = x(1) — esetében a

<1>=fpdx=zm(n+oo 4

feltételre altalanositotta. Itt p(x, E) a

Hp, ) = L

+Vix) = E
2m

Osszefliggésbdl kifejezett impulzus, o egy hatarozat-
lan 4llando, 0 < a <1, és az integrdl a mozgas egy pe-
ribdusara terjesztendS ki. Az E energidhoz tartozo
O(F) fazistérfogatbol a Tperiddus, illetve az o, = 2n/ T
alapfrekvencia meghatarozhato,

d® _

ap _ dx
ar - Y™

m=3§dr= 7. (5

(Felhasznaltuk az x = 0 H/dp mozgisegyenletet) A
mozgas

X(I) _ E xkeilew,t (6)
k

k=0,=x1, 2 ..., x, = xj, Fourier-felbontasaban, ahol
x, €s o, az E energia fliggvényei, altalaban fellépnek
az o, alapfrekvencia ko, felharmonikusai is.

Az (1) és (4) feltételek bizonyos mértékig dsszefo-
no6dnak a Bohr-féle korrespondencia-elvben, amely
kimondja, hogy a kvantumelméletnek csak annyira
szabad eltérnie a klasszikus elmélettSl, hogy az ,,,
frekvencidk m > k = m—n esetében (kozelitSleg)
egybe essenek a klasszikus frekvencidkkal. Az E, =
E(m) = E(n+k) jeloléssel

= Yate ) - ~ gL dE
wm-ﬂg(n k) - E(n) ] koo D

ha n> k ésaz®
kezGen

= ko, korrespondenciabol kovet-

mn

1 dE _

h dn
Mivel (4), (5) szerint d® = 2nhdn, dE= ®, d®/2n, lat-
juk, hogy a (4) kvantumfeltétel kielégiti a korrespon-
dencia-elvet.

Egyszerd példaként tekintsiik a merevtengelyd ro-
tatort. Az x koordinita most a ¢ forgasszog, p = 09,
ahol © a tehetetlenségi nyomaték, H = I?/20. Mivel L
konstans ® = 21, és (4)-bdl, o = 0 valasztassal

o, ®
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nh, E = L )

L= .
" 20

A Kklasszikus alapfrekvencia ®, = 2ndE/d® = L/O. A
mozgast a (1) = o, +$, mod 2x flrészfoggodrbe irja le,
amelyben végtelen sok kwm, felharmonikus keveredik.
Ha »n > k, akkor

o(n+k n) = E(n+k) - E(n) ,
h
tehit a korrespondencia-elv teljestl.

A félklasszikus atomdinamika sikerek és csaloda-
sok sorozatat teremtette. Magyarazatot adott az egy-
szerGbb atomszinképekre, molekulak rezgési és for-
gasi szinképére, Rontgen-szinképekre, a normalis
Zeeman-effektusra, a linearis Stark-effektusra, korrekt
kivalasztasi szabdlyokkal és intenzitisokkal és egy
szerencsés véletlen folytan a hidrogén szinképének fi-
nomszerkezetére is (Sommerfeld, 1917). Ezzel szem-
ben teljesen ¢sédot mondott a héliumatom, a hidro-
génmolekula-ion, az anomdlis Zeeman-effektus és a
nemlinearis Stark-effektus targyalasinal, s ami tovabbi
csalodast okozott: nem tudott magyarazatot adni az
aperiodikus mozgas esetében felléps kvantumjelensé-
gekre, kivaltképpen azokra, amelyek elektronok ato-
mokon valé inelasztikus szérasakor figyelhetGek meg
(Franck—Hertz-kisérlet), jollehet éppen ez nyujtotta az
elsé kozvetlen bizonyitékot az atomok diszkrét ener-
giaszintjeinek létezésére.

Diszperzidelmélet

Ha fénysugar esik anyagra, akkor szort fény keletke-
zik, amelynek spektralis Osszetétele altalaban kiilon-
bozik a beess fényétdl. Ez a diszperzionak nevezett
jelenség a klasszikus fizika keretén belul is magyaraz-
hat6 (lasd pl. Novobatzky, Neugebauer: Elektrodina-
mika és optika. Bp. 1951). A fény elektromigneses
tere gyorsuld mozgasra és ennek kovetkezményeként
elektromdgneses sugarzasra készteti az anyagban 1évé
elektromosan toltott részecskéket. Egy elasztikusan
kotott elektron esetében (Thomson-féle atommodell),
ha elhanyagoljuk a fény (az elektromosnal sokkal ke-
vésbé hatékony) migneses Osszetevgjét és egy o frek-
venciaji monokromatikus fényhullamra szoritkozunk,
amelynek hullimhossza nagyobb, mint az elektron
rezgési amplitidoja (az atom mérete), akkor az elekt-
ron mozgasegyenlete a szokasos jelolésekkel az

Frolr=--2F e (10)
m
alakot olti. Megoldasa »(t) = r,e ', ahol
e 1
T ma-ap (v

Ha térfogategységenként Natom és ezek mindegyiké-
ben zw,, k=1, ..., zrezgési frekvenciaju elektron van
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1. dbra. Werner Heisenberg és Erwin Schrodinger

jelen, akkor a térfogategység teljes dipolnyomatéka

(12)

e’ N 1
P= m Z 2 2
e W, -0

Felhasznilva a D = E+47P = €E és az € = n* Jssze-
fuggéseket, ahol » a torésmutato, az

2

e 1
n271=4n—§ S

mo o -0;

13

eredményt kapjuk (W. Sellmaier, 1872). A kisérleti
tényeket pontosabban leirja az

n2—1=4nizzifk

m (1)2*(1)(2)

a4

tapasztalati képlet (H. Helmboltz, 1874, 1892), ahol
most ®, a mért emisszios, illetve abszorpcios frekven-
ciakat jelenti és az f,-k pozitiv vagy negativ empirikus
allandok (dgynevezett oszcillatorerésségek). f, > 0
normalis, f, <0 anomalis diszperziot jellemez. Megko-
vetelve, hogy o, < o esetében (11) és (14) Osszeesse-
nek, a fontos

Ny f,=2N

ugynevezett f-Osszegzési szabalyt nyerjik (W. Kubn,
W. Thomas, F. Reiche, 1925).

A (14) tapasztalati képlet kvantumelméleti megala-
pozasara tett els6 kisérlet (R. Ladenburg, 1921) utan
Kramers (a levezetést mellzve) az

(15

2
n?-1=4n < fi (16)
m (e, a) O‘)Z’,a - (’06
formulat tette kozzé (1924), ahol o, , = o(/, - k), k20
a kvantumelméleti emisszios és abszorpcios frekven-
ciak, és ezekhez hasonl6an, Kramers altal az

Jo.=TUI-RD o -R an
alakban megadott oszcillatorerGsségek szintén a
kvantumatmenetekhez hozzarendelt mennyiségek.
(16)-ban az Osszegzés a rendszer Osszes lehetséges

emisszios és abszorpcios dtmenetére terjesztendd ki.
Born A kvantummechanikdrol cimi munkaja (1924),
amihez Heisenberg is hozzajarult szamitasokkal, ala-
tamasztotta Kramers eredményét. Klasszikus mennyi-
ségek kvantumelméleti atiltetésére Kramers és &t
kovetve Born a

ko, —»o(n, n-k), 18
B 9E by - En-k (19)
dn
és altalinosan, barmely f(n) mennyiségre, a
e 4 o0 - fin-) (20)

szabalyt posztulaljak. Ezek a szabalyok nem tévesz-
tendSk Ossze a korrespondencia-elvvel (jollehet ez
ihlette 6ket). Ha az w, = dE/hdn Osszfliggéssel beve-
zetiink egy folytonos valtozot, akkor n > k esetében
(19) valéban a korrespondencia-elvre redukalodik. A
(18)—(20) szabalyok azonban nincsenek az n > k fel-
tételhez kotve. Masrészt viszont, ha n egy diszkrét
valtozo, az n szerinti derivalas nincs értelmezve. De
esetinkben ennek nincs kiilonodsebb jelentdsége, hi-
szen éppen a fenti szabdlyok segitségével visszaté-
riink az atmenetileg folytonosként tekintett valtozorol
a diszkrét n valtozora.
Mint egy egyszerd dimenzidanalizis mutatja

r, = % (hosszisag)?.

Ik

Mivel esetiinkben az egyetlen hosszisigdimenzioja
mennyiség az elektron helyzetvektora, kézenfekvé-
nek tdnik, hogy az elektron koordinataihoz is index-
parral jelolt atmeneti mennyiségeket kellene hozza-
rendelni éspedig gy, hogy a (15) f-Osszegzési sza-
baly kielégiljon.

Uj kvantumfeltétel

1925 tavaszan Heisenberget erés szénanatharohamok
gyotrik. A fuves térségekben bévelkeds Gottingenbdl
a sziklas Helgoland-szigetre menekiil. Ott allapota
gyorsan javul, folytatja az intenziv kutatomunkat. A
félklasszikus atomdinamikat elveti; egy Gj kvantum-
mechanikat keres, amelyben csak megfigyelhets
mennyiségek [épnek fel (v.6. Heisenberg: A rész és
az egész. Bp. 1974, 5. fejezet). Egyrészt a félklasszikus
elméletbsl megtartja az (1) frekvenciafeltételt és a
(18)—(20) atirasi szabalyokat. Masrészt felismeri, hogy
a ®(FE) fazistérfogat nem irhatd at (20) segitségével,
viszont d®/dn atirhato:

D = fpdx= mfa'czdt. (22)

Mivel (6)-tal

==Y ™Y ko(-koxx,

1 k

(23)
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2n/m, ha [ =0

feilu)t = (24)
0, ha /#0
fennall
©=2mm) Ko |x/| (25)
k
és
dd d
o= am mzk: Ie%</ew |x,2). (26)

A (20) jobb oldaldn az 6sszegzendd mennyiség tipusa
kdf/dn, olyan, mint amilyent a (20) szabaly megki-
van. Néhiany egyszerd atalakitds utin

Ao _

in 27)

4emYy oln, k) [x(n, k)[?
k

adodik. Vegyuk észre, hogy ez az eredmény egyelSre
teljesen formalis, hiszen az x(n, k) mennyiségekrdl
csupan azt tudjuk, hogy valamilyen moédon az x koor-
dindtidhoz vannak hozzarendelve, de meghatarozdasuk
modja még tisztazatlan. Az x — x(n, k) hozzarendelés
tobb okbdl sem meglepd. Mint emlitettiik, erre utal a
félklasszikus diszperzidelmélet, valamint az is, hogy
az x,(E) Fourier-egyttthatoba az E = E, diszkrét ener-
giat beirva egy kétindexes félklasszikus mennyiséget
kapunk, x,(E,) = x(n, k). Kézenfekvének tlnik to-
vabba, hogy ha a (6) Fourier-felbontisban a kw, frek-
venciakat o(n, n— k)-val helyettesitjik, akkor indokolt
az x, amplitadot is egy kétindexes x (7, n— k) mennyi-
séggel helyettesiteni,

xk etkmt N X(?’l, - /e) eim(n, nf/e)l' (28)
Ez Heisenberg sémadja a Fourier-0sszetevok kvantum-
elméleti atirasdra. Tovabba, mivel x(n,n—k) az x,
Fourier-egyttthat6 atirdsa, ezért Heisenberg az
x(n, n— k) tipusi mennyiségekre a Fourier-egytittha-
tok szamolasi szabalyaival analog szabalyokat ir el6.
Példaul két figgvény szorzatinak Fourier-egytitthatoi
a faktorok egyttthatoinak konvolucioja,

z(D) = x(D YD) & z, = 21: XV, (29)
és ennek megfelelGen
x, = z(n, k) = z[: x(n, D WL k). (30)
Hasonldan
x(n, D = x(1 n), 3D
mert x, = x_, (x(2) valos). Végiil a félklasszikus (4)

kvantumfeltételtsl, pontosabban az ltalinosabb (mert
a hatarozatlan a alland6t nem tartalmazo)
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aoe _
dn

feltételtdl eltérGen Heisenberg 0j kvantumfeltételként a

a%fpdx=2n% (32)

2mY oln k) [x(n, B> = (33)
k
kovetelményt irja el6. Tehat nem a d®/dn klasszikus
mennyiséget teszi egyenlGvé 2mh-sal, (ami visszavezet-
ne a félklasszikus elmélethez), hanem d®/dn-nek a
kvantumelméletbe atirt megfelelgjét (v.6. (27). Ez a
kézenfekvOnek ting 1€pés a félklasszikus atomdinami-
katol valo teljes elszakadashoz vezet. Heisenberg mun-
kajat olvasva Born és Pascual Jordan hamar felismer-
ték, hogy Heisenberg (33) feltétele egyenértékd az x
koordinatihoz és p impulzushoz rendelt x(k, D), illetve

px-xp=—ih (349
(1925). (Ez a mai kvantummechanikai formalizmus se-
gitségével konnyen belathatd: H|ny = E,|n). o(n, k)
= (E,~E)/h, (33) bal oldala m(n|llx, H],x]|n)/hm =
i{n|[p, x]|7) minden |n)-re.)

Ellen6rzés

A (33) kvantumfeltétel megfogalmazasa utin Heisen-
berg elsé dolga volt ezt ellenSrzés céljabol a harmoni-
kus oszcillatorra alkalmazni. Az X + ®*x = 0 klasszi-
kus mozgasegyenlet megoldasit az x(1) = x&® alakban
keresve —@* x = —@j x, tehadt vagy x# 0 és akkor ® = 2@,

i,

0,1
x(t) = x e +x e

(35

vagy az x = 0 adodik. Ennek megfelelGen k& = +1,
o(n, ntl) = tw, x, > x(n,m=1). Az

2
m(DO
2

E = x%+ x2 (36)

m .
2
teljes energia két Osszetevsjének megfelel6 kvantum-
elméleti kifejezések id6fliiggs, nemdiagonalis mennyi-
ségek (azaz van olyan k# 0, hogy a(n, n—k) #0), de
Osszegiik diagonalis (csak a(n, n) #0) és fuiggetlen az
idétal,

E = mo?||x(n, n-D?+ [x(n, n+ D] GD

Amikor Heisenberg észlelte, hogy a teljes energiara
egy stacionarius allapotmennyiség adodik, biztos lett
benne, hogy jo Gton jar. Hatra volt még a diszkrét E,
energiaértékek meghatarozasa. Az oszcillitor eseté-
ben a (33) kvantumfeltétel

2 mu)o[ |x(r, n-1D|* + |x(n, n+ 1)|2] =1, (3%

egy kéttaga rekurzios képlet az |x(n, n£1)|* meny-
nyiségekre. Ha feltételezziik, hogy létezik egy legala-
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csonyabb energiaérték, és ehhez az n = 0 kvantum-
szamot rendeljik, akkor x(0,-1) = 0 kell, hogy legyen
és igy

2mo, [x0, D|* =,
2mo, | [x(1, 22+ [x(1,0]?] = %,
azaz
2mao, |x(1,2)]* = 2% (39
és tetszSleges n=0, 1, 2, ... értékre
2mo,|x(n-1, n)[* = nh (40)

Ezt behelyettesitve (37)-be a Planck altal mar korab-

ban megadott
E, = %mo[n + 1)
2

értékek adodnak.

Egy tovabbi fontos ellenGrzést az f-Osszegzési sza-
bily képezte. Az N= z =1 esetre szoritkozva Heisen-
berg az oszcillatorerGsségre az

4D

fon, k) = sz |xCn, 1) 2 0k, 1) (42)

kifejezést kapja, amely (33) miatt valoban kielégiti a

Y fn k) =1
4

Osszegzési szabalyt. Heisenberg meg is jegyzi, hogy a
(33) kvantumfeltétel azonos az 6sszegzési szaballyal (ha
Jf-en a (42) korrekt kvantumelméleti kifejezést értjik).

Heisenberg megvizsgdlja még az anharmonikus
oszcillator egy speciilis esetét is. Ennek a bonyolul-
tabb szamitasokat igénylS tesztnek az ismertetésére
azonban nem térhetiink ki.

A (33) Gj kvantumfeltétel tehat kidllta a tdzprobat
és megnyitotta a fizika torténetének egy Gj, példatla-
nul sikeres korszakat.

(43)

Folytatas

Az akkor 24 éves Heisenberg néhiny nap alatt meg-
irta korszakalkot6 tanulmanyat és elkiildte baratjanak
Wolfgang Paulinak, kritikus véleményét kérve. Pauli
igen lelkesen reagalt. A Kinematikai és mechanikai
osszefiiggesek 1ij kvantumelméleti  értelmezésérol
cimet viselS tanulmany a Zeitschrift fiir Physikben
jelent meg (33 (1925) 879), beérkezett 1925. julius 25-
én bejegyzéssel. Gottingenbe visszatérve Heisenberg
ismertette eredményeit Bornnal, aki a (30) szorzasi
szabalybol rogton felismerte, hogy Heisenberg x(n, [)
tipust mennyiségei a linearis algebrabol ismert matri-
xok. Born és Jordan A kvantummechanikdarol I cimd
munkajukban (Z. Physik 34 (1925) 838) megjelenik (x
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helyett g-val) a (34) csererelacio, mint altalanos kvan-
talasi szabaly. Born, Heisenberg és Jordan ezt kovets
terjedelmes tanulmanyaban (A kvantummechanikarol
11, Z. Physik 35(1926) 557) és Paul Dirac egy néhany
héttel korabban megjelent munkajiban (A kvantum-
mechanika alapvets egyenletei, Proc. Roy. Soc. A 109
(1925) 642) mar kibontakozik az operatorformalizmus
szinte teljes fegyvertdra. 1926-ban Schrédinger megal-
kotja a hullammechanikat és Born megadja a hullam-
figgvény statisztikus értelmezését. Schrodinger és
Dirac kimutatjadk a matrixmechanika és a hullimme-
chanika ekvivalencidjat. Az egyesitett kvantummecha-
nikat Neumann Janos helyezi szilard matematikai
alapokra 1927-ben.

A kvantummechanika két eredeti megfogalmazasa,
matematikai ekvivalencidjuk dacira nagyon kulénbo-
z6 jellemvonasokkal rendelkezik. Mig példaul a mat-
rixmechanika kozponti fogalma a fizikai mennyiség,
addig a hullimmechanika fogalmi centrumaban a fizi-
kai allapot all. A kvantummechanika oktatasiban és
gyakorlati alkalmazasaban a korilményesebb matrix-
mechanika a hullimmechanikdval szemben messze-
menden a hattérbe szorult. Heisenberg utjanak, a
kvantummechanikanak a félklasszikus atomdinamika-
bol valo induktiv szarmaztatasinak ma mdr jéforman
csak tudomanytorténeti jelentGsége van. A kvantum-
elmélet fizikai alapelvei cimd konyvében (1930) mar
Heisenberg sem a félklasszikus elméletbél indul ki,
hanem az altala felallitott hatarozatlansagi relaciok
(1927) feldl vezet be a kvantummechanikdba. A lip-
csei iskola (Heisenberg, F. Hund) egyenld figyelmet
szentel a klasszikus részecskekép és a klasszikus hul-
lamkép (els6®) kvantalasanak. A félklasszikus atomdi-
namika, jollehet idénként még alkalmazast nyer (kris-
talyelektronok erés miagneses térben, kvantumkiosz)
féleg csak egy sokszor megcsodalt kiallitasi targy a
tizika képzeletbeli iparmivészeti mizeumaban.

O
Halas koszonettel tartozom Polonyi Janosnak sok jo
tandcsért és segitségeért.
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