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G. BAR: Skript Ebene Kinematik

Vorwort

Inhalt der Vorlesung

e Beschreibung von stetigen Bewegungsvorgangen geometrischer (starrer) Objekte und
ihrer Eigenschaften;

»  Geometrische und zeitliche Eigenschaften werden untersucht, wie

Punktbahnen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Formgebung, Anordnung,
Abmessungen;

abstrahiert wird von Massen und Kréaften

Anwendungen in der Technik
Analyse und Synthese von Mechanismen, Getrieben und Robotern.

Die folgenden Figuren aus [3] zeigen Beispiele.
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Abb. 64 Angenaherte Geradftihrung Abb. 73 Storchschnabel (Pantograph)
bei einem Wippkran von SCHEINER
Voraussetzungen

Grundkenntnisse in Analytischer- und Differentialgeometrie der euklidischen Ebenen
und des Raumes
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1  Ebene Zwanglaufbewegungen

1.1 Geometrie in der GAuUssschen Zahlenebene
1.1.1 Die komplexe Zahl als Punktmodell

Ein probates Handwerkszeug fir die geometrische Kinematik in der Ebene sind die
komplexen Zahlen. Eine komplexe Zahl wird durch einen Punkt in der GAussschen
Zahlenebene geometrisch veranschaulicht:

XeE?e> X =x+iX,=re®eC mit x =Re(X), X, = Im(X). (1.1)

Der Absolutbetrag (Polradius) von X ist imaginare Achse

r=|X|=+x{+x$>0. X2 X

Das Argument (Polarwinkel) von X ist 0 )‘(l reelle Achse

@ =arg X = Arctan(x;,X,) mit 0< ¢ <2rx.

Nach der EuLERschen Formel gilt

cosp +ising =€,

1.1.2 Addition und Schiebung

Die Addition und Subtraktion komplexer Zahlen A=a; +ia, und A+B
B=Db +ib, folgt der Formel A+ X

A+B=(a,th)+i(aytb,). 5 A@//

Sei A=a€e" eine Konstante. Dann beschreibt die Abbildung
X = oa(X)= A+ X (1.2)
eine Translation (Schiebung) mit A als Schiebvektor.
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1.1.3 Multiplikation und Darstellungen des Kreises

Die Multiplikation komplexer Zahlen A=a€e® und B = be® folgt der Formel

AB = abé(**h) X, AB
so dal3 fur den Absolutbetrag bzw. das Argument des
Produktes gilt
|AB|=ab, arg(AB)=a+p. T 5
D
Bemerkung: AO1B und AOA(AB) haben bei O den gleichen Winkel B a A
und esist b:1=ab:a. ”
. o a X
AO1B und AOA(AB) sind gleichsinnig ahnlich. | 1
o] 1

Geometrische Deutung: Sei A=a€e"® eine Konstante. Dann beschreibt die Abbildung

X — ya(X) = AX (1.3)
eine Drehstreckung mit Zentrum O, dem Drehwinkel o und dem ’
Streckfaktor A. _ ~

Xy —t Xo X

Betrachten wir ein KS(M; X;,X,) . Dann gilt

Z = AX

fur den Bildpunkt Z bei Drehstreckung um M mit A. Eine Koor-
dinatentransformation auf das achsenparalele KS(O; x;, x,) lautet

X=M+X bzw. X=X-M, Z=Z-M.

Somit wird eine Drehstreckung mit Zentrum M, dem Drehwinkel
o und dem Streckfaktor A durch

Z-M=(X-M)ae® bzw. Z=M+(X - M)a€e® (1.4)

beschrieben.
Aus dem letzten Resultat erhalten wir sofort fir a =1 eine Darstellung der Drehung eines
Punktes X um M durch o nach den Bildpunkt Z:

X—>Z=M+(X-M)€e". (1.5)
Mit X = M +r as Urbildpunkt folgt eine Parameterdarstellung des Kreises k(M,r) mitt as
Polarwinkel von Z:

Z(t)=M+re', 0<t<2r. (1.6)

Eine Gleichung des Kreises k(M,r)={Z:|M —Z|=r} erhaten wir, indem die Bedingung
IM-2Z|=r
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unter Beachtung von AA=a’+as=a’ fir ale komplexen Zahlen A=a +ia,
ausgerechnet wird. (Die zu A konjugiert komplexe Zahl sei A =a, —ia,.)
Esfolgt eine Gleichung der Gestalt

aZZ+BZ+BZ+c=0 mita,celR und BeC. (L.7)

Aus dieser Gleichung ergeben sich Mittel punkt und Radius gemal3

__B 2__c Vi
=—2, r’=—S+MM. (1.8)

U1: Bestdtigen Sie die Gleichungen (1.7) und (1.8).

1.1.4 Satz von ROBERTS

Ein Gelenkviereck mit den Elementen Steg AyB,, Kurbel A,A;, Schwinge B,B; und Koppel
AB, ist nach der Figur definiert. Dreht sich die Kurbel um A,, so wird die Koppel AB;
zwanglaufig angetrieben und ein damit starr verbundener Punkt C, beschreibt eine
Bahnkurve — die Koppelkurve ¢ von C;.

Wir erganzen das gegebene Viergelenk A,ByA B, gemél obiger Figur durch die Paralelo-
gramme A,AC,A, und ByB,C,B;. Die Dreiecke A,C,C, und C;B;C; werden as dhnliche
Dreiecke zu dem Dreieck AB,C; konstruiert.

Der Streckfaktor ist dabei

L _[G-Al G- A _[es-Cf
B-AlTC-Al[BCl
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Wegen (1.4) ist dann
C-A=2(B-A) |
C,-A,=Z(C,-A) mit Z = pe'“.
C-C=2(B;-C)

Das Parallelogramm C,C;C,C, wird erganzt. Dann gilt
Co—A=(A—A)+(Co— A)+(Cy—Cy),

wobei
Co-Cr=C3-C=2(B;—-C)=2(By-By)
Co-A=2(C-A)=Z(A—-A)
A=A =C—-A=2(B - A).

Das Einsetzen ergibt

Co— Ao =Z(Bi— A)+ Z(A - Ag) + Z(By — By) = Z(By — Ag) = const.

Das Dreieck A ByC, ist ebenfalls gleichsinnig ahnlich zum Dreieck AB,C,. Die Lage des
Punktes C,ist vom Antriebswinkel der Kurbel unabhangig —und damit ist bewiesen:

Theorem 1 (Satz von RoBERTS): Jede Koppelkurve eines Viergelenks kann durch zwei wei-

tere Viergelenke erzeugt werden.

1.1.5 Produkte und ihre Anwendungen

Das innere Produkt zweier komplexer Zahlen A=a +ia, =a€'* und B=b,+ib, =be'?

wird folgendermal3en definiert:
(A,B):= Re(A)Re(B) + Im(A) Im(B) .

Esgilt

a8 (AB) =ab+ah,
=abcos(f-a)
=1(AB +AB)

b) cos(p-a)= A2

) (A’B):O@{oder ab=0.

Das aullere Produkt von A und B sai
[A,B]:= Re(A)Im(B) - Im(A) Re(B).

entweder B—o=%+kn (k=0,%1...)
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Damit gilt

a [AB] =ab,—ahy
=absn(p-a)
=1(AB - AB)

b) [AB]=-[B A]
c) |[[A B] ist Flacheninhalt desvon A und B aufgespannten Parallelogramms
d) [A,B]=0< AundB sindlinear abhangig

[A.B]

e) Sin(B—oc)zw.

Anwendung: Darstellung einer Geraden g = PQ
1) Parameterdarstellung: Z=P+A(Q-P), L elR

2) Gleichung [Z-P,Q-P]=0
Ausrechnen liefert die allgemeine Geradengleichung
AZ+AZ =D, (1.12)
wobel A ein ,,Normalenvektor von g ist, d. h.
(A,Q-P)=0.

1.2 Darstellung einer ebenen Zwanglaufbewegung

Die Ebene in zwel Ubereinanderliegenden
Exemplaren denken — einer Rastebene X

und einer Gangebene X. In £ bzw. Z wird
en Rast- bzw. en

Gangkoordinatensystem gewahlt und mit
> bzw. X identifiziert:

2 =KY(0; X1, X,) bzw. T =KU; X, Xz) -

Der Ursprung U wird in £ durch U dar-

gestellt. Der Winkel zwischen der ersten
Rast- und der ersten Gangkoordinatenach-
LSl Q=9 Xq,X-

™M
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Transformation von Richtungsvektoren

Werden ale zu UX parallelgleichen Vektoren durch V e X bzw. durch V e X représentiert,
dann gilt

V =|V[eera) —yele, (1.12)

Transformation von Punktkoordinaten

Wird ein Punkt der Ebene durch X €X bzw. X € X dargestellt, dann gilt
X=U+X=U+Xe?. (1.13)

Andert sich die Lage von X gegenuber ¥ in Abhangigkeit von einem reellen Parameter,

einem Zwanglaufparameter, z. B. der Zeit t, dann liegt eine ebene Zwanglaufbewegung /%
vor. Siewird nach Wahl von X und ¥ durch

X(t)=U(t)+ XV (1.14)

beschrieben, wobel U (t) und ¢(t) Uber einem gemeinsamen Definitionsbereich gentigend
oft stetig differenzierbar seien.
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2  Geschwindigkeit und Momentanpol

2.1 Absolut- und FUhrungsgeschwindigkeit

Sei X mit der Zeit t in X beweglich. Dann heil3t
-d
Vi =g X(©) (2.1)

die Relativgeschwindigkeit von X. Sie hat beziiglich ¥ die Darstellung

V, =V, e = X 0, (2.2)
Die Absolutgeschwindigkeit von X gewinnt man durch Differentiation von (1.14):

Vo= HU®+ X))

=U+ipXe?+Xe°.

Bezeichnet man

Vii=U+ipXe® (2.3)
als die Fuhrungsgeschwindigkeit von X, dann folgt

Vo=V +V,. (2.4)

Wenn X in X fest ist, dann gilt
V,=0 und V,=V;. (2.5

Wegen V=V e®® und vV = Ve Y folgt aus (2.3)
Vi=Ue™+ipX. (2.6)

Fiar welche Punkte XeX qilt Vs =07?

Die Beantwortung der Frage erfordert eine Fallunterscheidung:

Fal 1. ¢(t)=0.
Dannist V;:=Ue ' fir ale X eX, d. h. die Bewegung /X ist momentan eine
Schiebung mit der fur alle Punkte gleichen Flihrungsgeschwindigkeit Vi .

Fal 2: ¢(t)=0.
Dann ist die Bedingung V; =0 fir genau einen Punkt erfdllt, den wir aus (2.6) erhal-
ten:
X :i_—,lL_Je‘i“" —lyegio=p. (2.7)

¢ ¢
In Rastkoordinaten hat dieser Punkt P die Darstellung
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U o U=ip(U-P). (28)

Der momentan stillstehende Punkt P der Gangebene heildt 1. Momentanpol der Zwanglaufbe-
wegung 2/ X, kurz 1. Pol.

Als Punkt der Gang- bzw. Rastebene aufgefaldt, wird der 1. Pol auch als Gang- bzw. Rastpol
bezeichnet.

Bis auf Widerruf betrachten wir nur Punkte, diein X fest sind, und sprechen deshalb kurz von
deren Geschwindigkeit anstelle von Fihrungsgeschwindigkeit.

Es soll nun eine Darstellung der Geschwindigkeit mit Hilfe des 1. Pols P erreicht werden.
Wegen (2.3) und (2.8) erhalten wir

V=U+ipX € =ipl -P)+Xipe"
=ipU + X €"-P)=ip(X —P)
— €2 (X -P). (2.9)

Die geometrische Interpretation dieser Formel besagt, dal3
die Geschwindigkeit V eines Punktes X durch eine Dreh-

streckung mit dem Winkel % und dem Streckfaktor ¢

entsteht, angewendet auf X — P. Wegen
|V|=¢[|X - P|=o|r

ist der Absolutbetrag der Geschwindigkeit proportiona
zur Entfernung r =| X — P| mit dem Proportionalitétsfak-

tor |o|.

Man nennt

0=

Peg

die Winkelgeschwindigkeit von £/ X .

Satz 1: Das Geschwindigkeitsfeld der
BewegungX /X ist momentan das Ge-
schwindigkeitsfeld einer Drehung um
den 1. Pol P mit der Winkelgeschwin-
digkeit . Dabei geht die Bahnnormale
eines beliebigen Punktes durch den
1. Pol.

Die Vektorspitzen der Geschwindigkei- .
ten der Punkte einer Geraden g liegen /

auf einer Geraden h.
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Beweis: GeadeAB: X =A+A(B-A)
Geschwindigkeitvon X:  V=¢(X - P) ez
Geschwindigkeitvon X e AB: V=¢(A+A(B—A)—P)e?

V=¢(A-P)e? +1p(B-A)e? = V=V(.) ist eine Gerade. O
fest fest

Beispiel:
Gegeben: Viergelenk AjABB, mit Koppelpunkt C
Geschwindigkeit V, des Punktes A

Gesucht: 1. Geschwindigkeiten Vg und V.
2. Punkt D auf AB, der sich momentan parallel zu der Geraden A,B, bewegt

Losung: AgA und ByB sind Bahnnormalen von
A bzw. B und schneiden sich im Pol P.
Zul: Aus|A-P|:|V,|=|B-P|:|Vg| wird Vg
gefunden.
Zu2: Wegen V, || A)By liegt D auf der Norma
lenn zu AyB, durch P. Deshalb
D=nn AB.

2.2 Gang- und Rastpolkurve

Die Menge aller Gang- bzw. Rastpole bildet die Gang- bzw. Rastpolkurve
p: G:=P(t) bzw. p: R:=P(t)

in der Gang- bzw. Rastebene.

Satz 2: Bei /X rollt die Gangpolkurve p auf der Rastpolkurve p gleitungslos ab.

Beweis: Zuerst wird gezeigt, dal? sich diese Kurven stetsim 1. Pol berthren, d. h. daf3 dort die Richtungsvek-

toren der Gang- und Rastpolkurventangente linear abhéngig sind:
@:i L ] al® — ~ i Y -ip
o —aGU e =Eet(He)e E

:;E

Darstellung von G i X

ot

ﬁ—@iq)_' Y L N )
g - € “EtCeE=FE+(-He)gU=F+U.
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Also gilt

__:__:l-_]+E::l/p- )

Damit ist die Berthrung von Gang- und Rastpolkurve im 1. Pol gezeigt. Darlber hinaus zeigt (*), dal3 der
1. Pol die beiden Kurven mit der gleichen Geschwindigkeit V, durchlauft. Diese heifl3t die Polwechselge-

schwindigkeit Vp .
Vom Zeitpunkt t; biszum Zeitpunkt t, legt der 1. Pol auf p bzw. p den Weg

t, t,
s=[|G|dt bzw. s=[|R|dt

t1 tl
zurtick. Wegen (*) gilt s=s fur beliebige Zeitpunkte t; und t,. Deshalb rollen Gang- und Rastpolkurve glei-

tungslos aufeinander ab. a

Folgerung: Abgesehen von ihrem zeitlichen Verlauf kann eine Bewegung so erzeugt
werden, da3 auf der Kurve p von X die Kurve p von X gleitungslos abrollt.

Praktische Hilfsmittel fir ein einfaches Modell:
X =Zeichenblatt, ¥ = Transparentblatt;

gleiche Bogenlangenabschnitte auf beiden Kurven markieren

Entartungen:
a) P(t)=const.: pund p entartenin einen gemeinsamen Punkt, um den eine
(kontinuierliche) Drehung erfolgt.

b) o(t))=0: Esliegt eine momentane Schiebung mit der Geschwindigkeit U vor.
Dannist P der Fernpunkt der zur Schiebgeschwindigkeit senkrechten Ge-
raden.

c) ¢(t)=0: >/ X ist eine Schiebung.

Die Gang- und Rastpolkurve bestehen nur aus Fernpunkten.

2.3 BEREISsche Polkette

Der Pol i-ter Ordnung (i. Fol) P sei jener Punkt von %, der durch das Verschwinden der

I. Ableitung nach dem Drehwinkel ¢ als Bewegungsparameter gekennzeichnet ist. Damit
¢ =t und ¢ =1.Durch fortgesetzte Differentiation und Umstellung von (1.14) findet man der

Reihe nach diese Punkte und nennt sie die BErReISsche Polkette
R=U-U/i (Momentanpol P)
P,=U-U/i?=U+U (Wendepol W)

P=U-U"/i"
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Driickt man diei. Ableitung mit Hilfe desi. Poles aus, so folgt
X =(X-R)i
X =(X-B)i?

XM = (X -PR)i".

Die Figur zeigt die geometrischen Zusammenhénge zwischen den
Ableitungen und den Polen bis zur 3. Ordnung.

2.4 Bewegung und Umkehrbewegung

Bel X /X befindet sich der ,,Beobachter” der Bewegungin X .
Diese Bewegung ist jedoch fir einen ,,Beobachter“ in X eine Bewegungvon X in X, dieas
zugehorige Umkehrbewegung (inverse Bewegung) X/ X bezeichnet wird.

Beim Ubergang zur Umkehrbewegung vertauschen die Rast- und Gangpolkurven ihre Be-
deutung. Wenn bel /X ein Punkt C eine Bahnkurve ¢ durchlduft, dann gleitet bei /X

die Kurve ¢ stets durch den Punkt C.

Wegen £/%: X =U + X €® ergibt sich durch Umstellung
X=(X-U)e"=-Ue" +xe™

und damit die Bewegungsgleichung der Umkehrbewegung £/ X :

X=U+X€e¥ mt U=-U€eY, y=—¢.

Folgerung: Die Winkelgeschwindigkeit der inversen Bewegung ist entgegengesetzt gleich
zur Winkelgeschwindigkeit der Bewegung: v = —¢ .

Beispiel:  Kreuzschieberbewegung und ihre Umkehrbewegung
Gegeben:  Filhrungen der Punkte A bzw. B auf den Geraden x, bzw. x,, wobei AB = 2r

Gesucht:  Bewegungsgleichung, Polbahnen,
Bahnkurven

A=s (variabd)
B=i4(2r)>-s? (Pythagoras)
U=4(A+B)=35+(2r) -5

2
F=(3) +(@r)-s)=r?
= Der Punkt U bewegt sich auf einem Kreisum O
vom Radius r mit der Parameterdarstellung

Ldsung:

<

U =re" (t:=argU asBewegungsparameter).
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Weiter folgt aufgrund der Winkelbeziehungen im gleichschenkligen Dreieck OUA:
p=5-t.

Mit (1.14) ergibt sich die Bewegungsgleichung
X()=U()+ X® =re' + x Y, (2.10)

Der 1. Pol ergibt sich als Schnittpunkt der Bahnnormalen der Punkte A und B. Nach dem Satz
des THALES liegt der Gangpol G in ¥ demnach stets auf dem Kreis mit dem Durchmesser
AB, der Mitte U und dem Radiusr.

Als Rastpol liegt P stets im Abstand 2r von O. Deshalb sind Gang- bzw. Rastpolkurve der
Kreis p(U,r) bzw. der Kreis p(O,2r). (Dies kann man tber die Formeln (aus 2.3) auch anar

lytisch bestétigen.)

Bahnkurven:
1. Mittelpunkt U von AB lauft auf dem Kreis (O,r).

2. Ein Punkt
X =iA (A elR\{0}, A ==r)
auf der Geraden AB von X durchl&uft die Bahnkurve
X(t)=ret+(in)e®"
=r(cost +isint) +iA(cos(5-t) +isin(5-1))
—_—

a b sint cost

—— Nt
=(r—-A)cost+i(r+Ar)sint.

Das ist eine Ellipse mit dem Mittelpunkt O und den
Halbachsenléngen a bzw. b auf der x,- bzw. x,-Achse.

Anwendung: Ellipsenzirkel, Papierstreifenkonstruktion der Ellipse
3. EinPunkt Y =rée® desGangkreises p durchlauft die Bahnkurve

y
ey

Y(t)=ret+re®dC? (et + €M)

=r(cost+isint+cosy +isiny)

_y ity
=r(cost+cosy +i(sint+siny)) = 2rcost—\"eI 2,

2
t+y  t-y t+y  t-y
Zcos?cos? ZsmzcosT
t+y _t.on_t_ o
2 —2t4T 2t
[
4+2

argY (t) = const. und ‘ercost_TW‘ <2r.
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Folglich durchlauft Y e p einen Durchmesser des Rastkreises, wie dies speziell die

Punkte A und B tun.

Ein Punkt X eX (X #U, X ¢p) bewegt sich in starrer Ver-

bindung mit A und B und dem Gangkreis p.

Die Schnittpunkte A* bzw. B* von UX mit p laufen (nach 3.)

auf einer Geraden x; bzw. x5 durch O.

Nach dem Satz von THALES gilt x; L X5.

Die Punkte A" und B* auf x; und x, bilden einen ,neuen
Kreuzschieber. Nach 2. lauft X deshalb auf einer Ellipse mit

den Hauptachsen auf x; bzw. X5 .

Zusammenfassung

Abgesehen von den Punkten des Gangkreises, die auf Durchmessern des Rastkreises laufen,
bewegen sich die anderen Punkte auf konzentrischen Ellipsen. Die Kreuzschieberbewegung
heif3t deshalb auch Ellipsenbewegung.

Bemerkungen:

1

Werden zwei Punkte eines beliebigen starren Systems auf zwei
nicht paralledlen Geraden gefihrt, so liegt eine
Ellipsenbewegung Vor. Entsprechend gilt eine
Verallgemeinerung der Papierstreifenkonstruktion der Ellipse.

Auch hier liegt Ellipsenbewegung vor, wenn das 8-férmige
Objekt im Winkelbereich gefuhrt wird.

Die Umkehrbewegung der Ellipsenbewegung heif3t Konchoidenbewegung. Dabei rollt p jetzt
auf p ab.

b)
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Eigenschaften:

1. Fig a): Bei Ellipsenbewegung lauft Gep auf g durch O. Bei der Umkehrbewegung
(Konchoidenbewegung) geht eine Gerade g durch O deshalb stetsdurch G=gnp.

Einezu g parallele Gerade | im Abstand b bertihrt deshalb stets einen Kreis | vom Ra-

dius b um G. Bel Konchoidenbewegung ist die Hullkurve") jeder Geraden (3 Q) ein
Kreis.

2. Fig. b): Ein Punkt X X definiert g =0 X und damit den Schnittpunkt X =png.
Nach 1. dreht sich g um X, wobei O X =a festist.

Die Bahnkurve (PascaLsche Schnecke, Kreiskonchoide) von X entsteht, indem von
O =gn p stetsdie Lange a abgetragen wird und sichdabei g um X e p dreht.

Verallgemeinerung:

Eine Grundkurve |: r = f(¢) und das Zentrum
Z =0 definieren die Konchoide k: r= f(p)+a

= X (Polargleichung).

Gleichung der Kreiskonchoide

Kreisl: f(p)=dcose, Z €l
Kreiskonchoide: r=dcose+a

In diese Polargleichung werden kartesische Koordinaten
X =T COSQ

y=rsno eingefihrt, dann folgt:

x*+y?=d¥+a

\/x2+y2\/x2+y2 = dX +ay/x% + y?
\/x2+y2\/x2+y2 —dx =ayx*+y?

(x> +y?—dx)® =a® (x> + y?)

Diese Gleichung zeigt, dass die Kreiskonchoide eine algebraische Kurve 4. Ordnung ist.

) Definition: Kurvek in X erzeugt bei /X eine Kurvenschar S(k) .
Eine Kurve, die in jedem Punkt von einer Kurve aus S(k) berthrt wird, heifdt Hillkurve vonk bei /% .
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Bezeichnungen:
a<d: verschlungene Kreiskonchoide (siehe Figur)
a>d: gestreckte Kreiskonchoide (isolierter Doppel punkt Z)
a=d: gespitzte Kreiskonchoide (Kardioide).

3. Ellipsenbewegung: Punkt C € AB lauft auf einer Ellipse e

Konchoidenbewegung: Die Geraden x, und x, laufen durch
feste Punkte A, B.
Die Ellipse e lauft stets durch den
festen Punkt C.

Anwendungen:

1. InC Schneide eines Werkzeugs anbringen — diese schneidet eine Ellipse.
= Ovalwerk (Zusatzvorrichtung fur Drehbank) zum Drehen elliptischer Querschnitte

2. OLDHAM-Kupplung paralleler Wellen (@

2.5 FRENET-SERRET-Zwanglauf und Evolventenbewegung

2.5.1 Zur Differentialgeometrie ebener Kurven
EineKurve c: X = X(s) sei naturlich parametrisiert, d. h.

T(s):= % X(s) = X'(8) =t,(5) +it,(s)



16 G. BAR: Skript Ebene Kinematik

ist Einheitsvektor in Tangentenrichtung an c bei jeder Stelles. Weliter sei
N (s) := Vierteldrehung(T (s)) = —t,(s) +it;(s)
Kurvennormaleneinheitsvektor.

Es gelten die FRENETschen Ableitungsgleichungen

T'=xN (2.11)
N'=—«xT, '
wobel
K =K(S)=[X', X"]= X{X5 — X5X{" .
Fur eine Kurve c: Z = Z(t) mit irgendeinem Parameter t gilt
K = k(1) =% (2.12)

Die Geraden sind durch « = 0 gekennzeichnet.
W ec heild ein Wendepunkt, wenn dort k =0 gilt.
Aneiner Stellet mit k = 0 heild
M=Z+%N (2.13)

der Mittelpunkt des Kriimmungskreises k(M,p) mit dem Krimmungsradius p=-2.

In der orientierten euklidischen Ebene hat das Vorzeichen der Krimmung x ene
geometrische Bedeutung:

Wenn x >0 (<0), dann liegt M links (rechts) der Kurventangente beztglich der durch T ge-
gebenen Orientierung.

ImFall x =0 ist M der Fernpunkt der Kurvennormale.
Bemerkungen:
1. Mit dem Kontingenzwinkel ¢:=< (T (t), T (t+ At)) und der Bogenlange s =Z(t) Z(t + At) gilt
k=1lim 2. (2.14)

At—0
2. Seinbzw. n, diedurch N(t) bzw. N(t+At) bel Z(t) bzw. Z(t+At) bestimmte Kurvennormale,
Wenn AIimonA =n, dann gilt
t—

AIELno(nA AN)=M. (2.15)
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Die Menge aler Krimmungsmittel punkte einer ebenen Kurve
¢ bildet wieder eine Kurve — die Evolute ¢* vonc.

3. Konstruktion des Kriimmungsmittel punktes nach BEREIS:

Ein Punkt S auf c: Z =Z(t) heifd Scheitel(punkt), wenn
o d o
K= gk = 0
(dasist ein Punkt stationdrer Krimmung). Mit (2.12) findet man die

Scheitelbedingung:
[2,21(2,2)-3[2,Z](Z,2) =0.

2.5.2 FRENET-SERRET-Zwanglauf

Wenn ein Punkt U von X eine
Kurve ¢ durchlauft und dabel
eine Gerade g von X so gefuhrt
wird, dal3 sie stets mit der Tan-
gente von ¢ im Punkt U zusam-

menfalt, dann heil3t die Bewe-
gung X /X der FRENET-SERRET-

Zwanglauf oder die Begleitbewe-
gung B, der Kurve c von X .

Zur analytischen Darstellung von B, wahlen wir £ = (U; xq,X,) mit X, =g.
Dannist
B.: X(t)=C(t)+ X€?, p=argC.

Wir berechnen die Gang- und Rastpolkurve:

Esist
G=1iUe™ gemaB(27),
wobel hier
U=C=|C|e? C=a+ib, Q:aggzarctm%.
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Wegen
: 5\ 1 ba-bi 1 s R 1 4 &
¢ =(arctan) = : - = ———(ba-bd) =—5[C,C]
( a) 1+(g)2 a2 a2+b2 |9|2
folgt fur [C,C] =0,
A2 ) ) K]
G=—I|g| |Q|elq)e_l(p=—|.g|.. |
[C,C] [C,C]

D. h. geometrisch: Der Gangpol G liegt fur alle t auf der Kurvennormalen n (hier die x,-
Achse) und der Abstand UG ist

Ein Vergleich mit (2.12) zeigt, dal3 G der Krimmungsmittelpunkt von c ist. Mit (2.15) folgt:

Satz 1: Die Rastpolkurve p der Begleitbewegung B, ist die Evolute ¢’ von c. Die Gang-
polkurve p ist die Normale n zu g durch U in Z.

Jede Kurvennormale von ¢ beriihrt die Evolute ¢* im zugehorigen Kriimmungsmittelpunkt,
der mit dem 1. Pol zusammenfallt.

Die Evolute ¢” ist die Hillkurve aller Kurvennormalen von c.

Definition: EineKurve c: C = C(t) bestimmt die Parallelkurve (Aquidistante)

. z(t):g(mai%

Normaleneinheitsvektor von ¢ an der Stellet

im Abstand a< IR\{0}.
Anwendung: Fihrung einer Rolle zwischen ¢, und c_,

Mitte der Rolle lauft auf c;
Rollendurchmesser ist 2|a |

Satz 2: Jede Parallelkurve c, einer Kurve c erzeugt die gleiche Begleitbewegung wie die
Kurve c selbst. Folglich stimmen die Evoluten von ¢, und c Uberein.

Bemerkung: Die Paralelkurven ¢, und ¢_, sind zwei Teile der Hiillkurve des Kreises vom Radius |a|,
dessen Mittel punkt auf einer Kurve ¢ gefiihrt wird.
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2.5.3 Evolventenbewegung

Die Evolventenbewegung € wird durch das Abrollen einer Geraden g — X auf einer Kurve
p < Z erzeugt (die offenbar als Gang- bzw. Rastpolkurve fungieren).

Jeder Punkt C e g beschreibt eine gespitzte Evolvente c. (Bel C ¢ g entsteht eine verschlun-
gene oder gestreckte Evolvente.)

Da jede Begleitbewegung eine Evolventenbewegung ist, folgt mit den Resultaten aus 2.6.2:

Satz 3: Die Rastpolkurve p ist die Evolute
von jeder Evolvente der Punkte von g.

Folgerung: Je zwei Evolventen von €
sind Parallelkurven.

Satz 4: Die Lange eines Bogens auf der
Evolute c* einer Evolvente c ist gleich

dem Betrag der Differenz der zu seinen

Endpunkten  gehdrenden  Krimmungs-
radien von c.

Beweis: ¢*=p, c=EvolventevonC, s=s(t)-s(ty) , C(t)R=p, C(ts) Ry =po -
Dag gleitungslosrollt, folgt s=RyR=GoR=|p—py|. 0

Folgerung: Wird einlangs p gelegter Faden (stets im gespannten Zustand) abgewickelt, so
bewegt sich jeder seiner Punkte auf einer Evolvente, die deshalb auch Abwickelkurve heif3t.

Analytische Darstellung einer Evolventenbewegung €

Seien p: R=R(t), g X die x,-Achseund U =R(t,) der Ursprung von X.
Die Abrollbedingung besagt, dal3
s(t)=R,R=UR.
Mit R as Richtungsvektor von g in jedem Moment t ist bekanntlich
s(t) = J IR()|dr.
Wir setzen an

G: X(t)=U(t)+ X€e® mit U(t)=R—s(t)=.

EE

Weiter ist
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|70 ‘l;U-

¢ =argR =u(t) = R et
und deshalb
X(t)=R-s(t)e" + X e*.

Also  G: X(t)=R(t)+(X —s(t))e*.
Parameterdarstellung der Evolvente ¢ des Punktes C = (a,0) von g:
C)=R(t)+(a-s(t)e".

Satz 5: Die Evolvente eines Punktes der Ganggeraden besitzt auf der Rastpolkurve p eine
Spitze ihrer Bahnkurve. Die Spitzentangente steht zu p senkrecht.

Beweisskizze: EinPunkt S einer Kurve c heifdt Spitze, wenn

a) in S genau eine Kurventangente existiert,
b) lim L=0.
c3X—>S

Zua) Aus dem kinematischen Erzeugungsprinzip ist die Kurvennormale von ¢, stets Tangente an p- auch
im Grenzfall.

Zub) Im Beweis zu Satz 4 haben wir p=CR erkannt. Wenn C €C, gegen p konvergiert, dann strebt p =

O Al

gegen Null.

Die Kreisevolventenbewegung und eine Kreisevolvente ergeben sich flr den Speziafall, dal3
p asKreisk(O,r) vorgegeben wird:

Rt)=re", t,=0, R(O)=Ro=r, U(t)=r¢"
Rt)=rie" = o=t+Z=p, st)=rt
G ras: L(t):re”+(X—rt)e“giE

X(t) =(r+i(X —rt))e".

Beispiele zweier Kreisevolventen:

Kreisevolventevon C = (a,0): c,: X.(t) = (r+i(a—rt))e"

X, Kreisevolvente von U = (0,0): Co: Xo(t) =r (1—it)€"
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Satz 6: Die Evolventen eines Kreises sind zueinander kongruent, d. h. fir beliebige a<IR
gilt co=c,.

ia
I

Beweis: Fir t=0 bzw. t=a/r ergeben sich die Spitzen S, =X,(0)=r bzw. S,=X,(%)=re
Deshab wird vermutlich eine Drehung um den Kreismittelpunkt durch den Winkel —a/r die Kreisevolvente
c, in ¢, Uberfuhren. Wir beweisen diese Vermutung durch Nachrechnen:
¢ X, (e _(r+itariyel T = (r+i(a—rt'+2))e"
=(r—irt)e" mitt'=t-2
= X5 (t)
Xo(t) = X5 (1) 1

2.6 Radlinien

2.6.1 Erzeugung und Klassifikation

Die Radlinienbewegung R =X /X sa durch das Rollen eines Gangkreises p (Radius b; Mit-
telpunkt U) auf einem Rastkreis p (Radius a=pb; pelR, p#0; Mittelpunkt O ) gekenn-
zeichnet. Es sai stets a>0 jedoch sei b>0 bzw. b<0, wenn Gang- und Rastkreis auf

derselben bzw. zu verschiedenen Seiten der Polkreistangente liegen. In der Ausgangsiage
o =0 selendie x;- und x -Achse gleichgerichtet. Fur die Mitte des Gangkreises gilt dann

U =(a-b)e” = (ub—b)e” = b(n-1)e" 2l op

Wennpauf p von R, nach P abgerollt ist,
gilt die Winkelbeziehung
ao =bp = pba
und weiter nach dem AulRenwinkel satz
B=a-¢.
Damit folgt
p=0-P,
B=mpa,
p=0a(l-p).
Aus X =U + X € folgt die Bewegungsgleichung der Radlinienbewegung:

X =b(u-1)€*+ X *t#
mit o als Zwanglaufparameter.
Lage der Pole:

P =a€* = phe®

P = be® = be"*
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Die Radlinien werden anhand von p:% (a>0,b=0) klassifiziert:

a 1l<upu < 0<b < a: Hypotrochoiden
b) O<u<l < 0<a<b: Peritrochoiden
C) u<0 < b<0<a: Epitrochoiden.
Bemerkung:
u=1. a=b = Rist dieldentitat.

u=0: a=0 = EistNuIIkreis = R g

ge;

eine gewd6hnliche Drehung.
Zua) 1<p = %< 0

=
VAV
A
W

IS
N\

p berihrt p von innen.
P berthrt p von auf3en.

Vi

R heil3t hypozyklisch;
Radlinien heif3en Hypotrochoiden.

Zub) O<p<l = %>0

p bertihrt p von aufZen.
P berthrt p von innen.

R heil3t perizyklisch;
Radlinien heif3en Peritrochoiden.

Zuc) pu<0 = %>0

p berthrt p von aufen.
P berdhrt p von auf3en.

R heil3t epizyklisch;
Radlinien heif3en Epitrochoiden.

Fur alle drei Félle heilfen die Trochoiden zusétzlich verschlungen, gespitzt oder gestreckt in
Abhangigkeit von der Lage des erzeugenden Punktes beziiglich des Gangkreises.
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Grenzformen:

a) Gestreckte, gespitzte oder verschlungene Zykloiden entstehen als Bahnkurven, wenn p
asKreisund p als Gerade gewahlt werden.

b) Gestreckte, gespitzte oder verschlungene Kreisevolventen entstehen als Bahnkurven,
wenn p als Geradeund p as Kreis gewahlt werden.

2.6.2 Eigenschaften

DasVerhdtnis % heif3 Charakteristik von R:

a _b
¢ l-p b-a’

Satz 7: 3R wiederholt sich periodisch, falls die Charakteristik % rational ist, d. h. falls p=

oo

rational ist.

Beweis: In der Ausgangslage wird ¢=0 fur a=0 vereinbart. Es dilt ¢=¢(a)=0o(l-p).Die
Ausgangslage stellt sich genau dann wiederholt ein, wenn ganzzahligek, g (= 0) existieren, so dal3 fir o = 2k

gilt: ¢ =2ng = 2nk(1—p). Damit %: 1

. . k-g
& rational. Weiter folgt p=——= =2 [
T gt p

k b’

Bemerkungen:

1) X =Planet(z. B. Erde); X = Sonnensystem:
R ist die Drehung des Planeten um die Sonne und gleichzeitig um sich selbst mit bestimmtem Verhaltnis
der Winkelgeschwindigkeiten. Deshalb hei3t @ auch Planetenbewegung.

2) Verwirklichung von R durch Zahnréder:
p und p mit Z&hnen ausstatten, so dal3 Abrollen realisiert wird; O und U dabei festhalten. Dann tibertrégt

sich die Drehung um O mit o, auf eine Drehung um U mit ®,. ES ist o,/ ®, das Ubersetzungs-
verhltnis der Zahnrader und OU st ihr Achsabstand. (> 0 : Planetengetriebe)

Jede von CeX ba R beschriebene
Bahnkurve heild
Radlinie (Trochoide) und

b
b-a

=1

ihre Charakteristik.

Satz 8:  Die zwei Radlinien zweier
Punkte von X mit dem gleichen Abstand
von U sind kongruent.

Beweis:

a) Wir wollen zuerst zeigen, dal3 die Rad-
linien ¢, von C, =€ zu der speziellen
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b)

Satz 9: Eine Radlinie mit der Charakteristik /

% kann auch als Radlinie mit der Charakteri-

stik g erzeugt werden.

Beweis: Esgenlgt, die von Cy=A erzeugte Radlinie
C, zu betrachten.

Der Zweischlag OU C, wird zum Gelenkparallelogramm
0UC,U erganzt. Der Zweischlag QU C, wird zwanglaufig
mitbewegt.

Mit (J,)?l,iz) ads Gangsystem X und dem alten Rast-
system X haben wir jetzt die Bewegungsgleichung von
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Radlinie ¢, des Punktes Cy =L (A >0) kongruentist. Esgilt
Cot Xo(@)=b(u-1e* +1€°,  o=(1-p)a
¢0 Xy(a) =b(u-1e* +1eMe?, ¢=(1-p)o.

Drehen wir ¢, um O durch A::%, so erhalten wir

Cal X5(@) = Xo(@)e™ =b(u-1e™* +2d@*)

wobei

o+ A=(l-p)a+ it =y oy (oo =y +

BoE - =+ (- p) @A) =

syt X5(@) = b(u_l)ei(a+A) + g @)

d. h,esgilt X;(a)=X,(a) fira=a+A.

Alsoist c;=¢; =¢,, denn ¢, entsteht aus ¢, durch Drehung um O durch den Winkel A.

Sei ¢, dieRadlinievon C, = 1€"2 . Danngilt C,U = CU fiir einen beliebigen Winkel .

Analog (zu @) gilt ¢, =¢, (Drehungum O durch A = Yf ). Insgesamt hat man ¢; =¢c,=c,. i

52“

R=3% /L mit ¢ as Zwanglaufparameter

X(9)=U(g)+ X€e*, mit U=2%€* und a:%.

Die Polkurven firr %t lauten (formal nach Definition berechnen):

P = ég e —jl-p)ne®ie’™ =a(u-1e® = pel®

=Q+éQ: = pre'? —ae?,

|01

Die Polkurven sind Kreise mit den Radien b = Mp—-1) bzw. a =pi .
Die Charakteristik von X ist

©_ b Ap-1
=== =1-p.
« b-a Mp-D-pr - "

lo-P|-3;

> ()

—-a
-5 []
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Aufgaben:
2.1 Stellen Sie eine Parameterdarstellung fur Zykloiden auf.
2.2 Warumist die Klassifikation einer Radlinie unabhéngig von den beiden mdglichen Erzeugungsweisen?
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3  Hullkurven

3.1 Definition und Eigenschaften

Eine Kurve k: X = X(s) in = durchlauft bei der Bewegung £/%: X =U(t)+ Xe*" eine
Kurvenschar in £ mit der Darstellung k(t,s): X(t,s) =U(t)+ X (s)€°Y (t: Scharparameter;
s: Kurvenparameter). Esist k(ty,s) mit ty = const. eine Scharkurve in dem Zeitpunkt t,.

Eine Kurve h, diein jedem ihrer Punkte von einer Kurve aus K(t,s) berthrt wird, hei3t Hull-
kurve (Hillbahn) der Schar bzw. Hillkurve h vonk bei /X .

Der jeweilige Berihrungspunkt von h und Kk(t), der Hillpunkt X(t), bewegt sich relativ zu
< mit der Absolutgeschwindigkeit V, auf h und relativ zu X mit der Relativgeschwindigkeit
V, auf k (V, und V, hangen vont ab). Wenn sich h und k(t,s) in X(t) berthren, dann ha-
ben V, und V, die Richtung der Bertihrungstangente; also muf3 gelten

AW, =V, mit A=Ar(t)elR. (3.1)

Wegen (2.4) gilt
V, =V +V, und

AV, =AV; +AV,, d. h.wegen (3.1), AV; =(1-A)V,.
Wegen Vi =ip(X —-P) und V, :a%—é (ae€lR) folgt fur X(t) die sogenannte Hillbedin-
gung

(X—P,%—é)w. (3.2)

<

k(tz,9)

k(t,s)

Satz 1: Die gemeinsame Kurvennormale von h und K(t,s) in einem Huillpunkt X(t) ver-
lauft durch den Momentanpol P.

Satz 2: Eine Parallelkurve d von k besitzt eine Parallelkurve i von h als Hillkurve.
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Gleichung (3.2) hat die Form H(t,s)=0. Eine Losung t=t(s) heildt Hull- oder
Berlhrparameter von X(s). Mitihrist

X(t(s)) = U(t(s)) + X(s) €Y (3.3)

als der zugehorige Hullpunkt auf h bestimmt. Wenn (3.2) in die Gestalt t =t(s) aufgelost
werden kann, dann ist (3.3) eine Parameterdarstellung von h.

Ein Hllpunkt ist Momentanpol, wenn fur ihn V, =0 gilt (< V, =V; =0).

Die Gleitgeschwindigkeit von k auf h im Hullpunkt ist Vy =V, —V,. Man sieht sofort, dal3
Vg :Vf .

Folgerung: Eine Kurve k gleitet i.a. auf ihrer Hlllkurve h mit der Geschwindigkeit V, im
jeweiligen Bertihrungspunkt; nur wenn der Hillpunkt mit dem Momentanpol Ubereinstimmt,
ist dort V, =0.

Satz 3: Die Polkurven p und p sind das einzige Kurvenpaar bei /X, welches gleitungs-
frei aufeinander rollt.

H.R. MULLER[2] nennt A(t) in Formel (3.1) die Rollgleitzahl zu k und h
a A(t)=1: kund h sind Gang- und Rastpolkurven.

b) A=0bzw. A=w,d. h. V, =0 bzw. V, =0: Der Hullpunkt ist auf k bzw. h momentan
feststehend.

c) A(t)#1: Alle“rollgleitenden” Kurvenpaarek und h zu A(t) kénnen durch Integration
gefunden werden.
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4  Kinematische Ketten

4.1 Dreipolsatz

Drei Systeme Z;(O;; Xit, Xi2) (i=1,2,3) fuhren zwangléaufig gekoppelt die
Relativbewegungen

Bu=3,/%1 ... Xi=Upy+ X,€%
Bs, = Z3/22 v Xo=Ugz + X3e|(P32 (41)
Byy=23/%; ... X{=Ug + X3

aus mit dem Zwanglaufparameter t, d. h.

Uy =Uu(t) <> O;0 beziiglich £, X12
Pik = Qi (1) =< Xieq, Xia.

| Achsen i
System-Nr.

Aus der Polarwinkel-Beziehung
P31 =032+ P21 (4.2)

folgt nach Differentiation

. . . O
031 =Pz + P21 (4.3)

Die Bewegung von X €X5 bei B;, kann als Relativbewegung von X bel der Bewegung B,;
aufgefaldt werden, d. h. es gilt
Relativbewegung Bs;

4
V,=V, +V, = vil =V # 4V, (4.4)

darstellende komplexe Zahl
bezieht sich auf %,

Zu der Bewegung By, gehort (vgl. Abschn. 2) die Winkelgeschwindigkeit
Ok = Pik (4.5)
und bei ®; =0 der Momentanpol P, der bei Betrachtung mehrerer bewegter Ebenen nun

Relativpol von By genannt wird. Die Relativgeschwindigkeiten V' k&nnen nach (2.9) mit
den Momentanpolen ausgedriickt werden:

V121 =Ty (Xq — P121)
V232 = i0)32(X2 - P232) (46)
V131 =i (Xy— P131)-

Wegen V,* =V;%°2 und (4.1) gilt:

X2 = (Xl _U21) e_i(le Und P232 = (R]_SZ _UZl) e_i(P21 .
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Aus (4.6) folgt damit

ViZ =329 iz (X —Uz)e % - (R —Up)e %) =iwgy (X — R?), (4.7)

(4.6) (4.7)in(44) =
iz (Xq — P131) =iz (X, - P132) +imy (X, - |3121)

31 32 21
(031 — 3 —02) X1 — 03 ™" + 0P + 0 =0
[ ————
=0 nach (4.3) = 031 -y nach (4.3)

0)21(P121 - P132) = 0)31(P132 - Plsl)- CL)21(|3121 - '3132) = 0)31(Plsl - P132)- (4-8)
Auswertung von (4.8) bel w; #0:
a) F?L32 — RLZl PN RL31 — RL32

b) B*=PR? < P% P P* Kkollinear und

p32p2l
_Papa'

031
W21

Bemerkung: % ist das Teilverhaltnisvon (P?, P, P*?)  denn Pt —P* = %(Pfl— P).
21 21

. O3 Q3 [> . 32 [auRerhalb 21531
Wenn dabei w—ﬂ_(b—n{<}0,dannllegt P {innerhalb} der Strecke PP,

c) Bisher wurde vorausgesetzt, dal3 w,, w3, ®3 # 0.
Wenn ;, =0, dannist By, eine Schiebung (vgl. Abschnitt 2) und P* der Fernpunkt der
zur Schiebung senkrechten Richtung.

Verallgemeinerung der Auswertung von (4.8) auf ein Getriebe, an dem 3 zwanglaufig beweg-
teGlieder X, X, Xy betrachtet werden (X = Z;, X = X,, Xy = Z; setzen) =

Dreipolsatz von ARONHOLD-KENNEDY: Die Relativpole dreier zwanglaufig bewegter Glie-
der liegen auf derselben Geraden. Fallen zwei der Pole zusammen, so alle drei. Sind P* und
PY verschieden (und keine Fernpunkte), dann ist

COji(Pji - PY) = w4 (P - PY).

Alsn-gliedrige kinematische Kette bezeichnet man n zwanglaufig gekoppelte Ebenen.

Eine n-gliedrige kinematische Kette besitzt (g) = n(n2— ) Relativpole.
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4.2 Anwendungen

Beispiel 1:
Gegeben:  Viergelenk
Gesucht:  alle Relativpole

Lésung: (g‘) = 473 = 6 Relativpole P* vorhanden

w1 _ Antriebs- Winkel geschwindigkeit

© = o,  Abtriebs- Winkelgeschwindigkeit

Ausder Lagevon P¥, P?*, P2 folgt:

‘524512 ) .
|°°|:‘$_Z:|F;?E12 (k=Li=4,j=2) (4.10)
12 [aulRerhalb 14524 >
P {innerhalb} Strecke PP = co{<}0.

Beispiel 2: Stirnradverzahnung

P2 P3
X, Xxn PR Xai %
0, =0, P21 X1 Os 031 [~
21 31 C o3
5, P a P ﬁ_l 3\: P
wa
o-1
Bu:  Xi=Xo€% mit ¢ =0yt (4.11)

Drehung um O, = O, = P? (nicht notwendig gleichférmig, d.h. @y = 0,,(t))

B31: Xl = Rl_sl + X3ei(P3l m|t (P31 =03 -t (412)
Drehung um O; = P*
R?'R* = 0,0, =a... Achsabstand der sich drehenden Systeme =,, T,

Bs;,: Relativbewegung 25/ %,
X, = Xle*iwzl =(a+ x3ei<P31)e*i<P21
_ aefigozl + X3é (p31—921) (4.13)
=@z, nach (4.2)
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W%en (43) g'lt W31 =03 + MWy, aso

W3zp =031 —Wp1.-

Bemerkung: Soll sich nach n, Drehungen von X, das System X, ns;-mal gedreht haben und damit beide
Systeme wieder in der Ausgangsage befinden,

daﬂn mUB (P21:n2'27|::0)21't
gleich Q3 =N3- 21 = 3 -t

fir gewisses t =t; sein, also

N3 _og(ty) _
Ny ®p(to) o(t)

rational sein.

Wir wiederholen (4.8)
F?LZ:L_ R|_32 — %(Rﬁl_ F?|_32) )
P21

Es gilt:

P innerhalb der Strecke P?'P* = 0,0; & o:= % <0
21

< B,;und By, sind gegensinnige Drehungen.
Wegen O, = P? ist B#=0;
wegen O;=P* ist R =a,

und damit gilt:
PR _pR2— %(Plsl_ P?) = wa-oR?+R2=0 (4.14)
P2(1l-0)=-0a
P132 =0§D——al'
Problem:

Gegeben: Drehungen By, und B3 mit Winkelgeschwindigkeiten m,(t) und ws;(t)

Gesucht:  Polkurven p; in Z; (i=2,3), soda3die Drehung B,; auf die Drehung B;; Uber-
tragen wird ( p; als Profilkurven von Reibréadern, die aufeinander rollend dann das

Ubersetzungsverhaltnis o = o(t) = % realisieren).
21
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Losung:  Die Polkurven bel By, ergeben sich mit (4.11) und (4.14):

D, in 3, ... PR(t) = RPg oz — 92 grivnt )

= 1(t)
p;in =5 ... P2 =ae 92 p¥dex

— g i9= (—f_alle“‘m - ae‘i‘”l) (wegen (*))
:( wa . a) e—i(pzle—i(PSZ
(O] _1 —
= glo3L
_ O _1\aion
= a(—(x) 1 1)e o ] ©
_a ozt
= —O) - 1e
= r3(t)
rz(t) W31
— =o(t)=
r3(t) ® ®21

Bemerkung: Fur Reibrader-Profilkurven eignen sich nur geschlossene, doppel punktfreie Polkurven.

Wenn o(t) = % = const. (d.h. gleichférmige Drehungen B;,, B3 gegeben) dannist die Pol-
21
kurve p, bzw. p; ein Kreis mit dem Radius r, bzw. r; und dem Mittelpunkt O, bzw. O;.=

Satz: Die Relativbewegung zweier gleichférmiger Drehungen um zwei feste Punkte ist eine
Trochoidenbewegung, deren Polkreisradien sich umgekehrt proportional zu den Winkelge-
schwindigkeiten verhalten.

Bemerkung: Zur Ubertragung von gréReren Drehmomenten werden die durch p, und p,; berandeten Schei-

ben “verzahnt” = Stirnréder, -verzahnung (parallele Achsen).

Problem: Ausbildung der Zahnprofile:
Verwendet man N; Z&hne (und auch Liicken) an der Kurve p;, dann gilt

27t|r2|_ 27t|r3|
N, © N;

_Np _
- =

W31
W21

P
3
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Beispiel 3:

Wir betrachten eine dreigliedrige kinematische Kette
¥,,%, und X, bei der die Relativpole P?, p¥, p*
nach dem o. g. Satz auf einer Geraden, der Polgeraden g,
liegen. Ein Punkt CeX; wird bei 25/ %, (bzw. 23/ %,)
die Bahnkurve c; (bzw. c,) mit der momentanen Bahn-
normale n, = CP® (bzw. n, = CP*) bzw. der dazu or-
thogonalen Bahntangente g, (bzw. g,) durchlaufen.

p2L p32

Sei P* = P*. Dann berithrensich cund ¢, inC<n=n,<Ceg=n,=n,.

Wenn das fur alle Bewegungsmomente gilt =

Satz: Zwei Hullkurven c,und c, einer Zwanglaufbewegung X,/ %; kénnen durch Hinzu-
nahme einer dritten bewegten Ebene X5 als Bahnkurven eines Punktes C dieser Ebene bei
den Bewegungen X5/ X; und X5/ X, erzeugt werden. Dieser Punkt C muB stets auf der Pol-

geraden liegen.

Anwendung:  Konstruktion einer Zykloidenverzahnung

Im Spezialfall (Satz von CAMUS) kann X5 so gewahlt
werden, daR stets P?* = P% =P = P gilt, so daB sich
die drei Polkurven p;, p, und ps stets in P=P% be-
rihren. Dann kann C in X5 frei gewahlt werden.

Die Polkurve p; c X5 heil3t Hilfspolkurve von CAmMuUS.

Mit dem Satz von Camus |&ft sich die klassische, auf PH. DE LA HIRE (1694) zuriickgehende

Zykloidenverzahnung leicht erklaren:

Man wahit als Hilfspolkurve q
einen Krels und den erzeugen-
den Punkt C auf dem Umfang
von ¢. Bel der in der Abbildung
vorliegenden Anordnung ergibt
sich dabei fur das Profil ¢, eine
Hypozykloide, fir das Gegenpro-
fil ¢, eine Epizykloide und fur
die Eingriffsinie c, ein Bogen
des Kreises . Da man hierbei
jedoch nur die Ful¥flanke der
Z&hne des ersten Rades und die
Kopfflanke der Zéhne des zwei-

ten Rades erhdlt, so wird man die gleiche Konstruktion mit einem zweiten, auf der anderen
Seite der Wal ztangente angeordneten Hilfspolkreis @ wiederholen.

FUr einen Beobachter im (ruhenden) Lagersystem X, beschreibt C die Eingriffslinie ¢, .
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5 Krimmung von Bahn- oder Hullkurven

5.1 Konstruktion von EULER-SAVARY

Es sei an Satz 2.1 erinnert:

Der Rastpol der Begleitbewegung einer Kurve ist der Krimmungsmittelpunkt der Kurve im
betrachteten Punkt.

Durch mehrfache Anwendung dieses Satzes konnen wir folgendes Problem 16sen.

Gesucht sei der Kriimmungsmittelpunkt X" der Bahnkurve ¢; des Punktes X von X, bei
2, /%

Losung:

1) Sei %,/3, durch Abrollen der Polkurve p, auf p; realisiert, die sich in P:=P?" be-
rihren. Der Kriimmungsmittelmittelpunkt von p, (bzw. p;) sei K, (bzw. K).

Wegen o. g. Satz ist bei der Begleitbewegung des Zweibeins (t,,h) lings p, (bzw. p;)

K, =P% (bzw.K, =P"")
2) Sei X3:=gn. Dann ist wegen o. g.
Satz
P’'=X"en

der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt,
den wir durch Konstruktion aller
Relativpole und Nutzung des Dreipol-
satzes finden werden:

3) Der Punkt X €ZX,; ist ein Drehgelenk von X; bei der Bewegung B;,, also
X =P%, (*)

4) Zuden vier Systemen X,...,%; gibtes (3) =6 Relativpole;

bekannt sind jetzt P”', P%, P, P32,

Nach dem Dreipolsatz von ARONHOLD-KENNEDY (vgl. Abschn. 4.1) muB P! auf P?'P*
und auf P*'P® liegen. Deshalb gilt:

X* — P31 — P21P32 A P01P03 ) (**)

Also ist nur noch H := P® zu suchen.
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5)  P% liegt auf P”P** und ist Pol von By; =2,/ .
>, ruht, p, rollt auf p, ab, so daB sich beide Kurven bewegen und sich in P*!

beriihren;
X durchlduft c;, dabei geht n =5 stindig durch den beziiglich ¥, festen Punkt P?'.

Deshalb bewegt sich P?' auf n, hat also n als Bahntangente. P® muB auf der
Normalen | zu n liegen. Somit ist P® =1~ P%P*.

6) P3'=X* nach (**).

Bemerkung: Diese Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes fanden unabhingig voneinander DE L'HOSPITAL
(1696), L. EULER (1765) und F. SAVARY (1841).

5.2 Krummungsmittelpunkt einer Hullkurve

Sei ¢, € X, die Hiillkurve von ¢, € X, bei B,;.

Dann geht die gemeinsame Normale n im Beriihrpunkt X von ¢, und ¢; durch P?',

Sei g, n das begleitende Zweibein in X.

Die Relativbewegungen laufen wie in Abschn. 5.1 ab,

aber P* ist bei (*) jetzt durch den Kriimmungsmittelpunkt
C, von C, zu ersetzen.

Dann ist P*' = C, der Kriimmungsmittelpunkt der
Hiillkurve ¢,. =

Satz: Der Krimmungsmittelpunkt C, einer Hullkurve c,

im Hullpunkt X ist der Krimmungsmittelpunkt der Bahn-
kurve, die der Kriimmungsmittelpunkt C, der einhillenden

Kurve ¢, durchlauft.
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5.3 Analytische Losung und die Krimmungsverwandtschaft

Nach der Konstruktion von EULER-SAVARY ist jedem X € X, genau ein Krimmungsmittel-
punkt X" e, der Bahnkurve von X bei ¥,/%, zugeordnet. Diese Abbildung heiBt Krim-

mungsverwandtschaft X — X" und soll analytisch formuliert werden: In die Konstruktion
von X" fiihren wir die vorzeichenfidhigen Abstéinde

a=PX, a'=PX*

r=PK, r"=pPK’
und den Polarwinkel o von PX gegen-
tiber der Polkurventangente ein.

Nach Ahnlichkeitssatz gilt H
a-rsina
a_ und
h reosa
a® _a —Iising tp
h rcoso.

1 _1lgpg=d_1
(* ajsma - . (5.1)

Die rechte Seite kann mit der Polwechselgeschwindigkeit
Ve =0yl =y, (5.2)

das ist die Absolutgeschwindigkeit von P beim Durchlaufen der Rastpolkurve p,, aus-

gedriickt werden (vgl. (2.10)). X = p32

Beziiglich des eingefiihrten
&, -Koordinatensystems gilt dabei:
” p30
P=P" =0,
P =ir*, P” =ir, (5.3)
P3 =g’ e P2 = ae.

Nach dem Dreipolsatz von ARONHOLD-KENNEDY //pz 2

gilt mit (i, j,k) = (1,2, 0):

03 (P*' = P%) =y, (P" = P*).

Mit (5.2) und (5.3) folgt V¢!

Wy _r—r’
21 _r=r 54
Voo r'r G4
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Erginzend zur Formel von EULER-SAVARY gilt also :

A _1gpg=1l_1_o
(a* ajsmoc TV, (5.5)
mit o:=,, als Winkelgeschwindigkeit von %, /%, .

Wenn P als Punkt von X, aufgefaf3t wird, so gilt mit (2,4)
(VARSVARAVES (5.6)

Dies erlaubt die

Folgerung:  Krimmungsmitten-Konstruktion von HARTMANN
Gegeben: P,Vp, X,Vy

Gesucht: X" (Kriimmungsmitte der Bahn von X)

Ldsung:

Die Formel (5.5) besagt mit o = const.# 0, daf auf jedem Polstrahl

L) 0 ot
a® a) Vgsina

gilt. Deshalb ist auf einem (festen) Polstrahl die

Abbildung X — X* — die Krimmungsverwandt-
schaft — durch den Pol P und ein Paar (X,X")

festgelegt. Fiir einen weiteren Punkt Y auf dem Pol-

strahl kann sofort Y* konstruiert werden. Siehe
nebenstehende Figur.
Man erkennt dies auch sofort analytisch:

Wenn o =const., dann ist %—%zco. Mit einem Paar (X,X") ist a° und a gegeben.
a
Daraus wird ¢, berechnet. Wenn jetzt b=PY fiir einen Punkt Y € PX bekannt ist, so wird

b* aus L —

o %: Co berechnet.
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Projektionssatz: Ein Paar (X,X") der Krimmungs-
verwandtschaft, das auf der Polbahnnormalen n liegt,
wird bei Normalprojektion auf einen beliebigen Pol-
strahl wieder auf ein Paar (Y,Y") der Krimmungs-
verwandtschaft projiziert.

Analytische Darstellung der Krimmungsverwandtschaft

(€,m) -Koordinaten fiir X bzw. X" sind

E=acosa E"=a"cosa
n=asina n =a’sina.

Nach langerer Rechnung folgt durch Einsetzen in die EULER-SAVARY- Formel (5.1)

. &n S
- 2 25 n-= 2 257
n+p(E”+n°) n+p(&”+n°)
wobei p:= l* —% gesetzt wurde.
r
Umgekehrt gilt
Em’ _ n”

= * * * 4 n * * * °
N -p(E?+n?) N -pE?+n?)

Bemerkung: Die Abbildung “Kriimmungsverwandtschaft” X > X" st eine birationale quadratische
Punkttransformation (spezielle CREMONA-Transformation), bei der jede Gerade auf einen Kegelschnitt (und
umgekehrt) abgebildet wird.

5.4 Wendekreis und Wendepol

Ein Punkt X € X, beschreibt bei B,, eine Bahnkurve c;.

Ein Punkt X heiflt Wendepunkt von ¢, genau dann, wenn
sein zugehoriger Kriimmungsmittelpunkt X~ Fernpunkt der
Bahnnormalen ist, d. h. genau dann, wenn in EULER-
SAVARY- Formel (5.1)

a’ =, also L* =0 gilt, d. h. to
a

. ® .
—ésmazl,d. h. sina = -2

Vo d, @y
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Satz: Alle Wendepunkte X liegen auf dem Wendekreis w, der die Polbahntangente im Pol P

beriihrt und den Durchmesser |d,,| = ;/—P hat. AN
" w &m)
W :=n~w heiBt Wendepol. (W* ist Fernpunkt von n.) }n Cdy
2
Gleichung des Wendekreises:

d V' (d ) d Vv
2 _Sw | | Xw o Sw__a __Vp
5 +(” 2 j ( 2 j wobel = Ssina . 20

= §2+n2+\%n:0.

Sagezahnkonstruktion

Gegeben: Polstrahl mit Punkt A und
Kriimmungsmitte A°

Gesucht:  Wendepunkt W, auf Polstrahl PA

Losung: 1) h beliebig durch A

2) Pund A" mit Parallelprojektion
auf P, A" eh abbilden

Beweis: Fir (A A") gilt( __ )sinaz%. Fiir (U,U") gilt (%—%)smm%:%sma.

P Ve

m|_.

S(L_L):LQL_L:L ©)
a* a S a a* S

PA:A"A=PA:A"A=W:A:P
I I #
a:(a-a’) (@a-s):a
:L:%:az=(a—5)(a—a*)=a2—aa*—sa+sa*

*

a-a
=aa" =s(@" —a)

aa”
a'-a

=

=5 < (0).
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Beispiel: Bei X, /%, kennt man von 2 Punkten A und B die Kriimmungsmitten A* und B”.
Man bestimme den Pol P, den Wendepol W und die Polbahntangente.

Ldsung:
1) P=AA"~BB"
2) Sigezahnkonstruktion auf P, A, A

anwenden
= Wendepunkt W, auf PA

3) Sigezahnkonstruktion auf P, B, B*
anwenden = Wendepunkt Wy auf PB

4) Umkreis APUV ist Wendekreis w
mit Mittelpunkt M, PM nw =W

5) Polbahntangente T =P 1L PM
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5.5 Satz von BOBILLIER

Hilfssatz: Zwei Paare (A,A") und (B,B") der
Krummungsverwandtschaft auf verschiedenen Pol-
strahlen bestimmen die Krimmungsverwandtschatft in
der gesamten Ebene, insbesondere den Wendekreis
und die Poltbahnangente.

Beweis:

(1) P=AA"NBB"

(2) Sigezahnkonstruktion auf P, A, A" und P, B, B
angewendet, wobei AB als Hilfsgerade verwendet
wird, ergibt die Wendepunkte W, und Wy .

(3) w= Umkreis des APW,Wg mit dem Mittelpunkt M

(4 W=PMnw

(5) tb=PLPM. O B*
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Folgerungen:

1 <WWgP=<«PF,PB (Wechselwinkel an parallelen Geraden)

Il
< APtp (Sehnen-Tangentenwinkel-Satz)

Der Sehnen-Tangentenwinkel t ist

gleich dem zugehorigen Peripherie-
winkel vy.

(2) Mit PA und PB ist durch Folgerung (1) die Achse PP, festgelegt.

Satz von BOBILLIER (1870): Zwei Paare (A,A") und (B,B") der Krimmungsverwandt-
schaft bestimmen die ,, Achse “ PP, mit P=AA"~BB* und P, = ABnA"B", die nur von

den Polstrahlen PA und PB abhéngt. Dreht sich ein Polstrahl um P, dann dreht sich die
Achse durch den gleichen Winkel im gleichen Sinn.

Beweis: Wird etwa PA abgeédndert, dann &ndert sich < APty und wegen Folgerung 1) im gleichen Maf3 und
Sinn auch <« R)PB (da fp fest ist fiir die betreffende Kriimmungsverwandtschaft). O

Anwendung 1: Konstruktion der Bahnkrimmungsmitte X" von Punkt X,
wenn (A, A") und (B,B") gegeben

Qo = Po(XB)

PX liegt gegen PA um o gedreht.
= Achse fiir (B,B") und (X, X") liegt um o gedreht gegen PP,
= o im Scheitel P antragen = PB,(XB)=:Q,

= X*=(QB")NPX. ]
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Beispiel:  Anwendung 1 am Viergelenk AA"BB*
X ™ ist Kriimmungsmitte der Koppelkurve des Koppelpunktes X zur Koppel AB.

Zusatz: Konstruktion der Polbahntangente tp.
Wegen < P)PB =<« APty = tp

43
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Anwendung 2: Konstruktion von X *der Punktbahn von X aus dem Pol P und dem
Wendepol W X

Beweis: In Folgerung 1 wird A=X und B=W
gesetzt, dann ist < XPtp = <« B,PW.

W* ist Fernpunkt von PW = PW " || PW.
X" =(PRW™")NPX nach Folgerung 2.

0 X" w*
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5.6 Krummung der Hullkurve einer Geraden

Satz 5.2: Der Krimmungsmittelpunkt X, der
Hullkurve ¢, c X, einer Kurve ¢, c X, ist der
Krimmungsmittelpunkt der Bahn des Krim-
mungsmittelpunktes X5 von ¢, im Hullpunkt X.
Weiter gilt: (X5, X;) ist ein Paar der Kreisver-
wandtschaft.

Folgerung: Wenn ¢, speziell eine Gerade g ist,
dann gilt X5 = X5, und HK, || PX .

Hy = (K, || PX)Ah

X1y = HyK; mPX: Kriimmungsmittelpunkt

der Hiillkurve ¢, von g.

Analytische Charakterisierung von X

0y

Die Formel von EULER-SAVARY (5.1) mit a=co fiir X,,, a"=PX|" ergibt L*sin o=
a P

Mit dp :O‘;—P folgt sin o =3—.
21 R

Erinnert sei an Wendekreisdefinition. Es gilt dg =—d,,.

Riuckkehrkreis
Riickkehrpol

Wendekreis
Wendepol.

Deshalb wird definiert: Der { einer Bewegung X, /X, sei der an der

Polbahntangente gespiegelte {

Satz: Der Krimmungsmittelpunkt X, der Hiillkurve einer Geraden g bei X, /X, ist der von
P verschiedene Schnittpunkt der Bahnnormalen im Hillpunkt mit dem Rlckkehrkreis.

Bemerkung: Der Riickkehrkreis ist der Wendekreis der Umkehrbewegung (weil d,, und dgr bei der

Umkehrbewegung ihre Vorzeichen vertauschen).

Folgerung 1: Die Hiillkurven aller zu g parallelen Geraden besitzen den gleichen Kriim-
mungsmittelpunkt X/ .

Folgerung 2: Die zu g parallele Gerade ¢ durch den
Kriimmungsmittelpunkt X/, auf dem Riickkehrkreis be-
sitzt eine Hiillkurve ¢;, deren Kriimmungsradius augen-
blicklich 0 ist (X = X{"g e ¢, Krimmung ist unendlich
grof3) und der Riickkehrpol Wy liegt auf (.
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Folgerung 3: Fiir jede Gerade durch den Riickkehrpol Wy hat die Hiillkurve augenblicklich
eine auf dem Riickkehrkreis gelegene Spitze.

Wendekreis und Riuckkehrkreis-Konstruktion

a) am Beispiel einer epizyklischen Bewegung

beliebiger Polstrahl n

— YeW, wenn Y =Y, en=Y,K,nh=H =Y =HK,nn
W= Ln)nKK,

— Riickkehrpol Wy durch Spiegelung von W an P

b) am Beispiel einer hypozyklischen Bewegung

Zusatz: g = AB|In gegeben. Dann ist X =g PH Hillpunkt der Hiillkurve ¢, von g.

Xf‘g = HP nwy ist der Kriimmungsmittelpunkt von c;.




